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Résumé

Voici mes solutions personnelles aux exercices proposés par le pro-
fesseur David Sénéchal dans son excellent document Introduction à la
deuxième quanti�cation et au modèle de Hubbard. Veuillez noter que mes
solutions peuvent être erronées et je vous serai gré de bien vouloir me
pardonner ces erreurs.

1 Exercice 1

1.1 Énoncé

Supposons que N = 2. Construire une représentation matricielle explicite,
dans l�espace de Hilbert global de dimension 22 = 4, des opérateurs suivants :
c1; c2; n1; n2.

1.2 Solution

Plusieurs solutions di¤érentes sont possibles. En voici un exemple.
Puisque N = 2, on a quatre états possibles, ce qui forme la base suivante :

fj0; 0i ; j1; 0i ; j0; 1i ; j1; 1ig

Chacun de ces états peut alors être représenté sous forme matricielle :

j0; 0i =

0BB@
1
0
0
0

1CCA ; j1; 0i =

0BB@
0
1
0
0

1CCA ; j0; 1i =

0BB@
0
0
1
0

1CCA ; j1; 1i =

0BB@
0
0
0
1

1CCA
Il su¢ t maintenant de trouver une matrice c1 4� 4 qui satisfait les relations

suivantes :
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c1 j1; 0i = j0; 0i
c1 j1; 1i = j0; 1i

On peut véri�er que la matrice suivante satisfait ces relations :

c1 =

0BB@
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1CCA
On peut procéder de la même façon pour trouver son conjugué hermitique,
l�opérateur de création cy1. On trouve qu�il ne s�agit que de la transposée de la
matrice c1. L�opérateur n1 n�est alors que :

n1 = cy1c1 =

0BB@
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

1CCA
0BB@
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1CCA =

0BB@
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

1CCA
On peut facilement véri�er que cet opérateur retourne 1 lorsqu�il est appliqué

sur un état où le premier site est occupé.
Le cas de c2 présente une particularité. E¤ectivement, le principe d�exclusion

de Pauli exige que la permutation de deux électrons entraînent l�antisymétrie
de l�état. Illustrons ce principe en partant de l�état j1; 1i. On veut échanger la
position des électrons. On commence donc par libérer l�état 1 :

c1 j1; 1i = j0; 1i

On apporte l�électron du site 2 vers le site 1 :

c2 j0; 1i = j0; 0i
cy1 j0; 0i = j1; 0i

Puis on place l�électron détruit à la première étape sur le site 2 et on exige que
le résultat di¤ère d�un signe négatif de l�état original :

cy2 j1; 0i = � j1; 1i c2 j1; 1i = � j1; 0i

où on a écrit le conjugué hermitique de l�expression de gauche. Ainsi, l�opérateur
c2 doit satisfaire les relations suivantes :

c2 j1; 1i = � j1; 0i
c2 j0; 1i = j0; 0i
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De la même façon, on trouve :

c2 =

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 �1
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA

n2 = cy2c2 =

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 �1 0 0

1CCA
0BB@
0 0 1 0
0 0 0 �1
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA =

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA
2 Exercice 2

2.1 Énoncé

Supposons que N = 2 et considérons un état général à un électron j i =
� j1i+ � j2i, où j�j2 + j�j2 = 1. Quelle est la probabilité que l�électron soit sur
l�ion no 1 (le site no 1) ? Quelles sont les valeurs moyennes de n1 et de n2 ?

2.2 Solution

On projette l�état j i dans l�état particulier qui nous intéresse :

h1 j i = � h1 j1i+ � h1 j2i
= � (1) + � (0)

= �

où on a utilisé l�orthonormalité des états j1i et j2i. La probabilité qu�un électron
soit sur le site 1 n�est que le carré de la norme de h1 j i, c�est-à-dire j�j2.
La moyenne de l�opérateur n1 se calcule aisément en se souvenant qu�il re-

tourne 0 lorsqu�il agit sur l�état j2i :

hn1i = h jn1 j i = (�� h1j+ �� h2j)n1 (� j1i+ � j2i)
= ��� h1jn1 j1i
= j�j2

La démarche est la même dans le cas de n2 et on trouve j�j2.

3 Exercice 3

3.1 Énoncé

Véri�er cette assertion.
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3.2 Solution

Je ne vois pas ce que l�on veut que l�on fasse ici.

4 Exercice 4

4.1 Énoncé

Considérer un modèle à N = 4 sites et comportant M = 3 électrons, avec
t = 0 (seul V compte). Trouver les deux niveaux d�énergie les plus bas avec les
états correspondants. Combien y en a-t-il pour chacun des deux niveaux ?

4.2 Solution

D�abord, on peut écrire les états du système sous la forme suivante :�� 1 0 0 1
�
"

�� 0 1 0 0
�
#

où le premier élément représente les électrons de spin up sur chacun des sites (la
première position représente le site 1 ; la deuxième, le site 2 ; etc.) et le deuxième
élément, les électrons de spin down.
On veut l�état fondamental, c�est-à-dire le niveau d�énergie le plus bas. Ainsi,

puisque chaque paire d�électrons placés sur un même site contribue une énergie
U , il faut éviter de mettre deux électrons sur le même site. Selon les conditions
imposées dans l�énoncé du problème, on voit que l�état fondamental a une énergie
E = 0 et correspond à tous les états où les trois électrons sont placés sur trois
sites di¤érents. En voici quelques-uns :

�� 1 1 1 0
�
"

�� 0 0 0 0
�
#�� 1 1 0 0

�
"

�� 0 0 1 0
�
#�� 1 0 0 1

�
"

�� 0 1 0 0
�
#�� 1 0 0 0

�
"

�� 0 1 1 0
�
#

et ainsi de suite. J�en ai dénombré 24.
De la même façon, le deuxième niveau le plus bas a une énergie E = U et

correspond à tous les états où un seul site est occupé par deux électrons de spins
opposés. Par exemple :

�� 1 1 0 0
�
"

�� 1 0 0 0
�
#�� 1 0 1 0

�
"

�� 0 0 1 0
�
#�� 1 0 0 1

�
"

�� 0 0 0 1
�
#

J�en ai encore dénombré 24.
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5 Exercice 5

5.1 Énoncé

Démontrer la relation (3) et ensuite que les deux équations de (2) sont com-
patibles.

5.2 Solution

Pour le cas où r est un multiple � entier quelconque de N , on a la somme
suivante :

e0 + ei2�� + ei4�� + :::+ ei(N�1)2��

Cette somme contient N termes et chacun de ces derniers sont égaux à 1. Donc,P
k e

ikr = N pour r 2 NZ.
Dans le cas contraire, la solution m�échappe, mais est reliée à la série géo-

métrique...
Pour prouver que les deux équations sont compatibles, il ne su¢ t que de

substituer l�une dans l�autre. Ainsi, on a :

cr� =
1p
N

X
r

eikr

"
1p
N

X
k

e�ikr
0
cr�

#
où r0 est un indice de site �xe.

cr� =
1

N

X
r

X
k

eik(r�r
0)cr�

=
X
r

�r;r0cr�

= cr�

Ici, on a utilisé le fait que 1
N

P
k e

ik(r�r0) = �r;r0 . En e¤et, r et r0 sont des
indices de site qui vont de 1 à N . Leur di¤érence n�est donc jamais un multiple
entier de N (donc la somme vaut 0) sauf dans le cas où r = r0, alors on a une
somme de N termes dont chacun de ces derniers valent 1.

6 Exercice 6

6.1 Énoncé

Démontrer que les opérateurs ec� (k) et ecy� (k) satisfont aux relations d�anti-
commutation suivantes :

fec� (k) ;ec�0 (k0)g = 0nec� (k) ;ecy�0 (k0)o = �r;r0�k;k0
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6.2 Solution

Cet exercice est plutôt direct :

fec� (k) ;ec�0 (k0)g =

(
1p
N

X
r

e�ikrcr�;
1p
N

X
r0

e�ik
0r0cr0�0

)

=
1

N

X
r

X
r0

e�ikre�ik
0r0fcr�; cr0�0g| {z }

0

= 0

Avant de procéder à la deuxième relation, il est important de noter que si
les opérateurs d�annihilation ont la forme écrite en (2), alors les opérateurs de
création ont la forme suivante :

ecy� (k) =
1p
N

X
r

eikrcyr�

cyr� =
1p
N

X
k

e�ikrecy� (k)
où on remarque que le signe de l�exponentielle est opposé à celui de l�opérateur
d�annihilation correspondant. On peut maintenant procéder comme suit :

nec� (k) ;ecy�0 (k0)o =

(
1p
N

X
r

e�ikrcr�;
1p
N

X
r0

eik
0r0cyr0�0

)

=
1

N

X
r

X
r0

e�ikreik
0r0
n
cr�; c

y
r0�0

o
=

1

N

X
r

X
r0

e�ikreik
0r0�r;r0��;�0

=
1

N

X
r

eir(k
0�k)��;�0

= �k;k0��;�0

7 Exercice 7

7.1 Énoncé

Démontrer que l�opérateur K s�exprime comme suit en fonction des opéra-
teurs ec� (k) et ecy� (k) :

K = �2t
X
k;�

cos (k)n� (k)

où n� (k) � ecy� (k)ec� (k).
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7.2 Solution

Cet exercice est également très direct :

K = �t
X

hr;r0i;�

�
cyr�cr0� + c

y
r0�cr�

�

= �t
X

hr;r0i;�

 
1

N

X
k

e�ikrecy� (k)X
k

eikr
0ec� (k) + 1

N

X
k

e�ikr
0ecy� (k)X

k

eikrec� (k)!

= � t

N

X
hr;r0i;�

X
k

�
e�ikreikr

0ecy� (k)ec� (k) + e�ikr0eikrecy� (k)ec� (k)�
= � t

N

X
hr;r0i;�

X
k

�
eik(r

0�r) + eik(r�r
0)
�
n� (k)

Puisque la somme en r ne se fait que sur les voisins immédiats, la di¤érence
entre r et r0 est toujours égale à 1: De plus, puisque nous sommes en 1 dimension,
il n�y a que N paires de telle sorte. Ainsi, on obtient :

K = �t
X
k;�

�
eik + e�ik

�
n� (k)

= �2t
X
k;�

cos (k)n� (k)

8 Exercice 8

8.1 Énoncé

Démontrer que les opérateurs de nombre n� (k) associés à des spins ou des
nombres d�ondes di¤érents commutent.

8.2 Solution

Il faut montrer que :

[n� (k) ; n�0 (k
0)] = 0

Cela se démontre aisément en utilisant la propriété d�antisymétrie des fermions,
c�est-à-dire chaque fois qu�on échange deux opérateurs de création-annihilation
qui font intervenir des sites, des spins ou des nombres d�ondes di¤érents, on doit
changer le signe de l�expression :
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[n� (k) ; n�0 (k
0)] = n� (k)n�0 (k

0)� n�0 (k0)n� (k)
= ecy� (k)ec� (k)ecy�0 (k0)ec�0 (k0)� n�0 (k0)n� (k)
= �ecy� (k)ecy�0 (k0)ec� (k)ec�0 (k0)� n�0 (k0)n� (k)
= �ecy�0 (k0)ecy� (k)ec�0 (k0)ec� (k)� n�0 (k0)n� (k)
= ecy�0 (k0)ec�0 (k0)ecy� (k)ec� (k)� n�0 (k0)n� (k)
= n�0 (k

0)n� (k)� n�0 (k0)n� (k)
= 0

9 Exercice 9

9.1 Énoncé

Quel est l�état fondamental d�un système de N électrons installés sur un an-
neau de N sites ? On est à demi-remplissage, car la moitié du nombre maximum
d�électrons (2N) est présente.

9.2 Solution

Contrairement au cas t = 0 où on devait éviter de placer deux électrons sur
le même site, pour minimiser le terme de saut K, il faut remplir les sites a�n
de donner le moins d�espace possible aux électrons pour sauter. À cet égard, il
su¢ t de remplir les sites un à un jusqu�à ce qu�on manque d�électrons :

�� 1 1 ::: 1 0 0 ::: 0
�
"

�� 1 1 ::: 1 0 0 ::: 0
�
#

Le premier site vide qui apparaît est donc le site k =
�
N
2

�
2�
N = �.

10 Exercice 10

10.1 Énoncé

Quelle est la probabilité de trouver deux électrons sur un même site dans
l�état fondamental trouvé ci-dessus ? Il s�agit de calculer la valeur moyenne de
l�opérateur ni"ni#, i étant un site quelconque.

10.2 Solution

Comme on l�a vu à l�exercice précédent, l�état fondamental contient exacte-
ment N2 électrons de spin up et

N
2 électrons de spin down. Ainsi, la probabilité

de trouver un électron de spin up sur un site est tout simplement 12 . De même,
la probabilité de trouver un électron de spin down est 1

2 . Donc, la probabilité
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de trouver un électron de spin up ET un électron de spin down sur un site est
tout simplement le produit de ces deux probabilités, soit 14 .

11 Exercice 11

11.1 Énoncé

Diagonaliser l�opérateur K sur un réseau carré maintenant, et démontrer
que l�énergie associée à un électron de vecteur d�onde k est

� (k) = �2t (cos (kx) + cos (ky))
On suppose encore une fois que les électrons ne peuvent sauter que d�un site

vers ses voisins immédiats.

11.2 Solution

On peut écrire les opérateurs sous la forme vectorielle suivante :

cRi� =
1p
N

X
k

eik�Riec� (k)
cyRi�

=
1p
N

X
k

e�ik�Riecy� (k)
Comme à l�exercice 7, on a ensuite :

K = �t
X

hRi;Rji;�

�
cyRi�

cRj� + c
y
Rj�

cRi�

�
= � t

N

X
hRi;Rji;�

X
k

�
eik�(Rj�Ri) + e�ik�(Rj�Ri)

�
n� (k)

Ici, on doit remarquer que le terme k� (Rj �Ri) = kx ou ky selon l�axe sur
lequel se trouvent les sites considérés. Puisqu�il y a N paires sur chacun des
deux axes, on obtient :

K = �t
X
k;�

�
eikx + eiky + e�ikx + e�iky

�
n� (k)

= �2t
X
k;�

(cos (kx) + cos (ky))n� (k)

d�où

� (k) = �2t (cos (kx) + cos (ky))
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