Fonctions de Green : Solutions aux exercices

Marc Chamberland
Département de physique
Université de Sherbrooke

4 juillet 2006

Résumé

Voici les solutions aux exercices proposés dans le document sur les
fonctions de Green. Il est possible que des erreurs se soient glissées dans
les développements. Vous me serez gré de bien vouloir me pardonner.

1 Exercice 1 : Dérivée d’un opérateur d’annihi-
lation

1.1 Enoncé

Soit un systéme de N sites indépendants, sans possibilité de saut entre eux.
L’Hamiltonien d’un tel systéme pourrait avoir la forme suivante :

_ f
H, = g €kCl 5 Chyo
k,o

ot les opérateurs obéissent aux lois d’anticommutation :

{ck,a,cz,,g,} = Ok kbo,o
{horchot = 0= {CL,U’CL/,UI}
D’abord, prouvez que
[A,BC]={A,B}C — B{A,C}
puis trouvez

8Ck,a

ih 9




1.2 Solution

Pour le commutateur, on a :

[A,BC] = ABC - BCA
— ABC + (BAC — BAC) — BCA
= (ABC + BAC) — (BAC + BCA)
= (AB+ BA)C — B(AC + CA)
= {A,B}C-B{A,C}

Pour la dérivée de 'opérateur d’annihilation, on a :

. 8Cka
ih T [Ck,or Ho| = Ck,a,g ek/CL,U,Ckf,a/
ko
_ T _ T _f
= €k’ |Ck,os Cpr o Ck' 0! | = €k’ \ Y Ck,os Cpr o0 [ Ck',0" — Cpr g {Ck,a,ck/,a/}
ko ’ ko

ol on a utilisé la relation prouvée précédemment. On peut désormais utiliser
les relations d’anticommutation. En effet, {ck o, ¢’ or } = 0 peu importe & et o.

Puis, {ckmc;’g,} = 1 seulement lorsque ¥’ = k et ¢/ = ¢. On obtient donc :

,hack,o
7 = €iC
ot kCk,o

2 Exercice 2 : Dérivée de la fonction de Green
retardée

2.1 Enoncé

Trouvez

HGR(k, 1)
ot

2.2 Solution

OGE(k, 1) 0 (—i <<Ck(t)cl> + <c£cze(t)>) ®(t))
o ' ot




T p
ot on a utilisé le fait que % =0 et que d%gt) = 0(t). On se rappellera que c;rC =

CL(O) et on remarquera maintenant qu’en utilisant les propriétés de la fonction
delta et les relations de commutation des opérateurs de création-annihilation,

on a :

<<Ck(t)CL> + <0Lck(t)>) 5(t) =

On peut ainsi continuer le développement en utilisant le résultat de I’exercice
précédent :

Z% _ ( <ac§t(t> c;> + <C; 8c§t<t> >> o) + ((ert)ch) + (chex(t)))
(<—i€ka(t)CL> + <C;r€(—z' ke (t)) ) o) + 1

excr(t)
ey (<ck(t)c2> + <ch,€(¢)>) o)+ 1

Finalement, on remarque que la définition initiale de G®(k,t) apparait du
coté droit de I’équation, ce qui donne :

LOG (k, )

ot = EkGR(k,t) +1

3 Exercice 3 : Dérivée de la fonction de Green
en temps imaginaire

3.1 Enoncé

Trouvez

8G (k, )

3.2 Solution

Il ne s’agit ici que de reprendre la méme démarche qu’a I’exercice précédent,
en utilisant la nouvelle définition de G. A cet effet, on aura besoin de %. Or
il est facile de voir qu’on obtiendra, & un facteur —% pres, le méme résultat
qu’auparavant :

o(t)



Ainsi :

oG(k,r) 9 ((ex(r)el) ©(7) = (clen(r) ) (1))

or N or
o 3Ck(7) T T 8@(7) _ T@ck(T) _ . T 8@(-’7’)
B < ar k o)+ <Ck (T)Ck> or “"ar o) <C’“Ck(T)> or
ot 865:7) se calcule de la facon suivante :

09(—1) 0O(—1)0(-7)

or  9(-1) or

et ol on a utilisé le caractére pair de la fonction delta, i.e. 6 (—7) = § (7). Donc
ona:

% =€ <ck(7)c;2> O(7)—ex <c£ck(7)> @(—7)+(<ck(r)cz> + <c£ck(7)>) 5 (1)

1

ce qui donne, en bout de ligne, le méme résultat que précédemment :

9G(k, )

or :EkG(k,’T)"f'].

4 Exercice 4 : Trace et antipériodicité

4.1 Enoncé
Prouvez que
Tr(AB) =Tr(BA)

et que par conséquent, la trace est invariante lorsque [’on change de base, c’est-a-
dire lorsqu’on applique une transformation de la forme U = S~1AS. En d’autres
mots, prouvez que

Tr(U)=Tr(A)

Utilisez ensuite les résultats précédents pour prouver l'antipériodicité de la
fonction de Green

Gk, 7+ 8)=—-G(k,71)
lorsque 7 < 0 et (1 + ) > 0.



4.2 Solution

i J

Tr (AB) = Z (AB)” = ZZAiiji = ZZBjiAij = Z (BA)” =Tr (BA)

La troisiéme étape de ce développement utilise la commutativité de la mul-
tiplication puisque A;; et Bj; sont des nombres réels et non des matrices.
Ce résultat nous permet de prouver trés facilement que

Tr(U)=Tr(S7'AS) =Tr (SS7'A) = Tr (4)

puisque SS~! =TI ot I est la matrice identiteé.
On sait que pour 7 < 0, on a

Gk, 7)=— <c£ck(7)>

et pour (7 + ) >0, on a

Gk, 7+0) = <ck(7')c};>

Utilisons maitenant la définition de la moyenne d’un opérateur qui fait in-
tervenir la trace, ainsi que la définition de 'opérateur en temps imaginaire :

Tr (e*BHck.(T)cL) Tr <e’ﬁHeH(T+5)cke’H(TJFB)cL)

Gler+h) = Tr (e—PH) - Tr (e—PH)
Tr (e_ﬁHeﬁHeHTcke_HTe_ﬂHcD Tr (eHTcke_HTe_ﬁHcD
Tr (e—BH) Tr (e—FH)
Tr (e‘ﬁcheHTcke_HT) Tr (e_BHchk (’7’))
Tr(e=BH) Tr(e=BH)
= {cfex(r))
= —G(k,1)

5 Exercice 5 : Amas et bain

5.1 Enoncé

Un amas constitué d’un seul site o d’énergie €, est entouré de plusieurs
"sites" de bain i d’énergie €;. Il est possible pour une particule de passer de
l’amas au bain avec une amplitude de saut t;, et vice versa. Or il n’y a aucune
interaction entre les sites de bain, i.e. une particule ne peut sauter d’un site de
bain & un autre. L’Hamiltonien de ce systéme peut s’écrire de la fagon suivante :



H = eoclco + Z eic;fci + Z tioczco + Ztm’CZCi

ou on assume a priori que tio 7 to;.
On définit maintenant les fonctions de Green suivantes :

Goo = <co(7')cj;> o(r) — <clco(7)> O(-7)
Gy = <co(7')c;r> o(r) — <c;rco(7)> O(—71)

Trouvez G,, en trouvant d’abord ag;”, puis en utilisant la représentation
en série de Fourier pour faire disparaitre la dérivée. Traitez ensuite le probleme
comme un systéme d’équations & résoudre. Vous aurez besoin d’autant d’équa-
tions que d’inconnues, bien entendu.

5.2 Solution

Voila un exercice plutodt long, mais dont la solution ressemble fortement aux
cas précédents. Pour calculer %, il faut d’abord connaitre %CT“ qui pourrait
étre différent de celui calculé précédemment étant donné que I’'Hamiltonien est
contient des termes supplémentaires.

On utilise donc la méme méthode pour trouver :

0
807_0 = [CoaH} = €o [CO,CZCO] + Zei {Coacgcz} + Ztio [Coacgco] + Ztoi [CO,CZCZ']

= € {co,cl}co—cZ{cmco} +Zei {co,cl}ci—cz{cmq—}
N—— N—— i N——

1 0 0 0

+> tio {co, CI}CO —cl{corco} | +D tor | {corch}ei — clfeor e}
- ——— ; —_—— ——

0 0 1 0

= €oCo t+ § toiCi
[

On calcule ensuite la dérivée de G, :



9Goo 3 ({co(r)ch) O(7) = (cheo(r)) O(=7))
or or

- <605£T) C:ra> O(7) + {co(T)ch) 8(?9(T) B <CZ 808057) > O(=7) ~ {cieolr)) 895;7)

T

= € <co(7')ci> o(r) + Z toi (ci (7) cl> O(r) — ¢ <c co(7)) O(—
_ Z toi <c£ci (1)) O(-7) + (<co(7')cz> + <clco(7')>) 0(r)

1

= GOGOO + Z toiGio +1

qui peut aussi s’écrire ainsi :
1wnGoo = €,Goo + § tioGio + 1
i

On se rend compte que cette équation compte deux inconnues, soit G,, et Gj,.
Il faut donc trouver également Gj,. A cet égard, on doit calculer d’abord %—CT
On utilise I'indice j afin de distinguer I'indice de 'opérateur que I'on dérive et
les indices des autres opérateurs :

aCj

E = [Cj, H} = €o [Cj, CZCO] + Z €; |:Cj, cjcz} —+ Ztio |:Cj, C;LCO:| + Z tm' [Cj, clci]

= e\ttt ¢ T | fod)e o
W—’ ——

0 1 0
si i=j

—&—th {cj,cz}co—cg{cj,co} +Zt"i {cj,cl}ci—cz{cj,ci}
1sii=j

= EjCj + thCO

0 0 0

Le calcul de agj" est trés simple :



e 9 ({ci(r)ch) (1) <c*Cz<T>> o(-7))

or
_ <802 Yol )cl>8(3§_7-)—<

= ¢ {ci(r)c)) O )+tw<co( )ch) O(r) — e (chei(r)) ©(—7)
—tio (clco (1)) O(=7) + ({cs(T)el) + (chei(r))) 6 (7)

0
= EiGiO + tioGoo
qui s’écrit aussi :
iwnG’L’o = 6iCTvio + tioGoo
(iwn - ei) Gio - tioGoo
tio
Gio = -~ Goo

Wy — €

On peut maintenant remplacer G;, dans ’équation de G, :

. t;
WnGoo = €Goo+ Y toi <Mw
%

n — €

GOO> +1

1 1

y _ _ toitio - ~
Wn — € Zz Wn—€; Wn — €0 — Zl toiGiitio

ou Gy; est de la méme forme que Gy trouvé a I'exercice 3.

6 Exercice 6 : Interactions

6.1 Enoncé

On reprend le méme systéme qu’a l'exercice précédent en y ajoutant mainte-
nant des interactions entre les sites de bain. Il peut désormais y avoir des sauts
d’amplitude t;; entre les différents sites de bain.

Montrez que dans cette situation, Gy, a la forme suivante :

1
GOO =
Goo — t0iGijtjo
ot
~ 1
Goo =
Wy, — €

eh=5 ) (=) = (chei(r)) =5
©



et ot on a adopté la notation d’Finstein, i.e. on sous-entend une somme sur les
indices répétés. Par exemple, 1,;Gijtjo signifie Ei’j toiGijtjo puisque les indices
1 et j apparaissent deux fois dans l’expression.

Pour arriver a la solution, considérez d’abord un systéme qui ne contient que
deux sites de bain et trouvez les équations du mouvement pour les différentes
fonctions de Green. Généralisez ensuite pour un nombre arbitraire de sites.

Cet exercice est plutot ardu et vous pouvez librement négliger la rigueur ma-
thématique.

6.2 Solution

La solution proposée manque certainement de rigueur. On en tirera au moins
que de trés simples interactions augmentent de fagon substantielle la complexité
d’un systéme & traiter.

Dans le cas ot on n’inclut que deux sites de bain, on a 'Hamiltonien (écrit
de fagon explicite) suivant :

H = eocho—l—echcl +62c502+tolclcl +t020202 —‘rtloCICo—FtQOC;CO+t120'{02+t210501

On reprend encore la méme démarche qu’auparavant et on trouve les résul-
tats suivants pour les opérateurs :

Jdc,

= €0Co t tolcl + t0202
or
801
—— = €101 +115Co + t12C2
or
802
—— = €203 +12,Co + 12101
or

puis les équations suivantes pour les fonctions de Green :

wnGoo = €Goo+101G10 +t2G20 + 1
7:Wnc;flo = €16;110 + tloGoo + t12G2o
7:WnC"VZO = 62(5\"20 + tQOGoo + tQIGlo

Généralisons maintenant ces trois derniéres équations au cas a N sites en
notation d’Einstein :

(iwn - 60) Goo = 1+ toiGio
(iw'n - ei) Gio = tioGoo+ tijGjo

En utilisant G;, on réécrit sous la forme :



Goo = éoo + éOOtOiGiO
Gio = GiitioGoo + GiitijGjo ~ —GiitiiGio + Gio = GiitioGoo

On peut mettre Gj, en évidence si 7 = j. A cet effet, on fait intervenir une
fonction delta de telle sorte que :
<6ij — Giitij) Gjo = GiitioGoo
AijGio = GitioGoo
avec
Aij = ((Sij — G”‘tij>
On peut voir cette équation comme une multiplication matricielle. On mul-

C . ) . . ) -1 .
tiplie alors par la matrice inverse A, " :

A AGho = ARl GiitioGloo
Gko = A];ilGiitioGoo

On remplace maintenant cette expression dans ’équation de G, :

Goo = Goo+ Gooloi (Ai_jléjjtjoGoo)

é;olGoo = 1+ toiA;jléjjtjoGoo
1

Goo = = =~

o0 — toiAi_lejjtjo
1

- ~ N1 ~
oo — toi (5 - Gn't)  Gjjtjo
ij
1

tjo

~;ol —toi (éil - t) .
ij
~ ~ -1
oll on a utilisé la propriété A~1G = (G_1A> . On retrouve donc la méme
forme que demandée.

Alternativement, on peut utiliser des diagrammes de Feynman simplifiés.
Souvenons-nous que G,, n’implique aucune interaction entre les sites (donc les
particules restent sur place) tandis que G,,, comme on le voit de fagon assez
éloquente, peut impliquer plusieurs sites différents du bain. On définit alors les
conventions suivantes :

10



Goo:0 — o
Gip:i — o
Goo:0 — o0
Gio:i — o0
tiOZiXO

Donc, on peut exprimer G,, de la fagon suivante :

Goo = éoo + é:vootoi(;io

0 — 0=0—0+0—0X1=—>0

Le dernier terme est relié a la propagation d’une particule du site 7 au site o.
Or, le chemin qu’elle prend n’est pas spécifié. Alors, on peut trés bien imaginer
un trajet tel que :

= 0=1=—=JX0=0

oll ¢ = j ne revient jamais au site 0. On réécrit alors G,, :

0 — 0=0—0+0—0X1i=—jX0=—0
Goo = Goo + GootoiGijtjoGoo
ce qui donne directement :

1

~—1
oo — toiGijtjo

Goo =

11



