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Magnétisme et sa premiere application Applications

Chapitres 2 et 4

12¢me sigcle, compréhension ~ 1600

Le fer magnétique était connu
des savants grecs 1000 ans AD
1

By, B SiiFkakoos

ERAROOKE

Isolant magnétique en théorie des solides
standard?
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Physique du solide standard: métal, isolant
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Remplir la mer de Fermi

Une découverte, 1911

® Heike Kamerlingh

Onnes (1853/1926)
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Un métal parfait?
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Meétal parfait et supraconducteur?

» Expérience numéro 1
— Appliquer un champ magnétique a haute température
— Refroidir sous Tc

« Expérience numéro 2
— Refroidir sous Tc
— Appliquer un champ magnétique

» Deux expériences, deux résultats pour un
conducteur parfait

» Méme résultat pour un supraconducteur !
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Détection de champs magnétiques faibles

A SQUID: ing QUantum Device} is the most
sensitive type of detector kinown fo sclence. Cansisting of a super-

loop with fwo Junctions, SQUIDs are used to
measure magnelic fieids.

SQUID "'Superconducting Quantum Interference Device"
Un champ magnétique modifie la phase des ondes de matiére. En
détectant les oscillations dans le courant, on peut détecter des champs

magnétiques tres faibles.
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GCHR | iones a transmission

BiSrCaCuO

By, B SiiFkakoos

wacLey|

BENSON, .31

12
By, B SiiFkakoos

Imagerie par Résonance Magnétique

(MRI)

Recherche : 1) Plus hauts champs
123) Autre facon de détecter (SQUID)
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Toujours d’actualité !

Toujours d’actualité

Vel 447|351 May 2007|d0i10.9038/nsture05872 mature

LETTERS

Quantum oscillations and the Fermi surface in an
underdoped high-T. superconductor

Nicolas Doiron-Leyraud’, Cyril Proust”, David LeBoeul’, Julien Levallois”, Jean-Baptiste Bonnemaison',
Ruixing Liang"*, D, A. Bonn™, W. N. Hardy™ & Louis Taillefer'*
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nature

phySiCS LETTERS

PUBLISHED ONLINE: 18 OCTOSER 2:

A universal relationship between magnetic
resonance and sunerconducting gap in

ol 45810 Agil 2009 doE 10102 matere07911 L

Enhancement of the Nernst effect by stripe order in a
high-T, superconductor
Qlivier Cyr-Choiniére', R. Daou'", Francis Laliberte', David LeBoeuf', Nicolas Doiron-Leyraud’, 1, Chang

1-Q. Yan't, J-G. Cheng’, J.-S. Zhou', ). B. Goodenough’, 5. Pyon', T. Takayama', H. Takagi'", ¥. Tanaka™'
& Louis Taillefer"*
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Toujours d’actualité
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High T¢: The Mystery
That Defies Soiution

By, B SiiFkakoos

Une nouvelle famille de supraconducteurs!

SUPERCONDUCTIVITY MATURE Vol 453 19 June 2008

Prospecting for an iron age

Paul M. Grant

Different material options for high-temperature superconductivity —
conduction of electricity with little or no resistance at ‘practical’
temperatures — have arrived. lron compounds are the latest thing.
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Condensation de Bose Einstein

Condensation de Bose Einstein a 400, 200 et 50 nano-Kelvins

2 Chapitre 7 ¥, O Siewidook

Symeétries brisées et états cohérents, PHY-740

Diamagnétisme
parfait

(Effet Meissner)

2 o André-Marie Tremblay
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Supraconducteurs a haute temperature Diagramme de phase expérimental
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YBa,Cu,0,_s n, densité électroniqu®amascelli, Shen, Hussain, RMP 75, 473 (2008) B Siiffifooss

Succes et échecs de la théorie des bandes

, . . . Ondes de spin: mode collectif, phénoméne émergent
« Théorie des liquides de Fermi » P P g

Metal selon la théorie des bandes i f Py
Isolant antiferromagnétique en réalité |+ |1 |1 |1

b
. ARARANY

E.E %g ‘ Isolant de Mott...
N

{ ﬁ@ Chapitre 4 et 6
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Observation directe des états électroniques en

Photon

Méme I’état « normal » d’un haut Tc
n’est pas normal...

26

28
B, B SikRnRooss

B, B SikRnRooss




Rappel de physique du solide de base

29
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Electrons sans interactions

o

Damascelli, Shen, $dussain, RMP 75, 473 (2003)
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Une autre fagon de voir les données

Fregquency w=—1 Dispersion relation '\dﬁ/
v=0, n=14, £=0.25
£d=-0.075, £2=0.05

U=, n=ld, t=4.25
td=-%.075, t2=0.4%

31

By, B SiiFkakoos

Avec interactions : le liquide de Fermi

Ak, 0)f(®)

Nl B N+ E
Fermi liquid system
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Damascelli, Shen, Hussain, RMP 75, 473 (2003, B SiiEkarooss
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FIG. 1. ARPES intensity plot of the Mo{110) surface

recorded along the I' = N line of the SBZ at 70 K Shown in

drtermined Ferm cieofl. T are aymbols, while bnes arx e inset is the spectrum of the region araund kp taken with
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T. Valla, A. V. Fedorov, P. D. Johnson, and S. L. Hulbert

P.R.L. 83, 2085 (1999).
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Un liquide de Fermiend =2

T-TiTe,

Uu/w=0.8

Perfetti, Grioni et
al. Phys. Rev. B
64, 115102 (2001)
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Supraconducteurs

SCIENTIFIC ™=
U\l ERICAN
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YBa,Cu;0; 5

Surface de Fermi d’un supraconducteur dopé aux

électrons
Armitage et al. PRL 87, 147003; 88, 257001
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Un modele d’électrons dans les solides qui

décrit magnétisme et supraconductivité?

38
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Modele de Hubbard a une bande
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Echange direct est ferromagnétique | ¥5. @ siiiooss

Un modeéle effectif

A. Macridin et al., cond-mat/0411092
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Damascelli, Shen, Hussain, RMP 75, 473 (2003)
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Hubbard

Modele le plus simple pour les plans
®
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{ f \ 7Pas de factorisation champ moyen pour supra type d-wavel
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Ak,
(ki) u=0 t=0 AK,w) PO |Coup|age faible vs fort n=1
p—— U T AKg,)
-I—l- o i o)
Ak,0) - VY
.'." .'."n.. (D
-uR Uz ® ® T U \
TN LHB UHB
o (0]
/\ /\ U~15W (W= 8t Transition de Mott
: | ¥ |
: \ / : k k T l Il I l
-n/a nja |7/ n/a Modele effectif, Heisgnberg: J = 4t /U
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Détruire le liquide de Fermi a demi-rempli

Réseau + interactions

Répulsion forte (transition de Mott)
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Organiques en couche (famille k—BEDT-X)

E TR P ST S Y

Modele de Hubbard a une bande pour les organiques

H. Kino + H. Fukuyama, J. Phys. Soc. Jpn 65 2158 (1996),
R.H. McKenzie, Comments Condens Mat Phys. 18, 309 (1998)

t ~50 meV
Y. Shimizu, et al. Phys. Rev. Lett. 91, = L’J ~ 400 meV
107001(2003) % t’/t~0.6- 1.% e

Diagramme de phase expérimental pour Cl
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Diagramme de phase expérimental (X=Cu[N(CN),]CI)
S. Lefebvre et al. PRL 85, 5420 (20Q9), P. Limelette, et al. PRL 91 (2003)
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¢ Bethe ansatz en d=1 (correlation functions?).
Ut ¢t ¢~ « Groupe de renormalisation en une dimension (ou
e et quasi-unidimensionnel) (Séparation spin-charge,
[ | e o & Liquide de Luttinger)
= . i) — Solyom, Bourbonnais
¢ Théoreme de Nagaoka
» En deux ou trois dimensions (approx):
— Approximation de Gutzwiller

S — Différentes formes de champ moyen pour bosons
P esclaves (+ champs de jauge).
" - ACDP
< Dimension infinie (Dynamical Mean-Field
Theory)
v/t i .- .. w0
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Chapitre 2 : Origine du magneétisme atomique

2.1 Généralités

2.2 Magnétisme classique

2.3 Magnétisme quantique 2.4 Magnétisme dans les atomes

2.4 Magnétisme dans les atomes (suite et fin)

2.5 Paramagnétisme et diamagnétisme

2.6 Structure fine, hyperfine et effets électrodynamique quantique
Regles de Hund, Couplage L-S, j-j, Structure fine

2.7 Champ cristallin, effet Jahn-Teller
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Fig. 2.1 The mass susceptibility of the first 60 clements in the periodic table at room temperature, plotted as a function of the atomic number. Fe,
Co and Ni arc ferromagnetic so that they have a spontancous magnetization with no applied magnetic field.
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26 Isolated magnetic moments

Fig. 2.8 The (a) magnetization M (normal-
ized by the saturalion magnetization), (b)
energy E, (c) heat capacity C (at constant
applied magnetic field) and (d) entropy §
of a paramagnetic salt containing n non-
interacting spin-5 ions per unit volume as a
function of kg T /ug B. The quantities £, C
and § are therefore plotted per unit volume
of paramagnetic salt.
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and the Helmholtz free energy can be evaluated using the expression F

kpT/upB

kpT/upB

kpT/upB

kpT/ pnB

Il

—kpT In Z yielding the Helmholtz free energy for n spins per unit volume as
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22 Isolated magnetic moments

Fig. 2.2 The measured diamagnetic molar
susceptibilities x;m of various ions plotted

. 3 - . .
against Zygr=, where Zyy is the number of
electrons in the ion and r is a measured ionic
radius.

Fig. 2.3 (a) Naphthalene consists of two
fused benzene rings. (b) Graphite consists
of sheets of hexagonal layers. The carbon
atoms are shown as black blobs. The carbon
atoms are in registry in alternate, not adjacent
planes (as shown by the vertical dotted lines).
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The effective ring diameter is several times larger than an atomic diameter and
so the effect is large. This is also true for graphite which consists of loosely
bound sheets of hexagonal layers (Fig. 2.3(b)). The diamagnetic susceptibility
is much larger if the magnetic field is applied perpendicular to the layers than
if it is applied in the parallel direction.

Diamagnetism is present in all materials, but it is a weak effect which can
either be ignored or is a small correction to a larger effect.
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Chap.2 Page 19



QC Steuclure ‘Jcine, D\gfc"jcine 6(’ ef{e‘l‘.s
E.D.Q.

21 janvier 2007

Efaf 'Fovxotmvm.(!q-tlu, de II'-ovx en fe.nou\.t- comlbfc
de GCowlomb et de llinteraction sl]w'n—o)"oa'ft,
‘\R*—;jlcs de H“—h 0[

) “7«,&0% L (Aok slionis S oo SY Y/
(’\D JT=1L-S| &0 /&’MMIWZML,M~

e, o T= 1LtS) wi Ml ot ploe
Wmﬁ& £5e0 minimane A L.Z (ofpur ﬂ;t)

oo 3 'l Z;?’“"" opflicalles 2an
A sHwackonw %@m /a«.t—sfzfu /o&« 2

ot e, 9. L ' .
o St g, B Ao ik

Yy Ny~ Z

L sTsais atpirn - ool wreie Drtonsconps

5
Ao, v 10

Chap.2 Page 20



21 janvier 2007
11:33

Russel-Sanders et )_d

o -
(o P, e D8 gt
3‘_:: Lo + S ,JJ«/V&‘?MAJMM '
biliomn) G ok o gon'om QLWWJ.\)‘
(on parle de la théorie des perturbations pour l'interaction e-e)

Gl by ot s Do b pyns B s
WlMB&ﬁF}

IH EHe
3Li JBe B I‘C N hO r‘F mNe
Na|Mg Al|Si [P |S |Cl|Ar

33 34 35 36

| Ga 3(2}6 As|Se |Br |Kr

SO N 5 2 2 i L P o O O T
K [ Ca|Se | [V FCo MulFe [Co]Ni [ ,ﬁ
T 41 42 43 a4 45 46 48 49 50 2 8
Rb|Sr |Y |Zr INb|Mo|Tc|Ru|Rh|Pd|Ag|Cd|In [Sn|Sb|Te|l [Xe
55 56 * 2 73 T4 74 T T 80 81 82 B3 R 84 85 86
Cs|Ba Hf |Ta|W |Re|Os|Ir | Pt |Au|Hg| Tl |Pb|Bi |Po|At|Rn

87 8§ T 0105 106 7 |108 109

Rt {Db|Se | Bl Hs | Mt

|
|
c i 13|14 (15 [ [z [18
|

=l =]

I R L TV T e T e

= i ol I Baginis ToTame a0y fhag s
g0 91 92 a3 94 95 06 100 101 102 103

89 96 97 !).3'7 (1) {0
T|Ac|Th|{Pa|U |Np|Pu Cm| Bk| Cf | Es [Fm|Md| No|Lr |

‘C,fa 2_"[ Bl%naﬂL [/

G AR Sy Y
e 55 2 T w1 M S

-

Chap.2 Page 21



21 janvier 2007
11:33

CDW?D}W{?(. L—S

ﬁwuwm Muﬁw/r-oLf/ﬂ‘S

oL comarmriy O'M«—vowbzq-b «Wiy&‘?kaf"/&vmﬂ“’%
1 RRNNY

owas Lo
A L S
C’Lﬁﬂwfbrmﬁou CwE W

W’e’e“""/ B-—E?ta)"
L%ﬁt‘;ﬂ/u%ﬁ.&b m%‘,m

-—) ——-)

35 e %/MM ALrS oo disffin fuihmsn
e Lc? =3 LSQ,L\S} O/wdaw—zm.u
[Lz Lf] t0
[s* 1:5§] ¢o0
(Mo <ot )
(‘L—-l—g))’{ J %= L 82 + Qf SJ Ao
S \ R L ..
Lsf—g(T—LL—S)wvanwﬁ/&'ﬁ’W
T -
T2 T2 28T et de B mobiee

Chap.2 Page 22



21 janvier 2007
11:33

Ao(tl,‘.'t‘l«on des MOM!AtS w’we’lﬁ?mes

0“?’”54" (aL+ ) (as+1) Sk
Lo podine 4 T prmiay e Lo LL-S) L \ Lt S)

1w 45

L (AT +1) = (2Ler)(25+1))
T=|L-5)
L S

lj)’-SZ.IL)SB:-' 2\‘ L \ L,LZ)S)SL-><L;LZIS, SZ \—S,-SZ.LJS>
Lz:-L SZ:—S T
Cz .SOA+ 'CJ

‘C.oe, iC(;C/){g de C['&éGL"GW’C(oVI N

(g

E;«ew.?]c Lz , S=: /3
/i )
-')2 ,z"x_ @)
k‘, \_,,’
AR AN \

N/ N7

L4 ~
i R e
I’\

-, -

v
by
ol b

| T -2
o 4 | » Z‘
Tz:-

'
L

1
S 7

[ ’\}thtgont

LS+

IT,T-L,L,S> —

or L st Cad commn st LHw
L jop y314s) 6

s|P| D] F[G‘HlI

Chap.2 Page 23



/rroiszéme_ r‘;,vtlc Ae ﬁ{wwa(

KMMMK‘,L ~ My Ao

AL L85 = X[ T@eN-Lltn)-5s s ]

2 N ¥ S/J_
R _ ' // 3
S"fi L= < /[ & >\
) I=3),
- 353/0. A
(Y L:] — 1 \ 1/\
N — Ty Vo

Towe Lot S ftaw ow o g o e Afwmm%

ECI)-€ (3-1) = A 7)) -G@-nNT ] =23

WMWB
WI)W

Worlawn(s T'B/QM"T/ L MW,&,

Wl %Mmﬁ,
W WW\ NENCED Corme
33— y MLJSWW g«u&,@w
o M&/W&P g_j:l/c\(,{-l>

Chap.2 Page 24



21 janvier 2007
11:33

Table 2.2 Magnetic ground states for 4f ions using Hund’s rules.
For each ion, the shell configuration and the predicted values of
S, L and J for the ground state are listed. Also shown is the
calculated value of p = peg/pg = gsLJ(J + 1)]'/? using these
Hund’s rules predictions. The next column lists the experimental
value pexp and shows very good agreement, except for Sm and Eu.
The experimental values are obtained from measurements of the
susceptibility of paramagnetic salts at temperatures kg7 3> Ecgr
where Ecgr is a crystal field energy.

ion shel § L ] term P Pexp

ce3t  af 13 3 Fs/2 254 251

PO+ 42 1 5 4 3Hy 358 356

Nt 4B 3 6 I top 362 3337

Pt 4 2 6 4 I 268 - - R

smit 4 5 5 3 Clyp 085 174 &— Deviaction a3
Bt 4% 3 3 0 TF 0.0 4 &— dle miveawy ekes bes
G 4 1 o0 1 S5 794 798 ‘o ? frlo dw

™t 48 3 3 6 TR 972 977 forndamenta|

py’t 4 3 5 B OHy, 1063 1063

Hot 4fl® 2 6 8 O 10.60 104

Bt 4t 3 6 L s, 959 95

Tm¥* 42 1 5 6 3Hg 7571 761
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the 3d ions).!? § rises and becomes a maximum in the middle of each group. L
and J have maxima at roughly the quarter and three-quarter positions, although
for J there is an asymmetry between these maxima which reflects the differing
rules for being in a shell which is less than or more than half full.
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Table 3.1 Magnetic ground states for 3d ions using Hund’s rules. For each
ion, the shell configuration and the predicted values of S, L and J for the /QW/ . ﬁ/ a.aﬁd cag)
ground state are listed. Also shown is the calculated value of p = u.s/up
for each ion using Hund’s rules predictions. This is given the symbol P = t - a‘L
2707 (J4+1)]1/2 and the next column lists the cxperimental values pexp which ?
are derived from measurements on paramagnelic salts containing the relevant
ions. This agrees much better with py = 2[S(S + 1)11/21 which assumes /r = 3 S C S + 13
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2.3 Théorie des groupes

2.3.1 Définitions

Les opérations de symétrie décrites en début de chapitre sont telles que la succession de deux opérations
de symétrie prise comme un tout est encore une opération de symétrie. Cette propriété est a la base d’une
structure mathématique appelée groupe. Cette section se veut un survol rapide des concepts les plus simples
de la théorie des groupes telle qu’utilisée en physique théorique.

Un groupe est un ensemble d’éléments sur lequel une loi de composition (c’est-a-dire un produit) a été
définie, satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Sia et b appartiennent au groupe G, alors le produit ab appartient aussi a G.

2. Il existe un élément neutre (ou identité), noté e, tel que ea = ae = a pour tout élément a de G.

1 1

3. Chaque élément a de G posséde un inverse a~! tel que ¢ 'a = aa™! = e.

4. Le produit est associatif : (ab)c = a(bc)

Un groupe est dit abélien ou commutatif si le produit est commutatif : ab = ba. Dans le cas contraire, on le
dit non-commutatif. Un groupe est dit fini (resp. infini) s’il contient un nombre fini (resp. infini) d’éléments.
L’ ordre d’un groupe fini est simplement le nombre d’éléments du groupe. Un groupe est discret si ses
éléments forment une suite discréte, en correspondance avec les entiers, mais pas nécessairement finie. Il
est continu dans le cas contraire. Un groupe continu est un groupe de Lie s’il possede en méme temps la
structure d’une variété différentiable, c’est-a-dire, si on peut localement le mettre en correspondance avec
R? pour le paramétriser ; d est alors la dimension du groupe de Lie.

Un sous-groupe est un groupe qui est sous-ensemble d’un autre groupe, avec la méme regle de multiplica-
tion.

2.3.2 Exemples

1. L’ensemble Z des nombres entiers est un groupe par rapport a I’addition. Ce groupe est infini, discret
et abélien. L’ensemble R des nombre réels est aussi un groupe par rapport a 1’addition, mais un
groupe continu. Cependant, R n’est pas un groupe par rapport a la multiplication car I’élément 0 n’a
pas d’inverse.

2. L’ensemble des permutations de n objets est un groupe dénoté S, le groupe symétrique ou groupe
des permutations. La multiplication est ici la composition des permutations (voir I’appendice 4.5 pour
un rappel sur les permutations). Il s’agit d’un groupe non abélien et fini, comportant n! éléments.

3. L’ensemble des translations de I’espace a trois dimensions est un groupe ot le produit est la composi-
tion des translations. Ce groupe est abélien, infini et continu (il est en correspondance avec R?, chaque
translation étant caractérisée par un vecteur réel).

4. L’ensemble des matrices de rotations dans I’espace a trois dimensions forment un groupe noté SO(3)
(pour Special Orthogonal). Ce groupe est non abélien et continu. En général SO(n) est le groupe
des matrices orthogonales O d’ordre n avec déterminant unité (det O = 1). Le produit de groupe est
bien slir la multiplication des matrices. Bien entendu, SO(n) est un sous-groupe de SO(n + 1). Si
on relaxe la contrainte det O = 1, on obtient le groupe orthogonal O(n) qui, en plus des éléments de
SO(n), contient aussi les réflexions par rapport & un plan quelconque.

5. L’ensemble des matrices non singulieres d’ordre n forment le groupe G L(n) (pour General Linear).
Le groupe SO(n) est un sous-groupe de GL(n).
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6. L’ensemble des matrices unitaires d’ordre n forment le groupe U (n). Si on ajoute la condition que le
déterminant soit unité, condition compatible avec la multiplication des matrices, on obtient le groupe
SU(n).

7. L’ensemble des rotations et des réflexions qui préservent I’aspect d’une structure cristalline forment
le groupe cristallographique de cette structure. Le groupe cristallographique comporte un nombre fini
d’éléments et est un sous-groupe de O(3). On dénombre 32 groupes cristallographiques différents. Si
on autorise, en plus des rotations et des réflexions, des translations par un vecteur du réseau cristallin,
on peut construire des groupes plus grands, appelés groupes d’espace. 11 existe 230 groupes d’espace
différents.

2.3.3 Représentations

Un groupe est une structure abstraite, qui peut étre représentée par des objets plus concrets, en 1’occurence
des matrices. Une représentation de dimension n d’un groupe G (plus précisément, une représentation
vectorielle) est un ensemble de matrices d’ordre n qui sont en correspondance avec les éléments du groupe
(isomorphisme). Si on désigne par a un élément de G et par R(a) la matrice correspondante, on doit avoir

R(ab) = R(a)R(b) R(a™'Y)=R(a)™! (2.73)

Un méme groupe a généralement plusieurs représentations de dimensions différentes.

On distingue parfois la représentation dite fondamentale, qui sert a définir certains groupes. Par exemple,
I’ensemble des matrices orthogonales qui définit le groupe SO(3) constitue la représentation fondamentale
de ce groupe. SO(3) compte cependant une infinité d’autres représentations.

L’espace vectoriel de dimension n sur lequel les matrices d’une représentation agissent est appelé le module
de la représentation. Malheureusement, un abus de langage courant donne aussi a cet espace le nom de re-
présentation ; le contexte aide généralement a distinguer les deux concepts. C’est sur cet espace que résident
les objets qui sont transformés par la représentation du groupe. Le module de la représentation fondamentale
de SO(3) est simplement I’espace cartésien de dimension 3. En mécanique quantique, les modules sont des
sous-espaces de I’espace des états. Par exemple, I’ensemble des états a moment cinétique orbital [ dans un
atome (oublions le spin pour le moment) forme le module associé a la représentation de dimension 2/ 4 1
de SO(3).

Une représentation est dite réductible si le module V' correspondant peut étre divisé en une somme directe
(V = Vi & V) telle que V) et V5 ne sont pas mélangés par I’action du groupe. Cela signifie qu’il est possible
de choisir une base dans V telle que toutes les matrices de la représentation sont diagonales par blocs, c.-
a-d. qu’un élément de V; (ou de V5) demeure dans V; (resp. V2) quand un élément du groupe agit sur lui
par I’intermédiaire de la représentation. Dans le cas contraire, la représentation est irréductible. Ce sont ces
dernieres qui sont intéressantes, puisque les représentations réductibles peuvent étre obtenues par somme
directe de représentations irréductibles.

Un des résultats importants de la théorie des groupes est le lemme de Schur, qui stipule que si une matrice
H commute avec tous les éléments d’une représentation irréductible, alors H est proportionnel a 1’identité.
Si H commute avec tous les éléments d’une représentation réductible, alors H est diagonal, et égal a un
multiple de I’identité dans chaque sous-module irréductible, la constante de proportionnalité étant a priori
différente dans chaque sous-module. En mécanique quantique, si, en raison d’une symétrie, I’hamiltonien
H commute avec tous les éléments d’un groupe de transformation, alors [ est une constante dans chaque
module irréductible du groupe, c’est-a-dire que tous les états appartenant & un méme module irréductible
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ont la méme énergie. C’est ici le principal avantage de la théorie des groupes en mécanique quantique : la
classification des niveaux d’énergie. On voit comment la présence de symétries dans un systéme quantique
est reliée & une dégénérescence des niveaux d’énergie : les n états indépendants d’une représentation (mo-
dule) irréductible de dimension n d’un groupe de symétrie de ’hamiltonien ont tous la méme énergie, par
le lemme de Schur.

Si un groupe est abélien, chaque élément du groupe commute avec tous les autres et le lemme de Schur
s’applique a tous les éléments ! On conclut que la seule représentation irréductible d’un groupe abélien
est de dimension 1. Ceci est effectivement ce que nous avons trouvé dans le cas du groupe de translation,
la représentation de 7'(a) étant donnée par la phase e~%*¢, Il s’agit bien d’une représentation puisque la
propriété de groupe T'(a)T'(b) = T'(a + b) y est fidélement reproduite : e~*@e 0 = ¢~tk(a+b),

Une représentation est dite unitaire si toutes ses matrices sont unitaires. En mécanique quantique on s’in-
téresse uniquement aux représentations de ce type. Deux représentations sont dite équivalentes si elles sont
reliées par une transformation de similitude, provenant par exemple d’un simple changement de base sur
le module. En clair, si A est un élément d’une représentation, alors la représentation formée des éléments
SAS~! est équivalente 2 la premiére, pourvu que la matrice S soit la méme pour tous les éléments de la
représentation.

Pour étre plus précis, les représentations qui sont pertinentes a la mécanique quantique ne sont pas les
représentation vectorielles proprement dites, mais les représentations dites projectives, qui sont caractérisées
par la relation

D(a)D(b) = e(a, b)D(ab) (2.74)

ou e(a, b) est une phase qui dépend des deux éléments a et b Ceci provient du fait que la propriété de
groupe doit étre satisfaite non pas par des matrices agissant sur des vecteurs, mais sur des états physiques,
qui sont des vecteurs modulo une phase arbitraire. L’espace des états est en réalité un espace projectif, c.-
a-d. un espace vectoriel sur lequel deux vecteurs qui ne différent que par une constante multiplicative sont
identifiés. La propriété de groupe s’énonce alors comme suit : les états D(a)D(b)[¢)) et D(ab)|y)) doivent
étre équivalents, ce qui mene a la relation (2.74). Wigner a démontré qu’on pouvait toujours ramener une
représentation projective a une représentation vectorielle, parfois multivoque. C’est ce qui se produit dans
le cas du groupe SO(3) (voir plus bas).

2.3.4 Algébres de Lie

Les générateurs d’un groupe, comme par exemple les composantes du moment cinétique pour le groupe de
rotation, sont des opérateurs qui agissent sur le module. En général, ces opérateurs ne commutent pas entre
eux. Par exemple, les composantes du moment cinétique obéissent aux relations de commutation (2.49). La
forme de ces relations de commutation est intimement liée a la structure du groupe de rotation. En principe,
cette relation nous permet de calculer des produits d’opérateurs de rotation a partir de I'Eq.(2.48). Il est alors
clair que si on arrive a trouver un ensemble de matrices d’ordre n qui satifont a la relation de commutation ci-
haut, il sera possible de trouver une représentation d’ordre n du groupe de rotation, simplement en calculant
des exponentielles.

En général, I’ensemble des générateurs d’un groupe de Lie, avec leurs relations de commutation, forment
ce qu’on appelle une algébre de Lie. La dimension d’une algébre de Lie est le nombre de générateurs,
c’est-a-dire la dimension du groupe de Lie associé. Une représentation d’ordre n d’une algebre de Lie est,
naturellement, un ensemble de matrices d’ordre n qui ont les mémes relations de commutation entre elles
que les générateurs. Le lemme de Schur s’applique aussi a I’algebre de Lie : si une matrice H commute avec
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tous les éléments d’une représentation irréductible de I’algebre de Lie — en fait, avec tous les générateurs
dans cette représentation — alors cette matrice est proportionnelle a I’identité.

L’algebre de Lie associée a un groupe ne fait qu’explorer le voisinage de I’identité du groupe et ne peut
refléter la structure topologique du groupe de Lie, qui est une propriété globale. Il est donc possible que
deux groupes différents, de méme dimension, aient la méme algeébre de Lie. C’est le cas notamment des
groupes SO(3) et SU(2), tous deux de dimension 3, qui partagent la méme algebre de Lie.

2.3.5 Les groupes SU(2) et SO(3)

Concentrons-nous maintenant sur le cas particulier des groupes SO(3) et SU(2) pour illustrer un peu plus
explicitement les concepts introduits plus haut.

Le groupe SU(2) est formé de I’ensemble des matrices unitaire d’ordre 2 avec déterminant unité. Ces
matrices ont donc la forme suivante :

o a b 2 2
U= <_b* a*> la|” +[b]" =1 (2.75)
La contrainte |a|? + |b|> = 1 signifie que chaque élément de SU(2) correspond 2 un point sur la sphére S3
de rayon unité plongée dans I’espace R* : il suffit de poser a = 1 + iz et b = x3 + ix4 pour s’en assurer.

Les matrices de rotations (2.65) calculées pour le spin % forment en fait la représentation fondamentale de
SU(2). 1l est en effet trés simple de démontrer que les matrices (2.65) sont unitaires et ont une déterminant
unité, pour toutes les valeurs de n et de 6. Il en ressort que les générateurs de SU(2) sont proportionnels
aux matrices de Pauli et qu’ils ont les mémes relations de commutation que les composantes du moment
cinétique : SU(2) et SO(3) ont la méme algebre de Lie. On peut aussi le voir de la fagon suivante : si U est
une matrice unitaire d’ordre 2 tres proche de I’identité, on peut I’écrire comme U ~ 1 — K, ou K est une
matrice hermitique. Puisque det(1 — iK) ~ 1 — itr K, la contrainte det U = 1 devient alors tr K = 0.
Donc K est une matrice hermitique d’ordre 2 sans trace et doit de ce fait étre une combinaison linéaire des
trois matrices de Pauli.

Dans la section 2.2.2 nous avons, sans le dire, construit les représentations irréductibles de I’algebre de Lie
de SU(2) et SO(3). En effet, les 2j + 1 états permettent de construire une représentation des générateurs .J3
et J1 et cette représentation est irréductible par construction : tous les états peuvent &tre obtenus par action
successive de J_ sur un seul état; il n’y a donc pas d’état qui ne puisse étre relié a un autre par ’action de
Ji.

Les représentations de SO(3) de spin demi-entier (j = %, %, %, ...) ont la particularité d’&tre multivoques,

c’est-a-dire qu’a chaque rotation correspondent plus d’une matrice (ici, deux matrices). Ceci se voit facile-
ment pour la représentation (2.65) : il suffit de faire § — 6 + 27 pour voir que Z(n, §) change de signe,
alors que la rotation correspondante est la méme. Le méme ensemble de matrices n’est pas multivoque si
on le considere comme une représentation de SU (2) car, bien évidemment, il s’agit de la représentation qui
définit le groupe SU(2).

La possibilité de représentations multivoques de SO(3) est liée a la structure topologique du groupe SO(3) ;
plus précisément, au fait que SO(3) est doublement connexe (71 (SO(3)) = Zsg). Pour démontrer ceci, il
suffit de remarquer qu’on peut représenter géométriquement SO(3) comme I’intérieur et la surface d’une
sphere de rayon 7 dont les points opposés sont identifiés. Un point dans cette sphere peut étre représenté
par le triplet (£, 6, ¢) en coordonnées sphériques, ot £ € [0, 7] est la coordonnée radiale et ot (7, 6, ) est
identifié a (7w, m — 0, p + 7). La direction spécifiée par 6 et ¢ est alors I’axe de rotation et £ est I’angle de
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FIG. 2.1: Deux courbes fermées dans SO(3) qui ne sont pas homotopes.

rotation par rapport a cet axe. Le fait que les points opposés de la sphere soient identifiés est essentiel et
signifie qu’une rotation de 7 autour d’un axe est équivalente a une rotation de —.

Considérons maintenant une courbe fermée dans SO(3), c’est-a-dire une succession de rotations pouvant
représenter physiquement le mouvement d’un corps rigide qui revient a la fin a son orientation de départ.
Le fait que SO(3) soit doublement connexe signifie qu’il existe deux catégories de courbes fermées qui
ne peuvent étre déformées continuement I’une dans 1’autre. Elles sont illustrées a la figure 2.1. L'une de
ces courbes fermées correspond & un mouvement rotatoire de 27 autour d’un axe et ne peut tre déformé
continuement vers un mouvement rotatoire fermé composé de petites rotations (c.-a-d. proche du centre de
la sphere SO(3)).

2.4 Lois de conservation

2.4.1 Théoreme de Noether

Le théoréeme de Noether stipule que si le lagrangien d’un systéme classique est invariant par rapport a
une certaine transformation continue, alors il existe une quantité conservée associée a cette transformation.
Plus précisément, a chaque parametre du groupe de transformation correspond une quantité conservée. Par
exemple, la quantité conservée associée a I'invariance par rapport aux translations est 'impulsion ; celle
associée a I’invariance par rapport aux rotations est le moment cinétique. En d’autres termes, I’invariance du
lagrangien par rapport a un groupe de transformations a comme conséquence la conservation des générateurs
du groupe.

Démontrons ce théoréme qui s’applique, rappelons-le, dans le cadre de la mécanique classique. Appelons ¢
la coordonnée généralisée, ou 1’ensemble des coordonnées généralisées rassemblées dans un vecteur. Sup-
posons que le lagrangien L(q, ¢) soit invariant par un groupe continu de transformations et en particulier
par rapport aux transformations infinitésimales d¢ = eF'(g), ol e est un parameétre infinitésimal et F est une
fonction de ¢. La variation de la dérivée temporelle de ¢ est ¢ = eF (¢). La variation du lagrangien lors de
cette transformation est nulle par hypothese ; cependant, cette variation est formellement

. oL

i = o GFa+ 5 rw)



3. THEORIE DES GROUPES

3.1 Définitions

3.2 Exemples

3.3 Représentations

3.3.1 En général

Toutes les sections qui précédent se trouvent dans les notes de David Sénéchal

3.3.2 Exemple du groupe Ds

Dg est le groupe du triangle, ou celui des permutations de trois objets S3.0n dit
que les groupes S3 et D3 sont isomorphes. En d’autres mots, ils ont le méme
nombre d’éléments et ils peuvent étre mis en correpondance deux a deux, i.e.
qu’ils ont la méme table de multiplication. Le nombre d’éléments, h, dans le
groupe s’appelle Pordre du groupe. Le tableau suivant représente les h = 3! = 6
éléments du groupe D3 sous la forme d’une rotation et d’une permutation

Elément Rotation Permutation
E R (Z,0) 1,2,3—1,2,3
A R (z,2n/3) 1,2,3—3,1,2
B R(Z,47/3) 1,2,3 —2,3,1
K R (y, ) 1,2,3—1,3,2
L R (1,7 1,2,3—-2,1,3
M R (m,n) 1,2,3—3,2,1

Le groupe est ensuite défini par sa table de multiplication qui décrit 1’élément
du groupe qui correspond a la multiplication de deux autres éléments. “Multiplier”
ici veut dire composer les rotations, les faire une a la suite de 'autre. Chaque élé-
ment au coeur du tableau représente colonne fois ranggée, i.e. le nom apparaissant
sur la rangée est appliqué en premier: Si M est au-dessus le la premiére colonne
et K a gauche de la ligne, alors I’élément & 'intersection représente K M.
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Figure 3-1 Le triangle laissé invariant sous |'action du groupe Ds.En plus de I'identité
et des rotations autour de I'axe Z par 27/3 et 47/3, les éments du groupe contiennent
des rotations de 7 autour des axes yj,z\et m. Sous I'action des éléments du groupe, les
sommets numérotés de 1 3 3 se transforment comme s'ils étaient soumis aux 3! = 6
permutations du groupe S3.

A B K L M

A B K L M

B E L M K
M

ZERE >
2 E R W

On peut voir facilement pourquoi la deuxiéme rangée prend les valeurs qui
y sont indiquées en utilisant la représentation du groupe de permutation. Par
exemple, pour

ABon aque Bsur1,2,3—2,31puis Asur2,3,1 —-1,2,3=E
AK on aque Ksur 1,2,3 - 1,3,2 puis A sur 1,3,2 - 2,1,3 =1L
ALonaqueLsur1,2,3—2,1,3puis Asur2,1,3—3,2,1=M
AM on a que M sur 1,2,3 — 3,2,1 puis A sur 3,2,1 — 1,3,2=K
AA onaqueAsur1,2,3—3,1,2puis Asur3,1,2—2,3,1=8B

Vous pourrez remplir le reste des cases du tableau. On remarque sur le tableau
qu’aucun élément n’apparait deux fois dans une rangée. C’est un résultat général.

On peut “représenter” ce groupe par des matrices qui décrivent ’action des
rotations sur les coordonnées cartésiennes (x,y, z) d’un vecteur.

Rappel sur les matrices de rotation

Avant de passer a I’action, voici un bref rappel sur les rotations en deux dimen-
sions. D’aprés la définition fondamental d’une rotation, si on tourne un vecteur en
méme temps que les axes de coordonnées, les composantes du vecteur ne changent
pas. En d’autres mots si r est un vecteur et €; un vecteur unité alors que r’ (6) et
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v3/2

Figure 3-2 Les coordonnées dans le systéme tourné du vecteur tourné sont les
mémes que les coordonnées du vecteur original dans le systéme original.

’é; (0) sont les quantités correspondantes tournées, on a que

' (0) & () =& (3.1)

Comme la derniére identité doit étre vraie pour tout vecteur r,on a que RT @) -
R (0) =1, ce qu’on savait déja.

Pour trouver la matrice % () pour une rotation dans le plan x,y autour de
laxe €3 = z d’un angle quelconque, on écrit que les coordonnées de r’ (#) sont les
mémes dans le systéme tourné que les coordonnées originales, i.e. si r =x€; + yes

alors
r' (0) = zey (0) +ye, (). (3.6)

D’aprés la figure, on peut exprimer €, (6) en fonction des vecteurs de base originaux
comme suit

e, () = cosfe; + sinfe,
e, () = —sinfe; + cosbe; (3.7)

ce qui donne, en substituant dans I’équation pour r’ (),

r' (0) = x (cos e, + sin fey) + y (— sin f€; + cos fes) (3.8)
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ce qui veut dire que les coordonnées de 1’ (6) exprimées dans les vecteurs de base

originaux s’écrivent
x/ cosf —sinf T
( y/ )_( sinf  cosf ) < Y ) (3.9)

La figure rappelle aussi que cos (27/3) = —1/2 et sin (27/3) = v/3/2.

3.3.3 Représentations du groupe Ds

On appelle module n’importe quel espace vectoriel sur lequel on peut appliquer les
éléments du groupe pour en générer un représentation concréte. Par exemple, si on
agit sur les coordonnées cartésiennes avec les éléments d’un groupe, ceux-ci seront
représentés par des matrices 3 x 3. Nous aurons ainsi généré une représentation
3 x 3 du groupe. On appelle ces représentations des représentations vectorielles,
mais c’est vraiment un mauvais nom.

Utilisons donc le module V3 formé des trois coordonnées cartésiennes pour
trouver les 6 matrices 3 X 3 qui représentent comment chacun des 6 éléments du
groupe modifie les coordonnées cartésiennes d’un vecteur tri-dimensionnel. On
trouve

1 B
10 0 L 45
— 5 i~
E: RZ0O=| 0 1 0 | ;A: R (z21/3)= A§ -3 0
0 0 1 0 0 1
-1 @ 0 -1 0 0
g <~
B: R (z,47/3) = fé -0 i Ke R (g,m)=1 0 1 0
0 0 0 -1
1 3
> > 2 2
L=AK: R (l,w) =R (Z,2r/3) R (y,7) = - 1 9
0 0 -1
1 V3 0
2 2
M=BK: R (i, m)=R (2,47/3) R (,7)= | & 1 ¢
0 0 -1

Les 6 matrices 3 x 3 ci-dessus représentent le groupe Dj.Elles sont diagonales
par bloc, ce qui veut dire que cette représentation 3 x 3 est réductible. Elle contient
deux représentations irréductibles, une par des matrices de dimension 2 x 2 et une
par des matrices de dimension 1 x 1. En d’autres mots, le module qui a généré cette
représentation par 6 matrices peut se décomposer en deux modules, (z,y) et (z).
Les éléments du groupe mélangent les coordonnées (x, y) mais pas les coordonnées
() .On écrit que V3 = Vo @ Vq, i.e. V3 est la somme directe de Vo et V. Les
représentations correspondantes sont

E

|
7N\
o =
— o
SN—
T
/N
'al\?lh‘
[
loh—-wlél
N———
i
/N
i
w
ks
N————

et
E=A=B=(1) ; K=L=M=(-1). (3.11)
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3.3.4 Changements de base et réductibilité

On peut supposer qu’il est possible de trouver un autre module plutoét que Vs ou
les six matrices de la représentation 2 x 2 sont diagonales. En effet, soit

X=SY oux_< ; ) (3.12)

L d
et S est une matrice de changement de base non-singuliére (inversible). Alors si
PRI , . S5 ,
R X = X' pour un élément quelconque du groupe, comme ( S™RS ) Y=Y,
la nouvelle base Y génére une autre représentation équivalente du groupe. En

d’autres mots, en appliquant <§>_1 a gauche et S a droite sur chacune des six
matrices représentant le groupe, on génére une nouvelle représentation du groupe.
En effet, il est facile de vérifier que les régles de multiplication du groupe sont
préservées. Sia et b sont deux éléments du groupe tel que ab = ¢ et qu’on dénote
R (g9) la représentation d’un élément g,alors

(a)
()

Existe-t-il une base ou cette représentation est diagonale? La théorie des groupes
nous donne des outils pour vérifier si c’est le cas ou pas sans y aller a 'aveuglette.
On peut deviner que le truc doit étre basé sur des quantités qui sont invariantes
sous changement de base. Soit la trace, définie par

(?*1% (a) ?) (?*1% (b) ?) - ®)'S

w] =]

15
SR
SR . (3.13)

™R =Y R (3.14)

Cette quantité est invariante sous changement de base. En effet

™S RS = Z ?;lﬁjk?kz
1,5,k
<> >
= ZngZ S
3.k %
= Z %)jkéjk = Z %)ii =Tr % (3.15)
3.k 7

Il suffit de calculer la trace de chacune des six matrices de la représentation et de
comparer & ce qui se trouve dans des tables pour décider si la représentation est
irréductible ou pas. Nous expliquerons un peu plus loin comment faire ¢a. Les
deux représentations que nous avons trouvées ci-dessus pour le troupe D3 sont
toutes les deux, chacune de leur coté, irréductibles. La représentation originale
avec les matrices 3 x 3 est réductible.

3.3.5 Représentation d'un groupe générée par un module formé de fonctions

Intuitivement, on aimerait savoir ’effet des opérations du groupe sur les har-
moniques sphériques disons. Autrement dit, on cherche des ensembles de fonc-
tions qui peuvent former des modules de représentations irréductibles. On verra
bientét que c’est utile pour trouver des états propres d’Hamiltoniens ainsi que
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leurs dégénérescences. Pour des ensembles de fonctions, ’analogue de ’équation
r' (0)-€ () =r-&;, qui est satisfaite pour un vecteur, devient

¢ (r') = (r) (3.16)

En d’autres mots la nouvelle fonction dans le systéme tourné doit pendre la méme
valeur que la fonction de départ dans le systéme original non tourné. Pour une
rotation d’un angle 6, on a

<—

¢ (R(0)-r) =0 (3.17)

ou -
¢ (r) =6 (RT 0) - r'). (3.18)

En changeant de variables, cette derniére équation se réécrit

<>

¢’(r):¢(RT(0)-r). (3.19)
Prenons par exemple comme module, les trois fonctions

¢y (r) =222 ¢y (r) =2yz; ¢3(r) = 2. (3.20)

Pour trouver la représentation de I’élément A du groupe généré par ce module,
il suffit d’appliquer notre formule pour la transformation des fonctions Eq.(3.19)
avec

_1 V3 0

D= AP 2 2

R* (z,2n/3) = _;§ -1 0 |- (3.21)
0 0 1

On trouve que le changement de coordonnées donne

¢)/1 (l’, Y, Z) = ¢1 <1‘T + §y7 761‘1 - 1y7 Z) (322)

1 V3
= 2|(—= — 2
<2x+2y>z (3.23)
1
2
1
2

= ——(2z2)+ - (2y2) (3.24)
= - ¢1 ($,y,$) + ?QSQ (‘T7y’ Z) : (325)
De méme
¢/2 (xvyaz) = 2 <_§x - %y> z = _g(bl - %¢2 (326)
¢é’) (xvyaz) = ¢3 ('Tayvz) . (327)

La représentation de I’élément A du groupe générée par ce module est donc
obtenue de

9} 3 % 0\ [
G | = -2 -5 0 b9 (3.28)
®3 0 0 1 P3

<>
c’est-a-dire que la représentation R 4 (Z,27/3) de la rotation de 27/3 autour de
laxe z (élément A) générée par le module formé des trois fonctions ¢ est donné
par

Ry (2,21/3) = (3.29)

ol
o | “h
(][ VY]

(@)
= o O
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On peut continuer ainsi pour générer toute la représentation, i.e. toutes les ma-
trices.

3.3.6 Lemme de Schur, ou I'utilité de tout ca

Le Lemme de Schur contient deux parties:
>
a) Si la matrice H agissant dans un module qui génére une représentation
wrréductible commute avec toutes les matrices qui représentent chacun des éléments
du groupe, i.e.
>
[H, R (g)] =0V élément g € G, (3.30)

alors
R

>
H=cl (3.31)
— . . .
ou ¢ est une constante et I la matrice identité.
b) Si la matrice H agissant dans un module qui génére une représentation

réductible commute avec toutes les matrices qui représentent chacun des éléments
du groupe, i.e.

>
[H, R (g)} =0V élément g € G, (3.32)
alors -
al 0 0
0 el 0 -
H = , (3.33)

e e .. . .<_>
0 0 0 cn I

R d
ou les ¢; sont des constantes et I la matrice identité dans chacun des sous-modules
ayant généré la représentation réductible.

>
C’est clair que si H est proportionnelle & la matrice identité, alors elle commute
avec tous les éléments du groupe. Ce qui est intéressant, c’est plutodt la conclusion
<

que si H commute avec tous les éléments du groupe alors elle a la structure
indiquée ci-haut.

Sans prouver rigoureusement ce lemme les considérations intuitives suivantes
expliqueront I’essentiel de son contenu. Comme

7, R 9] =TR(9)-R(9)H =0 (3.34)

implique que
R "HR (9)=H (3.35)
alors si ¢; est un état propre de " de valeur propre F, i.e.
Ho, = Eg, (3.36)

alors

R "HR(9) ¢ = Ho, = B, (3.37)

ce qui veut dire que la fonction gb donnée par ¢>Z =R (9) ¢; est aussi une fonction
g
propre de " puisqu’en multipliant par la gauche par R (g) on a

7 (R(9eé)=E (R (9)6:). (3.38)
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Si (ﬁ) (g) est irréductible, cela veut dire qu’il est impossible de diagonaliser (ﬁ) (9)
pour tous les éléments du groupe et donc R (g) ¢; est en général distinct de ¢;.
Mais pour toutes ces fonctions, ‘H ala méme valeur propre E. Il est donc diagonal
dans ce module.

Une autre fagon de comprendre le résultat ci-dessus est de constater que si un
Hamiltonien (ﬁ est invariant sous les opérations du groupe, par exemple I’énergie
ne change pas si on fait des rotations de 27/3 dans un environnement qui a la
symétrie d’un triangle, alors toutes les fonctions propres qui sont transformées
I'une dans l'autre par les opérations du groupe ont la méme valeur propre. La
dégénérescence est égale o la dimension de la représentation irréductible correspon-
dante. Sila représentation est réductible, cela veut dire qu’on peut la diagonaliser
par blocs et que les sous-modules correspondants seront dans ce cas indépendants
les uns des autres sous l'action des éléments du groupe. C’est pourquoi dans ce
cas on ne peut pas conclure que des fonctions appartenant a des sous-modules
différents ont la méme valeur propre. C’est pourquoi dans ce cas ‘H ala forme de
l’équation (3.33).

>
Remarque 1 Si le groupe est abélien, en faisant jouer le role de H tour & tour
par tous les éléments du groupe, on voit qu’ils sont tous proportionnels a l’identité,
donc toutes les dimensions irréductibles sont de dimension un.

Exemple 1 Nous avons dit au chapitre 2 que dans un environnement cubique, les
fonctions dgy,dy. et d. étaient dégénérées. Cela se voit facilement en regardant
la forme des fonctions dans ’environnement cubique. Elles se transforment selon
la représentation tridimensionnelle to, du groupe de symétrie du cube.

En résumé, la théorie des groupes nous permet d’identifier les dégénérescences
d’un hamiltonien. De plus, les modules qui générent des représentations irré-
ductibles seront des états propres de 'hamiltonien. Et ces modules ne dépendent
que de la symétrie du groupe, pas des détails du Hamiltonien, sauf son invariance.
De plus la théorie des groupes aide a trouver ces représentations irréductibles.
Bien que nous n’ayons pas prouvé ca de fagon générale ni démontré comment cela
se fait en pratique, ce que nous avons trouvé pour le moment cinétique au chapitre
2 est un exemple de fagon de procéder dans le cas d’un groupe continu. Dans ce
cas, la valeur du nombre quantique j identifie chaque représentation irréductible
et la dimension de chacune de ces représentations est de 25+ 1 ce qui correspond a
la dégénérescence de la représentation irréductible j pour un hamiltonien invariant
sous rotation continue.

Exemple 2 Les ondes planes sont invariantes sous translation, ainsi tous les
hamiltoniens qui sont invariants sous translation ont des ondes planes comme
fonctions propres. (Dans le cas ou il y a plusieurs particules, le vecteur d’onde
correspond G la quantité de mouvement totale, pas & celui des particules individu-
elles).

3.3.7 Matériel supplémentaire pas au programme

On appelle le caractére d’une représentation la liste des traces des matrices représen-
tant chacun des éléments. On peut aussi construire un tableau des caractéres de
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toutes les représentations irréductibles d’un groupe donné. Par exemple, pour Dg

E A B K L M
rm- 1 1 1 1 1 1
r 1 1 1 -1 -1 -1 (3:39)
r 2 -1 -1 0 0 0
Dans ce tableau nous avons obtenu I'® a partir de la représentation unidimen-
sionnelle Eq.(3.11) et T®) a partir des traces des matrices de la représentation
bidimensionnelle Eq.(3.10). T est la représentation triviale.

On remarque que si on considére les 6 éléments des lignes comme les com-
posantes d’un vecteur, alors ces vecteurs sont orthogonaux. En d’autres mots,
si x® (9) est la trace de la matrice représentant I’élément g de la représentation
irréductible ¢ du groupe, alors

> (X9 (9) % (9) = b (3.40)

g=1

ou h = 6 est l'ordre du groupe, i.e. le nombre d’éléments dans le groupe.
L’opération de prendre le complexe conjugué est ici inutile, mais on la rajoute pour
étre plus général. On peut utiliser ce résultat pour prouver facilement que pour
une représentation réductible d’un groupe ayant n représentations irréductibles,

@) = Y an® ()

a; = %Z (X" (9) x(g)- (3.41)

La théorie des groupes permet aussi de trouver quelles combinaisons linéaires
du module générent les représentations irréductibles. C’est évidemment trés utile.
La procédure consiste & définir les opérateurs de projection

pl) — % S X9 (9) R (9) (3.42)

ot les ¢; sont la dimension de la représentation irréductible i et les x(*) (g) sont les
caractéres définis ci-dessus alors que les R (g) sont les matrices de la représentation
réductible. Le résultat de chacune des sommes ci-dessus est une matrice qui est un
opérateur de projection (P®)P(®) = P(@)) sur la représentation irréductible i. En
agissant avec ces opérateurs sur le module réductible, on peut trouver des modules
qui générent des représentations irréductibles (qui sont des fonctions propres des
hamiltoniens invariants sous I’action des éléments du groupe).

On peut aussi voir a partir du tableau des caractéres un cas particulier du
théoréeme “célébre” qui dit que

S &=nh (3.43)
i=1

ou ¢; est la dimension de la représentation irréductible i. On a évidemment que ¢; =
x@ (E) . Ce théoréme permet de vérifier qu’on a trouvé toutes les représentations
irréductibles possibles d’un groupe donné.

On remarque aussi que les colonnes de la table de caractéres sont égales entre
elles pour les éléments K,L,M et égales entre elles pour A,B. La colonne pour
I'élément E est différente de toutes les autres. On dit qu’on a trois classes de
conjugaisons pour ce groupe. Les colonnes d’une classe donnée sont orthogonales
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aux colonnes des autres classes. Il y a autant de classes de conjugaisons que
de représentations irréductibles, i.e. trois pour ce groupe. Tous ces résultats sont
généraux. Une classe de conjugaison est définie par les sous-ensembles des éléments
du groupe qui sont transofrmés les uns dans les autres sous ’action de conjugaison
g 1Ag. (Intuitivement, A et B qui correspondent & des rotations autour de 1'axe
z sont dans une classe de conjugaison différente de K,L,M qui correspondent &
des rotations de 7 autour d’autres axes.)
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Chapitre 4 : Transitions de phase

4.1 Phases, états de la matiere, symétries brisées
4.2 Transitions de phase
- Thermodynamique
- Physique statistique
- Transitions de premier ordre
4.3 Théorie de champ moyen
- Approche de Weiss
- Approche variationnelle
- Dépendance spatiale
4.4 Symétrie et ordre de la transition dans la théorie de Landau.
4.5 Effet des fluctuations: approximation gaussienne
- Approximation du col
- Transformation de Hubbard-Stratonovich
- Théorie de champ moyen comme approximation du col
- Fluctuations gaussiennes
4.6 Critere de Ginzburg
4.7 Lois d'échelle
4.8 Groupe de renormalisation



g/ \?I’w‘,sf.s/ etats de (o mwt‘u'z\,rc)
SYy~elrie bri

6 fefifer 2007
15:36

C/-ng, fyl)on,sc Gs'[' cq_ra.c,{o_r;s&—c /40“’ Se. s
0 e_j SD[LO{.C_ CWL)'?WCJ
¢ .
orthorhombigaue .

5/7}”“ e
%] w

F&r.—o e i a n'l' (t“‘é Ale\: sf,'vw q,/a'; H&:g )
T

A”l'ﬁ.g(_ Cw Zv\ , 9rconn C:ow &0—50"5[0'\/)6’

(a) (b)

i\ AN
ANV

Fi1G. 61

Ant; }C,rro ouimant
T TY T

ber’Ob/’eofro'qwc CBQ, Tu- O; ‘)

e ‘,// | ,?a se
[ |
o - < 3 dO’F’[ﬁ.cc v
P ‘ To et O

«

7 -

dev ceal élﬂ"["“«yoqcz/

@ Ba - O & 7

Chap.4 Page 1



6 février 2007
1

SVLJ"'CZ

. Crasf&’ [,0'7uu'd:€ CCS V)JM&L“’JZ%Q)
0 0y0 POOD V000
| 0 00 o000 TR
a 0 Smac+.7.._C C Swmect A
° Swypriconducteouwr '
préco

F\f‘ttnf?on: dewy 731:64.555 avec (& meme

. Jé,-—.' _t ﬂt‘r‘ olv A Af_
sa e e fe,u,vcn crrec ]Lytore es
70q_r ex em 77/6 ”/f7u.io(e ! e.‘f fﬁ'a_z“
Ila a ux¢ f_rw\sfllfon entre lcs deu,x/

/uc—aqu.‘na nows “-'[/045 Ve ir 7%: /&s lxa_\rbs

[;7n;ctc ef (?qz_ ve goat ‘7’94,5 S5 offffo're,)fc\rt/

Chap.4 Page 2



6 février 2007
15:36

Oria,‘»ﬂc /vkabiz%e de J(ora[rc

chmenc,aws qur‘ 16. a,.:vv\a.n't.x
J

Nou_s verrons 1“& II:‘A.}UG—CLT‘.VI) dle CDW!O'\—\.A @f /g 7”—,(/\(-,,_‘)75 Glc \/T)m[b

W'E,’\eht }‘. whne fﬁ"f'f;ra.:‘f—:-an e ][Cr,{'ide en,‘rc_ 4‘/7.‘»45 a[é la

‘FOT’WVC ) -
7'7/ . 7 Z i 'S)-
<\2d‘> '
aans des Ca.s S\'m’]g]es_ 1:..' ¢ cf\') )ﬂ/cyniars \Io.‘\;,',,_g'
J Min§wﬂ\"3cot';0-r) d ¢ "fv\e_ra,'e,
Sb 3_ > QO \l//)\ W\’V\;Ml'se l)O’VLEFJ;'@,
S: T <D T M s e
. Mw;.?vw[sa,:t'ion de MHentropie

Le. solwtion desordonnee el avo'r une

c’ner-((j,‘e libre ]71%\5 basse @& T Zlevee

* \A e O) ejc]tct OLCS jC{M,o‘lLu/aﬂ:LFO“S 7{4an?L,'7weJ
C\ov.. JCVﬁr) )

GDOV_( la; Jol.‘o{os:

Uh €¥X em 7J/e G{e 736 '/Cv, lz:’c( d’,‘vﬂlcrqcl‘[ow

VC() r|-—0 L(_y‘no\ral-j-o nes

f
|

r

(_|<.'v\tr Ve (Mq.[,; 7:4,.5 /é,,'fro)ﬁ&) u"f MiNUmisee Jo /eJ

a4 tomed JoATL '6'9\«,5 & wné O(E-Sf&\noc [ [/"*‘7 de ('a.u,frtj_

Chap.4 Page 3



S;\vvn:‘ér.' e Lr?\s(:c

Le ;crroq:manf, ]qu €x¢~vx/a/ej éc—:Je [q s me/lll"/'@
de rotation. TFu e,ffcﬁ/ J S, g} es invarianl Soaws rofa"l“ion_
COVVWV\l/\—f cﬁ:;;\;if-o-o une direction P

- -
Jrenoas f‘*l‘ Q?CCMyJ/c /a -w»o/ccu,/c de NHJ (g/umc[e[(/b.//y)

ON

s/
ot\\- O‘—fﬁ//
\ oy

s
N

L'q,'l'oMe d]azollc ]JOWZL Efre_ €en
l;mw't ouw W lgaJ e ]ofa,y) f\ormo’ 7oar HJ)

Le o'lteq?"/a.[ esT acns,
F PV ()

7 X
II,-k‘? Fa c’{qi -fooc[%vwen_h&’

S
/

x

N A
=
< |,
() -
~
\ ~—

hY ] s c';,LaJL excs Z_C’

¥
\
~ >
re

DOMJ [y tat fondqw:a:n'l'ot], [a, molcude est olans les
dewx ¢tats % [« f@;s). en hawt et en Bas. SV on
(o )Dr'c’/bou-(’, dans |'ectal en ﬁouwt} elle est daus une
Com bimaison (rngaire [Y(x)x Yo () /Y3 et

Chap.4 Page 4



6 février 2007
15:36

S\Vb'—‘l—e

&[[C OSGL'”C’ dans ce cas enltre /c_s dcu_)c }ga.si‘l‘io,,_s a,

(a. 7Cra’2m.e4ce 24 GHz) (a f"(’f?wence diw mmaser amonu'qzu,c'

Avec JO)“‘L3 ([c /’blxosjaﬁore le}?/u._s /au_ro[) fa %re'zuencc
chute d’wn Jﬁot.cfcu,r 10 .

Les Ze 6?"!:VM- J a7 e J‘&’ «£€ancC K wn !
?Z ARY wf o5, phes la frégeence Tuine!

t)‘)Cr'Mb-zng) est a Aa-_s&c 70,—-6’ veqcé .
Verns Lo lomite ol lwn 5&$ f':vvl,e“o'hf'—nd“ (tres greud )
o™ 739,:4,‘{' 5%/70621‘ 7«\/& (e JJJtEw»e reste clang M—g‘ﬂ on
//q,w re C[eJ o/hﬂt\i,

Actre ‘Cﬂ.go\q cle voir

{en’roa’;vv\a.n-/— T (Sb S]-> O"C\/.'&V\T fnofe:)aenc(O(/)T de

F‘;—r)' Aans (a [Vvasfe o /c‘,

S, o._k‘—q,‘f'u'o/) croit & C'in iy

I[ ] o wye ”V’;af C[k-ter ?

(4.1) i, LSS - <sES <SS
0\ v \)

- —> D

N

0w wf(w“e <S,;7-S?-> wae 'for\c“}'fa/) de

; . \ -
Carv e Za/t/or). la moaeam‘-’ le Uune moYenge

”‘”ne(—vwv-7m,& "

- /5H AR
(12) <O = TrTe/& o1 Ldile Ol

T [C)”/\" H ‘J Z ¢ le—-/bﬁ S

ow z G_YT UM Somm € Swr wh CASCMLJ-\C

‘ Com})let d'etots

Chap.4 Page 5



6 février 2007
15:36

. Sw& ”
Suste fe v Yo
(4'3> Jim < S‘,; SjB = cte "mc[e'ro, de L
r,;—r]- 2 x
est ]Cuc\'(t X comprenclre et wne viole 7aa.s [ ''avecrrance
Sous rofation. ]{q eF‘FEf) S S; est wp Powr
wo des Ftats 10> ST awcsi est wp.
7 z J <

Su S\u' e_st dOvJV)/ SI /C Sera @ussc .
-

Jar coatre) Cvm'meni— ]3&:4,'# o cerire <Su> :ll—' ®) ?

Tl S“‘]CJL‘-t- di constater Z“—@.) comme (e J‘u—(jié\rc 1\“'3

i L MRS 527
- V= — - Y
A o > o9 )rie/bCHfoS)]

+ O

£ ot wn chaw »'v;y[,'m'i‘c'.s.'mou/ wue Se’lcc'ffahner’a, wae
g{.‘recfion (c’eJT Sa Jau,[c fohc;f"on > M\;:MC. Sy Q
est in j)ofm‘fe’_c;mq/

L’T TYTTT . @ wuge V—n&r-g,'(, frad O(F‘J[Q[t_r'c/\t_ﬁ ole
L A AN 0 P
On ne sl lectromne doac Ve wne des

' foas;' b Ly ts. B
Ww*Le’mw'&:'?wcmt’qf [ﬁ Céﬂ.vn'}? ﬁ ér’fJé /q Sﬁm& ZLT'C
C'f i( Csrrc’_q/7046{ Qwssy :z. (a FG—%[L'ZLC-/A 54'7'14,€ oy
[ "eavironnemeqt n’eof\jobmco"s férfa.' e m«‘jﬂ“ ije/fn?uc
-
Jau-r [CS 7Jbu'{5-f<’.5} c'/ Jm/[][;‘f de fm‘r—e le C%{Cu,[ ave c
(Lf?)) mais daas ce cas o4 e/cﬁlf’mf.‘({one Un qunc[
I’Y)om gr-c_ o[(e/LLq_lL‘g f,—,’v,‘alemeﬂf FC[L'C’S /7GP ané fﬁ’rc(,figy)

CJC .Saw»{f‘r’fe,_

O\,) m;)?jgé,[/f £ S; D [e 1:)ou~c¢m; i'r-c dlordre /g-ﬂu./- [e 7[9—”"0,

Chap.4 Page 6



6 février 2007
15:36

Rem«rqwcs acld t;onnelles

S:J«Mf:fri 3 Ar."sc-c :

1[ n’cﬂL /7&5 \/rou'wt/tfiur‘]ar—tnomf 70&6_

[im ¢s® s; > (sTrcasts
URE S RPN

Cetle oyalte &t S;mialemenf- gue la distrbution de

70,—014@[,- te F«.ofori;e o raqcle ol[.sfa/zcc_ Ce ""C-J/_/Da._;

variables adea foires clevieraeat

indeperdontes. Co gus est .Suu"/.)rma/;/'

7wc [¢ wembre e dreFe ne s laande 774..:
[ﬂ(S btll"[

.S\A—\’/gren M{— cer (es
_S"f"a,i‘;sfial'wcmenl"
est

A vnVariomel Sows roaéafcon_

Clest Swr")a;—c nant cuwssC Cz“’ej dons le memb cle

q,q,o"\ CJ Siz reste

- 2 -~
aliyae” avec SJ Meme Sur de
tres ﬁrmcfe_s Aistouces .

La s Ma’i"fie_ Lf356—3_ e\sf wae /7,-—0 r:‘cgé‘c— ‘

1)
) -
¢ est-a-dire

« <

Cwm f/i‘f‘a/

Fei Freg d_;]C,[ic//c o FOWVETr g ou-
—_ -

ewse mment. Lile e¢w e de la

P'Mz'fc \/"300
et est conc assez ngé‘fi/c_

On Pwt_ 'L‘m'dia,[c_ ’W)eq-t r‘(,TI‘ou_er [‘«'4va_r-o'cucc Jowls
(ofwt_;on en wt: lisonT wuwn easeam ble .S'(‘q/‘F‘;s‘fi?wC

7»‘0’ est uae .Swlatrlposb")’;o/) d"ﬁnéemklﬁd agonT

(V] Cl)o\,vw,) —r\na.z‘,/\e"f;'f we, ,'/;f;q,’fc};mocl ?u-[ /vewf'
?Jrer)dr'c, unace oy.,(e/,'f'od'b'oz) gu,e(coa we , le ecalcnl

Pour checwae des  orieatations ‘est ilentigue.

> <

(
douram ¢ i’rc_ clor a/re, A

Uac de’;im' '}750/) 77(w_s 59.'{7«\6:@56 d&/)ciﬂfTCL;T 3

Parqw\efirc d'orclre en consicerant wie phase s ra,floor’T

% une autbre dons wuse Trastion cle phase. Cest

7_9ar'tJCWCi‘crtﬂMe4_f’ im;;arfqd‘ (ors gac (es ﬁ/tfuas ol

Chap.4 Page 7



- - - . IS S
79ar't‘lcw(4'\cre,’v\4€/|f [w\ a(fq_n{' (or.s ia_g [2,5 ﬁ/tqéag 04T
“ 'Wl.Emﬁ s ‘VV)&’£|'|.Z/ CoMme 0{9\,;/)} /a, Z"P&/zjn.f;'o()

éb'?uio‘c -—30,2 )

?MS [e cas du ]Cc.rron;m,a/pr) S5 gn jo;-eqd /4. /fv/.«,sa

{

-

S a,Lw.Mfa,'ﬂ';O/) { ooty wanl” Comm @ rc?; r‘C’)CC,J
alors c/a.‘r—c ment (S—f 7 coracfe —ise 6/'@_4 e /746«_56
orcdonnee (})arcc dox ouft’m,enz‘j elle est woins

Symetrigue lorsgue ordosnee... D
qre ’

Chap.4 Page 8



6 février 2007
15:36

Em-«z: [es .
+ Anf;{:crrowimmw\f‘, Er,m;i‘rc dlordre <C-—73(’Sz->

CEN S, bﬁf&?> — <c4YS?> <@q55§>
' r;—rd - O .
ow C—l) ce frc-sthll(_ [&. /9t>6xs€
On o’c.r.'f L ss L + - 4+ - ¢ -
-

v G? LI,

-+ -+ - 1 Swr wur reSCaw
c , Por exe
c . A e - o arcc’ p ﬂm})’e
ow Qz[ﬂ'j\ &~
(o ~ Q

p—"
T o T I cube)
&
R
e e
=
e L]

ChY_&34 Blewdel(
CLL ZVj

T_c«.- 6./ ][A—wt_ )Ca.’:—c rG’f:GﬁrMCC, ;" /a_ fha.\sc,

desordeoanee O:«- f[ 7 a aatet de C[ra,.ce e
@

(-ravl.\/(_r' wunr Cu 714, w n Zq Swr «n _ﬂ.fc_ duw

)70\/;.7 le /'otm,.se, G(e:ar—cfgnne;¢ (/9 —-/at 2 =0

Vel ]Ocu_ est la ders;Te de Cw ey nombre eV
Cellule waite . ja"-s Lo fén,,se ar-dan/)o’c’,)

N L e-p )] P Lo G- )] >

-

CUOTLp D=, 1> <Y LA, 42, 50D
ow (:”)U CL)MJ& de Su-<7ne Jwer CLM»7M,C _S‘ows-ro}ea,u,’

C’w't /(Ovm,[ona e "cun‘l’n')('crmow'”c'ﬂf (o) ci~dessus
(

Chap.4 Page 9



6 février 2007
15:36

Ea c—vvu};lt.s' su/ e

' LJ&IW,’d,e_ ow gaz:

< C/f> c est /q_ d"][fe:’_MLC
ff) ligus e 4z
de densite gu
- Sera lf— Pcd-a_.m-a L_re,
e —
> o el re

‘ ?(_rrc o’lcc'{‘tﬂ?qu—c C&:."EOJ) 2?2 >

<P ?ZC"I; > — < ?1&;) > < ?ZCU)>

PR )
v d H

\

8w ?ze,;'t le mvm(ﬂ% ‘{ffol‘t"ll‘c ow (« ]7014.r£Ja.+;0n c[a.n;

v e cc([u,[e a_m'faf

' gﬂlv-dc <PG>

1 3> 3 ¢ G- (rg =T
V2 L(drad':)'(locrv')ﬁ /00-()-) > — 4/0G> </0_G>
ow G 3 = “17{77 (m Cnf,‘e,r)
-
<Ped R est dans le ‘
vesea dle Brﬂ/umuj
—> " G et dans le rejeaw
~) = J r’c’cd?roirue_ .

~ ] -
/\R T No ¢ vnl) + C
ot @ b, C vectewurs de base
’ S"‘]””O\Cowc'/acffu.wjt <C&C1*>
+ 5 + - - + +
< €L Cren Cy €y S ("fﬂ CTC\-U.)> — <c,P CJ> < ¢, >
_ - -

, Ter. — R
Cece Anve alre J

C[,c'/r_c'frons (]3“"!"2_ ole Coo7ar_r>

O"(J[r‘c r\or'J O‘m‘a, Hown/
Br—;\fe a Co-/).SCr\fa.'tio/) du Nom !rd de 779‘-0"%/'6(4, /C_S

Chap.4 Page 10



6 février 2007
15:36

Cowscf?u.ences [/C /x ém’;uvrc de .5(7:446’7}1-,‘5—

RAIL I SEELL WAL QLIS LU 3 —— U LTUL Gl LA LGS RIS T O — L.

Table 6.1 The properties of broken symmetry phases. Here pg is the Fourier component of the charge density corresponding to a spatial frequency

equal to a reciprocal lattice vector G. The complex wave function in a superconductor is ¥ = [wte-"’. The electric polarization P is the electric
dipole per unit vol
Phenomenon High T Low T Order Excitations Rigidity Defects
Phase Phase parameter phenomenon
crystal liquid solid oG phonons rigidity dislocations, ‘
grain
boundaries |
fer I par fer g M mMmagnons permanent domain walls |
magnetism |
antiferromagnet paramagnet antiferromagnet M (on magnons (rather subtle) domain walls 1
sublattice)
nematic liquid oriented §= (’7{3 cos2 8 — 1)) director various disclinations,
(liguid crystal) liquid fluctuations point defects
ferroelectric non-polar polar P soft ferroelectric domain walls
erystal erystal modes hysteresis
superconductor normal metal superconductor |\{;|e"" - superconductivity flux lines

CI’)-L‘{» g—/___ B[(A—Hd&[/

GQ%\,‘G(,;{'¢’: C’e--nl c[ﬂ.-'r- ].70:/“‘ “Un Jo[*'C[C: l,.[ roads fe aw GJSa,f[/fVVIC/ﬂL
(_cam’)gmrcr o X £L'ch'ofcs)
Povu le cas glu S—eroow'mamt essaver de tourner wnv
ot Uensedh 4/
sewl s pim fm ournner (lense e
:Po:m w9 .Su.]?rﬁ\,cm a(u_o‘fG“-", Un}'co\l&r ww cowrant 4 /ow)
- 1 -
c3te en };roolu.i un de ’a,w“(’re_} ( sons v€sjsTance )

: E)& c,u'{'ad‘;om: LC.S q’l’ﬁ«'t'.s cxci‘fr:_s /seu,\/c,,_f ovoir wwe natfure c/f][y[c’rc/)fe
sclon (& syme Trie brisee e le fondlamentel.

S la symetrie brisce est continue, un chargement
7‘,,_[ restowre me coi te as dlenerqgie
- ?a.r' exewmy e Faire wue travslation civn crqstal

- {q','.l'(_ tourner (a derection d:'ou'mqwf'ft,ffo-q

AT

Chap.4 Page 11



6 février 2007
15:36

fl y(\awl.L Vo'l ces fﬂ.:’ruréw{‘,’on_g comme dC_S
Cas (p'm;'/'r_j ( A =70 , - O) de br‘ancL\e_g
cl lex a[?f'a 'C"ion doat ('eme

s ([&i;ro’ucﬂcc)
S’omvm,[c [or‘57w(_ A‘—‘?w,f/72~>0_ a ?

rcxemjj/c)
YT T oo \)\\&J//(é___\\‘\‘\\(\'\'T
&

ne contera A5 beaw coe A'ene -

Ve .
LC_‘ ywodes d 'C.)c ce .L—a,i_;o a COrr-cszovnO{a[%\S J ’a—}7’/96 I/C’OYL
des modes de Goldsfoume

w N

7

8

Le JCO'\U(“"M@%“’[ cavec wre Sywme Friec riset Jowe

/c ,vb‘/c C/'q,y_, MNowvéaw "\/»'C[c ”_ Lcs c;\u'f‘a,*['.'ooj O/C’-

e ”
de ce nowVeaw vide oal Une Mmature é,‘e,, 770Lr’ficu_[,'¢\rg
caractecist; gue cluw "'vide™ de de” art ’

(.]:ar c;cemflc icr bosons de -s'-Pu‘n 17
yo/][cwdfs
-0

Jar exém‘f/{./ 5/!1; /054,21/04: C/a.n_s /r'—s 56/1'4&5

mwurs de cdowmaoai me Poour er a,,'mmf'j
\)ori'e.x c(omj /¢J Sw /’KLCP/)f/lrch-CM.F'J
Ce Cle/]c“"“t’ de Feemimest somveat [es 77@/7,,,-':“4453
wa/crosgof&‘rzue_s cle (o matiere.

Lp_, mature de ceg glo"Fa,u_fJ est .\Owdcq{.

‘f‘oealogfr{ue s ?ar C)ccm'ﬂie

-y =
@ Tcu_rg: ”04 /\}"rd: &fc

dans swpra

Deslocation (de bord)

v A4 . . G povcomrs me se

MM 7

A i Ty

&6/ p “g entoure las  otis o ca eion
] - 1: Ma;s .x) YA F’C‘FC,—ML S‘II‘I
4“ > 1> 0 B l(CA'l"’M.rL f:)‘i.S

Cics il

~ {
AMAM L 0P wne [re~qeg Aw{omzs’\

Chap.4 Page 12



7
Cici il MA"’M]M—C wne (%7;: Dtlﬂ/'FoM.e:s)
<l

Chap.4 Page 13



6 février 2007
15:36

?QMOLF7WC < @wa{'ta cey ]9r—o/9r¢'c’{'¢’5 :

‘ri(cic'c(il‘e’
- Mmovveaw (777:'_ dlexes tations
- de fawts
Sonl ey /Jrojar—.'c/éc—s N er <qfc5“) caqse'7u«mcfs de

/& S m-e/frfe é"v‘dt—(._ ’-’-{“Cé —Sof)eL fréo C{[]Cl[c'r(r;fes d&S
}Jrof(r.'e’fcis e (a 77144446‘ Sdmc'ff-,‘iu,c cloat [ 5(7":8’7(”‘&

a cte” brisee,

@ MEMC S [lexisterce de -S‘Zw-c(fh'c éff'dc/c me
]Qew[' Ztre ﬁrm,./e’g ole fa_fo.q MG ourcuse feec deus 74,,_5{7%@5
Cay, elle est obsevee Cx]JC'r.’m{/\fd,/cmmf et elle se
LoM}m—ey,a(’ A\'cq de  la ]LOSCO/) swuiva,fe ]—7ar- e,,gew/ole_ /79«4.— le
j[Crroou' wment
a,) Le faadamcntn} en /-7"5’05465 ol lu Cllﬂ,m/_7 exterse
BN )[?m'fc’s/—na./ est Tyt T™___1T7T
b) | es Fbats ex cibes (7‘,% mowy calcele r-cms) Soal cles
ondes de 5};,‘,,_ Ces <tats ;, f'cwlpe'rq,f-crc ]Co‘/”'e_
Soat /:)eu/o/r:\s Zf'ke/‘mb'%mc men't'; Tl se ]>c.4,'f que
cela mene a des lfluol"ua,ffoas Su_/cﬁ‘sa,vwme/)f'
Violea tes 779.“- debruive (lordre a [loague 770#(‘6}“
C'est [e cas eq d:o? ( Theoreme (e ? Q""'H")—\A/ozfner)
Csi lo J’(jmc‘f'r'-c‘ é"-'JC.—C C;'l' Co/l'll/r)u,c_ >. ’
Quond ce  n'est Py le cas, [forclre 5o vuaintiest,
Le 536+‘c~c dcmture ”rc'j.'c(c H Mou(grc’ l'@;,‘fa«{;a/\
'[’loe'—w»c'zwe_

Chap.4 Page 14



Y. L Transitions de ?hase

6 février 2007
22:59

j?a.];v})g/& cle 'é/')ermoo{(v] v)qmu'?_me

2(4.,- Un :2:'“_»%: I.so[c’ "o I'o’iwu'[:,éch o WMeaLximiS E

('cnt‘r—oric -

S A A
R 2
VL.)... \/ vV
Nl.o)_' N N
—

£ ) N "" \lto _faﬁ.f cona'towftd. L-\. 70"'-‘_9; /7-(/\»141‘

= )
[es e-'ol'vc‘nracs CLe 535f¢:¢\4,c A’ est ua reservoir

SCe™L vy N u) = §7(E2€ 02y, NN

ToT
+ SCg,V,N)
9 STO‘\' - _-a-§1 +~ 1§_ = O - ._é = QSj = l_
2L 3EM DT 0% pEe) T
pc M’-O\M(—J ?_i _ _L ?—{ - _zo__
IN T ? T

TdS = dE -/A.O!N-}-joo{\/ o Lo Hessien de A
gQ = deE + W 7 ‘a que Jes va lewrs
Propres w(gaué;\/es

Iqu’l.Lres ?Oa'll'Cn‘t‘-'c/J T-p_, et 'éram)Da. de Leaendrc :

)

F‘(,"l) dE =Tas 7:)4\/1-/4,0[1\)
(4.5) d (E-TS) = -SdT - paV 4 dN
\A Tmr”('.‘r— e 'E_CSJ\f,N> Ac’)cinissoné
E(T.V.N) - E-TS auw T;(EE
PYG

N,V

Chap.4 Page 15



6 février 2007
22:59

A] ‘l'ﬁrna. %r\/cw‘cn't :

Q.) ¥ (T’\/,t\')): ™mvn g‘ £ \TS}
S - T

La condition dLe mimimun, dogpt

ey T. O
>s)

LB £ la convexyte olao-»ac,
1 F
;5‘ =T de s gne
— SF __s
S 27
ﬁ = —-3_5 = - A‘ - \
Y é?z_'

7;.7.”: statist: gue -Voir notes tapées plus loin.

-/3 (hv/u:;*p\/_ﬁrfl)
BWO T, o hy= T Le ]

ow Mest un f‘tmml tre d'orelre 7wcloomz«.c et
A I'C CAQM.P U"On %gwc l)' ﬁ: ’//&GT
1) <A K pv-hny _,__(wwz

2 YA Z < {Szﬁz,k); Péév:-%w
; (/53%) (A—} {_
Vone,

/> 2 27 P
C4.%) E’cf,ﬂ,r,ma-}qgrﬂwzz_

L
oM e /2
(1.9) AZ 2 - g b TAT | rgT DAz AT
2T
< z
;‘}-3& Ay L 94T L 9Lz dh

/’/A;b

"\0

2z

—

~ — "

2 R YT

Chap.4 Page 16



6 février 2007
22:59

T3 2T/ 2T
_/RT" 4.2 <§“/';J+F’\\/‘[‘;‘>
= ARy =

= E~/4U {-73\/—1:&”

ol T | _okZoar _ _ohz ) (hep)

T
.“}’{e)/Q«vZ: E/T

(9.10) az _ 1;‘3 —E+#V‘?V*ﬁH]4T”4/~+\/°‘ -t
T

90.;\(_) C'tf‘t'e- rc.lq,"';oq et C‘(l‘?) }97&.(‘ Jes do’,-;‘/-c’cs J(}'.,gf[."Zuu‘l'
Cq.m) s (E:rsﬂr?avyu\}_mA) (trans]. ate Lejmdrc)
(4.3 ) 10!?_.: - SAT - Nebw +Vep - 7P YA \

T
l_e.s rwa.m:,trcs ?u_f caracteriseat la s MC’I'L"W— é"’"SC/C

ertre,t maintenat dans (o flﬂermod(ynquZd,c. Tls

dcd;umm'f Ades ﬁc«/‘amfel“rcs ma_cr'OScoQJo'thgs

E-a'{"ropée ej mw'/'r-ict ole/xs;""o’

P

go_'_t 6 - c"'/5 CH-/"‘K’T?V_HA)/_Z LG._V\‘lﬂ:tr-:cC
- \ densﬁffc/

Ah’rsz . Tr ﬁ: 1 7\

v Towtes ley Vw[hu'.s 7/0}7:—6.)‘ de :D 304+ )90J;+:VCJ
~k, T- 1DaDq - Ak, TelBrz])

e LT LD (BN xpv-mh7)
+_\__<\"‘|\7M\7+;l7\’/\—“’lf:> =S
T (a.mso,', Sesf

N AN -
(.“7. '“’B \ .S = —XRB Tr LDXW D]‘\ Concave, 794.5 7Jrowv6

[ | fed)

(4 13) - .

[

Chap.4 Page 17



6 février 2007
22:59

/R{mﬁrq ACS o

= U\V\t va,lc,u_r modclcnr\e_ Cn MG’C“-nb'clue Zbuu‘f"zmc

Slc,’cr,"t four VI e fat v
!

<m | A ™ >

O’l 73eu.t auwss .y c—(,ru‘r'c_

T- L0 AT ox D=1im>dm)

£n effet, a
T L8R = I <l md><m) ALY
SJM

/7
O'\ ):Jeu,t go—A-c_rq,lise,— /':'c[c—e \01, wn e’ILaT
Zw[ esf U n “Mt’,dq(}c, Jf‘a.'l‘i\s'['iclme :
(

P

D: LPM VY m ] pw Zyomzi
7J/w1'3‘t' 7%'14.1, a/I,Za,T 7ou,r,

E. ?Lg557mc Jt‘wt’;st‘;7b¢g 7““"#:'2“2/ o
7(‘@"‘ l’ly/oe'ﬂ},sc ch (a "matrice desite
est odiagonale das (e base des ctats
77"’1) ores e e ‘e Coua odes 7«.% l‘;fc:5

Conservees en qentral
d )

?; - e 'ﬁCEﬂJ/Z

Lq_ ma)t'r;cc o(e,:g[f'c’—n‘cof /ths d}ajona[e
C{Mé /c5 Ccu,{'r*cg ée;e\s,

Chap.4 Page 18



6 février 2007
22:59

/\-Rema\fqu-cs %

. " _ 1 . . -
Oq ewt Owess ¢ da ry Jer ZQ— mn"froce_ C(f/)\il' fc

€ cherchant o maxim iser /'c/;Tro]aic/ .Su.\/'cf

Ctux  con Praa '{'C\S
Tf[f)l‘}].: E T~ [68]:’\) Tr[.'D]:]
T-1PV]=Vy T 10R] -«

c.g,,ll‘r-a,{nf'u C(ﬂn‘[' (v1a} fr'eanom)ﬂL(- aJe c /ﬂ.

Wc’/éotfc cley mu/l‘;/b/»'ca,fcurj de Zz ra/ﬁe
5 [ Ay TeLOLD Jenfed 1) _o(r-[33]-¢)

N T( Y > (ntbv] \/) ﬁ(\x—[w] nﬂ
0. T Lgs(-x%zwwtam

C°VV\-M(_ ceee clo; t El‘re Vrra. 700:4.1" waet Varmialion
5D orbitraire on trewue

A (A/Xk —\> -__‘__ (.H'/""\)-(-?V“AH]

D . ¢ 3 cC ST
Vi, - |
La, va,leur A e é 3 Se ‘(’rkuc 'Ax.oi/ﬂmen-id
o [aige cle Tr 53 |
~ ,/563‘7%?)-\-]9\7*4”)
D. e
7
_ ] VL
Z = Tr[e PN P J

Chap.4 Page 19



4. PHENOMENOLOGIE DES TRAN-
SITIONS DE PHASE, SYMETRIE
BRISEE

4.1 Phases, états de la matiere, symétrie brisée

Cette section est dans les notes manuscrites ci-dessus

4.2  Thermodynamique, transitions de phase

4.2.1 La matrice densité en mécanique quantique standard

Le mécanique quantique nous dit que la valeur moyenne d’une observable O dans
un état normalisé |¢) est donnée par (1| O |¢) . En développant sur un ensemble
complet d’états, on obtient:

@Oy = > @) iOy) (4.1)

(2

= > (ilO) (¥l 9) (4.2)

= Z (il OD i) (4.3)

= T [613} (4.4)

ou la matrice densité D, est définie comme opérateur par

D =[y) (%] (4.5)

Ce résultat de la mécanique quantique est valable pour un état pur. Si I’état
est préparé dans une superposition classique, en d’autres mots si nous avons une
certaine probabilité p,, que I’état soit |1),,) , alors la valeur moyenne d’une observ-
able sera donné par la somme pondérée des résultats dans chaque état, en d’autres
mots, dans la formule ci-dessus pour la moyenne, nous devrions écrire

Voila la matrice densité dans un état mélangé. Notez que
D =" pupn 1) ] ) (] (4.7)
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et donc D? = D seulement pour un état pur.
Notez que dans le cas général, pur ou mixte, la matrice densité est nomalisée,
i.e.

Tr {f)] =1 (4.8)

Quand un systéme est en contact avec un environnement, il est utile de tra-
vailler avec une matrice densité obtenue en prenant d’abord la trace sur les degrées
de liberté de I'environnement. Cette idée, commune en théorie de l'information,
se retrouve aussi dans des méthodes numériques ot on réduit la taille de I’espace
de Hilbert en traitant une partie du systéme comme un environnement. Cette idée
est derriére la renormalisation de la matrice densité de Steve White. La théorie
de 'information a aidé a améliorer cette approche.

4.2.2 Postulat de base et équilibre thermodynamique

La physique statistique nous dit que les quantités conservées jouent un role parti-
culier. En effet, & 1’équilibre, la matrice densité ne peut pas dépendre du temps.
Elle ne peut donc dépendre que des quantités conservées et des contraintes ex-
térieures, comme 1’énergie E le volume V| le champ gravitationnel g, magnétique
H etc. Ce qui veut dire que la matrice densité est diagonale dans la base de
I’énergie totale, du nombre total de particules, du moment cinétique total etc.

Tout ce qui nous reste a faire est de spécifier p,,. Le postulat de base de la
physique statistique est que dans un systéme isolé, tous les états macroscopiques
cohérents avec les valeurs des quantités conservées sont équiprobables. C’est
I’ensemble microcanonique ot les p, sont identiques pour tous les états propres
de I'énergie |1,,) contenus dans un petit interval qui tient compte de I'incertitude
de nos mesures.

La probabilité d’un état macroscopique donné, par exemple un systéme com-
posé de deux sous-systémes ayant une énergie totale E' dans une partie du systéme
et E(©) —F dans Pautre (ott E() est ’énergie totale du systéme total isolé) s’obtient
donc en comptant le nombre d’états microscopiques qui y correspondent

P(E) = QE)Q (E<0> - E) /ot (4.9)
= Qiot exp|In(Q (E) Q' (E<0> - E) )] (4.10)
- Qlt exp[In Q (E) + In (E<0> - E) )] (4.11)
- Qiot expl(S (B) + ' (E©) — E))/k] (4.12)

ou on a donc défini S(E) = kplnQ (F). L’état le plus probable est aussi I’état
d’équilibre. Il s’obtient donc en maximisant entropie totale, i.e. S (E)+S’ (E(O) - E)
par rapport & E
as oS’
0E ~ OF

(4.13)

En confirmité avec nos notions intuitives, on définit donc la température absolue
par
1 a8
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Dans le cas général, prenant le champ magnétique H dans une direction par-
ticuliére pour simplifier la notation, on a

as = (“) dE + (35) av + <35> aN <35> aH.
OE ) v n.u ') pNu IN ) pvu OH ) pv.N
(4.15)
On rajoute autant de variables qu’il y a de quantités conservées et de champs
externes. Toutes les dérivées premiéres doivent étre égales a I’équilibre. En prenant
dS =0, dN =0, dH = 0 on obtient

( as > _ 7% _P (4.16)
ov E,N,H (g%)v,N,H T

En effet, la pression est relié au travail mécanique quasistatique, i.e. & entropie
— _ (9E

constante, p = (av)s,N,H .

Continuant ainsi, on trouve

)
<85> B (58 ) s,v,m _ B (4.17)
- 7asy T 7 :
ON E,V.H (ﬁ)V,N,H T
ou p est le potentiel chimique
)
(5)5) :_(ﬁ)S,V,N _M (4.18)
OH ) v N (Bi)V,N,H T

ol M est 'aimantation.
L’expression général pour la différentielle de ’entropie Eq.(4.15) se réécrit donc
avec ces définitions
TdS = dE + pdV — udN + MdH (4.19)

qui est I’équation de base pour la thermodynamique.

4.2.3 Potentiels thermodynamiques et transformées de Legendre

Une idée importante de thermodynamique est celle des potentiels. Si on con-
nait Pentropie en fonction des quantités mécaniques et des contraintes (volumes,
champs) alors on connait toute la thermodynamique. C’est-a-dire, comme nous
I’avons dans la derniére équation ci-haut,

1 P " M
— —_JE+ £ — —dN + —.dH 4.2
ds Td + TdV Td + T d (4.20)

donc on peut obtenir temperature 7', pression p and potential chimique p et
aimantation M simplement en prenant des dérivées de l’entropie par rapport a
E, VN, H.

Les paires de variables (1/T,S) (p/T, V) (—p/T,N) (M /T, H) sont conjuguées
du point de vue de S. Du point de vue de ’énergie, dF, ces paires de variables con-
juguées sont (1,.5), (p, V), (i, N), (M, H) .Plutot que d’utiliser E, V, N, H comme
variables indépendantes, étant donné la concavité de I’entropie et 'unicité de ’état
d’équilibre, on peut écrire S comme fonction de n’importe quelle des variables.
Neéanmoins, les variables mécaniques sont les plus naturelles pour ’enstropie.
L’entropie jour le role d’'un potentiel thermodynamique. En fonction de toutes les
variables macroscopiques ou microscopiques qui ne sont pas fixées par £, V, N, H,
I’entropie est maximle & ’équilibre.
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Remarque 1 Lorsqu’il y a des symétries brisées, des wvariables additionnelles
dotvent étre ajoutées. Par exemple, dans un antiferroaimant, on rajouterait un
terme My- H, pour laimantation alternée dans le champ alterné qui brise la
symétrie (qu’on peut mettre égal & zéro o la fin)

dE = TdS — pdV + pdN — M-dH — M,-dH, (4.21)

Il y a d’autres potentiels. Par exemple, pour un systéme en contact avec un
réservoir de chaleur, le travail qu’on fait sur ce systéme a température constante
n’est pas le seul & augmenter I’énergie interne, il y a aussi de la chaleur qui peut
étre absorbée du réservoir. Le travail mécanique dW fait sur le systéme meéne
alors & un changement d’énergie interne d(E —@Q).Comme a température constante
@ = T'S,il est naturel de définir L’énergie libre de Helmholtz

F = E-TS (4.22)

OF
T = <> . (4.23)
a8 V,N,H

La regle est d’utilise la derniére équation pour la température afin d’éliminer
I’entropie comme variable afin que F' soit une fonction de T" plutdt que de S.Dans
le cas général, le changement d’énergie libre d’un systéme est donné par

dF =dE — SdTI'—=TdS = —SdT" — pdV + pdN — MdH. (4.24)

L’énergie libre de Helmholtz peut s’écrire en fonction de n’importe quelle vari-
able thermodynamique qu’on désire choisir comme indépendante (en respectant
le nombre maximum!), par exemple ici T, V, N, H sont les plus naturelles puisque
S, p, i, M s’obtiennent simplement en prenant des dérivées partielles de F. A
T,V,N, H fixe, I’énergie libre est un minimum plutdét qu’un maximum comme
I’entropie.

Le changement de S a T comme variable naturelle c’est fait par la paire
d’équations (4.22,4.23). C’est la structure générale d’une transformée de Legendre.
F et E sont des potentials, et la soustration du produit des variables conjuguées
TS = — (%)V,N S relie les deux potentiels.

On peut aussi écrire la transformation de Legendre (en laissant tomber toutes
les variables qui ne changent rien pour étre plus clair) sous la forme

F(T) = min [E(S) — TS| (4.25)

Il y a aussi une définition graphique.

On rencontre les transformées de Legendre en mécanique en passant du la-
grangien a ’hamiltonien. Cette transformation est extrémement utile en physique
statistique.

Remarque 2 Notez que la concavité du potentiel change souos une transforma-
tion de Legendre

(0°E/0S?) = (0T/8S) = 1/ (85/0T) = —1/ (9°F/0T?).

4.2.4 Matrice densité en physique statistique

Les autres ensembles sont obtenus de la maniére habituelle en considérant I’ensemble
microcanonique formé du systéme d’intérét et de différents réservoirs d’énergie, de
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particule, de volume etc. Dans ’ensemble canonique par exemple, obtenu par con-
tact avec un réservoir de chaleur, la probabilité d’un état macroscopique d’énergie
E pour le systéme et E(®) — E pour le réservoir s’obtient par série de Taylor en
utilisant le fait que le réservoir (prime) est beaucoup plus gros que le systéme

P(E) = QE)Q (E<°) 7E> Qo
N QiotQ(E) o (BO) exp (-JBSZE). (4.26)
— Q/(E‘(;iLQ(E)eXp (—kB1TE> (4.27)

Remarquez qu’on ne peut pas développer directement (E ©) — E) en puissance

de (E(O) — E) car (E(O) — E) ~ (E(O) — E)f ol f est le nombre de degrés de
liberté. Le développement tel qu’on I’a fait, en prenant I’exponentielle d’abord,
est permi. En considérant chaque état séparément on a donc

Pn = e BEn /Z
ou Z est la fonction de partition qui permet de normaliser la probabilité
O
n
et
-1
B =(kgT) .

A partir de cette distribution de probabilité, on peut écrire la matrice densité
dans I’ensemble canonique sous la forme

~ —BE,
D = Y paltn) Wul = Y “—— ) (Wl (4.28)
e*Bﬁ efﬁﬁ
= D W) Wl =— (4.29)

n

ot H est Ihamiltonien et H [¢,,) = En |¢,,) . Dans la derniére égalité nous avons
utilisé la relation de fermeture. Avec cette définition,

Z= Y PE = Y e ) = T[]

n

Dans ’ensemble grand canonique, obtenu par contact avec un réservoir de chaleur
et de particule, on aurait

E=Tr [e—ﬁ(ﬁ—“ﬁ)] , (4.30)
ou le grand potentiel €2 est obtenue de

Q= —kpTIhZ=FE—-TS — uN.

4.2.,5 Formule reliant I'entropie et la matrice densité

Dans I’ensemble microcanonique, tous les états correspondant a une énergie donnée

sont, équiprobables, donc
1
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En définissant 1’entropie par
S=—kpTr [f) In f)} (4.32)
on retrouve immédiatement notre résultat précédent, i.e. dans la base diagonale

1 1
—kp anlnpn = —szﬁln (Q) (4.33)

S

Les propriétés importantes de ’entropie incluent 'extensivité et la concavité.
L’entropie joue aussi un role majeur en théorie de I'information.

La formule donnée ci-dessus reliant entropie et matrice densité, Eq.(4.32), est
générale. On peut le vérifier par exemple dans 1’ensemble canonique ol on sait
que

F=—-kgThZz

S = = 4-35
Tr |5 A + ksTn Z
. (4.36)
Tr # (=kgT)1In e’ﬂﬁ] + kpTTr {ﬁ In Z}
S— (4.37)
T
Tr [ D (~ksT)In =" | L
- L - = —kpTr [D lnD] (4.38)

Remarque 3 Les différents ensembles peuvent aussi étre obtenus en mazximisant
Uentropie —kpTr [ﬁ In ﬁ} sujette aux contraintes correspondant a chacun des en-

sembles. Par exemple, dans l’ensemble canonique, l’énergie moyenne est spécifiée
et la probabilité est normalisée.

4.2.6 Transformation de Legendre du point de vue de la physique statistique

Puisque
F E
- _ = 4.
T S T (4.39)
= S- 95 E (4.40)
oF VN

on peut interpréter —F/T comme la transformée de Legendre de entropie micro-
canonique, qui prend la forme que nous avons déja démontrée:

S(E) = —kpTr [ﬁ In 15} = kpnQ(B) (4.41)

Donc, du point de vue de la physique statistique, la transformée de Legendre de
I’entropie s’obtient de

6 PHENOMENOLOGIE DES TRANSITIONS DE PHASE, SYMETRIE BRISEE



—% = kplnZ=kgln) e P (4.42)
n
= kplh) Q(E)e PP (4.43)
E
= kpln) MO fE (4.44)
= kp 1n§e(S(E)—E/T)/k'B (4.45)
E

Alors que I'entropie microcanonique est une fonction de I’énergie des microétats,
sa transformée de Legendre est sommée sur I’énergie et est une fonction de 1/T),
le coefficient de E & la fois dans ’expression thermodynamique de la transformée
de Legendre Eq.(4.39) et de 'expression statistique Eq.(4.45). Remarquez que ce
qui apparait dans l'exposant a la derniére équation (4.45) a la méme structure que
le membre de droite de la transformée de Legendre Eq.(4.39). L’équivalence entre
—F/T et S — E/T se prouve facilement a 1’aide de I'approximation du col pour
la somme sur les énergies Eq.(4.45) dans la limite thermodynamique. L’énergie E
dans le cas thermodynamique est vraiment I’énergie moyenne du point de vue de
la mécanique statistique.

Remarque 4 On sait que

) - 232 (1.46)
_0CEm)
- ~Sam (4.47)

ce qui clarifie la connexion entre la définition statistique et thermodynamique de
Uinverse de la transformée de Legendre Eq.(4.45):

_F E_( F\ 0(-F/T)1

L expression bien connue pour Uénergie dans Uensemble canonique Eq. (4.46) peut
aussi étre trouvée directement sous sa forme équivalente Eq.(4.47) directement du
de lexpression statistique pour —F/T.

4.2.7 Transitions de phase de premier et de deuxiéme ordre

Voir a partir de la secton 4.1.1 des notes de Claude Bourbonnais
http://www.physique.usherbrooke.ca/tremblay/cours/PHY-740/STAT .pdf

THERMODYNAMIQUE, TRANSITIONS DE PHASE 7



6 février 2007
22:59

Tra,,.s;i'ions c(c rl.q;,g_ duw fr‘cvvn't-r‘ o;—drc, (_ngan.L/,l,l)

10° .
18 S ]
L critical point
E wE A c
(2 2V : F 3
Elﬂ 3 "
~— _ s solid ]
R, 10°E
il gas ]
10 F triple point g
10° 7
10° | .
1 i . . L P L ' r L L b
i 273 647
T (K)

Ch__ 6.9_ Blunde((
Q © Entee clewx fﬂuscs de .Syw.{'l'r’.e diffe’rcn"'c,
- La /fgne Sherete 4 D ow swur dlawtres
/[714&5 de 'LL\"cMsi?Lia/)
B- Cotre dc/wx 7:7[40.585 de mMTme Jémc/fric.
~ Le {.'(]4f ';acm‘ Slarrd ter o wn 790.’717"

Cﬂ%;éue.

E) H) Oon a wne sgmc’f!“/e_ o on mwé /)a. /DG—J. O'Y)
79%'(' donc fﬂwjoc,ufj 0‘I~Sc€r’néf' /&s f‘qsd;, O’)

me 7po,wf aller cont/ mue ment dlune ~ /’aw‘c‘rc_

Efwd,‘on_s d"a,éﬂr'ol [Q f’ans;ZL/af) B_ On a o[&u,)(
?/’ucs en Cocx)'StC/\C?,} Adi sons 71»4,3(5 lc{’ 9.,

Chap.4 Page 1



6 février 2007
22:59

Reit l&(‘:= - SAT+\/d7p\
G = /4_/\) ( G.bbs _puﬁtw;)

F

rewve ’

ZG (T e, W)= GLTp, an)

G - %_G) T YYD APy

DA | W) oA
P . .. - . )
- A /"‘— [“af\( de +ra4,s., i’co/\/ P our /cczu-o ZLLI"C‘.
/m‘z/ua , c.e. 31:‘}1 on jlc C—,/'J)
ﬁw-:G'a./U,A

o (T, s om0 dcfiait T (p)

ow 7%(,"1’) “re I”'Znﬁ.
= §€ on C 3 Jalm.sc,.s :u I‘c-fzw.i [b'ch/

T pYE gy (TopY e iy (T ) me pet
Etre satisfail gulen un poimt [pf. feiple)
Ccas pactionlier de [« rigle des phases ae Gibbs)
- Ry on se cle’]olq_ce, Aotns c[\a7~oc ';bl»ast /e /MJ Ae [a
/u'(7a.c de fransition l

T 5/,
q".b

i 7
;7
oLJl(d—cu:uL‘): OQ%':LCAC“’?; B":‘- C(,JL)

2P AT R0 ap = PqaeT e tpdp
27 '379 DT ?]3

233’3_23541**, (_3_7_ _33:1>0L/>-_O
T 3T 773 2%
L'c'Tu\.t;oq P ounr [o "'(thf. de feons Fion esl domc

Chap.4 Page 2



6 février 2007
22:59

(ﬂ/l "'A’L)"AT + ('A)-:'—’J—‘-‘B al]o = O

(d?g _ R, =Ly } e'?ouvt'-o'\ ole C[a,u.sfu_s ~
dT ) ) Cla A= S/N
| 2 Clpeyron (455

T(S\'SJ_B est la chalewr (a/",'Cn]'c_l

:rl -Fa,wt CLM—ff{f ow r‘C-FJ'gv'd.'r‘ a, T: c'ec ’Pauu—
Peesser clluace 73‘\«-5«- a (lauwtrc

Lc lW\;l se la /»'jwf_ &9l.¢(g_147w;0(¢ Vear < vg(a,cc
(‘1«4»{6; s wormalisees 77»‘ parf /'Cu,[e) j{ seww > Sa’[a.co

‘ow rng o) tel C[u-'o[o.sef\/e', C kst
aT 75/%+31L rare,

Q\ACI \/o’bwwt q,-+~'on Jur /a_ /Lf?/\e cde Zl-wsu'f,‘o/\a

Loi oles 3,.,-; J,a_,..,t,,,_,'fj

J[\ =
Pl S
/') C‘OKPLur—c VA PN Al
{1l.mtopr"t°'-nc€ J@;
// Tzcte fsva'”ﬂermcs ""+m°+’.o”-s
.,

>
g Vv y

2 1

\ = x \/‘ (7, + (=2 \/2 (T,r)
x = :Fra_o‘f'oon ofe [aq, l}ahasc 1

-—

.~

A (4.. ~l'\“OL/\.t,',":'O«'\/ \/ 'Y)'G\St 7"'-'J "FfX'D' PD\FG-

S won plous ~ Eransitien de | %7 ordre
3G _V vo
Phase s G 72 Phase 1 *p
wetastables />/ },j—ﬁ ) >V (O
Pohase -2,771 2p

‘ ! 2 ( Aw ot. de trasition
pt- vteon, \
/r L/ 7:‘1&5: s stab 7[9¢s Aérivee /grcm&rc diveomtinuwe

Chap.4 Page 3



% L Tronsitions de ?h&s e
6 février 2007
22:59

yoms chacune e ;alvascs /a_ ‘LLrMsfv, Ae Le(7-mc{.—¢ qZ"
éeq de’fim‘(_} ™A S 7:4,,{ arw /o"("_ de f‘m»u."l'ioo /u;‘-’mé‘me_

(\)a.r lee consterwuction 94’0M-c"f‘r—i2mc)__

Q. rbwt 7:40440/ mewe {7\\'0""""" ECS‘\/) . x)
y aira < solutions aw ]Oa,‘ot de frw;si“f':‘oo,

E= CopVix TS o E: G-pv,«15,
Y4 o~ coexis Yeace ole phase . On ]:ewi-z_rowve-’
PCs V) et VISV e pCS VL )et T (S V)
q\,“' soat }Au‘l‘i‘]wts. ?am le «<qime de coexistence
E=- (C\,yvl + TS, Y Cl=x) (Gl_]g\/a&’rsl)

b G\ + X CT'SI—}’\“) + ('\'x)(Tg.]J\/J)

pA

2 E

_?:/-: -P <o | ”7 gcsz_nt e d—l“eft(. /9/‘4--{;1—
' w' sew ( ﬂﬂhf ;\.

3T ; S— 7« /

“‘13 "‘iﬁ > O '1 \7 /a_ 'é . {_;a

NV oV A V| \)3 V cansi "

7
La Fraction % determine le volume el Fetrspic

S]AAW(A_(,‘&C—J a-wfl?ur‘ dl&. fp,'qf cr/ #;iuc_ Cow V;ce—\/(/‘_{a:)

e,
On sattead 2 Ni-V, < (T-Te) e lony e
13341_ de ’{‘ran.su‘"'fon

ffefcdcﬁ’, J/QC'Fq.ch ']J\QlAr‘ [61_ {_FQ/\J;'"I'O-’)

M“’ahfjd';7wt dc"”é {-C 7’16“1 CH(”)

Chap.4 Page 4



7. 3 —-,/L)CFOI’J‘C O{C C(')OUV\']Q MAOJCn
7 février 2007
14:26

.A]?}ar'oc[«e e Wci.s_s

,\)Ou.s 'fra_.'t‘c roasd (e Ca.s jcc‘—ro%a—(?ne’%izcoe_ ?wf CJ{' lc
77/1-‘.( S;‘MJ?/C‘ CT?O) S

O - -J
Soit (4-13) T = —2._.11'% SJ'S'\,' -(7/488 Lsz
@n Sw ppose :r.,:,' = Q 5;3'{— P et d Prcmf(’.rs r‘l/pi."v'/\,s,

On vercean c(wc me o @ ;\, B =0 ;{’a,iwsmi'o\j‘ion

?US;JTQ . OV\ ‘S"‘"/?/OOSC 7,,«'0\: cawse de (',,r-drc él.u
[ -
[on ) rp/fo—c on jaew‘t e crire < S\] > = (S_z>)

Cdirco‘f[On cho, sy por %z> ce qu, JU’J;E'—C
Cta9) AL -T2 L (S? <$¥r+<s™>57)

< . i .

) "(_7/"‘313 Z‘S\:

ow 2 2 H de premiers voisias,
©v1 o mwiq‘(‘cnawt v 7'274.4»;:'/{'04&(.0 70our cles
Sins in oie’]ouc[mty 2
(15) H o - @R dST> 49 mgB) 0 S;
= - A ZI 3.2 ¢

on ST= 27y

v

On obtiet jcac;(emm'[' N
Ctisy 7 <(e My e PMR) T [C—Aﬂ]

I

(M. 14) N <SS \ 2L.C _ 1 2Lz 94

A

-~

g
L
e P
- N tanh BA
2 2

Chap.4 Page 5



7 février 2007
14:26

(4.17) <85> = 2 tanh o @z ¢S%> 95 8)

T— 2
cette valew, -m.o:ae/\/\c est iAdc}e/\c[amfc Hde v

O\ﬁ \I'O;.r a.;l-lSO_VV\C/\'é dCJ cCLS HM[#CS'

(*L){)/_:,_3 O L8> _ 1 /-’7 {J\\Z <3S=> i—q/«BR]

Solut;on sv B=0 < s* 730
(‘-I‘VIJ = XN £8%23% =% ew iwporfe la
/J =3 yid il
valewr de B(.s-/“’F le
A“— /09.—»*7'{' cri by zwc £ST) est /x—‘f';‘# sigﬂe)
/f"-“..fon\s /e dé ve (a];l)pe,me/;t OLC /db -h?UT[\

l‘.‘”’l _{.MA')C = X - &_.3-4—«—;
x-20 3

'T(a,.;toq_) ok'a.‘nor-c{ [e cas B:O

(42v) <SEN 2
' 2

z 3 3
[/s:rZ (s*S (a1 <sz>]
3

3 3
O (AT 1\ <s%r L L (%) (5™
2 c

Une solwtion mea~triviele <xrste su

T= 1§ 0 ce | T ¢ Yz _ T
vz _ , N =
o _ /
7':7[!'0[ Sswony awsSs M - _S_:_
(,‘1_1(') /2
O . (e _IOM_ 1 (7 H*
} T 3 (7X

Chap.4 Page 6



7 février 2007
14:26

On obbient (T <7 ) (M0
(22) ™ . 0?(1 3/1<

)N
7~
(;‘\ \-‘\
\/
N
-
L5
-
\/.\..:
~

(4. 23) ﬂ ~

AN
o N

[}
~ \/cw-t d-rc

{ 1]
Sca /CJ' oS

oy c;]" Jaro ar+t'omne[ ;«. -
O 79Cv\,{’ trowver la Smoe/p{a'éf /b"blc' e %t"'lliZu.e
}90\4.— T>7T, & chw‘t'o'r' du 1% orcre Ez. 1 17)

D<Sz>\ Jo 3<5%> | fogms
[RS T 28 4
(4.34) (1-Te)y 248" | 4 ges
T 28 A |
(.28 T 7. 0 <53
’ ( T \ 38 '\—FC ?’LC,@'B
(4.2¢) —ﬂzza& N (TeT N T s =1
28 Y
X 23ls®)
2B
On 5

Q-WIL wwssyi Trowver <S8,V en ]('ana{foza de B:, T=T.
Tludg t gwe (120 ) on

(9-27) <3 - \3: l/b':]’z (S + /%35]

GO R

< -

Chap.4 Page 7



7 février 2007
14:26

Qv a weyliqe e terme en B dows le terme
d

Cwbo'7u,c_ car il donaec wae °04+r-ibw‘("lo/) Alordre

N

}9/:45 eleve” A T=T. , (/53-2 = 2}) il reste
. 3
125) O - fgmas 5 2SS
g ¢
z "7
(t.24) M- 2<s> - [E ﬁgaﬁB BJ 3
2

(%30)LM:: 37 §=3 L

Ov, a olelyfi/\i 3 e)‘fosoa"f'_s Cri'f"zw&f. /Uo..q Verroend
701,:_ (e S fbsa_v'f'\g iowcn'l wn vo lc /on'mo:—d’iat/

das la Theore des frassi Fioas e ;Aa_Jc‘

Chap.4 Page 8



7 février 2007
14:26

/\%crmedawumv'ol‘wc )Gr;J dee /aoio* Cr;tizotf_

(Bowr bonnar: P'9 ,5'>
On fbwt' Vmecqn 7n‘cq labserce de C(m,mp exterae,
2a condition aﬁ'o'?u.o'[[(orc (d'zutle« colgrece)
(,“(,:U) vieat  d'u. 73;1‘:/:1‘}6( fhc/‘mocl}/nawu'?n(, K
tel ?Me
C4-31) Hzg_\_a_f:O cr LzO
3 M
En cule” coanl C“(,ll), ovn Trowve clonc
(132) © Tir,m) o T (T-T VA my&ﬁ%j

—

1 J T2
(133 )| = Toxa (T-T.)NM ", BCRY M1
ou a‘:L,le b: ﬂian-}
J.
[T
A l’ore‘r’d o(a,...;r\a.q,f QA -J_"—Ib °A ]QQ,W'{- e va {L(.Cf E-, S ’)—;~

ov
Ce ciswltat est le deve foy/yemwf ce L\Ma(au&/ L.e.

ue ser.e en 7.7‘44'.)'.50‘4(:65 0(44. 7.74»%»\«.% tre )der’G,

Re'w\o\.r7wc: COMM& r'C{a:l' é\tl"C {’\Vﬂf'iMi-/ /55

wigsomced fMFa.Jred ote H ne 6.9/11‘ /;ww

7’3&-/\4{:65, Cela revieaclra 77/u.5 ferd.

- T\
A ]’L’qu‘:[;b,,c ]’Du{“ T( T( (“[ ,3‘/) ﬂ.—; \) Q’(-ﬁ'T\
TN 26(T)
(235) T=71, (77) r.no_ a'(r 1)t (TeT))

4b (T

Chap.4 Page 9



7 février 2007
14:26

ce qul ;""‘f“Z""C wn sawl de chalewr J'?c"ci‘fl'?uc

o la trowgition

(4.36) S . _ar C. T2 __TaT
2T 2T 2T
(1.37)
Clvvl) - CcCveTr)_ Tl
Ry e
On ot(:'{’;m"f— T —
(4.3%) [ C ~ (7-T) Ty T
~ C'VG-—"[)—&) T<T

Of\ cA dﬂ/\,QJ én TLV’.OI";C de ctgogvu\.P ’M07
YA <’z O

(4
0/

Chap.4 Page 10



. B A\ /// 7 ﬁ;mm—kddf;on SPO"T“’J‘C{C
T
T
LT
,,,,, p T e o)’
//’/ //\ S B__E. ~ (\\c..'\’j‘{‘
™ 28 ‘
LA Pb /% (Tt T‘«\
Cy ~ (-1 cuut
C‘I\MP f\\(}def) /3:‘ ‘/‘; f@ﬁ ) % = 3 o= (O
hoee  T7. 13 R gt Mos £
"ij %,
o3

287
N - ‘ <. e s
5y  Aalc-adT - WMar? dB | = Sm8e L B e s
at \{i‘—;vﬁ Ae Saet
\;\} e N \.t‘%qc g€ 4 c;hh,r ‘e l
oS ‘
AL M

A= 2/ T°H 4287
() f(ve)- _/Q?&T A (1:,05!1 A

(%) M < ‘2%7 dorne 10 quation autocoherente



@n y)euj” amss, Ctk(:,r;r'c‘ \0\ JC"M&)Carm@'C cle Leaﬁq&(rc:

(¢) (7™ . ? (7,B") + 'F/mff

aJe c

‘{4 :'Ja_g_:_> )Oouu\" P G B,’)
S |

@V\ L GL‘)Q\”S

(W) AV =z - 2 dT « 13”&9

!

o)

on

@r\ (}J@b‘v‘t So«u\)é/\'f” QO[\&:.\%V'UL\rL r (_'g‘%'\cbﬁﬂqnﬁl}(? @(Q \.OJ\dauA')

~

o t);cu«»fm de Cohct’odfs aefnr;ravw;g becses  swr le

_g‘amfj%\""ie du Joowaumte%“rc A'ocdee

) =Y =
6.3‘ (MH) 77@4/" ue_cf(“(’wr

- ‘L(T;Tﬁ?\q\Jr b

EXPO\SM% ne &icv‘&a«cie{t que Ae  la

- - B - —~ 1\} € [4 ‘:;",’.3 i,;{w 2 Ao f:A{ Ty g}uk{ ER R RS
?:r’o ))ré& Fc; 8@/\6 rales ! e o
N ~ GCo e.?{v.. M«{v%g%n?uf E Y T“T&
On )0 eat se ‘7”‘05 er e ch Gp Fud brise la

S\amc,/f'r['c Cay

B’) = ( B‘E) = O Adornc ['ccé'm.e;,,‘_ Z(?’r, )([ﬁx\

DH 5‘/304 *’aq,«,f&g )



L=
T.2. M M&am Jrrs ol Jﬂ«édrg, q”. Ho i)ct/tamajwﬁl: 1) Wavmé'mﬂﬁc ﬁw‘“ﬁ‘%

We comsidu Mokl ha/wz.llmrom ,w;‘ﬁ«m,OF‘n lozadiy 0 .
leﬂc& w d dmsmews . We e ts o ﬂu, WMMFm O}devw,
3 Qirschicnm ol Mo w/\(,fi u? Muﬁncto'ﬁ:xé; “ﬂwﬁ; %t}Wt-H.u
S/‘ho on M T8im m ( & MMuwm
MW wuds SRS TR LS
| U - K. | °
Whaw a rowa WM J; > 0. Bz 5; w the S ‘
. dé% 2% IR ag,mvci«mmww Mmmm
b 1505
SL \SL> = -- —2: \Sc>

So that oms mm?lj Ljeﬂ S(. m RW.IWWM
8(1«4, VR.QAU/J i " Ubw* \'l' Ny UAE.M 'Yl(h,mwu.dé,a Shae d’l}-nm_s d-o-\[
M’ 1S ,mi i M msidin

H- > s |

SR S gy T

Whiat 31. - 5)/44;@\ ﬂurru&nu er o Mb&mﬁff Leld e

Hont e wad

He -5 T8 - 2 gMek BS
) J ( \/\,__,S/
_.Bl é

Ml W caan 94@%«,&78‘: 2}&3 =B= MaB (4=2) J

o calewdsbion o fiu ?Mw\mwﬁm 7 The G e T
Ciatvinl L o [

’_‘ o 4}

( 2 nly bs wchieved vn 1D (d=1) and 2p =2 ZNTY: )
I 3N £ as Yo wssert to @\?PI"O'J(;MMS m M Samn ‘:U{ 1‘@3{;3,
IC The Svmplast approach . Yo 2 amd fo The calewdafhion L cad—
8)(4“)(”\34,\/‘4



we Wil we e So-cadled Vemohiomad Method to wvs the Mean

A&eld ao\uwl’v‘aws .
Foet wedd tw Dsjfiwr"u/v{’ O:f St hsfcad Qw(lo‘p
d%‘x%\j&i%wn %XC«ALSD Laa e Hawnd| Vo \—} ’ dm

$M) = -~GTD 4&@}
L D = %:(&“ (3 e .DEMM\E) o/Fsmfzrr-fm,m canovi e’
Surtwble . Mso ,%’Lu. Twwce Te 8 %‘mb

T.= > <Su..... Snl oo 1S 8>
\ 3

odhonn dle N’S'fwl stete 1Sieee. B> = SO - - - - 1Sw> . 18
& mwo\o&.?r@wo{'ﬁf NN Du glbfk $hotua.

Cansider Hag Qe F'%

S(D) <-kgTr DInd'
whi b %D
. Pawn o Jun Chiom
'MW tf Hl wm"%&)mu\"ij o%gmmr Comn 6T bos Collon loTs 9 ‘60& wo
me-

Commidin @ T@;'Q,Q,bw’r gfmplu/:/\uam?/l'lm(a./w ,Jﬁor whichh 2 Camloe

|Mmiwﬁ’a ioCB'Uu:j L _
He = -2

5 ¢ ’ ‘
iy, s~ v - Lw% H—um{u\’/\/w‘am/ whae 2o 8 @ vawaflenel

E(M&mﬁr.‘. ’l{& covves Pwafva SDW;FO OTgrm‘(ﬂr.W
De = i—ﬂégﬂ& e
Ze
nl,% A€ = T"L’/bHE d a/(f\-t Ac ol ?M%‘ﬁ‘m j'wvwﬁl\., : WE’H«M howre

MWAJ (v ‘iao\,li‘ "\1

Seog ) < -Ka Ir _DgewD



légre-%:z cﬁﬁgﬂaﬁ? 3 o%vmw)j Sa‘f—mjﬁ; 50 for De2D . Hu”’l?‘m e & pum

]

- TSWe) 2 KT Tr:[‘DE &ﬂ[e—ﬁ%]}

7 KaT T-r‘éDE (-ﬁH) -—DJMZ}
2/ "/g@{Tr{DEH} - KgTTr_'DF;

Xar T
Scmes Hu %MlEAlf M&M'jia 59, (% FM}P\'HM :(:owwho.w

IrDe = 4
So Tl
~TSWe) > - <HX - kT e 24
<HeR-CHedp ~TSWe) = Fo ~<Hed: > -KkaTlad - <HD,

> k> F+4H5-H>EF

or . _
#FS Fe + <H- HE>)

whacla 75 knowm, as dff/u: Boelhu bar— iFmhty, We Bsdlx'u
- i“n’.«?q Mecn Jeurs o

B

gr [pxd = f FE Cp{xﬂ »rzu H,.>,: |

Qs fu ms »Jal ju &m an& am B oamd X o
a\a,mwl., VGVVL%( T ovtion ﬂw-a Cf/m\tfh"Am Tl i md-
M Wi e u,,)as,efr +o A T dhdza*'odxs, e
meﬁm x*? thawt bl %ad to te bet Fc.r-z Yot r¢ Cloge
Sxact F. &(‘pua,{-(ﬂ
of, | = o |
8;(.'\'.’ v o=y X }l




HAL nmicbuhlon, Y0 EM oL !

Te e,+ ?’% A

n— = eﬂxc&'
%i‘;ﬁ BACSE ]
: S¢= x|

% = T [e by gf ] - Z“CoskN(/Sl;')/

|| T

dens ['h

YRzt hesre
| 4

L T~ (H y o=t Gt mous W% ficinors
(" ( o HE ) e j}u’i) ot . 5 LL,:.IL‘ o

2 € cle e

Y]

<H-te >

Loy les A seal Jdde 7‘7wc\

2 2% Jc (SS)> - Z B&S) +Zx\<sc

B He 8 o one- boby vavut#/m‘m,

LS¢ SJ. >E =5 <S¢, >E. (SJ >E

whick Gads Yo
<HMedgs -2 T 5 450D < = I (B LIS
_ XS
Nowr L8>, = 17‘-5/; {llsg}& Cp ‘
- (P o P%)
2555 - glfse T +9.-/$xc
e PX p P

fon PR 23 et py =3 (B p ey




I-3F
O = —szj %{35’ othpxc - B! Mﬁxc + Hhpr; + X oM

XL J Dy dx¢ EP
/@/(/{%Smh X¢
/ZCU"A'\FX.L
0 = -2 T, thext othgxe - 8 >+1A o VbR A,
ZJZ J%‘f’) )ﬁx mb:}_@_ ,r,xva&ggz;,
= |~ 2 8 P xX  _ X =
[_ y Y FJ B*‘Xﬂ 376

R

whide Gunbe ConaiBud @ o S5 -comdlint cndhon Jor T MY

, ¥ IY\M?WQ cafi i;ﬂ\a[ B ) Wt natigd Vauwiales
EM Al 38 cmb@cb 2E amd B ane whetd. gl
Si,lf Cowo 1€ B Cw%xh‘m.In ma*zr to EX Pregs T Frae Wr&, /wfﬁmw
& Qg o0 Paramehr M lets Do e L&ehm Farifrm
FLe i@y &+ T BF ‘li' Cp,H]

Wt e Maijtm’hm Mc 1S Vc(mdu&uoﬁ'{ Vaniarhle Qﬁ B

C < “BF Ovr Hg = 'SF
bB; ’aB?

because ’ﬁ& - :a(:ém - Ry DX
%8  oax 0B/

amd isp*=ﬁ«5+ﬁﬁ¢= %em[j—%}—], -1 & Heg 4

PN . gme W .  abw e



Jou []= = &

4> yAH) -3 sl S (8, )

S SR LT I

f& lor. 2 ansh/jxf;k = dn2+ L em.Coskzluik

L-

--‘i@u (4- %sz’f‘)

%
_’l/ZeV\ (4 - ﬁ;z‘)

Mg

30 (1-H.) + ba (14A,) ]

rr—" -

I B0 7 e et ]
R G N R P L

; - NggT- 2 + U= b Ci-4,)
,lt__::_m_“ o - A

8&;}&6%‘ kLWL ""zﬂ‘,ﬁ), 8 1y CV\EAYIwi S y WLM.M (V3 iM“""‘W‘O f"qu
a %Vbi)ta, e,
é{/w:c@jm;w o S fafne Clat o T Whaw W o comadd (A, 2<1). 6b
"
&A[(:ﬂlz ;HL‘—M? T-Ej\%‘

2
O’V\Z’_éﬁk‘i &M&mlﬂafa ‘Fz‘/x,wu ;
(A_tg}en (1) + (=R dn (4-70)
2 I~

> (k) (Ro-BX rfE Sy )
W 1.3 1:#
+ /l‘ﬁ ‘ - ﬂ\. - —3 - ﬁ‘. ~ Yoo
(‘ZL)( M°‘a. % 4 )

= RP(p)+ RO(E2gob) e = BR .



J(;)\Lo qUIAFC trdi Om&fm&
F’H[[sn] - = & M+ f&“% (g‘2+ iﬁﬁ-----)(

L& >

JﬁiU-mj(oaN M&am:@‘ald SoluBiont 45 olotuincd bf) YIS.('AEQHMJ Spaiod et
WMW.
dﬁm 'l mewt,afflu M ba, "u&:vu H¢=H 3(0‘1 dl ske (. QMHWLE.{«

%’(Lt)'. -N 2 JJJ’ ;4 bt('n_j e number nn,
_ ) B _ 9D
dp®ls Ty CaM]= Fo- zag2s %(g%l‘—zﬁ‘h .- }
Y S A S
= 1o+ Ke (T- 227 )8% + b A%+
Z Ks
s i, ary A%+ by @Y+

beT) = b(T) = KgTe
MFE '"z
We wbisdeecs mwﬁd@ﬂg@ﬁ ) -

\T.C \ LUOﬂMC Aes e T’A&o v &

e plt TERT a5 o Jusccfion K@ L

1% 0% T

R T= Te

==
l_:J‘I]




'bf' =8 2 ra_:. - B/uB SV ?_'4:

o df ?

G/the

MCw] = J;_Eﬁ]= & (T-Te )it 4T A
TN 2

oLT) b

/
0 p T Pounee

N
(¢ Y
1}

28 act) + 4bere) /3

H(acr) + 2bcTe) ﬁz’) = 0

—’Z

™

20¢T) M+ 4bcT) M =

M = 3' Bls
4—-—b‘CT<.)

[t}

g

o

—_— F{OZ:

ACT) 40 Cadifion mecsrairs

M)

~V

s
D=3

\’3{5#‘.53

(S othame Cm'h'i we_

=3 sxposant:
< f'\"H‘o’wL. )

( stubion s vinls, )

- AT 2 g (T=T)
ZECR) 4%7-6.
S
Ha =\/3 (TeoT
Te.

= B LT \E

C=hp

, (s=,l_

4. m»u}% O an -
T PN



So\scsp}:;bs‘&'hi iﬁﬂjn&%\s‘w : | X-i{
3) @w uVI‘?M{' 3

Af = UeB
oM /
27 - 7 -
Off < s B = X’ (“"’E@%‘)-X
DM M M B
b2ﬁ- - BZNE - ZNx"l
e 8
M > / OM A
299U = 2 [2c0 B + 4bcr) H"]
oA QM =11 3
ot amt 2ba) BT = pgtNXT
=> (1) = JEN
20T) + 12beT) IS
T}T‘c } = _.&E_N_ = ZM%;N/KB =
M, =0 2.C(T) T~ O._T(_)a’

SX ?Qsm{;' O\A:‘E\QM-L,

TR X(T=2ic ) = g%n

2. -
Ho=3(%T) Ke(-Te) + M Ke T 3(T-T)
c 5z =
- MN/Ke e Sh
R (Te~T) CQ~T-‘)
¥y =4

4) Chstewr gf)ac/dfe‘ju.t (Cronmp Vil ) 2
C = B_E" = =Tl
orT Bao 'B—FZ '
ﬁ[ﬂo] = K CT‘TC) ! Hoz T bCR) Ho‘{- + E)
A 2 : o

~d 7T\ . .—=D 5



-

_ =2 v
r;(mo} oty Mo ¥ pere) Mot
: 2
= a) (rawr)) * beme) - Al
2bCTe) 4 b*1)
F - 2 12 2
&.mo} = - acr) = - a (T-Tu
4b(Te) 4bcr)
'b'zl':" _ c _ e =Ac a2
~—r _——&;' = ~ - T @ /ZbCTZ. T = T-<GC
FT N )
- T>T¢
<
N y Ac
7 N
e = >
~o ©)

- 9 g AL I\T-Tc.t
N
= o0 = 0o Comme &xp. e
Cﬁ«mu-\j}as_q‘f-‘)%
(ch-R%uﬁ eEn ’}t\ 95, d\a/mjyg
Moy éun .



Sparial  ¢o rfe[mrn‘cms

o gy

V\)J(wa Mean feld Hhesvy | Ha wnfom solhon Mo H, Corres ponds
o Ha \—ewfba,«f %»wrg, acm. Te : 3

"RH] - -2 A+ N[ 4 3 7Y e ]
<LJ> 145

Nows l§ we wax e u.m_‘(orm Coms evovnt  am?d dgrzlop e Gibbs Pa&?m
hal  we 8@1‘

/o= P =4
rmy-  F° - L%>IL} MiMy « ‘L‘Z_[A Me + 5 Hci-....]

chs N( s mow  « fwmc*hw o](-ﬂut S«b. fa’nhm L.‘ (t L PVmL‘L
He corelanw G Cn wid V' e and eds o
MO Fuma 85, &bu,(.& @(ﬁ)‘,é‘(d; WFI:Z mb‘j
Osvw‘n’k(/w jlwv o0 M tuan o 6,64‘ G &xrmm'(: ?

Che
%j%‘mfh.‘m Tt Comtion famo'ﬁ'm {s
J (g_é:) 3=20
winch i€ MWMS&{WM%W@H’REL But B o vausdin
S(j,m Mdévmﬁ t ok \J (G)U Cumthun be VMW ¢ & Habeix
gl Yimreuss

(G)Ef = /'DB )
J K'ch 3=0
O be wiofd B Hu Grlobs pefimbial  Fhak vs
BJ - CQ,T' = @r_
BHJ' Jha DM,
#5%”‘5: w98 = ’_{E . 20
oM, 'BH }H;fbﬂ}' Jhis W OH;



o0 | L ’b_F N T T (1
8 N, oM . |

Fum 6xpw&m o?:}w. Gibbs Pﬂwﬁd. , We hans

A A ,. el
(G)t) ﬁ;i' {-ZJE) + ?3- St)['“' % My .. ]B=o}

Goung w Fouwmin Spacs usim .

J P N J - G (R-F)
c'q) = 2 (6); ¢

J
= }_2_82[ 27 (4+ B+ )]

wth de Fowran Taiso oo d:ﬁ % &< chwngs
T8 = X I )

ST AT

2t dy L, Cixde Aydo =y do

=J‘{\€,"°+€ )+' (€ + £ )
~(

GL ;
— L (etq}do +e }Ao) k

= 27" <8Mq)(,d.o L Cooqijdo t C‘Mqédo)

Note fhat at =0 T'@=0)= J'¢ = 27’
Wi 2 i ‘H\.L%mbsr 0‘{1 héwf--wg/hbd\/x fcrr‘éa,c(m ik,
WE cam i !

) 6(@) = ks
i 2 (To) -T @)+ ((ls—zo"a))atlﬁoz

At T>Te  we hieve Mo=0 omd Sm«wﬂ. (relovomt ) wone -vechy™ &

g by Qdo << 1 | wzg“/"




/
T, -J) x~ 23 (At ly i3 Jdt = T4y 92
21

Mo E'- " 27'0) = KeT- 23%) = kg T- adly)
Ki

Wz QLL}H’W_ dhe CL\W\M-CF/M R fempsmbna
2.I(°) = Tc
Ky

T. = 22T
Kg

& olansd canlier. %ch-w. We hare at Smaddl q omd T>Te

B = jleza(KBTc )
27'ds 92 + (T-Tc
KgTc q ( Tc )
\/‘vﬁ) N
= §+2 F &
er o
5N o
AT M8 (kste)” &7
4+ S%m 9q?
bere " =55
S = 3 CI'-‘E') w= L
N Y Corslenon Gum B V=1 Ohe gxpovnt o

e, M&mj«;l{wm GCC()LaS W{-m.t, a hnwmyhoae  foom.
oo
M T, ) §zq'z—»ooafa1 9 Tj{'mh. "—874%%»&) ’.



T.16
,u\%\m Somadl (1 @ku{' we Cam Fowum L/L(J.Awaed‘wm KL\L lem

I"L (‘)
’;; - = N Z 6(q) € .
6), —> 6(r=In-r|) d(Kerc)/use M a
. @r)4 g 29%+/
2 9, ”l Féos
4= 3 = Jig do (keTe)” j ZM 8 (o) ’
412 # (gah— 1)
R
ZVSW.Qr

£r (3%9°+4.)

Utw, ‘fo /io s aCmLa# wdwelh 1 Choot£d Cwm‘s’ring W“’lh\a S S
q sapornon 3 Cruko 0 ﬁ:«e{fmﬂ, We cume wwwut eXpruardlon ao

(p By of. Hd g )

qr

o %%
Ger) = pdds (6r)” £ Tm g* > dq €
AT r 4 (2722 +4)

. _ __Jqz=q'
§—2 i";qu_)"" qu e qr/g-

_qbg - o th2+ i)

1 ahe com plee Frone, St }:nﬁg\ui Q. b s Satily,

foer >

U&WQ m%’zs_B NS Camch,a/mfi?wdl JCU\.MUJCM Jcm gt Wpper hal #

cer) = }Ae&o Cre) ™ e _ Ton 7. e B J
P Al e



X, r8
-
Gy = e by (Kete) _Q__/g
AT a
whwtla 13 cmsshat Wik ]Ccrvm
Ny~ = H}fla Lo 3 = -’r/g —}
oll) 1> aY) \RBIC.J
A T
oF gncs &, =0. Nek Yt 6Cm~l (%3, whioh
1S howogtm sono Wn?) mQiomlzs odread

"c% amd Si —S’lMt IH’ﬂS
o SSl vl lar Rie brale 9oww at P ( r>>3
W %L 8:t|amwﬁ ;« e 73 e imatt s Thd

&—C G'J'L é6cr ),

5 LT and GQ) bicomwn.

frer, B- (e

G(Zi\} = /M%@ar)q

25459 *— + 3 (T
% K8 TC. ( ) 'c:ﬁ:'

——  ~~—
2 CTc,"T )
R
—

2E7

6)= % fle (k)
§;2q2+ P

Much g also @ LB’MBA*&M amd Han We CMQQOLVM, ot T=>1c

ey~ L.
=%

wi b ,‘z‘:?:a‘° The Founas Gamoform pmcescd &m"iﬁg}




o &5 TUT , D v um

KeTe.

Ger) = U (6T ez vis

————— == 0

(3of 4T r
whiae 2 v o cowtloman byt bslow Tc
-4




X

oy
1
&

A. d:: 5 ( ﬂ = Mean field theory
:| | m——— Experimenl:;
| o , |
i ’
('
/ ‘\ 1 ‘ )
¥ o |a=w
M?2 // \\ 1 o o a’ Ss
/ \ X7 s . ! l, -
N \ | __,Gﬂﬂ, ] 1 ,/’—, ,,O,Al
\\ _ , ExP, l
L~ - !
> Yatore
| Y d 1
L b NG S P T I
. ) (experiment) (MFT) ’Miq't’YM“‘S BT \
F1g. 6.6. Schematic comparison of typical experimental measurements on a Heisex‘;berg - L

ferromagnet (such as EuS) with the predictions of the molecular field theory (cf. Fig. 3.3).
Note that the curve for 1/xr is shown only for T' > 'T,. ) ]

)
{

/o / |
les é(cu?ti & oy wau Hade SKFWMMMW/) Somt” &//Lo«m &) o
sodummt M ey Sxposamts el ouss Joun le Te }lgxp‘@ Tewm

~N/
~s

(éxw‘blz \ —)C 20,000 IC

Fe, e €M
Te J&xﬁ

-~/
~

41600

/

0 c(ww.}; PSPl e Sowod Gnew Do [n Bumsusionalits” By cyclenne

R . 3 \ o l )
ZPuA ) &x}voso/w“g 17,9, poot, et } ﬂw Somd }M%?E»Mfl)a;wli Os & gMC%Ml‘
Qubk Te & é?wb il mowmb e Conkdimfion 2 A uwssaan

o

N

(a)

$

[

(b)

Fia. 6.7. (a) The plane triangular lattice, and (b) the simple cubic lattice. The fact that
both lattices have the same coordination number (¢ = 6) means that within the mean
field approximation they are predicted to have the same critical temperature (cf. (6.51)).
This prediction is at odds with the more accurate approximation procedures to be dis-

" cussed in'Chapter 9, and it is currently believed that the critical temperature depends

rather strongly upon lattice dimensioi’mlity. After Ziman (1964).
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4.3 Théorie de champ moyen

4.3.1 Approche de Weiss
4.3.2 Approche variationnelle

4.3.3 Dépendance spatiale, longueur de corrélation

4.4 Symétrie et ordre de la transition dans la théorie
de Landau!

Pour qu’une transition de phase soit continue, les deux phases doivent étre présentes
au point de transition. Ceci veut dire qu’une condition nécessaire pour que la tran-
sition de phase soit continue est que le groupe de symétrie de chacune des deux
phases doit étre un sous-groupe du groupe de symétrie de la phase au point de
transition.

Autrement dit, on peut supposer qu'un certain groupe de symétrie Gg décrit
la phase qui existe en un point du diagramme de phase et on se demande quelles
phases peuvent émerger de chaque co6té de ce point. Prenons par exemple la
densité d'un cristal p (r) comme parameétre d’ordre. Au point de transition, on

peut développer p (r) sur une base de fonctions ¢§n) (r) qui se transforment selon
les représentations irréductibles du groupe Gg

p() =3 "ol (x) (4.49)

ou l'indice 7 de gbgn) (r) représente les différentes fonctions qui forment le module (la
base) pour la représentation irréductible n. Une des représentations irréductibles
est celle ou toutes les opérations du groupe sont représentées par l'identité. En
Iisolant, on peut réécrire

pr)=po+op=py+ > aVoi" (r). (4.50)
n#l,i
(n)

A la transition, le cristal a la symétrie G donc tous les coefficients a; ~ s’annulent.

Pour que la transition soit continue, il faut que les agn) augmentent de fagon

continue d’au moins un des cotés de la transition (ils peuvent demeurer zéro dans
(n)

4

sont
déterminées a partir des conditions d’équilibre. Lorsque au moins un des az(-")
devient différent de zéro, la symétrie de la nouvelle phase est déterminée et elles
sera plus petite que celle représentée par Gg. La nouvelle phase sera symétrique
sous les transformations d’un sous-groupe de Gg. Par exemple, si on prend un
liquide avec invariance sous toutes les rotations continues, il est clair que le solide
est invariant seulement sous les opérations d’un sous-groupe du groupe de rotation.

Comme les al(-n) sont arbitrairement petits & la transition de phase, Landau fait

I’hypotheése que le potentiel thermodynamique peut se développer en puissances de

une des phases qui a alors elle aussi la symétrie Gg). Les valeurs des a

1E.M. Lifshitz and L.P. Pitaevskii, "Statistical Physics, 3rd edition, Part 1", (Pergamon Press,
Oxford, 1980) section 145.
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ces agn) preés de la transition. Le potentiel thermodynamique I" doit étre invariant

au point de transition par rapport a toutes les opérations du groupe Gy, donc il
ne peut contenir de termes linéaire en dp. Il n’y a qu’un invariant de deuxiéme
odre pour chaque représentation. On peut toujours le réarranger sous la forme,

=T+ AMY" [agmr .

n#l 7

En posant que les A sont des fonctions continues de la pression et de la tem-
pérature, on a que A = 0 a la transition pour toutes les valeurs de n et que
pour une des valeurs de n, on a A > 0 dans une phase et A < 0 dans 'autre

phase. Dans la phase ou la condition A" > 0 est satisfaite, la solution d’équilibre
(n)

est que a; ° = 0 pour tous les ¢ et tous les n. Dans la phase ot un des A est

, . e , . n
négatif, on minimisera ’énergie avec des valeurs az(- ) # 0 pour cette valeur de n.

o n
Pour vraiment trouver la valeur des al( )

termes d’ordre supérieur se comportent.

, il faut cependant savoir comment les

e S’il y a des invariants d’ordre trois, la transition peut étre du premier ordre.

e Méme s’il n’y a que des invariants d’ordre pair, si un des coefficients du
terme d’ordre quatre est négatif, la transition peut étre du premier ordre.

e Pour les solides, la situation réelle est plus compliqué car la classification des
groupes d’espace est plus compliquée.

Example 1 Si on prend le cas d’un aimant ot le paramétre d’ordre est un vecteur
M, [linvariant de deuxiéme ordre est M- M et linvariant d’ordre quatre est
(M-M)?.

Remark 5 Comme nous le verrons dans les sections suivantes, la théorie de Lan-
dau ne s’applique pas dans beaucoup de cas. Lorsqu’on considére les fluctuations,
Uordre de la transition peut changer. Aussi, il y a eu des propositions récentes ot
la transition par exemple entre un solide de liens de valence et un antiferroaimant
n’entrerait pas du tout dans cette classification de Landau.

45 Effet des fluctuations: approximation gaussi-
enne

Nous démontrerons d’abord, pour le cas simple du modéle de Ising, que la théorie
de champ moyen peut étre vue comme une approximation & une théorie beaucoup
plus générale qui inclue des fluctuations. Puis nous verrons comment traiter les
fluctuations dans I'approximation la plus simple. Pour étre plus spécifique, nous
verrons que la théorie de champ moyen peut étre vue comme venant d’un calcul
de la fonction de partition dans I’approximation du col. Nous commencerons donc
par réviser cette approximation, puis nous démontrerons un petit théoréme sur
les intégrales gaussiennes qui nous permettra de réécrire la fonction de partition
comme une intégrale que nous évaluerons par la suite a l'aide de 'approximation
du col.

EFFET DES FLUCTUATIONS: APPROXIMATION GAUSSIENNE 9



451 Approximation du col (saddle-point approximation)

Supposons qu’on doive évaluer I'intégrale

/ e M@ g (4.51)

ou N est grand. On peut supposer que c’est le voisinage de endroit on f (z) est
minimum qui contribuera le plus & l'intégrale. On peut formaliser ce résultat en
faisant le développement limité de f (z) autour de son minimum

o0 oo 2
/ efo(w)dz:/ o NI (@) =3 NTh (z—20)*+... 1. (4.52)

ol zo est défini par la valeur de x telle que (en variables complexes ce point est
souvent un col de la fonction)

of
—=0 4.53
D (4.53)
L’intégrale a faire est une gaussienne, donc
o 27
—NFf(®) Jp ~ o—Nf(20)
/_OC e dx ~e NgQ; (4.54)

La valeur du logarithm de cette intégrale sera dominée par la valeur de I’argument
au col car

0 1 2
[ e N@dr~ Nf(zo)+=In| —2— | +... (4.55)
e 2 \NZS

et In IV est négligeable devant N dans la limite N — oco. Ce résultat est contin-
uellement utilisé en mécanique statistique. C’est la méthode qui est utilisée par
exemple pour dériver la formule de Stirling.

452 Transformation de Hubbard-Stratonovich

Pour formuler la théorie en fonction de variables continues qu’on pourra par la
suite minimiser pour trouver un col qui correspondra & la théorie de champ moyen
et les corrections a cette théorie, nous introduisons la transformation de Hubbard-
Stratonovich qui ne fait appel a rien d’autre que ’algébre linéraire et 'intégration
d’une gaussienne.

Soit 'intégrale

/ h e 9" /20405 g (4.56)
—o0

ou S est un opérateur. Si la variable a a une partie réelle positive, 'intégrale
converge. On peut faire le développement en série de ’exponentielle d’un opérateur

[e'e) Y " [ee] e Y o) ¢S n
/ e /2 e¢sd¢:/ e~ /2 Z% (4.57)
—0o0 - n=0 ’

Chaque terme de la série est une intégrale gaussienne qu’on peut faire facilement.
On obtiendra une série de puissance en S;. Cette série est identique a celle que
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nous aurions obtenue si S; avait été un simple nombre. Il est donc plus simple de
faire directement l'intégrale en complétant le carré

/ e 3P S g — / ¢~ ($=a8)*+of do = \/%e%. (4.58)

— 00

Remark 6 Dans le cas ot S est un nombre réel, on utilise cette approche pour
trouver tous les moments de la gaussienne. En effet, a partir de

o0 o 2
/ 6_2_1a¢2+¢3d¢ = V2mae“s (4.59)

on peut dériver les deux cotés de cette équation pour trouver facilement, par ex-
emple,

02 > 12 o0 1 2 2 g2
—_ —35 ¢ ¢S = —5a¢ = — 2 2
952 </Oo€ d¢>s_0 [m¢ e do 052 ( Tae )S:O

= V2raa. (4.60)

Tous les autres moments sont accessibles par la méme approche. On voit qu’ils
ne dépendent tous que tu deuxiéme, soit a.On peut utiliser cette approche pour
dériver le théoréme de Wick qui est trés utile pour la théorie des perturbations.

Supposons maintenant que nous ayons un produit de N de ces intégrales. On
peut alors écrire

N [e's) N aisq‘z
[ cetosas, = [[vmmes (o1
i=17 7

i=1

. . ; st
/ e ﬁ\’:1(*ﬁi¢?+¢z‘5i) Hd(bz — N HQai e il( T ) (4.62)
—0o0 i=1 i=1

N
En notation matricielle H 2a; est le déterminant d’une matrice diagonale D dont

i=1
les éléments sont 2a;. Avec cette notation matricielle,
Y 0:Dijo;=¢"De; Y 65 =9¢'S (4.63)
(2%} i

le résultat précédent s’écrit donc

o)
/ o(~#TD T #+07S) g /7N dor Dt S (4.64)
—o0
ou on a introduit la définition

D¢ =[] de (4.65)

Comme les expressions STDS, ¢' D~1¢ et det D sont indépendants de la base, ces
expressions restent vraies pour toute matrice réelle symmétrique puisque elles sont
diagonalisables par une transformation orthonormale. Une telle transformation a
un jacobien égal & I'unité.

EFFET DES FLUCTUATIONS: APPROXIMATION GAUSSIENNE 11



Remark 7 On peut faire tout ¢a au long. Soit A une matrice réelle symétrique,
A = AT cette matrice est diagonalisable par une transformation orthonormale:
A =TTDT ou D est une matrice diagonale et TTT =1. Si on note

D bidijo; = b A Z¢S =¢'S
i,
alors, avec la mesure
D¢ =[] do, (4.66)
on obtient

/ T o RS gy / T eTTTRTerT (TS (467)

Si toutes les valeurs propres de A sont réelles positives, l'intégrale converge et
peut étre faite. Soit le changement de variable 1 = T¢. Le jacobien de cette
transformation est égal a 'unité parce que det T =1. On peut wutiliser le résultat
scalaire obtenu précédemment pour écrire

= J@m)N detD-1e8"T" TS (4.69)

En retournant dans la base originale, on a donc, pour une matrice N x N

/ 67¢T%¢+¢TSD¢ =/(2m)N det A— e

(4.70)

4.5.3 Théorie de champ moyen comme approximation du col

On peut utiliser le résultat précédent pour calculer la fonction de partition du
modeéle de Ising. En effet, en notation matricielle il faut calculer

Z (8, B) = TrePS"'S+ABTS (4.71)

ou la trace correspond & faire prendre & tous les S; les valeurs +1. En utilisant la
transformation de Hubbard-Stratonovich Eq.(4.64) et en faisant dans le membre
de droite l'identification 5J'= D/4, on obtient

A/ 471'6 N det I/ /

Un des avantages de cette transformation est maintenant clair. Comme la variable
spin n’apparait plus que linéairement dans ’exponentielle, on peut faire la somme
sur toutes les valeurs des S;,0ou si on veut la trace

BvBI —¢T J/ (¢+5B/)TSD¢ (472)

7—1 ’ ’
Z(8,B) = el (e_qbi_’@Bi +e¢i+53i)(@.az3)

1 J—
v/ (4rB) det I’ /—ooe

] o
\/ (@xB)Y det I’ /_OO °
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On remarque que J’ a des éléments de matrice non-nuls seulement & courte distance
dans ’'Hamiltonien initial, donc J’~! sera important lui surtout & grande distance
(Ceci se voit trés bien avec les transformées de Fourier). C’est exactement ce
qu’on veut prés d’un point critique ot le parameétre d’ordre varie lentement sur de
grandes distances. La transformation d’Hubbard-Stratonovich a donc I’avantage
de nous faire passer & des variables continues ou en plus ce sont celles qui changent
a grande distance qui sont les plus importantes.

Pour évaluer le logarithme de Z (8) dans Papproximation du col, on trouve
Pendroit ot 'argument de l'exponentielle dans l'intégrale est maximum et on
développe autour de ce maximum. Trouvons d’abord le maximum

0 rJt , 1, )
99, <—¢ 17 o+ gln (2cosh (¢; + BB;))) | = —2; EJ” ¢;+tanh (¢; + 8B;) = 0.
(4.75)
Avec le changement de variable ¢ = 23J'M, ou en composantes
¢; =128 Z I My, (4.76)
k

I’équation pour le col donnera

k

=T T Me = —tanh <2B > Th M+ ,BBg> (4.77)
7 k
M; = tanh (m > Th My + ﬁBg> (4.78)
k

ce qui correspond bien au résultat de la théorie de champ moyen ou au résultat
de Weiss dans le cas ot M; est indépendant de ¢. Dans ce dernier cas, la partie de
I’énergie libre qui dépend du paramétre d’ordre et qui ne vient que de la valeur de
l’argument de ’exponentielle & son minimum s’écrit,

TJlfl

4p

F(3,B)Y=—-f""'lnz=-p" <¢ ¢+NIn (2cosh (¢ + BB’))) (4.79)

Si on réexprime en fonction des variables M; = M Eq.(4.76) dans le cas ol la
solution est invariante sous translation, on a

Fo= S IpMM, - % In[2 cosh (2827 M + 3B)] (4.80)
= Nj (203" = 57" In [2cosh (2820'M + 5B') ) (4.81)
- N <ZJ’M2 - % In [2 cosh? (282777 + ﬁB’)]) (4.82)
= N (w’MQ + % In [(1 — tanh® (282J'M + 8B')) /2]) (4.83)
= N (u’MQ + % In l(l_—QMQ)D (4.84)

ou dans la derniére équation nous avons utilisé I’équation pour le col Eq.(4.@. 1l
faut se souvenir que F est en fait une fonction de B’ donc lorsqu’on écrit M ci-
dessus, en fait on parle de la valeur de M extraite de I’équation du col en fonction

de B'.
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Remark 8 En changeant de variable, vous pouvez vérifier que le résultat précédent
Eq. (4.80) est identique & celui trouvé par l'approche variationnelle. Pour retrouver
ce résultat avec la théorie de Weiss, il faut faire le changement de variable S —
(SZ) + SI# ou ce dernier SI* prend encore la valeur £1/2.0n néglige ensuite les
termes d’ordre (S}?)* . En d’autres mots

H = =Y J;Si8; —gupB>» 57 (4.85)
17 7

~ =D T (SH(SF) = D i (SE) S Y JiSit(SF) —gnpB Y ((S7) + S7)

1] 1] 1] %

puis on calcule la fonction de partition comme avant en sommant sur toutes les
configurations possibles de SI*.

Pour retrouver I'expression pour I', on écrit la transformation de Legendre

I'(8,M)=F(3,B)+NBM (4.86)
ou
AT oF AT /
NM = 55 = N tanh (282J'M + BB’) (4.87)

est bien identique & 1’équation du col Eq.(4.78). La dérivée partielle par rapport
a B' a été évaluée avec I'équation Eq.(4.80) en utilisant le fait que méme si M
dépend de B’, 0F/OM = 0 au col. La valeur de B’ est donné par I’équation du
col

— = 1 1+M
282J M + BB’ =tanh ' M = - In [ —= 4.88
52071 + B’ = tan (5 (4.55)
d’oul la partie de I' qui dépend du parameétre d’ordre s’écrit,
r(3,M) = F(B8,B)+NBM (4.89)
1 1+M —1—
= FB,B)+N|=Ih|——|-22J' M| M 4.
5.8+ ot (5 ) - 220 7] (4.90)
I (8, M) —2 1 (1-M)1+M)| M, (1+M
——t = M 4+ =1 —1 — 4.91
I zJ +2ﬂn 5 +25n(1M) (4.91)
R — — 1 |(1-M) (1-M\ (Q+M) (1+M
T(BM) = —2J00 += 1 1
(B8,M) zJ +B[ 5 n( 5 )+ 5 n 5

ce qui correspond bien au résultat trouvé auparavant par la méthode variationnelle.
Pour interpréter le dernier terme comme —7'S, il suffit de remarquer que si P; et
P, sont les probabilités d’avoir un spin up ou un spin down respectivement, on a
P+ P =1et P, — P =M d’oti on extrait Py = (1+ M)/2 et P, = (1— M) /2
ce qui donne finalement S = —kp (PyInP; + P InP}).

4.5.4 Fluctuations gaussiennes

De la fonction de partition avec B’ non nul, on voit qu’on peut relier les fonctions
de correlation d’aimantation, obtenues en prenant des dérivées par rapport a B,
a des fonctions de correlation des ¢, évaluées & B’ = 0. On ne perd donc pas de
généralité en travaillant & B’ = 0.
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L’objectif ici est de voir I'influence sur I’énergie libre des corrections gaussiennes
a l’approximation du col. Dans la phase désordonnée a haute température, M = 0.
Travaillons donc directement sur la fonction de partition avec la transformation
Hubbard-Stratonovich correspondante a B’ = 0. Elle s’écrit

\/ 47TB detJ’/

En faisant un nouveau changement de variable de ¢; a M; de la facon suivante
=v/23J’ M la mesure se transforme comme suit

J/l

_¢T

6, B = 0 ¢+ >, In(2 cosh(g; ))D¢ (492)

D¢ = ((25)N/ 2 det J'1/2) DM (4.93)

Notez que la nouvelle variable M n’est plus I'aimantation mais elle lui est propor-
tionnelle. On pourra toujours y revenir si on le désire.

Remark 9 La racine carré d’une matrice est définie de la facon suivante. Si T
diagonalise J', alors

J = T'DT =T"D'/?D'/?T (4.94)
(TTD1/2T> (TTD1/2T> _ J/1/2Jll/2 (495)

Remarquez que det J'V/2 = /detJ .

Aprés avoir fait le développement In (cosh (z)) = £2% — La? + O (2%) , on ob-
tient (il y a une somme sur les indices répétés), en négligeant les termes quartiques,
(on note simplement qu’ils ont le bon signe pour que l'intégrale converge a grand
),

;m (2 cosh (¢;)) Zln (2 cosh ((W)J Mj)) (4.96)

~ (2,6J’)1/2 5 (283 M+ NIn2  (4.97)
1_
- M 5 (2837 (2632 M+ 2V (4.98)
_ §2MjJ;kMk+ln2N (4.99)
J—1 1l—r—
T
- -M'M 4.1
oo = 3 (4.100)

On a utilisé dans la troisiéme ligne le fait que J ;Z =J ; ;- De 14, utilisant la mesure
appropriée Eq.(4.93), on extrait,

Z(B,B'=0) = cal ) detJll/g/ | %MTM—(QMTJ/M)]HHml)
VarB)N det
— \/7/ 2 [EMTM- (M M) | yp (4102
- / ¢ ™ par (4.103)
oll Z; est une constante et
(G =27 5;5 : (4.104)

EFFET DES FLUCTUATIONS: APPROXIMATION GAUSSIENNE 15



Pour faire 'intégrale en permettant les fluctuations spatiales, on passe en trans-
formée de Fourier ou chaque mode devient indépendant. C’est ’équivalent de
diagonaliser la matrice. On définit ces transformées de Fourier en utilisant les
résultats

1 )
Nze—lq(“—rﬂ = 040 (4.105)

1 ot
_ Ze q-(rl—l‘J)
N q

Il
=

(4.106)

(2]

qui permettent d’écrire

M (q) = \/—% Z e~ "IN, (4.107)

— 1 iqor.
M, = Vi Zq:e“‘ iM (q) (4.108)

De 1a,

M G M - ZM (G™),, M; (4.109)

— NZZZ&%M (G, ¢ D (). (4.110)

Comme Ji’j ne dépend que de r; —r;, on pose r; = R+3, r; = R—5. En faisant
la somme sur R, on obtient dqtq/,0 ce qui permet de faire la somme sur q’. Il ne
reste que

ZZB“”G r) M (q) M (— ZG a) M (q) M (—q) (4.111)

G q)=-2J(q)+8" (4.112)

Qui correspond bien & la définition donnée antérieurement.

Example 2 En se souvenant que kgT, = 2zJ', on trouve en trois dimensions par
exemple sur un réseau cubique,

G '(q) = —4J (cosqudo + cosqydy + cosq.dy) + B

1
= fngTc (cosgzdy + cosgydo + cosq.do) + kT (4.113)

12

kp (T —T.) + (kBT d2) (4.114)

kg (T —1T.) (1 - (ﬁcﬂ) ) (4.115)

On voit bien que pour T > T, lintégrale convergera tel que promis. En dimension
quelconque, & grande longueur d’onde ou petite valeur de q, on obtient (avec z le
nombre de premiers voisins)

12

G'a) ~ kp(T-T.) <1+ (ﬁcf) > (4.116)
= 2(a(T)+cq) (4.117)
= ta" (1+&¢) (4.118)
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o

k kpT,
a(T) = ?B(T—TC);CE gzcdg (4.119)
_ (T_Tc), " __ . 2_53_ 2_d%
b= S tid =kl €= 6= (4.120)

Comme la transformation qui passe de M; a M (q) est unitaire, le jacobien est
égal a I'unité. Cependant, comme M; est réel, on a une relation entre M (q) et
M (—q), soit

M(—q)=M(q)". (4.121)
On a donc N/2 valeurs de q seulement qui sont indépendantes, mais comme M (q)
est complexe, il y a autant de variables a intégrer qu’au départ. Sous le changement
de variable, la mesure se transforme donc ainsi

DM =[] *dM (q) dM (—q) (4.122)

L’indice supérieur * a la somme rappelle que chaque fois qu’un vecteur q est

compté, le vecteur —q ne l'est pas. Comme on a l'égalité M (q) M (—q) =
Re M (q)° +Im M (q)* on veut utiliser Re M (q) et (iIm M (q)) comme variables
d’intégration. Comme on a

M (q) =ReM (q) + (iIm M (q)) ; M (—q) =Re M (q) — (iIm M (q)), (4.123)

le jacobien de la transformation de M (q) et M (—q) & Re M (q) et (iIm M (q))
est donné par 2. Donc,

dM (q)dM (—q) =2 dReM (q) d (iIm M (q)) . (4.124)

La fonction de partition 4.103 écrite avec ces nouvelles variables factorise car
G~1(q) est diagonale.

Z(B.B =0) = Z(/]/Oo 4 Sq G @@+ T@) (4 195)
11 “dReM (q) dIm D (q) (4.126)
q

Dans 'argument on peut sommer sur la moitié des valeurs de q & condition de
multiplier par un facteur deux, donc

F = —p7'InZ = termes non singuliers + (4.127)

—g7! Z *In {/ e A0 (@ ®e M(@)* HmM(@)*) g Re 7T (q) dIm M (q)
q — 00

Pour calculer (M (q) M (—q)) = <ReM(q)2 + ImM(q)2> avec la fonction de

partition ci-dessus, il suffit d’utiliser les propriétes de la gaussienne (on identifie 02 = G (q) / (28))
pour obtenir

<ReM(q)2 + ImM(q)2> = kTG (q) (4.128)

Il ne reste qu’a voir section 4.5 des notes de Claude Bourbonnais.

4.6 Critére de Ginzburg

Il ne reste qu’a voir section 4.5 des notes de Claude Bourbonnais et le devoir
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d’ot 'on retrouve le transformée de Fourier de la fonction de corrélation, & savoir

o PToylM) N\
@)= v <8M(q)cgj\_4(—q))

1
2[a(T) + cq?]

)

telle que donnée en (4.73). De plus, on constate qu’a partir de cette derniere, la longueur
de corrélation s’exprime comme le rapport de deux coefficients de la fonctionnelle de
Landau-Ginzburg:

(1) = : (4.83)

4.5 Théorie gaussienne des fluctuations au voisinage du point
critique

Dans une théorie de champ moyen, les fluctuations du parametre d’ordre sont négligées.
C’est pour cette raison que la chaleur spécifique ne présente pas de divergence a 7, mais
seulement un saut. Il est possible de tenir compte de telles fluctuations qui a l'ordre le plus
bas s’inscrivent dans une théorie appelée théorie gaussienne. A lintérieur de celle-ci, nous
retrouvons tous les autres exposants du champ moyen de la section précédente, sauf pour la
chaleur spécifique. De plus, la théorie gaussienne est le point de départ de méthodes beaucoup
plus sophistiquées comme celle du groupe de renormalisation.

Il y a plusieurs manieres de l'introduire, certaines étant plus formelles que d’autres. Une
justification simple de cette théorie revient a considérer la fonctionnelle de Landau-Ginzburg
telle que donnée en (4.79) de la section précédente. olt M apparait comme une variable interne.
Les résultats de la section 2.6.1 suggere d’écrire la fonction de partition pres de 7 sous la forme

Z- 7 / DN exp(~5 / ‘Z)"[C(VTM(T))QM(T)W(T) (T (). (4.84)

qui est en fait une intégrale fonctionnelle sur toutes les configurations du parametre d’ordre. Ici,
DM est appelée mesure d’intégration qu’on prendra égale a

DM = [ [(2r) 'dM(r), (4.85)
{r}

ou {r} parcours dans le continuum une infinité de valeurs, ce qui explique la nature fonctionnelle
de lintégration. Afin de revenir & un schéma d’intégration plus standard, il est commode de
travailler dans l’espace de Fourier. En utilisant (4.81), on peut alors écrire

Z- z, / DAl exp(—A[Y G ()M (q) 1 (~q)

+ b(NmZM(ql)M(QQ)M(Q?,)M(—% —4q;— q3)])’
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ou maintenant la mesure d’intégration prend la forme

DM =[] (27) " (q)dNi (~q)

.. . . (4.87)
=[] (@m)'dReM (q)dSmM (q),
et ou 8
G q) = (a(T)+ cqg?), (4.88)

D’apres la forme de Z, on voit immédiatement que c’est le terme quartique qui pose des
difficultés. Ce genre d’intégrale est en fait impossible a effectuer a deux et trois dimensions.
Comme le parametre d’ordre M(r) est réel, il découle de (4.81) que M*(q) = M(—q), alors
on peut voir '’hamiltonien effectif de I'argument de I’exponentielle comme celui contenant un
terme quadratique pour les modes de fluctuations d’aimantation libres (les M(q) !) et un terme
quartique pour [’interaction entre ces modes. La description des fluctuations critiques peut donc
étre assimilée comme un véritable probleme a N-corps, ici classique. Comme dans tout probleme
a N-corps, la solution libre ou sans interactions constitue une limite physique pertinente, c’est
pourquoi nous nous limiterons a ’approximation gaussienne pour Z qui revient a ne prendre en
compte que la partie quadratique de la fonctionnelle.

Au-dessus de T, la ou il n’y a pas d’aimantation d’équilibre, la fonction de partition a
I'approximation gaussienne s’écrit

7 = ZO/D]\Z/ efﬁzqé’lw)ﬂ(q)ﬂ(fq)
=2 H* //(QW)ld%eM(Q)d%mM(Q) e~ HG () M(g)M (~q) (4.59)
q

=71 2,.
q

qui est un produit de fonctions de partition puisque chacun des modes de fluctuations est
indépendant. Comme on s’intéresse a la chaleur spécifique, I’énergie libre est donnée par la
somme des énergies libres pour chacun des modes de fluctuations:

F= —k,TY InZ,

. “’/ (4.90)
= kT3 @y / d’q n(2B[a(T) + c¢?]).

La chaleur spécifique en d dimensions est donnée par

0*F
“= ‘T<fm>
V[ 4y, (9a(T)/0T)"
<2w>d/o a(@) + cg?P

8 Les symboles avec astérix Zq* et Hq* couvrent seulement la moitié des modes g par suite de la propriété

(4.91)

= kT + (t.m.s.),

M*(q) = M(—q) pour un parametre d’ordre M (r) qui est réel.
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ol nous avons négligé un terme moins singulier (t.m.s.). Ici, 2, est I'intégrale sur I’angle solide a
d dimensions et g, = 7/d,, est la coupure de bord de zone de Brillouin pour le vecteur d’onde. On
en déduit le comportement critique suivant:

C= Cje", (4.92)
ou
Cy = Vegkp(&y)™,
o Q /°° ¥ ldx (4.93)
AT 90emnd ), 1+

L’exposant critique a T' > T, est quant a lui donné par

a=2-vd (4.94)

Comme dans ’approximation gaussienne

G(q) = (M(q)M(—q)), (4.95)

qui est donnée en ([propagateur]), on a toujours v = % L’exposant critique a augmente donc
en baissant la dimension du systeme. C’est une indication que l'effet des fluctuations s’accentue
a mesure que la dimensionalité du systéme diminue. En second lieu, on remarque aussi que
pour la dimension d = 4, la théorie gaussienne prédit a = 0 qui est ’exposant champ moyen en
I’absence de fluctuations. Ainsi, méme dans cette théorie relativement simple, on en conclut que
la dimension 4 apparait comme une dimension charniere ou critique pour la théorie de champ
moyen.

La dérivation du comportement critique de la chaleur spécifique a T < T, s’effectue de
maniere analogue. Cependant, I'existence d’une aimantation d’équilibre M,(T) # 0, nous oblige,
selon (4.44), & inclure le terme quartique. Ce dernier peut en fait étre traité en approximation
gaussienne de la maniere suivante. A partir de (4.81), on constate que la solution wuniforme
MO(T) qui est indépendante de r ne possede qu’une seule composante de Fourier, a savoir celle a
q = 0, d’ott Videntification M(q = 0) = /N My(T) pour Paimantation d’équilibre. A partir de
12, avec la séparation des sommations ZZ = Z;éo +> on procede au découplage du terme
quartique:

q:07

I)(JVIDEM(ql)M(qQ)M(q3)M(_q1 — a4 —q)

{a}
~ NO(T,)My(T) + 6b(TC)Mg(T); N(q) M (~q) oo
+ M0 S 31 (g,) 8 (q,) 0, 01 (g, — 0, ay).

En négligeant le terme quartique de cette expression et en utilisant (4.44), la fonction de
partition devient pour 17" < T:

7 _ e_ﬁprM[M[)(T)} /DM 67‘6Zq#o[72a(T)+cq2]J\7(q)ZW(*Q)~ (497)
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On reconnait ici le premier terme de droite comme étant 1’énergie libre champ moyen (4.42) pour
la configuration d’équilibre M,(T). La partie gaussienne est quant a elle de la méme forme qu’en
(4.89). En procédant comme précédemment, nous obtenons a 7' — T, la chaleur spécifique:

C= AC+Cy|e|™, (4.98)

avec comme exposant critique o/ = a. Ici AC est le saut de chaleur spécifique a T, en théorie de
champ moyen (éq. 4.46). Le coefficient de la partie singuliere est donné par

Cy = Vegkp(&) ™,

o Q, /°° T ldx (4.99)
4T 2myd foo 14222
avec comme rapports des amplitudes de part et d’autre de 7T .:
i (5& > -
Z0 - (3 ) 4.100
% & (4.100)

Ce résultat pour la chaleur spécifique est remarquable en ce qu’il fait apparaitre la théorie
gaussienne comme la premiere correction en fluctuations a la théorie de champ moyen. Il suggere
également 'existence d'un développement systématique pour le traitement des fluctuations (cf.
section 2.6.1). Ce dernier est connue sous le nom de développement en boucles, le terme “boucle”
ici se référant a la représentation diagrammatique du développement®.

4.6 Critere de Ginzburg

Malgré les écarts importants observés dans beaucoup de cas entre les théories gaussienne,
de champ moyen et 'expérience, on constate néanmoins que certains types de transition s’en
rapprochent. A titre d’exemples, mentionnons ici la transition supraconductrice dans les métaux
conventionnels comme Al, Sn, .... qui présente un accord remarquable avec les prédictions du
champ moyen, tandis que les transitions magnétiques montrent, nous ’avons vu, un désaccord
marqué.

Ces différences entre substances peuvent en fait s’expliquer a ’aide du critere de Ginzburg,
qui indique de maniere semi-quantitative la région en température ou les écarts par rapport aux
théories gaussienne et de champ moyen sont importants, forcant le recours a des méthodes plus
sophistiquées pour 'obtention de résultats plus quantitatifs. L’établissement de ce critere peut
étre rendu tres naturellement si on interprete les résultats de (4.98) pour la chaleur spécifique
comme les premiers termes d’un développement. L’idée de Ginzburg consiste a poser que lorsque
la premiere correction gaussienne due aux fluctuations (= C};) devient du meéme ordre que le
saut AC de la théorie de champ moyen, la température est alors suffisamment pres de 7, et le
développement limité (4.98) devient insuffisant. Les corrections d’ordre supérieur deviennent des
lors importantes en induisant des modifications des exposants critiques '°. Considérons en effet le

rapport des deux termes
2-d/2
ﬁ — % ! 4.101

AC - ’ € | b ( ° )

9 Les diagrammes de Feynman qui lui sont associés possédent en effet un nombre de boucles donné pour
chaque ordre de développement.
10 Ce changement de valeur des exposants ne se produit pas “brutalement”, a une “température donnée”,
mais bien dans un certain intervalle de température, a I’approche de T, communément appelée région de
“crossover” pour les exposants.



4.26 4. Introduction aux transitions de phase

ou AC est ici exprimé par unité de volume dg. On peut donc introduire la largeur critique de

Ginzburg:
g 2/(4—d)
At = (cdkié‘l)) (4.102)

Pour une dimension d < 4, celle-ci dépend donc essentiellement de la longueur de cohérence &,
(la portée des forces !) et de AC, des quantités non-universelles c.-a-d., qu’elles dépendent de
quantités microscopiques. La largeur critique de Ginzburg

Ty —T,
T

c

At = : (4.103)

permet donc d’introduire une température caractéristique Ty en dessous de laquelle la

description des fluctuations va au-dela de 'indépendance des modes de ’approche gaussienne. A
partir de ’expression

Atg ~ kp(&) M (AC) (4.104)

valide pour les systeémes tridimensionnels, il est intéressant d’illustrer ’application du critere par
quelques cas concrets:

Supraconducteurs conventionnels. Les supraconducteurs dits conventionnels comme Al, Nb, Hg,
...etc., sont caractérisés par de grandes longueurs de cohérence §,. En fait, {, est ’échelle de
longueur pour la taille des constituants composites de la supraconductivité, a savoir les paires
de Cooper. C’est une grandeur presque macroscopique qui est de lordre de 10°....10%A! A
cette échelle de distance, deux electrons de vecteurs d’onde et de spins opposés sont tellement
attirés I'un vers l'autre qu’ils perdent leur caractere individuel qu’ils avaient a courte distance
et sombrent alors dans un état lié. La valeur mesurée du saut de chaleur spécifique est quant a
elle AC ~ 2...JK!/ecm3. 1l s'ensuit que la largueur de Ginzburg At, peut étre réduite a des
valeurs pouvant atteindre ~ 107!l Ainsi, T}, est tellement pres de T, qu'il est impossible de
détecter, avec la précision expérimentale actuelle, des déviations par rapport au champ moyen.
On constate en effet que la chaleur spécifique ne présente pas de divergence mais plutdt un saut
compatible avec la prédiction (4.46).

Supraconducteurs non conventionnels. Parmi les nouveaux supraconducteurs non conventionnels,
il y a ceux dits a haute température critique. Le composé a base d’yttrium par exemple,
YBa,Cu;0,_, possede une température critique de I'ordre 100K qui est deux ordres de grandeur
plus grande que celle des supraconducteurs conventionnels comme Al. L’augmentation de la
température critique signifie aussi que l'énergie de liaison de la paire de Cooper augmente
dans les mémes proportions. Lorsque 1’énergie de liaison est plus grande, la laison est plus
confinée dans I'espace et {, diminue donc dans le méme rapport. Pour ces composés, nous avons
& ~ 10A, de sorte que At peut atteindre des valeurs de l'ordre de 1072...107", rendant
en principe observables des déviations par rapport au champ moyen. Il y a actuellement des
observations expérimentales qui abondent en ce sens. Cependant, il faut souligner ici que la
largeur de Ginzburg tel que donnée en (4.104), ne tient pas compte de la grande anisotropie
spatiale de ces matériaux qui a, elle aussi, une influence non négligeable sur les fluctuations.

Magnétisme localisé. Comme nous l'avons vu, le ferromagnétisme localisé est caractérisé par
des interactions d’échange a courte distance. On a montré dans le cadre du modele d’Ising
par exemple, que &, ~ d, c.-a-d., de 'orde de quelques A. La largeur critique Aty ~ .1 est
appréciable et laisse présager de fortes corrections au champ moyen et a la théorie gaussienne, ce
qui concorde avec l'observation (cf. figure 4.9 et tableau 4.2).



4.7. Hypothese d’échelle 4.27

Fluides. La transition gaz-liquide repose dans beaucoup de cas sur l'existence de la force de van
der Waals. Cette derniére se combine a I'interaction de coeur dur pour donner lieu au potentiel
“6-12” de Lennard-Jones entre paires de molécules ou d’atomes. L’attraction est significative
pour une distance caractéristique notée o de quelques Adépendant de Patome ou de la molécule,
ce qui en fait une interaction a courte distance comme pour le magnétisme. Il s’ensuit que pour
& ~ o, on est en droit de s’attendre a l'instar du magnétisme, a des déviations importantes.
On observe en effet que non seulement les exposants pour les deux types de transition (cf.
tableau 4.2) sont tres similaires en raison de 'universalité, mais aussi que les largeurs critiques
(non-universelles) observées sont comparables.

Ferroélectricité. L’orientation des dipoles électriques dans une substance polaire peut donner
lieu a une transition du second ordre qui est soit ferroélectrique ou antiferroélectrique. Le
composé perovskite BaTiO4 est un exemple de ferroélectrique avec un 7, = 295K. L’interaction
dipole-dipole qui décroit en 1/r3 est responsable au niveau macroscopique de l'orientation des
dipobles. Sa décroissance plus lente a pour effet d’augmenter la valeur de §, aux alentours d’une
centaine d’A, menant & Aty ~ 1074 qui est intermédiaire. Les écarts par rapport au champ
moyen sont donc relativement faibles pour les ferroélectriques.

4.7 Hypothese d’échelle

Dans ce qui précede, nous avons a maintes reprises souligné que les singularités des
fonctions de réponse était le résultat de la portée infinie des corrélations du parametre d’ordre.
Dans les approximations champ moyen et gaussienne, nous avons vu également que tous les
comportements critiques s’exprimaient & ’aide de lois de puissance fonction de ’écart relatif
de température | e | = | T — 1T, | /T., par rapport a T,. Or, la longueur de corrélation (4.20)
s’exprime précisément de cette maniere. Dans le développement de la théorie moderne des
transitions de phase du second ordre, une premiere grande percée a pu étre réalisée en postulant
que la longueur de corrélation £ jouait un role essentiel dans l'apparition de la criticalité
pres de T.. Clest l'objectif de [’hypothése d’échelle ' de montrer que si toutes les fonctions
thermodynamiques pouvant donner lieu a un comportement critique s’expriment a l'aide de
puissances de &, il sera possible d’établir des liens entre les divers exposants critiques. Bien
qu’une telle hypotheése ne nous fournit pas les valeurs des exposants critiques, elle impose
néanmoins des contraintes strictes entre eux. Un des triomphes des développements théoriques
qui ont suivi, tel le groupe de renormalisation, aura été de confirmer la validité d’une telle
hypothese au niveau microscopique.

Dans ce qui suit, on s’intérressera a formuler les lois d’échelle statiques qui découlent de
I’hypothése d’échelle. Pour ce faire, il s’agira de dimensionner les diverses fonctions pertinentes
de la mécanique statistique a [’échelle de £. Débutons I'analyse d’échelle par la transformée de
Fourier

G(q) = (M(q)M(—q))

de la fonction de corrélation, o M est génériquement un champ statistique tel que sa valeur
moyenne (M) peut étre identifiée au parametre d’ordre de la phase ordonnée. Ici, il pourra s’agir
de I'aimantation, la densité, etc. De fagon générale, on écrira G(q) comme une fonction f de la

forme:
G(Q) - f(qgv b1§_17 b2€_17 . )

4.105
f(Ca>‘1>)\2)"')a ( )

1 Cette hypothese d’échelle est due initialement & B. Widom (1965).



4.7 Lois d'échelle, invariance d'échelle?

A laide d’arguments physiques simples, on peut établir des relations entre les
exposants critiques. Dans un premier temps les relations finales entre exposants
n’impliquent pas la dimension du systéme et sont donc valables méme en théorie
de Landau. Une relation supplémentaire qui implique la dimension physique du
systéme n’est valable que lorsqu’il y a invariance d’échelle, ce qu’on retrouve dans
la théorie des phénomeénes critiques lorsque la dimension est plus petite que celle
ou la théorie de Landau s’applique (dimension critique supérieure) et plus grande
que celle ou l'ordre a longue portée disparait (dimension critique inférieure).

4.7.1 Lois d'échelle

Definition 3 On adopte la convention que A ~ B veut dire “que A varie asymp-
totiquement (i.e. suffisamment prés du point critique) comme B”.

On sait qu’un champ magnétique peut induire un parameétre d’ordre non-nul
M = xB. Donc, étant donné le comportement critique de x en fonction de

t = (T-T.)
=7
M~ |t|7"B (4.121)
Supposons qu’on applique un champ magnétique suffisamment fort pour que I’aimantation
induite soit de 'ordre de I'aimantation spontannée
M~ [t]° (4.122)
on a alors, a partir des deux équations précédentes,

B~ |t (4.123)

Pour un tel champ magnétique, I’énergie magnétique —M B ~ — |t\5 B est compa-
rable a I’énergie thermique, qu’on peut estimer & partir de t2C ~ |t|27°‘ (puisque la
chaleur spécifique est la deuxiéme dérivée par rapport & la température de I’énergie
libre). On a donc une autre expression pour le champ magnétique

B~ |t (4.124)

L’égalité des deux derniéres équations nous donne (J.W.Essam et M.E. Fisher

1963)
(1129

Si on est dans le régime ou il faut appliquer un grand champ magnétique pour
atteindre une valeur d’aimantation M ~ \t|ﬁ le parameétre d’ordre induit prend
plutot la forme

M ~ BY/? (4.126)

(c’est comme si Ueffet de || était négligeable devant B). L’égalité du parametre
d’ordre induit et du parameétre d’ordre spontanné se produit alors lorsque

B~ M~ [t (4.127)

2E.M. Lifshitz and L.P. Pitaevskii, "Statistical Physics, 3rd edition, Part 1", (Pergamon Press,
Oxford, 1980) section 148
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Il y a un régime intermédiaire o on passe de champ fort & champ faible. Dans ce
régime, les deux estimés, Eqs.(4.123) et (4.127) devraient étre valables. Alors,

L% ~ [t (4.128)

Comme ceci peut se produire pour une valeur quelconque de |¢| il faut que (B.

Widom 1964)
@

Comme 0 ne peut pas dépendre du signe de ||, et que 8 n’est défini que pour
t < 0, cela nous dit que v = «/, i.e. Iexposant critique pour la susceptibilité est
le méme en haut et en bas de T,. La relation dans équation Eq.(4.125) nous dit
alors que o = o’ aussi.

Nous pouvons aussi relier ’exposant relié a la fonction de corrélation avec les
autres. En effet, dans un volume V suffisamment grand,

%/d3r1d3r2 (M (r1) M (r2)) = é/d?’rG (r) (4.130)
- %Xw Vs (4.131)

Or la valeur de l'intégrale est déterminée par la région de I'espace de l'ordre de &
ou la fonction de corrélation ne s’annule pas et prend la valeur

1
~ .
rd*2+7l

G (r) (4.132)

Par analyse dimensionnelle on peut donc estimer la valeur de l'intégrale par

fd - —v(2—

En comparant avec |t|”" obtenu ci-dessus, on obtient immédiatement que
v(2—mn)="y. (4.134)

Remarque 8 On vérifie aisément que la théorie de Landau satisfait les trois équa-
tions encadrées de cette sous-section.

Remarque 9 La dépendance en |t| et en B du paramétre d’ordre peut s’obtenir
& partir de (pour B > 0)

_ pl/s —t
M_B/g<w . (4.135)

En effet, il suffit que (a) g(x — 0) — cte lorsque BY® >> |t| pour retrouver
M ~ BY% (b) que g(xz — o0) — 2 lorsque B — 0 et t < 0, pour retrouver
M ~ (—t)ﬁ (¢c) que g (x — —o00) — (—z)" " lorsque B — 0 et t > 0 pour retrouver
M ~ BY/* (W)_’Y ~ (BY /6B =7 ~ BBHN/(BO4=7 ~ Bt en utilisant
la relation de Widom Eq.(4.129). La fonction g décrit le passage (crossover) entre
la situation ot B domine et celle ot [t| domine. Tant qu’on est a B # 0, la fonction
g est continue en fonction de t car on est pas au point de transition. Tout ce qui

change dans les considérations ci-dessus lorsque B < 0, c’est que B — —B et
M — —M.
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4.7.2 Invariance d’'échelle

Le critére pour la validité de la théorie de Landau peut étre formulée d’une autre
fagon.

Definition 4 rg est le volume ou les fluctuations du paramétre d’ordre sont com-
parables & la valeur moyenne du paramétre d’ordre en équilibre.

On peut trouver rg de la fagon suivante. Estimons les fluctuations dans un
volume V = r§ a l'aide de 1’équation Eq.(4.130). On obtient

1

d—2+n
To

(AMAM) ~ (4.136)

Evidemment, plus ro est petit, plus les fluctuations sont grandes. On pose ce
résultat égal a M2 ~ |t|*’ . Cela nous donne

ro ~ [¢| 728/ (=2 (4.137)

En théorie de Landau, il faut que r( soit beaucoup plus petit que la longueur de
corrélation £ > ro. En d’autres mots, il faut que lorsqu’on a atteint une distance
plus grande que 7g, les fluctuations deviennent petites par rapport au carré du
parameétre d’ordre. Celui-ci répond a une perturbaton externe sur une distance
plus grande, soit £&. En effet, on a obtenu cette longueur en théorie de Landau
en supposant qu’on pouvait négliger les fluctuations du parameétre d’ordre. En
théorie de Landau avec d =3, 7 =0, 8=1/2,0n a

ro ~ |t (4.138)
alors que la longueur de corrélation obéit a
¢~ Jt Y2 (4.139)

La longueur r( croit donc beaucoup plus rapidement que £. C’est une autre fagon
de retrouver le critére de Ginzburg. Tant que ry est beaucoup plus petit que
&, i.e. tant qu'on est pas trop prés de T, la théorie de Landau (ou de champ
moyen en général) s’applique. Suffisamment prés du point critique, les consid-
ératons précédentes montent que la théorie de Landau ne s’applique plus en trois
dimensions. Lorsque o ~ &, ro dans la théorie correcte ne grandit plus et il n’y a
plus qu’une échelle de longueur dans le probléme qui est £&. En remplagant ry par
¢ dans l’équation pour rg Eq.(4.137), on obtient

€ ~ [t/ Y (4.140)

ou (d—2+mn)v = 2B. Mais la relation de Widom Eq.(4.129) nous donne que
v (2 —n) =~. Donc, dv = 28 4+, ou bien en utilisant la relation de Essam Fisher

Eq.(4.125)
[@=2=a] (101

Cette relation est la relation dite d’hyperscaling. La dérivation montre qu’elle n’est
évidemment pas satisfaite pour la théorie de Landau. C’est clair aussi puisque les
exposants ne dépendent pas de la dimension en champ moyen.
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4.8  Groupe de renormalisation (un apercu)

A T., la longueur de corrélation devient infinie. Il n'y a donc plus d’échelle de
longueur pertinente. On s’attend donc a ce que la théorie soit invariante d’échelle
a la transition. En d’autres mots, partons de (on écrit h plutot que B)

Z:/DMexp [/ddr (hM+ (tM2+c(VM)2) +uM4+UM6+...)

(4.142)
On remarque que le fait que I’énergie libre ne soit pas analytique a la transition
ne permet pas le développement de Landau. Cependant, comme argument dans
I’exponentiel, le développement est permis puisqu’il représente 1’énergie libre sur
des distances relativement courtes. On trouve a la fin (on justifie & postériori)
que cette forme gros grains (coarse grained) de I'argument de I’exponentielle est
cohérent.

L’invariance d’échelle, de fagon plus précise, veut dire qu’il y a des valeurs des
paramétres entrant dans la fonction de partition ci-dessus qui sont tels que si

(1) on inteégre les M (q) pour de grands q compris entre la coupure (le cut-
off) A (qui est le pas du réseau au départ) et A/s ou s est un facteur d’échelle
infinitésimalement preés de Punité (la nouvelle coupure pour g est A/s)

(2) on change ’échelle des vecteurs d’onde de telle sorte que ¢’ = sq ait la
méme coupure A que la théorie de départ

alors on retombe exactement sur la méme théorie. Ces deux opérations définis-
sent ce qu’on appelle un groupe de renormalisation (ou plus précisément un semi-
groupe car U'inverse de 'étape (1) n’est pas définie). La théorie invariante d’échelle
s’appelle un point fixe. Elle correspond au point de transition.

Pour clarifier les idées, faisons I’étape (2), changement d’échelle, explicitement
dans Pexpression de la fonction de partition ci-dessus. Comme ¢’ = sq, cela veut
dire pour les distances que s’ = r. Comme M n’est qu’une variable d’intégration,
on peut aussi changer sa définition comme on veut. Choisissons donc M = s™M’.
11 reste,

- / DA exp l — [t (nsmh (1520 4 eso=? (V1))
+US4mMI4 + ,USGmMIG + .. )
(4.143)
Pour que la théorie qu’on cherche soit non-triviale, il faut que le coefficient du
gradient reste constant sinon chaque site devient indépendant. Choisissons donc
m tel que s¥T2m=2 =1 ie. m =1— £. La nouvelle théorie a exactement la méme

2
forme que la théorie de départ a condition de définir

Bo= sttmp =ity (4.144)
t = st = g% (4.145)
u = sy = shdy (4.146)
v = stTEmy = 6724y (4.147)

Les relations ci-dessus sont des relations de récurrence qui définissent comment les
paramétres se transforment sous changement d’échelle. Des relations analogues
existeront si on fait les deux étapes prescrites ci-dessus. Dans le jargon, on dit
que ces relations définissent I’écoulement (flow) des parametres de I’hamiltonien
sous renormalisation. La tendance est claire dans notre cas simple. Si d > 4, il
suffit de choisir ¢ = 0 et A = 0 pour qu’aprés avoir itéré suffisamment, la théorie
converge vers un point fize ou u’ = 0,v' = 0. Ces parametres qui convergent vers 0
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sont dits non-pertinents (irrelevant). Dans notre cas simple, la théorie résultante
est la théorie gaussienne a T = T, qui ne contient que le terme (VM )2. Les
modes de fluctuations sont indépendants, contrairement au cas ot le terme en M*
est présent. Le fait que plein de constantes de couplages (coefficients des termes
en M7) iterent vers zéro (sont non-pertinents) montre bien comment plusieurs
détails microscopiques ne sont pas pertinents pour décrire le comportement au
point critique.

En d plus petit que 4, (mais d suffisamment grand pour qu'il y ait de 'ordre)
la théorie de point fixe aura une forme ou tous coefficients a partir de v’ (i.e. ceux
des pluissances de M plus grandes ou égales a 6) tendront vers 0. La théorie sera
non-triviale et non-gaussienne parce qu’il y aura une valeur non-nulle du coefficient
de M? et de celui de M*. Il y aura, comme ci-dessus, deux paramétres pertinents
(relevant), i.e. qui grandissent sous renormalisation. L’énergie libre ne dépendra
que de ces parameétres. Autrement dit, on pourra dire que ’énergie libre par unité
de volume peut s’écrire

Fth) = sid £ (ts¥ hson). (4.148)

On peut relier les exposants y; et yp aux exposants définis précédemment. Par
exemple

of 1 Of (ts¥t, hs¥n)
m(t,h=0) = = == —F07=
Oh|,_o 59 oh heo
s¥r Of (ts¥, hs¥™) sYn
h=0
Si on choisit s¥* =t~1, on trouve que
—d
m (t,0) = (t*l/yt>yh m (1) (4.150)
d’oul d
8= ;y”. (4.151)
t

On a en plus en bonus que comme s = ¢t~ /¥ donne la loi de transformation des
longueurs puisque sr’ = r,
v=1/y; (4.152)

Une dérivée supplémentaire par rapport & h nous donne

2yp—d
X(t,h=0) = (t‘l/y“) " (1,0 (4.153)
d’ol on déduit que
2 d
vz O (4.154)
Yt Yt

En dérivant deux fois I'énergie libre par rapport & ¢ pour trouver la chaleur
spécifique, on trouve

2yt 92 f (ts¥t. 0 2y:
C(t,0) = 2 f(isz) — 20 (ts",0) (4.155)
S a(tsyt) o S
et donc, en choisissant encore une fois s = t~'/¥* on a
2y —d
C (t,0) = (t—l/yt) (4.156)
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d’ou J
a=2——. (4.157)
Yt

On reconnait la relation d’hyperscaling lorsqu’on utilise le résultat obtenu ci-dessus
v = 1/y;. On vérifie aussi, par exemple, la relation de Essam-Fisher.

d d o\ 2y d
a+2ﬂ+7:2—+2(—y})+y’—:2 (4.158)
Yt Yt Yt Yt Yt

Pour trouver I’exposant 9, on part encore de I’équation d’échelle pour la densité
d’énergie libre. Cela donne,

of 1 Of (ts¥t, hs¥n)
m(E=0h) = = =2 a3
Ohl|,_, s oh =0
s¥Yn af ts¥t, hs¥n sYh
= |, T )
t=0

En choisissant s¥» = h~! dans cette équation, on retrouve

m(t =0,h) = A= nm (0,1) (4.160)
d’ou
sl = —14dfy,; 6= - (4.161)
d—yn

Les exposants ne peuvent pas dépendre des détails microscopiques car la théorie
n’a pas de longueur microscopique apparaissant explicitement (sauf dans la rela-
tion entre h.,T. et les quantités microscopiques). Les exposants ne dépendent
que de propriétés de symétrie trés générales comme la dimension de I’espace et la
symétrie du parameétre d’ordre. Comme en d plus grand que quatre la théorie est
gaussienne et facilement soluble, on peut “comprendre” qu’il soit possible d’obtenir
les exposants comme une série en puissances de ¢ = 4 — d. (voir la dépendance
en 4 — d de la relation de récurrence pour u, Eq.(4.146)) C’est fait en pratique.
On peut aussi obtenir les exposants en puissances de 1/n ot n est le nombre
de composantes du parameétre d’ordre. On dit que les exposants apparaissent a
des “classes d’universalité” qui sont déterminées par la dimension de l’espace, la
symétrie du parameétre d’ordre et la portée des forces. En fait, méme certains
aspects des fonctions comme f ci-dessus sont universels dans le sens qu’on vient
de décrire.

Remarque 10 Les phases ordonnées ou désorsonnées sont décrites par des points
fixes triviaux, i.e. des points fizes ot il n’y a plus d’interaction car, aprés avoir
renormalisé suffisamment, on contemple des longueurs qui sont plus grandes que
la longueur de corrélation. Dans une phase ordonnée loin du point critique, ce
n’est plus la valeur des exposants qui compte.

Remarque 11 En théorie des phénomeénes critiques, on abandonne l’idée de cal-
culer T, par exemple pour se concentrer sur la valeur des exposants et autres
quantités universelles.
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Chapitre 5 : Hamiltoniens effectifs et seconde quantification

5.1 Théorie des perturbations dénegénérées
5.2 Oscillateur harmonique et opérateurs d'échelle
5.3 Seconde quantification
- Bosons
- Fermions
- Changement de base
5.4 Opérateurs a un corps
5.5 Operateurs a deux corps
5.6 Approximation de Hartree-Fock
5.7 Origine des hamiltoniens effectifs ferro- et antiferromagnétiques
- Etats de Wannier et modéle de Hubbard
- Modeles de Heisenberg ferromagnétique et antiferromagnétique.
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1.4. Oscillateur harmonique 13

1.4 Oscillateur harmonique

1.4.1 Etats propres et opérateurs d’échelle

Le systeme le plus simple et le plus important dans toute la physique théorique est sans doute
I'oscillateur harmonique. L’hamiltonien d’un oscillateur simple est

1
H=_—+ -mw’X? (1.56)

ou m est la masse de l'oscillateur et w sa fréquence. Rappelons ici comment on détermine le spectre
de 'hamiltonien a I’aide des opérateurs d’échelle (voir la section 1.1.3): on définit 'opérateur

a= E(X +iP/mw) (1.57)

En tenant compte de la relation [X, P] = ih, on vérifie aisément que
L, i t
H = §hw(a a+aa') et [a,a']=1 (1.58)
La relation de commutation nous permet d’écrire

1
H=hw(N+ 2) N

5 a'a (1.59)

Les opérateurs a et al, qui ne sont pas hermitiques, ont la propriété de diminuer et d’augmenter
respectivement la valeur propre de N, donc aussi de H. Pour cette raison, a et af sont appelés


tremblay
Barrer 


14 1. Principes Fondamentaux et Revision

opérateurs d’échelle. Soyons explicites : soit |n) un vecteur propre de N avec valeur propre n. Alors
aT|n> est encore un vecteur propre de N, cette fois avec valeur propre n + 1, car

Na'|n) = a'aa’|n)

= a!(1 + d'a)|n)

(1.60)
= (1+n)al|n)
x [n+1)
De méme, I’état a|n) correspond a la valeur propre n — 1:
Nal|n) = a'aa|n)
= (=1 t
(=14 aa")aln) (1.61)
= (—1+n)aln)
x |n—1)
Ces propriétés se réfletent dans les relations de commutation
[N,a'] = a [N,a] = —a
En général, si le commutateur de deux opérateurs A et B est [A, B] = (B, cela signifie que

Popérateur B, agissant sur un état propre de A avec valeur propre «, produit un autre état propre
de A avec valeur propre a + f3.

En supposant que 1’état [n) est normalisé, on peut en déduire la norme de af|n):
(nlaa’|n) = (n|(1+d'a)|n) = (n + 1){n|n) (1.62)

Il s’ensuit que

alln) = vVn+1jn+1)
aln) =+vnln=1)  (n#0)

On déduit de cette derniére relation que n doit étre un entier positif ou nul. En effet, ’ensemble
des valeurs propres de N forme une suite de valeurs espacées de 1:

(1.63)

..n+2, n+1, n,n—-1,n-2... (1.64)

et & chacune de ces valeurs propres ne correspond qu’un seul état propre (aucune dégénérescence).
Si n n’était pas un entier, il s’ensuivrait une suite infinie d’états de norme négative avec n < 0, ce
qui est impossible : on a supposé des le départ que le produit bilinéaire est défini positif sur I’espace
des états. Si n est entier, cette suite se termine avec n = 0 en raison de la relation a|0) = 0. L’état
|0) est donc I'état fondamental de I'hamiltonien : H|0) = hw|0). Les états excités s’obtiennent
alors simplement en appliquant a' & répétition :

Hin) = (n+ )hln)  In) = ——(a')"]0) (1.65)

1
vl
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Remarques :

e Un opérateur de la forme a'a, oll a est un opérateur quelconque, n’a que des valeurs propres
positives ou nulles. En effet, il suffit de montrer que la valeur moyenne de afa dans n’importe
quel état |1)) est non négative :

(lataly) = (a|ay) (1.66)
Cette derniére quantité étant la norme d’un vecteur d’état, est positive, ou nulle si a|y) = 0.
e Comme [H,a] = —hwa, I’évolution temporelle de a est donnée par
- %[H, a = —iwa = a(t) = a(0)e (1.67)

Ce qui coincide avec la version classique du probleme.

e La fonction d’onde de ’état |n) se trouve aisément en appliquant l'opérateur différentiel
mw 1 .d
a =/ — <—FL + x) (1.68)

sur la fonction d’onde de I'état fondamental ¢,(x) = (z]0). Cette derniere satisfait a I’équation

(hd + 1:) Yo(z) =0 (1.69)

mw dx

Ce qui implique

Py(x) exp—%mwa/h (1.70)
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CHAPITRE 4

Deuxieme Quantification

Les premiers cours de mécanique quantique se concentrent sur des systémes qui n’ont qu’un
petit nombre de degrés de liberté, dans le but évident de simplifier I’exposé. Cette approche permet
de couvrir des systémes importants (par exemple des atomes isolés dans des champs extérieurs)
mais ne permet pas de couvrir la plupart des systemes physiques importants, dans lesquels le
nombre de degrés de liberté est quasi infini : solides, champ électromagnétique, etc. Ce chapitre
est consacré au développement d’'un langage utile a la description des systémes ayant un nombre
tres grand de degrés de liberté.

Pour ce faire, nous partirons d’un espace des états a une particule et construirons un espace des
états ou le nombre de particules peut prendre plusieurs valeurs. Sur cet espace nous pourrons con-
struire un hamiltonien incorporant les interactions entre les particules. Ce formalisme pourra étre
appliqué a la fois aux bosons et aux fermions, et permettra d’écrire de maniere simple un hamil-
tonien représentant l'interaction d’un grand nombre (10?%) de particules identiques en incorporant
de manieére automatique les propriétés d’identité des particules.

4.1 Espace de Fock

Dans toute cette section nous emploierons la notation unidimensionnelle (pas de signes vecto-
riels) dans le but d’alléger la notation; des vecteurs seront cependant implicites.

4.1.1 Etats symétrisés

Considérons un type de particules identiques (des bosons) pour lequel V; est I'espace des états
a une particule. Sur cet état on peut utiliser la base des positions {|x)}. Tout état |¢)) dans V] peut
alors eétre décomposé comme suit :

v} = [ do vl (41)
Rappelons que les états |z) ont la normalisation suivante :

(x|z') = 6(z — ') (4.2)

Appelons V,, I'espace des états a n particules. Si les n particules n’étaient pas identiques, cet
espace serait simplement le produit tensoriel de V; n fois : V, = V; ® V; ® ... ® V;. Cependant, les
particules étant des bosons, seul les états symétriques par rapport aux permutations des particules
doivent étre conservés. Ces états forment un sous-espace vectoriel V, de V.



4.1. Espace de Fock 65

Prenons le cas n = 2. Une base pour V, est donnée par le produit tensoriel des états propres
des positions des deux particules : |z)|y). Une base pour V, est obtenue en sélectionnant la moitié
de ces vecteurs de base : ceux qui sont symétriques lors de ’échange x < y:

umEjgmm+mm> (4.3)

Constatons que ces états ont la normalisation suivante :
(@' ¢ |v,y) = 0(z — 2")o(y — y') + d(z — y)o(z" — y) (4.4)

La relation de complétude dans V, (et non pas dans V;) prend alors la forme suivante :

1
5 [ dady e,y =1 (4.5)

Cette relation se vérifie par application sur |2/, y'). On peut alors définir la fonction d’onde & deux
particules ¢(x,y) associée & un état arbitraire |¢) de Vj:

8(w.9) = (2.31¢) = 16) = 5 [ dady ola.y)l,y) (146)

La généralisation a V,, est la suivante : les états de base sont définis par une somme sur les
permutations possibles de n particules :

’xh Loy ooy T Z ‘.’II ’xp(2 |xp(n)> (47)

peSu

Ici p dénote une des n! permutations de S,,. On voit que

|T15 gy -+ @) = [Tp(1)s Tp(ys - - 5 Tpn)) (4.8)

et l'espace V, engendré par les vecteurs (4.7) est manifestement symétrique par rapport a une
permutation des particules.

Les états (4.7) ont la normalisation suivante :

<$17 Loy e 7$72’y17y27 s 7yn> = 1)|yq(l) e <‘Tp(n)’yq(n)>

)
xl)lfl(l) ’y1> o <qu’1(n) ‘yn>

1
n! Z (@
g € Sn
1
DI
4 € S (4.9)
= Z <‘Tp(1)|y1> T <xp(71,)’yn>

p € Sy

Z 5 - yl 5(:6[)(”) - yn)

p €S,

Dans la deuxieme équation nous avons changé I'ordre des facteurs dans chaque terme, de sorte que

ly;) arrive en premier, |y,) en deuxieéme, etc. Ceci est équivalent & changer I'indice ¢ apparaissant
_1 . LN ’ . . s’ .

dans (2,;|Y,)) en ¢ (i). Dans la troisieme équation nous avons changé la variable de somme
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p en pq, ce qui fait disparaitre ¢ de ’expression sommée et nous permet d’en calculer la somme
trivialement : ) 1= nl. Le résultat de ce calcul peut s’exprimer sous la forme équivalente suivante :

<$17$27 s 7xn|y1a Yoy yn> = Z 5(3:1 - yp(l)) U 6($n - yp(n)) (410)
p € Sy

De cette normalisation on déduit la relation de complétude suivante :

1 n
1= n'/deL |T1, Toy ooy ) (Tq,Toy .oy T, (4.11)
i=1

De méme, on définit la fonction d’onde & n particules associée a I'état |¢):

Oz, ... x,) = (T, ..., 2,|0)

1 (4.12)
lp) = o /de‘l codz, ¢y, xy)|Ty, )
4.1.2 Opérateurs de création et d’annihilation
Définissons maintenant I’espace des états élargi :
V=VeVieV,eV;®--- (4.13)

Cet espace porte le nom générique d’espace de Fock. Notons qu’il ne s’agit pas d’un produit ten-
soriel, mais d’une somme directe! Le seul état de V|, est le vide |0), qui par définition ne contient
aucune particule. La normalisation des vecteurs de base définit en quelque sorte le produit bilinéaire
sur ’espace V. Pour compléter cette définition sur V, il faut spécifier que les espaces correspondant
a des nombres différents de particules sont orthogonaux : V, LV, sin # m.

Pour naviguer dans V il nous faut définir 'opérateur de création v'(z), qui nous fait passer de
V,aV,
o)z, ..z, = |z, 2y, ..., T,) (4.14)
Il ne s’agit que d’une définition : cet opérateur est défini par son action sur les états de base.
L’adjoint de v'(z) a alors I’action suivante :

P(@)|zy, . m,) = 25(56 — x|y, Ty (4.15)

ou I; signifie que cette position est omise. Pour démontrer cela, il suffit de vérifier que cette
expression pour v est compatible avec la définition de ’adjoint, pour tous les vecteurs de base
possibles. Le calcul explicite se fait comme suit :

<y1 s ‘ynfl‘w(x)"rh s 7$n> = <$‘,y1 s -y,L,1’x17 ce 7‘rn> = <y1 N 'y’n717x‘x17 ce ,.’L',”>
= Z 5(y1 - mp(l)) e 5(yn—1 - xp(n—l))5($ - xp(n))
p € Sy

n

= Z 6(y, — xq(l)) 6 (Y — xq(n)) 6(z — ;) [q(i) absent]

=1 q € Sn—l

n
= Zé(x — ) (Yps e s YTy oo Ty oo Ty,)
i=1

(4.16)
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Dans la troisieme équation nous avons réarrangé la somme en regroupant les termes qui ont 6(x—z;)
en commun; il y a (n — 1)! termes de ce type pour chaque valeur de i. La derniére équation étant
valable pour n’importe lequel état de base (y,,...,y,_;|, on en conclut que la relation (4.15) est
correcte.

Il est ensuite facile de démontrer la relation de commutation suivante :

[Y(x), ¥ (y)] =0 (@), ¥ (y)] = 6(z —y)

4.1.3 Etats antisymétrisés

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des systemes de bosons. A la différence des bosons, 1’état
d’un ensemble de fermions doit étre antisymétrique lors de I’échange de deux fermions ou en général
lors d’une permutation impaire de n fermions. Nous procéderons comme pour les bosons, mais avec
moins de détails. La différence est que seuls les états antisymétriques de V, feront partie de V.

Par exemple, dans le cas n = 2, les seuls états admis seront

1
x,y) = —(|x — T 4.17
|,y) \/i(‘ )y) = ly)lx)) (4.17)
Ces états sont antisymétriques (|z,y) = —|y, x)) et ont la normalisation suivante :
(@' |x,y) = 0(x — 2)o(y — ) — d(z — y)é(a" — y) (4.18)

La relation de complétude dans V, (et non pas dans V;) prend toujours la forme

1
5 [ dady e,y =1 (4.19)

et la fonction d’onde a deux particules ¢(x,y) associée & un état arbitraire |¢) de V, est
(j)(m, y) = <£C, y|¢> <f>(337 y) = _¢(y7 :L’) (4'20)

La généralisation a V,, est la suivante :
1
|.’IJ1, Loy 7$n> - ﬁ Z €p|$p(1)>’$p(2>> e ’xp(n)> (421)
" pES)K
Ces états sont bels et bien antisymétriques :

1
[T o) = = D Eal )} [api)

‘qe S,
1 (4.22)
=g, Y edra)lT@) - Tom)
\/m q € Sy
= e,l2y, 29, .., 2,,)

Dans la deuxieme équation, nous avons procédé a un changement de variable de sommation ¢ —
gp~" et nous avons utilisé le fait que £,,1 = e,6,1 = €,6,.
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Les états (4.21) ont la normalisation suivante :

1
<l’1, Loy - 7xn|y17 Yoy - - 7yn> = E Z €p5q<xp(l)|yq(1)> e (xp(71)|yq(n)>

"pa €S,

1

- E Z 817(171 <qu—1(1)|y1> e <mpq*1(n)‘yn>
Pas S (4.23)

= Z 5p<xp(1)|y1> o <l‘p(n)|yn>

p € Sp
- Z Ep(s(l'p(l) B yl) e 5(xp(n) - yn)

p € Sy

Dans la deuxieme équation nous avons réarrangé ’ordre des facteurs dans chaque terme de sorte
que les y; apparaissent en ordre croissant; ceci revient & changer i en ¢~!(i). Nous avons aussi utilisé
la propriété e, =¢,1 et £,6,1 =€,,1.

4.1.4 Relations d’anticommutation

Comme pour les bosons on définit des opérateurs de création et d’annihilation qui nous font
passer de V,, a V, ;. On définit toujours

¢T(x)]x1, Xy =Ty, y,) (4.24)

Cependant, ’adjoint de v'(z) doit alors avoir 'action suivante :

@)y, .z,) = 3 (~D)T6(w -2, 51y, (4.25)

i
Voici les détails explicites du calcul :

01 - s @110} = (o1 - Ys s 1)
=(=1)"NYy, ...y, xlTy, . T,)
= (_1)n+1 Z Ep(s(yl - xp(l)) U 5(3/77,—1 - xp(n—l))é(x - ‘Tp(n))

p € Sy

[q(i) absent] = (1" Y4 Y e (1" Sy — @) 6y — @) ¢ Oz — )

=1 q € Sn,l

n
= Z(_l)Hlé(x - xz‘)<y17 tet ,yn,1|331, tet v@» te 7$n>
i=1

(4.26)
Dans la troisitme équation nous avons utilisé le fait que e, = £,(—1)""" si p(n) = i et si ¢ est la
restriction de p aux particules restantes.

La conséquence de action de 1(z) est que les relations de commutations sont remplacées par
des relations d’anticommutation :

{tb(z),9(y)} =0 {¥(@), ' (y)} =z —y) (4.27)
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ou les accolades signfient un anticommutateur :

{A,B}Y= AB + BA (4.28)

Dans ce qui suit nous allons traiter des bosons et des fermions simultanément. Dans ce but
nous utiliserons la notation suivante :

1 (bosons) 1 (bosons)
n= : 1, = . (4.29)
-1 (fermions) €p (fermions)
4.1.5 Densité et nombre de particules
On définit 'opérateur de densité de particules'
p(x) = Yl (2)y () (4.30)

On vérifie les commutations suivantes, valables pour les bosons comme pour les fermions :

[p(2), ¥ (y)] = =0(z —y)v(x)  [p(2), " ()] = 6(z — y)¥' () (4.31)

Ces relations démontrent que p(x) représente la densité des particules au point . Pour préciser ce
point, considérons Ny, I'intégrale de p dans un volume V':

Ny = [ de pla) = [ do vl @i (4.32)

L’intégration des commutateurs ci-haut donne

[Ny, (y)] = (4.33)

0 autrement

{—wy) sioyev

(une relation similaire existe pour ). On constate alors que 1(y) et 1f(y) sont des opérateurs
d’échelle pour Ny, ils en diminuent ou augmentent la valeur par 1, ce qui confirme que Ny, représente
le nombre de particules dans V' et que p(x) a bien I'interprétation voulue.

Parallelement a cet opérateur densité on définit un opérateur de courant :

I A T
S A ) (4.34)

Le flux de la valeur moyenne de cet opérateur a travers une surface quelconque est le nombre moyen
de particules traversant cette surface par unité de temps. Remarquons la parfaite analogie avec la
densité de probabilité et le courant de probabilité en mécanique quantique a une particule.

I Ne pas confondre avec I'opérateur densité en mécanique statistique.
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4.1.6 Etats de base différents

La base définie en (4.7) est celle des états propres de la position. Cependant, toute autre base
peut faire l'affaire. En particulier, on peut définir les états suivants a ’aide de la base des états
propres de l'impulsion {|k)} (ou du vecteur d’onde):

|k17k27'-'a n an|k |kp(n)> (435)

PGSN

pour lesquels la normalisation est (d est la dimension)

<k1? k?’ T IL‘q17 dy; - - - 7qn> = (271_)71(1 Z npé(kl - qp(l)) ce 6(kn - qp(n)) (436)
et la relation de complétude

1 n
=TI ki) b (437
Y=l

La fonction d’onde est toujours définie comme
O(kyy .. k) = (kyy ook l0) (4.38)

Les opérateurs de création et d’annihilation dépendent maintenant de k. 9(k) crée un état
d’impulsion k et ¢ (k) détruit un état d’impulsion k. Ces opérateurs obéissent aux relations

[(k), ¥ (q)] = 2m(k — q) (bosons)
{(k), W(Q)} =27m0(k —q) (fermions)

[ (K), ¥ (q)]

(4.39)
{(k), ¥(a)}

Etant donné que
k) = / dz ™ |xz) (4.40)

on démontre facilement que
v = [dr et u@) W) = [doetua) (4.41)

En général, si on désire utiliser les avantages d’une base arbitraire (discrete) {|r)}, on définit
les états comme ci-haut, avec la correspondance

Sz —y) =9, / de— ) (4.42)

La transformation unitaire qui nous fait passer des états |k) aux états |r) est la méme qui nous
fait passer de ¥'(k) & 'opérateur de création 1| associé & |r).

Notons cependant que dans le cas d’un spectre discret, les états |r) ne sont pas normalisés
(bosons): on a

(1, Ty ey | S15 Sy - ooy Sp) an s O, ¢ S (4.43)
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Pour que les deux états ne soient pas orthogonaux, ils doivent contenir la méme liste d’indices
modulo l'ordre dans lequel les indices apparaissent. On peut dénoter un état par un ensemble de
k indices r; et le nombre n,; de fois que cet indice apparait (Zf n;, = n). Autrement dit, ’ensemble
des (r;,n;) représente I'état
|) = | Ty ey Ty ey Ty ey Tg) (4.44)
N—— SN——

ni Nk

On démontre facilement que cet état a la normalisation suivante :
(Plp) = nqlny!. .. ny! (4.45)

Dans le cas de fermions, la fonction d’onde associée a un état antisymétrique a la forme suiv-
ante :

1
T N AT CTRRRY I nl Z 5p5q<xp(1)"“(%(n)Hrq(1)>“"Tq(n)>
" pgES,
1
= ﬁ Z 8‘10“€q<'1"pq*1(1)| U <$pq*1(n)”rl> T |rn>
P,gESy,
4.46
=3 eplapm - (i) - 1) (4.46)
pEeES,
= Z quzz)rl (‘rp(l)) T wrn (l‘p(n))
PES,
= det [, (x;)

Cette fonction d’onde est un déterminant de Slater:

U(xy,...,x,) =det (4.47)

4.2 Hamiltonien a un corps

Dans cette section nous allons exprimer, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation,
un hamiltonien ne comportant que des termes & un corps, c’est-a-dire ne comportant pas d’interac-
tion entre les particules. Les termes a un corps sont I’énergie cinétique de chaque particule et
I’énergie potentielle externe que ressent chaque particule séparément. Nous discuterons aussi de la
solution générale a ce type d’hamiltonien, c’est-a-dire de la forme des états propres.
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4.2.1 Opérateurs a un corps

Soit O un opérateur agissant dans I’espace des états a une particule V. Par exemple, O peut étre
I’énergie cinétique P?/2m de la particule, ou un potentiel extérieur V(z) auquel chaque particule
est soumise. L’action de O sur l’espace a une particule V; est bien définie. On s’intéresse ici a un
hamiltonien H; qui est la somme de cet opérateur a un corps sur toutes les particules du systeme :

H =)0, (4.48)
i=1

ou la somme est faite sur les n particules figurant dans l’espace V. O, est une copie de O agissant
sur la ¢ copie de V] figurant dans V,:

1
01|CC1, s 7$n> = ﬁ ano‘xp(1)>|$p(2)> e |xp(n)>
op

1 4.49
02"T17"‘7wn> = ﬁznp‘xp(l)>o|xp(2)>|xp(n)> ( )
TP

ete. ..

C’est a cette ¢ copie de V] qu’on fait référence en parlant de la ¢ particule, car bien sir les
1 )
particules elles-mémes sont indiscernables et on ne peut les numéroter.

Le but de cette sous-section est de démontrer la formule suivante pour H;:

H, = / dedy (4/0z) ¥ (v)y(z) (4.50)

ou (y|O|z) est I'élément de matrice de O entre deux états de base a une particule. En fonction de
cet élément de matrice, I’action de O sur une particule peut s’écrire ainsi :

Olz) = / dy (5|0} ) (4.51)

Pour démontrer la formule (4.50), étudions l'effet de H, sur un état de base & n particules, en
utilisant la relation ci-dessus :

1
Hl"r17'~-7mn> - mznp/dy <y’0‘xp(L)> ‘xp(l)> ‘ > '”‘xp(n)> (452)
oap M

7

ou y apparait & la position i. Pour une valeur fixe de p(i), la somme sur p fait passer |y) partout
dans le produit tensoriel et on peut écrire

H|zy,...,x,) = Zn”l /dy W|Olx;) |y, @y, ... Ty, ... x,)
_ /dxdy WOk S a6 — w )y ws - F ) (4.53)

_ / dedy (y[Olz) ¢! (y)d(2)|ay,. .., ,)

La formule (4.50) est donc vérifiée pour un état de base arbitraire |z,,...,z,) et donc pour tous
les états.
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Energie cinétique
Comme premier exemple, considérons I’énergie cinétique O = P?/2m. L’élément de matrice est
2,2

wlols) = | @) 52 ) ol

1 o
=35 /(dp) Rl pPe?v—7)

b | (4.54)
— o0 [ (@p) )
R,
= 0y )
L’opérateur H, correspondant est alors
h? '
Hy = g [ dedy 825(a ~ v (1) 01
h? .
— oo [ dody 3o~ ¥ ()220 (455)

2
o [ do v @)

E‘nergie potentielle
Comme deuxieme exemple, considérons un potentiel O = V(z) commun a toutes les particules.
L’élément de matrice est simplement (y|V|z) = V(z)(y|x), et

H, = / dz V(@) () () (4.56)

Ainsi donc on pourrait écrire un hamiltonien comprenant ’énergie cinétique de chaque particule
et un potentiel commun V(x) de la fagon suivante :

H, = /d:v V(@) (—hQa? V(e )> (@) (4.57)

Cet hamiltonien ne comporte aucune interaction entre les particules. En notation tridimensionnelle,
on écrirait plutot

H, = /d3r (e (—v2 +V(r )> P(r) (4.58)

Base des ondes planes
On peut tres bien écrire cet hamiltonien en fonction des opérateurs de création et d’annihilation
associés a la base des impulsions, tout simplement en utilisant les transformées de Fourier :

21.2
H, = /( ak) gt (k) + /(dk)(dq> V(k— g (k) (q) (4.59)

ou V (k) est la transformée de Fourier du potentiel V (z):

(k) = / dz eV (2) (4.60)
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4.2.2 Etats propres

Dans cette sous-section nous allons donner la forme générale des états propres d’un hamiltonien
a un corps comme (4.58). Ecrivons '’hamiltonien comme

, h?
H = /ddr DiIDy D= —%VQ +V(r) (4.61)

D est un opérateur différentiel hermitique. Cet opérateur différentiel possede en principe un en-
semble de fonctions propres orthogonales ¢, :

D, (r) = E,0,(r) / &r o (), (1) = 6, (4.62)

Ces fonctions propres peuvent servir de base dans l’espace des fonctions; ceci implique que
Popérateur ¢(r) peut étre développé selon cet ensemble de fonctions propres :

b0) =3 e, (1) ¢, = / & o)) (4.63)

Ici les ¢, sont de simples fonctions complexes, alors que les coefficients ¢, sont des opérateurs,
obéissant a la relation de commutation

cl] =4,, [c,,c,] =0 (bosons)

[CT ’ s

, _ (4.64)
{c,,cl} =9, {¢,,c,} =0 (fermions)

Ces relations de commutation se démontrent facilement en y substituant 1’expression (4.63) et en
utilisant les relations de commutation de l'opérateur ¢ (r). Notons que dans le cas des bosons, ce
sont les relations de commutation d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants.

En fonction des opérateur c,, I’hamiltonien prend la forme suivante :
H=Y [ @ degitDe,m
=Y [ @ deBpiem
r,s

(4.65)

L’hamiltonien a donc la forme associée a un nombre infini d’oscillateurs harmoniques découplés,
chacun avec une fréquence w, = E, /h.

Bosons
Dans le cas des bosons, I'hamiltonien (4.58) décrit donc une somme d’oscillateurs harmoniques
découplés. Nous connaissons les états propres d’un tel systeme :

ny, ..y = %@D’“ + (ch)m0) (4.66)
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ou |0) est I’état fondamental de tous les oscillateurs, annihilé par tous les c,. Evidemment, le
développement (4.63) nous permet d’affirmer que ¢(r)|0) = 0 pour toute valeur de r et donc que
|0) coincide avec le vide défini plus haut.

Le vide n’est cependant pas I’état fondamental, car ce dernier dépend du nombre de particules
dans le systeme. Comme 'opérateur N du nombre de particules, donné par

N = /d3r Y (r)y(r) = Zcicr , (4.67)

commute avec ’hamiltonien, les états propres de H ont un nombre déterminé de particules et il
existe un état fondamental pour chaque valeur de IN. Dans le cas de bosons, I'état fondamental a
N particules est obtenu en placant les N particules dans 1’état de plus basse énergie :

@) = —= () 10 (4.68)

ou on a supposé que les états a une particule sont numérotés dans ’ordre croissant des énergies :
E1<E2<E3<"'.

Fermions
Dans le cas des fermions, ’hamiltonien (4.58) est une somme d’oscillateurs fermioniques découplés.
Un oscillateur fermionique est défini par ’hamiltonien et les relations d’anticommutation suivants :

H = Ecle {e,cd} =1, {c,c} =0 (4.69)

Comme pour l'oscillateur harmonique, 'opérateur N = cf¢ représente un nombre entier, qui est
augmenté par l'action de ¢! et diminué par celle de ¢, en raison des relations de commutations
suivantes, qu’il est facile de démontrer :

[N,c] = —c [N, cl] = ¢ (4.70)

A la différence d’un oscillateur harmonique, on a les relations ¢ = 0 et (c')? = 0, qui font qu’il n’y
a que deux états indépendants dans I'espace de Hilbert : |0) (tel que c|0) = 0) et |1) = cf|0). Ces
états ont respectivement les valeurs propres N =0 et N = 1.

Les états propres d’'une somme d’oscillateurs fermioniques découplés sont spécifiés en identifiant
quels sont les oscillateurs occupés, c’est-a-dire ceux qui sont dans ’état |1). Le fait qu’on ne puisse
pas placer plus d’une particule dans un oscillateur (ou niveau a une particule) donné est le principe
d’exclusion de Pauli. Le vide |0) est bien sur annihilé par tous les opérateurs c,: ¢,|0) = 0. L’état
fondamental a N particules est obtenu en occupant les N oscillateurs ayant les énergies les plus

basses :
N
|®={Hd%m (4.71)

ol on a encore une fois supposé que les oscillateurs étaient numérotés dans ’ordre d’énergie crois-
sante. L’énergie de Fermi E est par définition ’énergie associée au N™° niveau d’énergie a une
particule; £ = E\. Tous les niveaux sont alors remplis jusqu’au niveau de Fermi. L’ensemble des
niveaux inférieurs a E, est appelé mer de Fermi. Les états excités sont obtenus en dépeuplant
un ou plusieurs niveaux dans la mer de Fermi et en peuplant des niveaux au-dessus de la mer de
Fermi.
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4.2.3 Gaz de bosons et de fermions libres

Considérons ici le plus simple de tous les hamiltoniens décrivant des particules identiques :
le gaz de particules libres. Les particules sont non seulement indépendantes, c’est-a-dire qu’elles
n’interagissent pas entre elles (le potentiel U(r,r’) est nul), mais elles sont aussi libres, car elles ne
subissent pas I'influence d’un potentiel externe V (r).

Plagons ce systeme dans une boite imaginaire de volume V afin de manipuler des états nor-
malisés. Les états propres de 'Eq. (4.62) sont alors des ondes planes :

1 a4 h?k?
L ik B 4.72
(Pr(r) - \/‘76 r om ( )
Les opérateurs ¢, définis plus haut sont en fait la transformée de Fourier de (r):
¢, — P = 1/d3r e ®Tyh(r) (4.73)
r k \/V
et obéissent aux relations de commutation suivantes :
T/Jk% - TIZZ)(TI%( = 5k,q (4.74)
L’hamiltonien s’exprime donc comme
. h2k2
H =" Bty By= - (4.75)
k
L’état fondamental (normalisé) & N bosons est simplement
) = —— ()" 10) (bosons) (4.76)
= — osons .
VNI

ol Yy = Yy, L'état fondamental (normalisé) a N fermions est obtenu en remplissant la mer de
Fermi. Comme I’énergie ne dépend que de la grandeur de k, la mer de Fermi est une sphere de
rayon kp (le nombre d’onde de Fermi) centrée a k = 0. Le nombre d’états a l'intérieur de cette
sphere doit étre égal a N et s’obtient a ’aide de la correspondance suivante :

20— [ gt (477

On trouve donc

1 4 3
= @i

(2mEF?3/2
673 h3

(4.78)

<|=

Une valeur fixe de E} correspond donc a une densité N/V donnée.
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4.3 Interaction a deux corps

Dans cette section nous allons exprimer, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation,
un hamiltonien ne comportant que des termes a deux corps, décrivant une interaction entre des
particules identiques.

4.3.1 Opérateurs a deux corps

Dans le but d’incorporer dans un hamiltonien des interactions entre particules identiques, il
faut tenir compte d’opérateurs a deuz corps, qui agissent dans l’espace a deux particules V;. Soit
O un tel opérateur; son action peut étre exprimée en fonction de ses éléments de matrice :

1
Olz,2) = 2/dydy’ (,y'[Olx, ") |y, y) (4.79)

ol on a inséré une relation de complétude sur les états a deux particules. Typiquement, O est un
potentiel d’interaction U(z,y), de sorte que O|x)|y) = U(z,y)|z)|y) (dans cette sous-section, nous
utilisons une notation unidimensionnelle pour alléger les expressions).

Un hamiltonien a deux corps est la somme sur toutes les paires de particules d’un opérateur a
deux corps :

Hy = Z o (4.80)

i<j

olt O;; est une copie de O agissant dans le produit tensoriel des copies de V) associées aux positions
i et j. Le but de cette sous-section est de démontrer I’expression suivante de H, en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation :

H, = / da:;ix’dy;ly’ <y’y/|0|x’$l>1/JT(y)?/)T(y/)w(x’)¢(x) (4.81)

La preuve se fait un peu de la méme maniere que pour l'expression (4.50), sauf qu’elle est un
peu plus compliquée. On applique H, sur un état de base a n particules :

1
H2|$1, s ?$n> = ﬁ Z npOij|xp(1)> e |xp(n,)> (482)
T pii<j
L’opérateur O,; agit sur les états aux positions ¢ et j. On montre facilement que
(W Y101, 2, ) Y ¥') = (U 10120, 250 [9) 1Y) (4.83)
et donc l'action de H, en fonction des éléments de matrice de O est

1 dydy’
H2|J}1, s 7xn> = ﬁ Z 77p/2 <y,y'|O|xp(i),xp<]—)>><

T pi<j
) - Jy) e 1Y) )

i j

(4.84)

ol y et y' apparaissent aux positions 7 et j respectivement. La somme ci-haut est effectuée sur les
n(n — 1)/2 paire de particules et les n! permutations des n particules. Il est possible de réarranger
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les termes de cette somme afin de mettre en évidence les éléments de matrice qui contiennent la
paire (z;,7;):

dydy
Hy|zy,...,x, Z/ W, V' 10lzs z)|ey, -y, x,) (4.85)

1<)

ou y et 3 sont aux positions i et j respectivement. On remet ensuite y et y' en premiere position (ce
qui cause un signe (—1)"7*! pour les fermions) et on remplace |z;,2;) dans 'élément de matrice
par |z,z’), tout en introduisant une intégrale avec fonctions delta pour compenser :

Hylzy,...,z, Z ’“H/dy y dzdz' (y,y'|Olz, 2")é(z — x;)0(z" — x;)x (4.56)
i<j .

/ ~ ~

|y’y7x1,-'-xi7'.-x‘j’.'-’x7l>
Au lieu de sommer uniquement sur les paires distinctes (i < j), on somme ensuite sur i et j
indistinctement, mais on compense en divisant par deux et en tenant compte du signe généré par
la transposition de ¢ et j:

dydy dxda’
Hy|zy,...,x, zn”ﬁl € 5 5 (y,9'|Ox,2")6(x — x;)0(x" — x;)x
(4.87)
|y7y7x17."‘@7".@7."7$n1>
ou nous avons défini le symbole suivant :
1 (i <j)
e; =40 (i=j) (4.88)
n (i>j)

Or, la derniére expression est précisément ce qu’on obtient par appliquations successives de deux
opérateurs d’annihilation et de deux opérateurs de création :

dxdz’ dydy’
H2’$1, s ,1'n> - / 2 T <y7 y/‘o‘x7 HC/WT(?J)W@/W(?U/W(%‘)’9517 T 7$n> (489)
L’ordre des opérateurs est tres important, surtout en ce qui concerne les fermions. Ceci étant
valable pour tous les états de base et pour tout n, on peut écrire H, comme en (4.81). Il est
conseillé au lecteur de refaire la démonstration ci-haut en détail dans le cas particulier de trois
particules (n = 3), pour en suivre toutes les étapes plus clairement.

Considérons un systeme de particules en interaction avec un potentiel extérieur V(z) et en
interaction entre eux par un potentiel U(r). Les éléments de matrices de 'opérateur & deux corps
U(r) sont :

(v, 9|0z, ") = U(z,2')(y, o |2, 2)

4.90
= Ula,2') {6z — )3’ — o) + n3(x — )6 — )} 90
L’hamiltonien correspondant est alors
H = /dx i (x ( —VQ +V(z )> P(x)
(4.91)

«/ P U — oyt 0! (@0 )
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En notation tridimensionnelle, on écrirait plutot

H= /d?’er ( v2+V(>>w(r)

37" 37“/
+ [ S U - 0l el

(4.92)

Particules avec spin

Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’'une seule espéce de particules. En général nous devons tra-
vailler avec plusieurs especes de particules, qui par exemple correspondent & différents états de
spin, différentes orbitales, etc. L’incorporation de plusieurs espeéces est tout-a-fait simple : il suffit
d’ajouter aux variables continues r (position) ou k (vecteur d’onde) un indice discret o représentant
I’espece. Par exemple, cet indice peut prendre les valeurs T et | pour un fermion de spin % Les
opérateurs de création et d’annihilation sont alors notés 9] (r) et v, (r), avec les relations de com-
mutation

[ (0), 90 ()] = 6,0 8(r =) [ty (x), 400 (x")] =0 (bosons)

. (4.93)
{15 (1), 5 ()} = 6,00(r — 1) {¥,(r), ¥ (r')} =0 (fermions)

Les intégrations sur r ou r’ doivent alors étre accompagnées de sommes sur o et ¢’. L’hamiltonien
général d’une particule avec spin s’écrit alors ainsi :

i3 [ vl ) (g V) ) i)
3T 37“’ N
X [ U e ) ()0 1)

(4.94)

Il est sous-entendu ici que le potentiel d’interaction U entre les électrons ne dépend pas du spin,
quoique le contraire soit en général possible.

4.3.2 Formulation lagrangienne

En mécanique classique, on peut remplacer les opérateurs ¢ et 1" par des champs qu’on désigne
par les mémes symboles : 1) et *. L’hamiltonien (4.92) provient alors du lagrangien suivant :

3 * [ %07 h2 2
(4.95)

d3rd3r’ . .
- [ U e @l
On vérifie que le facteur de ¢ dans la dérivée temporelle assure la réalité du lagrangien. Le moment
conjugué a (r) est thy*(r), ce qui mene, aprés quantification, a la relation de commutation
canonique

[¥(r),ihp"(r')] = ihd(r — ') (4.96)

qui coincide avec (4.16), ce qui confirme que le lagrangien a la forme adéquate pour les bosons.
L’écriture d’un lagrangien classique menant aux relations d’anticommutation est plus subtile. De
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telles relations ne peuvent pas découler d’une action dont les variables sont des nombres (réels
ou complexes). En fait, on définit pour la cause des variables anticommutatives (ou variables de
Grassmann) dont la dynamique mene a des relations d’anticommutation . Ce sujet est discuté a la
section 3.

Si on oublie pour le moment les interactions a deux corps et qu’on tire les équations du mouve-
ment de ce lagrangien (en variant le champ ¢*) on trouve I’équation de Schrodinger de la mécanique
quantique a une particule :

2
il = —j—mv% + V(r)e (4.97)

Il peut sembler curieux de trouver cette équation dans un contexte classique. C’est pour cette
raison que la procédure décrite dans cette section a recu le nom de deuxieme quantification: on
y procede a la quantification d’un champ (le champ de Schrédinger) dont la valeur classique est
égale a la fonction d’onde a une particule. Il est cependant malsain de considérer cette procédure
comme un deuxieme processus de quantification. En fait, la mécanique quantique ‘ordinaire’ a un
corps n’est pas une limite classique de la deuxieme quantification, mais une restriction de ’espace
des états a ’espace a une particule V.

4.4 Approximation de Hartree-Fock

L’hamiltonien décrivant un ensemble de fermions en interaction par un potentiel a deux corps
U(r) et plongés dans un potentiel externe V' s’écrit comme suit (nous oublions les degrés de liberté
de spin pour le moment):

H = /d%« Yi(r) [ - Vi+ V(r)] ¥(r)

2m

by [ @ v e U - o)) 499

=H, + H,

ol H, est H, sont respectivement les hamiltoniens a un et a deux corps.

En principe H; est soluble. Son état fondamental |2) est la mer de Fermi des états & une par-
ticule avec énergies £ < E,. En d’autres termes, |Q2) est le déterminant de Slater formé des N états
ayant les plus basses énergies (N est le nombre de particules). En revanche, I’état fondamental de
H = H, + H, nous est inconnu et il n’y a aucune raison de croire qu’il soit une antisymétrisation
d’états a une particules, c’est-a-dire un déterminant de Slater. En général le véritable état fonda-
mental sera une combinaison linéaire de déterminants de Slater (ces derniers, rappelons-le, forment
une base). Pour I’étudier nous en sommes réduits a des méthodes approximatives, comme la théorie
des perturbations. C’est cependant une méthode variationnelle qui nous intéresse ici.
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4.4.1 Méthode du champ auto-cohérent

La premiere méthode non perturbative utilisée dans le probleme a N électrons fut celle de
Hartree. Elle repose sur une base purement intuitive et suppose que 1’état fondamental est un
produit tensoriel simple d’états et que chaque électron se meut dans le potentiel moyen créé par
tous les électrons. En clair, I’état fondamental est écrit comme

@) = len)lpa) - low) (4.99)

ou les états a une particule |p,,) sont orthonormaux. Cet état n’est pas antisymétrisé: c’est ce qui
distingue 'approximation de Hartree de celle, plus réaliste, de Hartree-Fock. Sa fonction d’onde
est simplement

Uy(ry,.ry) = @(r) - on(ry) (4.100)

La densité d’électrons au point r’ dans cet état est
2
p(') = lea(r)] (4.101)
n
et le potentiel moyen créé a r par ces électrons est

Ur) = /d3r' U(lr — r'|)p(r) (4.102)

En retour, ce potentiel moyen contribue a déterminer les fonctions d’ondes ¢, (r) par I’équation de
Schrédinger :

R -
77mv3¢n(r) + [V(I') + U(r)]gpn(r) = Engpn(r) (4103)

Nous avons donc ici un probleme auto-cohérent (self-consistent): Nous devons connaitre les ¢,
pour calculer U et vice-versa. Ce genre de probleme se résout par itération : on commence par
U = 0 et on trouve une premiére approximation cpSLO ) aux fonctions d’ondes. Ensuite on calcule
UM 3 T’aide de ces fonctions d’onde et on résout de nouveau ’équation de Schrédinger pour trouver
une deuxieme approximation gogll ) qui & son tour nous permet de calculer U et ainsi de suite.
Ces calculs sont évidemment faits sur ordinateur et le processus s’arréte quand il converge a la
précision requise. La méthode de Hartree a été I'une des premieres applications des ordinateurs a

la physique?.

Le principal défaut de la méthode de Hartree est qu’elle ne tient pas compte du principe de
Pauli. La méthode de Hartree-Fock est un raffinement appréciable de la méthode de Hartree, dans
laquelle on cherche un état fondamental approché ayant la forme d’un déterminant de Slater et se
rapprochant le plus possible du véritable état fondamental, au sens variationnel : on minimise la
valeur moyenne de ’hamiltonien dans cet état fondamental approché.

Plus précisément, on cherche un ensemble de fonctions propres orthonormales ¢, (r) telles que

la fonction d’onde du fondamental approché |®,) soit
@1(ry) oo p(ry)
o(ry,..onty) =| : (4.104)
en(r) o pn(ry)

2 Hartree utilisait, dans les années 1930, des ordinateurs mécaniques, tels celui mis au point par V. Bush
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Les N fonctions ¢,, sont orthonormales et peuvent étre complétées pour n > N dans le but d’obtenir
une base orthonormale compléte en fonction desquelles le champ ¢ se décompose ainsi :

P(r) = a,p,(r) (4.105)

On a alors la relation d’anticommutation {a,,a! } = d,,.. Le vide |0) est toujours défini par la
relation 9 (r)|0) = 0 et I’état fondamental approché peut s’écrire

@) = al ... aly[0)

Le probleme précis qui se pose maintenant est de minimiser ’énergie (®,|H|®,) par rapport a
une variation des fonctions propres ¢, (1 < n < N). Notons que les opérateurs a,, se trouvent &
varier en méme temps que les ¢,,, puisque la relation (4.105) ne varie pas.

4.4.2 Théoréme de Wick

Avant de pouvoir minimiser I’énergie (®,|H|®,), il faut pouvoir I’évaluer. Cette expression
peut se ramener a une combinaison linéaire d’expressions de ce genre :

(chem) = (Dolehe, | Do)

n-m

<CZT'C;CkCz> = (q’o’CgC}Ckcz’q’&

Premierement, il est évident que (cfc,,) s’annule sin > N oum > N. Au contraire, si m,n < N
on peut écrire
@) = (=1 el el el |o)

A (4.106)
<®O|CIL = (_1)n+1 <0|CN <l
ou l'accent (") signifie que le facteur correspondant est omis. Il s’ensuit que
J (n < N)
el ={ o Iy (4.107)

Deuxiémement, calculons <cjc}ckcl>. Encore une fois, cette quantité s’annule si I'un des indices
1,7, k, 1 est plus grand que N. On constate que

)| By) = (=) ey, el el el )o)

o L (4.108)
(®glcch = (=1)™ e, (Oley...e] ... b e
ol
1 (k<)
0 (k=1)
Le produit de ces deux expressions n’est non nul que sit =%k, j=Ilousii=1, j=k:
()
¢;C:CCp) = —€11€;: (0,0, + 6,0
< 15k l> kl ,]( ik™ 5l il jk) (4110)

= 51'[5,7% - 5ik5jl
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A Daide de ces résultats, on trouve facilement que

(@[0! (r)e(r)|Rg) =Y I, (r)[?

N

(@9 () () () ()| Rg) =D [0, (1) Loy, () (4.111)

m,n

N
=D en@®)e, (), ()¢, (x)

m,n

Le premier des deux termes de la deuxieme équation est appelé terme direct et le second terme
d’échange.

La généralisation de ce résultat a des expressions plus compliquées s’exprime comme suit : si
on dénote la moyenne (cgcj) par le symbole suivant :

(cley=1ij (4.112)
On peut écrire la moyenne précédente comme
. =1
(cleleye) =ijhl—ijkl (4.113)

et une moyenne a six facteurs comme suit :

i _ Il \
(cjcheseqesce) 123456 — 123456

——
4123456 — 123456 (4.114)

=1 =
+123456 — 123456

(on a remplacé les indices symboliques par des nombres pour alléger la notations). Le trait reliant
un opérateur de création a un opérateur d’annihilation symbolise une contraction, c’est-a-dire un
facteur <cj;c]->. La moyenne d’un produit de n opérateurs de création avec n opérateurs d’annihi-
lation est égale a la somme de toutes les contractions possibles, chacune prise avec le signe de la
permutation nécessaire pour amener tous les opérateurs immédiatement a c6té de leur partenaire en
contraction. Ce résultat est une forme du théoréme de Wick, a la base de la théorie des perturbations

en théorie des champs (diagrammes de Feynman).?

3 Notons que ce théoréme, tel quexprimé ici, n’est pas valable pour des bosons, en raison de la possibilité
d’une occupation macroscopique de ’état fondamental. Cependant, il est valable si on exclut cette possibilité,
comme par exemple a température finie. Dans ce cas, les signes des différents termes sont tous positifs, car des
relations de commutation remplacent alors les relations d’anticommutation entre les opérateurs de création
et d’annihilation.
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4.4.3 Equations de Hartree-Fock

En utilisant le résultat (4.111), la valeur moyenne de I’hamiltonien dans ’état Hartree-Fock
est

N 2
I n
alim) =3 [t ol |- govieve)

N
1 e o (4.115)
+ 5 E d’rd’r U(I‘ r)[|(pn(r)| |(pm(r )|

= 0r (008112, (1), (1)]

Notre tache est de minimiser cette valeur moyenne en utilisant le calcul des variations sur les
fonctions ¢,,. Cependant, nos fonctions doivent étre orthonormales et cette contrainte peut étre
incorporée dans la valeur moyenne a l'aide de multiplicateurs de Lagrange en ajoutant le terme

suivant :
N
> ] [ Er e, - 6 (4.116)

m,n

En effectuant une variation de ¢} (r), on obtient I’équation suivante :

Ve ) 4 V(e )+ Y [ 4 UG = Dl ()P 0

N N (4.117)
=30 [ U = ) e o) + D) =0

Bien str, la variation des multiplicateurs +,,, ne fait que reproduire les contraintes d’orthonor-
malité.

Nous avons donc obtenu un ensemble de N équations intégro-différentielles non linéaires
couplées. Il va sans dire qu’il est hors de question de les résoudre de manieére analytique! Sig-
nalons toutefois la simplification suivante : il est possible d’effectuer une transformation unitaire
des fonctions propres ¢, sans affecter le déterminant de Slater, c’est-a-dire sans affecter 1’état de
Hartree-Fock. La solution des équations ci-haut n’est donc pas unique. Nous pouvons restrein-
dre le choix des solutions en demandant que la matrice v,,, des multiplicateurs soit diagonale :
Vo = €n0mn- Dans ce cas, les équations de Hartree-Fock peuvent s’écrire comme suit :

n-mn*

h2 2 3./ / /
~o Va#n(®) + Vi(r)e, (r) - /d ' Ve, ), () = €,¢,(r) (4.118)

ol nous avons défini le potentiel de Hartree Vi; et le potentiel non local d’échange Vi;:

N
Va) = V(r)+ Y / & Ulr — 1')pn ()2

N

Vp(r,r') =) Ur — 1)), (1), (x)

m

(4.119)
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Les équations de Hartree-Fock se résolvent de maniere itérative, comme les équations de Hartree.
La différence est la présence du potentiel non local d’échange V.

Les quantités €, jouent donc le role d’énergies a une particule, ce qui nous permettrait d’écrire
un hamiltonien deuxiéme quantifié (version Hartree-Fock) comme

Hyp =Y €cle, (4.120)

n

Cependant, nous devons garder a ’esprit que la solution variationnelle qui provient des équations
(4.118) n’est valide que pour une valeur précise de N. Si on augmente la valeur de N, les équations
de Hartree-Fock sont modifiées et toutes les fonctions propres changent en général. En termes
plus intuitifs, le fait de rajouter une particule modifie le potentiel dans lequel toutes les autres
particules se meuvent. L’énergie E (V) de I'état variationnel dépend donc de N. Cependant,
I’approximation de Hartree-Fock ne serait pas tres utile si ce changement était énorme. Le théoréme
de Koopman stipule que I’énergie Hartree-Fock Ey (V) du systeme a N particules, moins ’énergie
Hartree-Fock Ejp(N —1) du systeme a N —1 particules, mais calculée a I’aide des mémes fonctions
©,, que pour le systeme a N particules, est précisément égale a ’énergie de la N¢ particule :

Eyp(N) = Egp(N —1) = ey (4.121)

Ceci signifie que si la variation des fonctions ¢, est d’ordre § lorsqu’on enleve une particule, alors
I’énergie gagnée en enlevant une particule est donnée, a I'ordre §2, par €, le niveau d’énergie le plus
élevé parmi les niveaux occupés. On suppose donc que les niveaux d’énergie et les fonctions propres
de Hartree-Fock sont une approximation raisonnable méme si plusieurs particules sont enlevées du
systeme, pourvu que ce nombre soit petit par rapport & N. Ceci nous permet d’utiliser les fonctions
propres obtenues pour un systéme a N particules pour décrire un systeme de M particules (1—M /N
petit) mais dans lequel certaines particules sont excitées a des niveaux supérieurs.

Tableau 4.1 Niveaux d’énergie du fondamental de I'ion H™ et de ’atome
d’Hélium obtenus par diverses méthodes (tiré de BALLENTINE).

méthode H~ (Ry) He (Ry)
Hartree-Fock instable -5,72336
Etat variationnel -1,05550 -5,807449
Expérience -1,055 -5,80744

Hartree-Fock et les atomes simple

La méthode de Hartree-Fock est une méthode variationnelle limitée, puisqu’elle prend comme état
variationnel un seul déterminant de Slater. D’autres méthodes variationnelles peuvent s’approcher
plus de I’état fondamental en utilisant des combinaisons linéaires de déterminants de Slater comme
fonctions d’onde d’essai. Le tableau ci-contre donne les valeurs (en Rydberg) de I’énergie du fonda-
mental de I'ion H™ et de 'Hélium obtenue (a) par la méthode de Hartree-Fock, (b) par la meilleure
méthode variationnelle & date et (c) par I'expérience. On constate que 'ion H™ serait instable
d’apres 'approximation de Hartree-Fock, puisque son énergie serait plus grande que -1, c.-a-d.
qu’il serait énergétiquement favorable & cet ion de se dissocier en un atome d’hydrogene (énergie
—1) et un électron libre au repos (énergie 0).
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Appendice 4.A
Permutations

Une permutation est une opération qui change l'ordre d’'un ensemble ordonné d’objets. On
peut noter une permutation de n objets par le résultat qu’elle produit sur ’ensemble (123...n).
Ainsi, (213...n) est le résultat de la permutation des deux premiers objets. Une permutation est
appelée transposition lorsqu’elle n’affecte que deux des n objets, en les échangeant, comme dans
I’exemple précédent. Une permutation est dite cyclique lorsque tous les objets sont déplacés du
méme nombre de positions, par exemple (234 ...n1).

Sip et g dénotent des permutations, alors le produit pq est la permutation obtenue en appliquant
d’abord ¢ aux n objets et ensuite p au résultat. Par exemple,

(21435)(23451) = (32541) et (23451)(21435) = (14352) (4.122)

on constate que la multiplication des permutations n’est pas commutative. L’ensemble des permu-
tations de n objets forme un groupe. En effet, chaque permutation a son inverse, avec lequel son
produit donne la permutation unité (123...n). Ce groupe est noté S, et comporte n! éléments.

Chaque permutation peut étre décomposée en un produit de transpositions. Par exemple,
(21435) = (21345)(12435). Une permutation est dite paire ou impaire selon que le nombre de
transpositions requises pour la décomposer est pair ou impair. La signature £, d’une permuation

est égale a 1 si la permutation est paire et —1 si elle est impaire. Evidemment, il y a plusieurs fagons
de décomposer une permutations en produit de transpositions, mais la signature d’une permutation
ne change pas d’une décomposition a ’autre. La signature du produit pg de deux permutations est
le produit des signatures :

Epq = EpEyq (4.123)
En d’autres termes, le produit de deux permutations de méme parité est pair, alors que le produit
de deux permutations de parités opposées est impair. Cela signifie entre autres que I’ensemble des

permutations paires forme aussi un groupe, qui est un sous-groupe de S, avec n!/2 éléments.

Si f, est une quantité quelconque qui dépend d’une permutation p, on aura la relation
2w =2 u=2_0, (4.124)
P p P

Ceci provient du fait que gp est tour a tour égal a tous les éléments de S, quand p passe par tous
les éléments de S, successivement.
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Introduction

Time-dependant Schrodinger equation:

0
ih—p = Hy W) =1

1h2 N N B 1 N 82
H=-—— Ai+Zv(@)+EE—

2 m “ rl.—rj‘

I=J

For molecules, solids, etc.

B 7.
U(V)=_Z‘f_]Rj‘

Density-Functional Theory of Atoms and Molecules, Parr, Yang, Oxford University Press (1989).
Density functional theory, Dreizler, Gross, Springer Verlag, Berlin (1990).
Perdew, Kurth, in Density functionals: Theory and applications, Lecture notes in Physics 500,

Springer Verlag, Berlin (1998).
Quantum Theory of the Electron Liquid, Giuliani, Vignale, Cambridge (2005).

N=number of electrons

n=number of nuclei



We use atomic units
e =h=m, =1

For stationary states



Wave function methods

W[ H ) B
Ep]= , OLPp]=0
hp] @pkw>

Variational methods

P =y +p A+ PN+
E=E9+EON+EPNY + ...

Perturbation theory
Coupled-Cluster theory

1

Green’s function methods G(E) =
H-FE+m

5
iﬁhH@)
Many-body (field theoretical)
methods W - 1I1 TI”[T@ 0 ]



Multi-Reference Configuration Interaction Calculations
on Cry: Passing the One-Billion Limit in MRCI/MRACPF

Calculations

1‘) = : l' Clq)l' H. Dachsel (@ R. Harrison, and D. A. Dixon
I
Supported by DOE and MICS Computational Grand Challenge.
(a) AWU Postdoctoral Research Associate

The chromium dimer, Cr,, has been a notoriously difficult molecule to treat computationally
and is one example of the difficulties found in providing theoretical treatments for molecules
containing first-row transition metal atoms (Salahub 1987). The Cr atom is high spin, d*s(’S),
and dimerizes to form a low-spin molecule (1Zg+) with the bonding molecular orbitals fully
occupied (G g2, 0%, ™4, 84), which would correspond to a "formal” hextuple bond. The
ground state has been established by rotationally resolved measurements ofthe A« X
transition (Efremov et al. 1974; Michalopoulos et al. 1982; Riley et al. 1983). The vibrational
frequency is relatively high at 452 cm™! consistent with the formal high-bond order, as is the

quite short bond length of 1.679 A (Bondybey and English 1983). A modified RKR (Rydberg-
Klein-Rees) potential energy curve for Cr, has been developed based on negative-ion

photoelectron spectroscopy of Crp” and shows interesting structural features, notably a "shelf"”
region at higher vibrational energy levels (Casey and Leopold 1993). However, the binding
energy is not all that high for such a hextuple bond with the best experimental value giving
1.44 +0.05 eV (Hilpert and Ruthardt 1987). The region around the minimum of the potential
energy curve of Cr, has been calculated at the multireference configuration interaction (CI)
level, including almost 1.3 billion configurations in the CI calculation. Novel computational
techniques were implemented on massively parallel computers to enable this calculation. The
calculated resultsare R, = 1.72A, D,.=1.09 eV, and o, = 338.7 cm"! compared with

experimental values of'R: —1.679A. D= 1,50 005 eV and o, = 452_340\(‘%1_;3) cm-l. The

error of 0.4 eV in the dissociation energy can be attributed to relativistic effects following
other authors (0.2 eV) and the need for higher angular momentum basis functions in the 1-
particle set (0.2 eV).



Electron density
0(7) = Nfd3r2 ...d’rydo,...do,

P (7,050 s Ty, Oy W (7,0, T, O )

0(7,0,) = Nfd3r2 ...d’rydo,...do,

P (7,0, s Ty Oy W (7,0, Ty, O )

d x
32 ©:> Qv

Azulene

V)= [d’rp(F)(F)



The ground-state variational method in

E =min@ |T+v+V, )

EEP]=<1P‘H‘1P>

<w ‘w> = min .

E=minmin{[d3r p(F)v(F)+y |[T+7V,

P p->p “

= min {aﬁr p(?)v(?)+min<1p I'+V,

p Y —>p

P

/

[@r ) (F)+ho | T+V. o)

) Flp|]=min@|T+V,

e

)

Y ->p

Hohenberg, Kohn, PR 136B, 864 (1964)
E = min {fd3r p(Fv(F)+Flp ]} M. Levy, Proc. Natl. Acad. Sci, USA 79, 6062 (1979)
p

M. Levy, PRA 26, 1200 (1982)

_ SE
F[p]=E—fd rév(l_;)v(r)

_ ) T =Cpfdrp™ ()

p(7)

Thomas&Fermi (1927)



Slater determinant

cP1(1) (pl(z) Cpl(N)
1 (o, (D) @,(2)
o(1,2,..., N)=W 3 5 .
oy(1) @y ()
1
0(1,2,...,N) = mdet{cpl(l)xpz(Z)....cpN(N)}

1 1 :
N det {(p1 (1)....CpN(N)}= WZ Slgn(P)P{(Pl (I)CPN(N)}




Hartree-Fock energy

E™ =<¢HF‘T‘(|)HF>+fd3rpHF (7)v(?)+lfd3rd3 P (e (7)

i

EE fd3d3 Py (’")(P (V)(P (r)cp ()

‘I" I"

Kohn-Sham expression for the ground-state energy

E=Q|T+v+V Q)=

E=(drp(F)v(F)+ (0% T]o" )+ % [d’rd’r P (‘Z’_)Z,‘(F) +E_ [p]
o] J

Kohn, Sham, PR 140, A1133 (1965)



E =fd3rp(?)v(?)+Ts[p]+U[p]+EXC[p]

Tlpl= 3 [a'r () (=44, Yol (7)
— min <(|) KS ‘T ‘ ¢KS> Single-particle kinetic energy

655 _5p

Ulp] = ; fd3 e p(r) pﬁ(’” ) Interaction of the electron density

| ! | with itself

Ewlpl=T-1T+V,-U

-F-T -U

Exchange-correlation energy



Kohn-Sham equations

E = [drp(rv(r)+ T[pl+ Ulp]+E[p]

0 E OF
6p TR

(LA S ) =20 ()

=0

vS(r) v(r)+fa’3 ' p(r) +VXC(;)

r=r'|



Local density approximation to the exchange-
correlation energy

LDA(p) Ehom(p)/V

ER! = [ dr e (p(7)

p Homogeneous electron gas




Local density approximation to the exchange
energy

E..=E, +E,

Ex=_%zizcjfd3 iy @ (7 Joy (”)CPI/( )‘P ( )

-7

—

LDA( )_ C(X)p4/3( ) E)léDA — fd VQ;DA(V)



Gradient expansion approximation (GEA)

Glpl=[d'rg(#.[p])

g([pD) = oo (P(F)) + g2, (P(F)(VP (F))’
+ 2, (P(FNAP(F))” + 2, (P (A (F)(Vp (7))’
+ 2PNV () (Vp(F)) +...
[GEA _ C(X)faﬁr p4/3 N C(X)faﬁr 'Vp ‘2 N
X 71

4/3

P




Generalized gradient approximation (GGA)

2
GEA (X) (73 43 x) 3. | VP |
ES" = C fdrp +C; fdr G +...
_ C(X)fd3r 03 F)C(;EA(X)
(X) V
with F)?EA(X)=1+% xz) X = ‘p4F/)3‘

GEA GGA 2 ol
F,"® F" =1+¢cx" +c,x +...



ES" > ~1.679 fd3r 043 (r)

FY™(x) ® F*(x)

2




Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE)

PBE generalized gradient
approximation:

PBE 3 Perdew, Burke, Ernzerhof,
[p]= f d’rf(p(r),Vp(r) Phys, Rev. Let,. 77, 3865 (1996)



Results

System KEFHE AESD AE™E AEPRE AES!
H, 84 113 105 105 109
LiH 33 60 53 52 58
CHy4 328 462 421 420 419
NH; 201 337 303 302 297
OH 68 124 110 110 107
H,0 155 267 235 234 232
HF 97 162 143 142 141
Lis 3 23 20 19 24
LiF 89 153 137 136 139
Be, —7 13 10 10 3
C.H, 294 460 415 415 405
CoH, 428 633 573 571 563
HCN 199 361 326 326 312
co 174 299 269 269 259
N, 115 267 242 243 229
NO 53 199 171 172 153
O, 33 175 143 144 121
F, —37 78 54 53 39
P, 36 142 120 120 117
Cl, 17 81 64 63 58

Mean abs. error T2 31.4 8.0 7.9




Dependence of the energy on N
E(N)

E=Ti[pl+ [d'rp(r)v(r)

+;fd3lfd31”' p(l/)p_)(l/' ) +EXC[p]

r—r']

Perdew, Parr, Levy, Balduz, PRL 49, 1691

(1982)
N
OE(N) | _OE(N)) _OT(N), _AT(NV))
) GN N+6J ) 8N N—6J GN N+0 GN N-9
__EA _1p

+ aEWXC(]\/Y) | _aEXC(N) |
8N N+d a]\] N-8




Dependence of the energy on N
E(N)

DE(N)
IN |N—6 =[P

=&

max

Janak, PRB 18, 7165 (1978)




Exchange-correlation hole
surrounding an electron

Vvee_l_TC =%fd3l”d3 vp(r)p(r) EXC[p]

7 =r']
24
V. +T, =lfd3m’3 PO+,
. ee C 2 |I/'—I/'|
\ / L, .p(r)pxc(rr)
NV * EXC[p]_zfdrd |r r|
r r

Ernzerhof, Perdew, Burke, Topics in Current Chemistry Vol. 180, Springer (1996)
Burke, Perdew, Ernzerhof, J. Chem. Phys. 109, 3760 (1998)
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CHAPITRE 5

Applications a la physique du solide

5.1 Fonctions de Bloch et de Wannier

5.1.1 Réseaux

Dans cette sous-section nous expliquons comment procéder a ’analyse de Fourier dans un
réseau cristallin. Rappelons qu'un réseau I' est ’ensemble des points obtenus par combinaisons
linéaires entieres d’une base {e;}, (i =1,2,3):

Le réseau réciproque ou dual, noté I'*, est I’ensemble des points k tels que n-k € 27Z. On démontre
immédiatement que cette condition définit bien un réseau, c’est-a-dire que k;, k, € I'* — k, +k, €
I'*. On choisit sur I'* une base {e}} telle que e} - e; = 2md;;. Il est évident que le réseau réciproque
du réseau réciproque est le réseau original lui-méme : ['** =T,

Un ensemble de points de ’espace forme une maille élémentaire s’il est possible d’obtenir
n’importe quel point de ’espace en ajoutant un vecteur du réseau a un point de la maille élémentaire
et s’il est impossible de trouver deux points de la maille élémentaire qui different par un vecteur
du réseau. En d’autre termes, pour tout r, il existe un point unique r; de la maille élémentaire et
un vecteur unique n € I' tels que r = ry + n. Il y a bien str une infinité de mailles élémentaires
possibles. Par exemple, on peut prendre le parallélépipede dont les arétes sont les trois vecteurs de
base e;. Il est alors évident que le volume de la maille élémentaire est

Vo =e; - (e;Aey) (5.2)
Les vecteurs de base du réseau réciproque peuvent étre choisis comme suit :

2 2

T
e = Ve A ey e; = . A e, e; = Ve A ey (5.3)
r r r

Comme maille élémentaire du réseau réciproque on choisit la zone de Brillouin, centrée autour du
vecteur k = 0. Son volume est évidemment donné par

(2m)°
Vr

Vi = (5.4)
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Nous nous intéresserons dans cette section a des fonctions périodiques sur le réseau, c’est-a-
dire & des fonctions du type u(r) telles que u(r + n) = u(r) si n € I'. Une telle fonction peut étre
décomposée en série de Fourier comme suit :

u(r) = Z uy, KT
kel
1

3 —ikr
Uy = / d’r u(r) e
Vi JME.

L’indice M E signifie que l'intégrale est prise sur la maille élémentaire. La seconde de ces équations
a été obtenue en vertu de 'identité suivante :

/N . dPr T =Vig,  (keIM) (5.6)

(5.5)

Cette identité se démontre explicitement, en procédant a un changement de variables d’intégration
vers les coordonnées t; définies par r = t;e; et dont le domaine est de 0 a 1. L’identité analogue
pour le réseau réciproque est

, 1
/Z @R T, meD) (5.7)

La version réciproque de (5.5) est utilisée pour une fonction f,, qui ne dépend que du site sur le
réseau :
fo= [ (@) Fi ek
7.B.
F) = Vi) fye ™™

nel

(5.8)

Le cas particulier de uy, = 1/V}, dans la formule (5.5) mene a l'identité suivante :
1 -
2 ¢T=) d(r+n) (5.9)
I ker- nel

Il suffit d’intégrer sur r dans une maille élémentaire pour la démontrer explicitement. La version
réciproque de cette relation est

Vi) e =>" (2m)%(p + k) (5.10)
nel kel™
En principe, nous devrions utiliser les fonctions delta suivantes, appropriées aux réseaux :

op(r) = Z d(r+n)

nel

r(p) =) (p+k)

kel™

(5.11)

Bien sur, quand l'intégrale qui contient, par exemple, dp.(p), est limitée a la zone de Brillouin, un
seul terme du membre de droite de I’équation ci-haut y contribue.

En résumé, I'information contenue dans une fonction f(k) définie sur la zone de Brillouin peut
tout aussi bien étre contenue dans une fonction f,, du site du réseau direct. De méme, I'information
contenue dans une fonction périodique f(r) (c’est-a-dire définie dans la maille élémentaire) peut
aussi étre incorporée dans une fonction f, définie sur le réseau réciproque I'*.
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5.1.2 Fonctions de Bloch

Considérons ici un gaz d’électrons dont nous négligerons les corrélations, placé dans un réseau
cristallin.! Pour étudier ce systéme sans interactions il faut résoudre 1’équation de Schrédinger pour

les fonctions propres :
2

—h 9

ou le potentiel V(r) est créé par les ions du réseau et donc possede la périodicité du réseau :
V(r+n)=V(r)sineTl. On peut également tenir compte des interactions de facon minimale, en
utilisant 'approximation de Hartree-Fock. On doit alors résoudre itérativement 1'équation (4.118).
Comme le potentiel d’interaction ne dépend que de la différence des coordonnées des électrons, il
est lui-aussi invariant par rapport aux translations de toutes les coordonnées des électrons par un
vecteur du réseau.

L’hamiltonien est ici invariant par une translation 7, d’un vecteur du réseau. L’action de cet
opérateur sur la fonction d’onde est T,¢(r) = ¢(r — n). Le fait que [H,T,] = 0 signifie qu'une
fonction propre de H peut aussi étre choisie fonction propre de 7}, c.-a-d. ¢(r — n) < ¢(r). La
solution de cette équation est

Pp(r) = ePTyu(p,r) (5.13)

ou u(p,r) est périodique en r et ot p est un élément de la zone de Brillouin. La valeur propre de
T, dans cet état est alors e ™. Il est important de comprendre que p n’est défini que modulo
un vecteur du réseau réciproque I'*; c’est pour cela qu’on restreint le domaine de p a la zone de
Brillouin. L’équation de Schrodinger peut alors étre écrite en fonction de u:

32
% (VQu +2ip - Vu — p2u> +V(r)u = E(p)u (5.14)

Cette équation est soluble en principe et nous fournit des niveaux d’énergie E, (p) qui sont fonctions
de I'impulsion : ce sont les bandes d’énergies. L’indice n est maintenant un indice de bande et non
un simple indice de niveau. Les solutions & cette équation sont notées ¢, (p,r) = ePTu, (p,r) et
appelées fonctions de Bloch. Elles forment une base orthogonale :

[ g ) = 205,00 - @) (5.15)
Chaque fonction de Bloch est associée a un niveau d’énergie E (p).

Opérateurs de création et d’annihilation
Nous pouvons reprendre ici le probleme de la deuxieme quantification, dans la base des fonctions
de Bloch. Ceci signifie que I'opérateur d’annihilation sera décomposé dans cette base :

¢m=zéﬁm%@%w> (5.16)

En substituant la relation précédente et en utilisant la relation d’orthogonalité (5.15) des fonctions
de Bloch, on trouve la relation inverse

mmz/&whwwn (5.17)

I “Négliger les corrélations’ signifie qu’on considére les électrons comme indépendants, soit complétement,
soit dans l'esprit de I'approximation de Hartree-Fock.
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On vérifie sans peine les relations d’anticommutation suivantes :

{c,(@),cl(p)} = (27)%5,,,,00. (P — Q)

{en(a),c,(P)} =0 (5.18)

En reprenant les arguments généraux de la sous-section (4.2.2) et en les adaptant au cas
particulier qui nous occupe, on voit que ’hamiltonien (5.12) peut s’écrire de la manieére suivante :

=y / (@) Ep)el P, () (5.19)

Bandes remplies ou demi-remplies

Les états propres de I'hamiltonien (5.19) nous sont connus : ce sont des particules d’impulsion p et
d’énergie E, (p). L’état fondamental est la mer de Fermi, obtenue en occupant les N, états ayant
la plus basse énergie, N, étant le nombre d’électrons du systeme. Selon la forme des bandes, la
mer de Fermi peut avoir des caractéristiques bien différentes.? Si les bandes se recouvrent, la bande
inférieure pourra ne pas étre completement remplie alors que la bande supérieure sera partiellement
remplie. Dans le cas contraire, la mer de Fermi consistera en une bande complétement remplie ou
une bande demi-remplie selon que le nombre d’électrons par site dans le systeme est pair ou impair.
Ceci se voit facilement par le décompte suivant : Considérons un réseau pourvu d’un nombre N
de sites, ou N est cependant tres grand. Il est encore possible de parler d’un réseau réciproque
dans ce cas, sauf que les points de la zone de Brillouin sont discrets, c¢’est-a-dire ne forment plus
un continuum. Dans la limite continue nous avons la correspondance

Z — V/ZB (d®p) (5.20)

ou V = NV est le volume total du systeme. Si n, est le nombre d’électrons par maille élémentaire,
on peut donc écrire

n
(d®p) = =% ou / d*p = n Vp. (5.21)
; /E'n(p)<EF VF ; E’u(p)<EF :

Si on ne compte dans n, que les électrons de valence (ceux qui vivent dans la bande occupée la
plus haute) et si on tient compte du spin qui introduit une dégénérescence double des bandes, on
obtient la relation

2/ d*p = n, Vi (5.22)
En(p)<EF

Cela veut dire que pour n, = 1, la bande est demi-remplie, alors qu’elle est completement remplie
pour n, = 2. Il s’agit de la facon la plus élémentaire d’expliquer la différence entre un isolant
(nombre pair d’électrons par maille) et un conducteur (nombre impair d’électrons par maille).
Cette distinction simple entre conducteurs et isolants ne se base que sur I’hamiltonien a un corps
et oublie I'influence tres importante des corrections a ’approximation de Hartree-Fock.

2 Nous ne décrirons pas en détail toutes les possibilités de bandes partiellement remplies, de gap indirect,
etc. Ces sujets appartiennent au cours de physique du solide.
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5.1.3 Fonctions de Wannier

Considérons, pour simplifier les choses, un systeme a une bande. On définit la fonction de
Wannier w(r — n) somme suit :

w(r—n)=+/Vp [ (d’p) e Ppy(r)
ZB. (5.23)

=VVi [ (&p) P u(p,r)

Vu que u(p,r) est périodique, la dépendance fonctionnelle de w est bien en r — n. D’autre part, il
s’ensuit de (5.10) que

2p(0) = VT S ePMu(r ) (5.24)

nel

Meéme si on ne dispose avec w que d’une seule fonction, définie sur tout ’espace, on peut tout de
méme en faire une collection de fonctions de base en déplagant son argument par un vecteur de
réseau. Ces fonctions sont orthonormales :

/d3r w*(r — n)w(r —n')
Vi [ @@ [ @ g mp )

% [ (@) i)
7.B.

- 5 ’

n,n

(5.25)

Liaisons faibles

A la différence de la fonction de Bloch, qui est délocalisée, la fonction de Wannier est localisée
autour de chaque site du réseau. Comme exemple, considérons un systéme a une dimension dans
lequel la fonction périodique u dépend faiblement de p: u(p,r) ~ u(r) — il s’agit du cas de particules
quasi-libres, dit des liaisons faibles. Le volume V|- devient ici la distance L entre deux sites du réseau
et la fonction de Wannier est alors

/L d )
w(z) = VL 2—p e u(x)
/L =T (5.26)
_ sinmz/L u(x)

N mx/L ﬁ

Le facteur 1/x localise cette fonction autour de xz = 0. Il s’agit ici d’un cas extréme, celui ou les
fonctions de Wannier sont les moins pertinentes.

Liaisons fortes
Dans la limite des liaisons fortes extrémes — 'opposée du cas précédent — chaque électron de la
bande est confiné a son ion (au site n) et la fonction d’onde d’un état propre a une particule est
une orbitale atomique ¢(r — n) centrée autour de cet ion. Les ions étant identiques, les différents
états propres centrés sur des ions différents sont tous dégénérés et la bande d’énergie est infiniment
étroite. Dans le but de respecter la forme des fonctions de Bloch, on peut prendre des combinaisons
linéaires de ces états dégénérés :

P =Y e*"(r —n) (5.27)

nel’
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Ceci est précisément 1’expression des fonction de Bloch par rapport aux fonctions de Wannier (mod-
ulo un facteur y/V;). Dans cette limite, ces dernieéres coincident donc avec les orbitales atomiques

o(r — n).

Opérateurs de création et d’annihilation

On peut aussi définir des opérateurs de création et d’annihilation ¢, et ¢, associés aux fonctions
de Wannier. En fonction de ces derniers, 'opérateur d’annihilation (r) s’exprime comme suit :

P(r) = cuuw(r—n) (5.28)

nel

La substitution de la définition de w dans cette expression nous permet de relier ¢, a I'opérateur
d’annihilation ¢(k) dans un état de Bloch :

r) = 3 e P r) c .
(r) WF/Z.B@ ZDICR R (5.29)

En identifiant le coefficient de ¢,(r) et en comparant avec le développement (5.16), on trouve une
expression de ¢(p) en fonction de c¢,:

c(p) =V Y e P, (5.30)
nel’

En substituant plutot la relation (5.24) dans le développement (5.16), on trouve une expression de
¢, en fonction de ¢(p):

e = Vi /Z (@) ¢e(p) (5.31)

En substituant la relation (5.30) dans I'expression (5.19) de ’hamiltonien & un corps, on trouve

H=> t, chey (5.32)
ou on a défini ’intégrale de saut
e = Vi [ (@) PO (p) (5:39
7.B.

satisfaisant ¢} , = ¢,y , (le cas de plusieurs bandes est une généralisation triviale). La spécification
des intégrales de saut t,, ,, équivaut a celle de la relation de dispersion F(p).

Par exemple, considérons une relation de dispersion quadratique :
h2p2

Blo) =8+ 5

(5.34)

L’intégrale de saut est alors donnée par

h? e
bam = E()5n7n, + 2VF/ (d3p) p2e1p( ) (5.35)
m 7.B.
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En dimension 1, cette expression donne

h2m2
Bot Gz (0=
tn,n’ = , h2 (536)
(_1)71,771, (n 7& n/)

m(n —n')2L?

(ici n et n’ sont des entiers qui numérotent les sites du réseau unidimensionnel : n = nLx). Le
coefficient ¢, , multiplie 'opérateur N du nombre total de particules, une quantité conservée, et
de ce fait n’est pas tres intéressant.®> Pour n # n’, on remarque que le saut diminue avec le carré
de la distance. On peut a 'inverse se demander quelles relations de dispersion E(p) découlent de

différentes intégrales de saut. Cette question est assez simple pour étre étudiée en exercice.

En général, les fonctions de Bloch sont utiles quand les interactions sont négligeables ou quand
le nombre d’intégrales de saut est trop grand, c’est-a-dire quand elles ne diminuent pas assez rapi-
dement avec la distance. On préfere cependant les fonctions des Wannier lorsque U'interaction est
de courte portée et que les sauts se limitent aux sites voisins les plus immédiats, ce qui correspond
a des bandes d’énergies étroites.

5.2 Modele d’électrons localisés

5.2.1 Modéle de Hubbard

Ajoutons maintenant & notre hamiltonien (5.19) un terme d’interaction, décrit dans la base de
Wannier :

1 .
Hy = 7> (UK, elclee, (5.37)
ijkl
Dans cette expression les indices i, . . ., k désignent des sites du réseau et constituent une abréviation
pour n,,...,n;. L’élément de matrice de I'interaction est
1 .
(i, Uk, 1) = 1 /dsrldgrzdsr?)dgﬂ (i, jlry, o) (ry, To|Ulry, 1) (13, 1y K, 1) (5.38)
mais
(r1,1o|Ulrg,ry) = U(ry — 1y)[6(ry — 13)0(ry — 1) — 0(ry —1,)d(Ty — 13)] (5.39)

et la fonction d’onde (i, j|r{,r5) est

(i, jlry, re) = w'(r) — n)w"(ry — nj) —w'(r; - nj)W*(rz - n;) (5.40)

avec une expression similaire (sans la conjugaison complexe) pour (rs, r |k, ). L’élément de matrice
de l'interaction est donc

(i, j|Uk, 1) = /d3rd3r’ {w*(r —n)w'(r' —njw(r —n)w( —n) — (i < j)}U(r —r') (5.41)

Jusqu’ici nous avons négligé les degrés de liberté de spin, absents de 'interaction (5.37). Cet
oubli a comme conséquence qu’'une interaction de tres courte portée, comme par exemple le cas

3 En physique statistique, on dirait que tn,n contribue au potentiel chimique.
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limite U(r) = U,6(r), n’a pas d’effet : H, s’annule. En d’autres termes, le principe de Pauli mene
déja a une répulsion effective des fermions a courte portée et toute autre interaction de ce type
est superflue. Cependant, le spin est bel et bien présent; les opérateurs doivent étre affublés d’un
indice de spin : ¢; — ¢; . et 'interaction prend la forme suivante :

1
H, = 1 Z (zaﬂja |U|k:ak,lal) Cig, ;r(T]Clglegk (5.42)
ijkl
0000

En supposant que l'interaction est indépendante du spin, 1’élément de matrice devient

(i0;, jo;|U\koy,loy) = /d3rd3r' U(r —r')w*(r — n;)w*(r' — n;)

(5.43)
% {80000 (x = )0’ = 1)) = (= 1)}

Dans la limite des liaisons fortes, les fonctions de Wannier sont tres localisées et 1'élément de
matrice ci-haut n’est appréciable que si les quatres sites 7, j, k, [ coincident. En posant

U, = /dsrd3r' Ur — ') |w(r)*w(r)|? (5.44)
on écrit donc dans ce cas

1
H2 = ZUO Z (C;(cha’cz J’cza CZUC;{U,C oCi, o’)

i,0,0"

7U[Zc7(r 10 z(r zcr (545)

i,0,0"

=U, Z 11|
i

En incluant 1’énergie cinétique, on obtient le modéle de Hubbard:

H = Ztmza JU+UZnLTnzL

1#j,0 (546)
— Hl + HO

Dans ce modele, les électrons sentent une énergie de répulsion U (ou d’attraction, selon le signe) au
meéme site. Dans le cas de liaisons fortes, l'amplitude de saut ¢;; est considérablement plus petite
que la répulsion U. Nous pouvons alors considérer H, comme une perturbation ajoutée a H,. Les
états propres de H|, sont infiniment dégénérés, puisque les différents sites sont découplés dans cet
hamiltonien. Ils sont spécifiés par les nombres d’occupation (0 ou 1) de chaque spin & chaque
site. Tous les états sans occupation double (un électron par site ou moins) auront une énergie
E, = 0. Il est donc important d’étudier les corrections apportées par diverses perturbations; c’est
I'importance relative de ces perturbations qui déterminera le comportement du systeme.
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Avantage de la base de Wannier

C’est ici qu’apparait I’avantage d’utiliser la base de Wannier : si I'interaction est forte en compara-
ison de ’énergie cinétique (U, > tij) il est préférable d’utiliser la base de Wannier puisque dans
celle-ci 'hamiltonien d’interaction est diagonal, alors que ’énergie cinétique est non-diagonale.
Dans le cas contraire (U, < t;;) il est préférable d’utiliser les fonctions de Bloch, qui diagonalisent
Iénergie cinétique mais en fonction desquelles I'interaction est non diagonale. La base de Wannier
est donc préférable dans le cas du couplage fort et celle de Bloch dans le cas du couplage faible. La
base de Wannier trouve aussi son utilité dans les simulations numériques sur taille finie, car elle
permet de simuler des fluctuations quantiques et thermiques locales.

Interprétation de t;; comme intégrale de saut

On sait que H, provient de ’énergie cinétique des électrons. Pour rendre ce fait plus explicite dans
ce contexte, il suffit de considérer un état initial |0;, T]»> possédant un électron de spin en haut au
site j et aucun électron au site ¢; le taux de transition de ’électron du site j au site ¢ est donné en
premiere approximation par la regle d’or de Fermi et implique I'amplitude de transition

<Ti50j|H1’0ia Tj> = tij (5-47)

ce qui confirme l'interprétation de ¢;; comme étant 'amplitude pour un électron de sauter du site
j au site 1.

5.2.2 Echange : modele de Heisenberg

Dans la limite des liaisons fortes, les fonctions de Wannier sont tres localisées et le cas i =
j =k =1 domine dans (5.42). Il en résulte le modele de Hubbard (5.46). Si l'intégrale de saut est
relativement petite (¢;; < U), il est pertinent de se demander si d’autres termes de la somme (5.42),
tout en étant petits par rapport a U, ne peuvent pas étre appréciables. Nous nous concentrerons
sur le cas d’un électron par site (bande demi-remplie). Nous allons montrer comment les états
excités d’énergie basse relativement a U peuvent étre décrits par 1’hamiltonien de Heisenberyg:

H=J) S, S, (5.48)
(i)

ou J est une constante (négative dans le cas présent) et la notation (ij) signifie qu’on somme sur
les paires de sites qui sont des voisins immédiats (chaque lien n’est compté qu’un seule fois).

La contribution la plus importante a (5.42) apres le terme dominant est obtenue quand on
considere deux sites voisins, c’est-a-dire les termes suivants :*

(a) i=j k=1
(b) i=k j=1 (5.49)
(c) i=1 j=k
Dans le cas (a) on obtient la contribution suivante :
1 3 3.7 / * s/ /!
24ZZ/d rd’r’ U(r —r')w*(r — n;)w*(r' — n;)
(ik) 0.0 (5.50)

X U}(I' - nk,‘)w(r/ - nk) CIUCI(T/CICU/C]CO

4 A demi remplissage, on montre que les termes du type (#4|U|ig) ont un effet équivalent & modifier I’énergie
cinétique du modele (Hy).
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Cette contribution ne nous intéresse pas, car son action est triviale dans le sous-espace des états
d’énergie E; = 0 de 'hamiltonien H, qui ne comportent pas plus d’un électron par site.

Les cas (b) et (¢) meénent a la contribution

— Z Z { kni’ankﬂ./ - chja 7 U,CL,O'/ck-,O'} (551)

(ik) o,0'

ol
Gy = /dgrd?’r’ Ur —1)|w(r — n)lw(’ —n,)}?
(5.52)
Jip = /d3rd3r’ U(r — ' )w*(r — n;)w*(r' — ny)w(r — n,)w(r’ —n,)

Le cas (c) meéne au méme résultat que le cas (b). Dans le cas d’une bande demi-remplie, le terme

en n; ,n; » n'est pas pertinent, puisqu'il est constant dans le sous-espace fondamental.

Concentrons-nous donc sur le terme dit d’échange direct, proportionnel a l'intégrale d’échange

I
ZZJZ]CZUCZU jO' jO’ (553)

ij
( i) o

Appelons V, le sous-espace des états engendré par les états, notés |a), correspondant & une occu-
pation simple de chaque site. Dans le cas ou il y a autant d’électrons que de sites ces états sont les
états fondamentaux dégénérés de H|, et ont une énergie non perturbée nulle. Dans le sous-espace V,
il est possible d’exprimer cet hamiltonien en fonction des opérateurs de spin, en procédant comme
suit. Premierement, pour un site donné, on a les représentations matricielles suivantes :

1 0 1
cJ{cT:<O )—2(1+03)
0 1
cie, = <0 ) 5(1 —0y)
0\ (5.54)
ciep = <O 0) 5(01 +i0y)
0 0 1 )
ccer =11 o 5(01 —i0y)

Considérons maintenant une paire (ij) donnée. Les quatre états de spin a considérer sont | T1),

| T1), [ 17) et | [l). On obtient

§ :cwr za ]o ]0'

i

= (14o03;)1+03.:)+(1—=03;)(1 =05

210+ os)d+o5;) + (1 —05:)(1 —03;) (5.55)
+ (01, +i0y,)(01; —i0g;) + (01, — i0y;)(0y; + ia?,j)}
1

En fonction des opérateurs de spin S, = 50, le terme d’échange direct devient égal a ’hamiltonien

de Heisenberg ferromagnétique (5.48), ol nous avons défini J = —J;; et supposé que l'intégrale
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d’échange J;; est la méme pour toutes les paires de plus proches voisins, c’est-a-dire dans toutes
les directions.® Si on néglige complétement le terme cinétique (¢t — 0) le terme d’échange devient
le seul hamiltonien pertinent pour décrire les états excités de basse énergie par rapport a U. Il est
qualifié de ferromagnétique parce que le signe négatif précédant la somme incite les spins a étre
paralleles dans I’état fondamental.

5.2.3 Super-échange

Dans la sous-section précédente nous avons montré comment l’effet de l'interaction entre
les électrons dans des états de Wannier voisins, a demi-remplissage, peut étre représenté par
I’hamiltonien de Heisenberg dans le sous-espace de plus basse énergie de H,. Nous allons main-
tenant montrer que 'effet du terme cinétique H; de I’hamiltonien (5.46) est similaire. Remarquons
d’abord que H, décrit un processus de premier ordre par lequel un électron peut sauter au site
voisin, ce qui nous fait quitter le sous-espace V,, puisque ’état final comprend deux électrons sur
le méme site. Cependant, le méme H, au deuxieme ordre de la théorie des perturbations nous per-
met d’échanger les électrons de deux sites voisins, par une succession de deux sauts. Nous allons
montrer que ce processus mene a une description des états de basse énergie a I'aide du modele de
Heisenberg antiferromagnétique ou la constante J est maintenant positive et donnée par

A

J
U

(5.56)

Pour démontrer cela, distinguons trois catégories d’états propres de ’hamiltonien non perturbé
H, décrit en (5.46): premierement, les états |a) décrits plus haut. Deuxieémement, les états notés
|3) correspondant a une seule occupation double parmi tous les sites et ayant une énergie U.
Finalement, les états notés |y) représentant tous les autres états, d’énergies 2U et plus. Soit Vs le
sous-espace généré par les états de type |3); on définit de méme V. L’action de H; sur un état
de type |a) donne une superposition d’états de type |3): H,|a) € V;. Lorsque la perturbation H,
est mise en place, les états propres dans V,, évoluent vers de nouveaux états propres formant un
nouveau sous-espace d’états de basse énergie qu’on notera V;,. L’état perturbé |¢,) provenant d’un
état |a) est donné par Iexpression suivante au premier ordre en théorie des perturbations :

v =loy + 3 L),

= o)~ = S (BlH )] 3)
s (5.57)

5]
= o)~ = 3" lm) ] Hy o)

1
— o) = 5 Hia)

Dans la deuxieme équation nous avons utilisé le fait que seuls les états |3) ont un élément de matrice
non nul avec |a). Dans la troisiéme nous avons utilisé le méme fait pour étendre la sommation a
tous les états, obtenant ainsi une relation de complétude.

% En realité, Panisotropie spatiale, ¢’est-a-dire 'existence de couplages J;, Jy, et J, différents selon les direc-
tions, est tres fréquente.
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Nous pouvons maintenant écrire I’hamiltonien H, + H, dans la base des états perturbés de
basses énergies formant Vj, en calculant les éléments de matrice suivants :

<¢a/‘(HO + Hl)w(y) = <<O/| — 5(0/|H1> (Ho + Hl) (|O‘> - éH1’a>> (5 58)

1,
= — (o |H}|a) + 0(1/U)

Ceci signifie que, sur I'espace V, , I'hamiltonien —H? /U est celui qui s’approche le plus du véritable
hamiltonien H, + H, agissant sur V[. Autrement dit, au premier ordre en 1/U, H, + H, est
équivalent & —H? /U par transformation unitaire dans V. D’apres I'expression pour H, avec sauts
aux premiers voisins

=—t Y (e, +cl 0, (5.59)
(i)

On écrit donc

H12 = t2 Z Z (C;f,rrcj,a + C}L',o—ci,(f)(cz,a’cl,o’ + C;r,a’ck,a’) (560)
(ij),0 (kl),0’

Pour que H?|a) ait une composante non nulle dans V,, il faut que (ij) = (kl). Par conséquent nous

avons effectivement, sur V,,

Hl _tz z {Czacjacza jU’_l_CLUCjaC}LU’Cza

T 1
+CJ G, ocz o’ ] o’ + C] «Ci, UCJ o' Cio!

Les premier et quatrieme termes ont une action nulle dans V,: ils annihilent deux particules au
méme site. Le deuxieme terme est

cjgc7 Uci 5/ Cigt = —cjgcl o cj 5Cio t 5UU/CT Ci o (5.62)
et le troisiéme est obtenu par la substitution (i < j). Le premier terme ci-haut est égal a —%(1 +
o, a'j) alors que le second ne fait que contribuer au potentiel chimique. On peut donc finalement
écrire I’hamiltonien effectif sur V:

_ A Z (5.63)
(i)

On obtient donc le modele de Heisenberg antiferromagnétique, tel qu’annoncé. Une contribution
provenant d’une correction du deuxieme ordre comme celle-ci et apportant une contribution positive
a J est un terme dit de super-échange.

En général, les termes d’échange et de super-échange sont en compétition, le plus fort décidant
si ’hamiltonien de basse énergie sera ferromagnétique ou antiferromagnétique.



Chapitre 6 : Transition de phase et modes collectifs quantiques

6.1 Transformation de Holstein-Primakov
6.2 Ondes de spin ferromagnétiques et anriferromagnétiques
6.3 Transformation de Bogoliubov
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5.3 Ondes de spin

Ecrivons le modele de Heisenberg comme suit :

| _ 1
H=7Y {S:8;+557S; + 5575} (5.64)
(i5)

ol S* = 87 +iSY. Nous avons montré dans la section précédente comment ce modele peut décrire
les excitations de basse énergie dans un systeme d’électrons fortement corrélés dans lequel chaque
site est occupé par un électron. Dans ce cas la représentation de spin % est utilisée. Cependant ce
modele s’applique aussi a des systemes ayant un spin plus grand a chaque site et sert de base a la
théorie du magnétisme. Dans ce qui suit nous supposerons que les opérateurs de spin appartiennent
a une représentation générale de spin s. Notons que cet hamiltonien conserve le spin total

Sir. = > S (5.65)

ce qui est caractéristique d’un systéme sans interactions spin-orbite. L’hamiltonien conserve aussi
I'impulsion, modulo bien sir un vecteur du réseau réciproque.

Notons qu’une base de I’espace des états de ce modele est obtenue en spécifiant la valeur de S;
a chaque site. Dans un systeme a une dimension ou chaine de spins, cela revient a utiliser comme
états de base les chalnes de projections

|...87,85,85,...) (5.66)

5.3.1 Cas ferromagnétique

Etudions d’abord le cas ferromagnétique (J < 0). L’état fondamental de H est alors obtenu
quand tous les spins sont paralleles. Cet état est plusieurs fois dégénéré. En particulier, ’état de
base |s; = s) est un état fondamental d’énergie E, = N.Js® et de projection SZ, = Ns, oit N est
le nombre de sites. Comme S, commute avec H et comme cet état appartient a la représentation
de spin maximal (S, = Ns), il y a 2Ns + 1 états de méme énergie E|,. Tous ces états ont une
impulsion nulle.

Etat 4 une onde de spin en une dimension

Ce qui nous intéresse ici sont les premiers états excités du systeme. Il est intuitivement clair que ces
états ne différeront des états fondamentaux que par un ou quelques spins qui ne sont pas paralleles
aux autres. D’autre part, comme l'impulsion est conservée, ces états excités devront avoir une
impulsion bien définie : ce seront des combinaisons linéaires d’états ayant chacun une projection
de spin réduite a un site donné. Plus explicitement, appelons |i) un état de la chaine de spins dans
lequels tous les sites ont une projection Sj = s sauf au site ¢ ou S7 = s — 1. L’action de H sur cet
état est (nous avons soustrait F, de H):

Hli) = J{(2s(s — 1) — 2s?)|i) + s|i + 1) + s|[i — 1)}

. N (5.67)
= Js(li — 1) — 20i) + i + 1))
Cela nous incite a considérer des combinaisons linéaires du type suivant :
|k‘> _ CZ e—ik'rc|r>
" (5.68)

_ eikrc
") = / ) e
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ou q est le pas de réseau, c’est-a-dire la taille de la maille élémentaire. On vérifie sans peine que
H|k) = 2Js[cos(kay) — 1]|k) (5.69)
Nous avons donc un ensemble d’états propres d’impulsion k£ et d’énergie
E(k) = 2|J|s[1 — cos(kay)] (5.70)

Aux faibles impulsions la relation de dispersion est quadratique : E(k) ~ s|J|a2k?. Ces états sont
appelés ondes de spin.

Une onde de spin est un exemple de mode collectif, c’est-a-dire un état qui décrit non pas le
mouvement d’un électron en particulier, mais le mouvement collectif de ’ensemble des électrons
(ici, de leurs spins). L’onde de spin a les caractéristiques d’une particule, mais cette particule est
radicalement différente de la particule sous-jacente sur laquelle elle est construite (1’électron). En
fait, nous allons constater que cette particule est un boson, comme tous les modes collectifs.

Un fait important est qu’il n’y a pas de bande interdite (gap) entre ’état fondamental et le
premier état excité. Il s’agit ici d’une manifestation particuliere du théoreme de Goldstone, qui
stipule que si le fondamental d’un systéme n’est pas invariant par une symétrie continue (ici, la
symétrie de rotation dans ’espace des spins), alors les états excités ont une relation de dispersion
E(k) qui touche a ’état fondamental a une valeur précise de k (ici, k = 0). Le mode collectif
associé est appelé mode de Goldstone.

Transformation de Holstein-Primakov
Meéme si nous avons montré qu’une onde de spin est un état propre de I’hamiltonien, cela ne veut pas
nécessairement dire que deux ondes de spin ensemble forment un état propre. Pour mieux étudier
ces états et pour préciser ce qu’on entend par ‘deux ondes de spins’, il est nécessaire de procéder
a la transformation de Holstein-Primakov. On exprime les composantes du moment cinétique a
I’aide d’un oscillateur harmonique a; comme suit :

;

z __
S; =s—a;a;

St=14/2s— a;rai a, (5.71)

T

i

S{:alT 25 —a

a;

L’oscillateur a; défini & chaque site obéit a la relation de commutation usuelle [a;, a;] = 9,;. Pour
démontrer la légitimité de cette transformation, il faut démontrer que les relations de commutation
du moment cinétique sont reproduites, ce qui se fait aisément. On voit que I’état fondamental |0)
des oscillateurs, tel que a,;|0) = 0, coincide avec I’état fondamental S; = s du systeme. L’état |7)
décrit plus haut coincide avec 1’état aj]O). Ce qu’il y a de particulier dans cette transformation

c’est que les états tels que n; > 2s pour un ou plusieurs sites (ici n; = ala;) sont découplés des
autres. L’espace de Hilbert effectif n’est donc pas équivalent & l’espace de Hilbert d’un ensemble

d’oscillateurs harmoniques.

L’expression de I’hamiltonien H en fonction des oscillateurs est compliquée en raison des racines
carrées. Si on développe ces racines carrées en série, on obtient une décomposition H = H, + H,;
ou H, est purement quadratique dans les a; alors que H; contient des termes de degré supérieur a
2 représentant des interactions entre les oscillateurs. Ce développement est d’autant plus str que
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le spin s est grand. Le fait de ne retenir que H,, constitue donc une approximation dite de spin
grand. L’hamiltonien ‘libre’ H|, est, modulo une constante,

H0—8|J|ZZatal—s|J\Zaa +aa (5.72)

(ig)

ou Z est le nombre de coordination (le nombre de premiers voisins). Cet hamiltonien peut étre
diagonalisé par transformation de Fourier sur réseau. On définit

k) = VT Y e,
nel (5.73)

=V [ (k) e a(k)
Z.B.

Nous avons modifié un peu notre notation pour la rendre plus explicite vis-a-vis du réseau : les
indices de site sont maintenant des vecteurs du réseau I'. Nous avons la relation de commutation

[a(a),a'(p)] = (27)"6r. (a — P) (5.74)

On montre sans peine que
S ahay = [ @) alKat)
m 7.B.
1 . 1
i I 3 iek
(g >amam =5 Ee (d°k) e““a'(k)a(k)

(5.75)

7.B.

ou les Z vecteurs e relient un site a ses premiers voisins. Pour un réseau cubique avec vecteurs de
base e;, Z = 6 et les six vecteurs en question sont +e;. Si on définit

v(k) = %Z ek Zcos (e-k) (5.76)

e

alors 'hamiltonien libre devient
Hy =717 [ (@) (1=l (ka9 (5.77)
Les ondes de spin ont donc la relation de dispersion suivante :
E(k) = s|J|Z[1 — (k)] (5.78)

ce qui est une généralisation du résultat obtenu précédemment pour la chaine. Par exemple, sur
un réseau cubique avec pas de réseau a,, on trouve

v(k) = 3 (cos(k,aq) + cos(k,a,) + cos(k.a,)) (3D) (5.79)
En une dimension, on trouve plutot

~v(k) = cos(kay) (1D) (5.80)
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Les relations de dispersion correspondantes sont

k. k,a k
4s|J| <sin2 12% + sin® yTO + sin? 22a0> (3D)

E(k) = (5.81)

4s|J| sin? % (1D)

On remarque que la relation de dispersion est quadratique aux faibles impulsions. Par exemple,
sur un réseau cubique,
E(k) ~ s|J|aik? (3D) (5.82)

Le formalisme d’Holstein-Primakov nous permet donc de définir des états & plusieurs ondes de
spin. Cependant, méme si ceux-ci sont des états propres de H), ils ne sont pas des états propres
de H: seuls les états a une onde de spin le sont. Les interactions contenues dans H; ont un effet
attracteur sur les ondes de spins et il peut se former des états li€s ressemblant a une superposition de
deux ondes de spins et dont ’énergie est inférieure a la somme des énergies des ondes de spins. Ces
états sont présents pour s petit (interactions fortes) mais disparaissent quand s est suffisamment
grand.

5.3.2 Cas antiferromagnétique

Dans le cas antiferromagnétique (J > 0) la situation est plus compliquée. En fait, ’état fon-
damental de 'hamiltonien de Heisenberg nous est inconnu, sauf dans le cas de la chaine de spin %
[H. Bethe, 1931]. En effet, considérons la modification suivante a ’hamiltonien (J > 0):

Z Qz 1 — —
H=7Y {Si S; + 5SS +5; S;)} (5.83)
(@)

Nous avons ajouté un parametre d’anisotropie v dans ’espace des spins. Dans la limite v — 0 on
trouve 'hamiltonien d’Ising, dont ’état fondamental antiferromagnétique est 1’état de Néel, dans
lequel les spins alternent d’un site & Pautre : pour une chaine, on aurait S7 = (—s)’. Cependant,
cet état cesse d’étre un état propre de H quand v # 0, car les termes S;° Sj_ et S{S}’ modifient
I’état de Néel.

Meéme si une solution exacte a été trouvée pour 1’état fondamental et les premiers états excités
de la chaine de Heisenberg a spin %, nous ne ’étudierons pas, en raison bien str de sa complexité
mais aussi parce que nous voulons donner un traitement qui, quoiqu’approximatif, s’applique a
toutes les valeurs du spin et aux dimensions supérieures. Méme si ’état de Néel n’est pas I'état
fondamental exact de H, on estime qu’il s’en approche suffisamment pour servir de point de départ
a une approximation de Holstein-Primakov. L’état de Néel se trouve a partager le réseau I' en deux
sous-réseaux : I' = I'; + T'y. Les deux sous-réseaux sont identiques mais intercalés®. Sur chacun des
sous-réseaux les spins sont paralleles dans I’état de Néel. L’hamiltonien de Heisenberg peut s’écrire

H=7> S,-) Su. (5.84)

nel’ e

ol les spins du facteur de droite appartiennent tous a I'y.

6 Une telle décomposition n’a pas de sens pour un réseau triangulaire ou hexagonal. Nous nous limiterons
pour simplifier les choses au réseaux linéaire (1D), carré (2D) ou cubique (3D): ce sont les réseaux dits
bipartites.
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On introduit maintenant deux ensembles d’oscillateurs : a, et b,,. Les a, sont définis comme
dans le cas ferromagnétique, en fonction des spins du réseau I';. Par contre, les b,, sont définis ainsi

Si = —s+bl b,

St = bl /25 — bl by, (5.85)
S =1/2s — blub,, b,

Encore une fois les relations de commutation du moment cinétique sont reproduites par la com-
mutation [b,,bl ] = dy.m> sauf que cette fois c’est I’état de spin —s qui sert de vide. L’état de Néel
est donc caractérisé par la condition a,|0) = b,|0) = 0.

L’hamiltonien exprimé en fonction des oscillateurs comporte encore des termes quadratiques
formant une partie libre H,, plus une partie d’interaction H; contenant des termes de degrés
supérieurs. A une constante pres, on a

Hy=sJZ { S aha,+ > bLbn} +s73 (ajlbjw v anbm) (5.86)
nely nel’y nel’y e
Encore une fois nous allons définir une transformée de Fourier :
b(k) = /1 > _ e ™,
nel (5.87)
by = Vo / (d®k) e *mb(k)
7.B.

Notons la différence de signe dans la phase par rapport a la définition de a(k). La zone de Brillouin
est ici celle du réseau réciproque de I'; (ou I'y) et non pas de I'; elle est donc deux fois plus petite.
Par contre a chaque valeur de k on associe deux oscillateurs. Le nombre de degrés de liberté est
donc le méme qu’auparavant. En fonction de ces opérateurs I’hamiltonien libre devient

H,=sJZ /Z ) (d®k) {aT(k)a(k) + b (k)b(k) + v(k)[a! ()bl (k) + a(k)b(k)]} (5.88)

Force nous est de constater que la diagonalisation n’est pas terminée, puisque 1’état fondamental
de cet hamiltonien n’est manifestement pas le vide |0) des oscillateurs. Ceci est rassurant, puisque
nous savons que l'état de Néel n’est pas I’état fondamental de H.

(k)

AF

0 Kk T

Figure 5.1. Relations de dispersion des ondes de spin en dimension 1, dans les cas
ferromagnétique (F) et antiferromagnétique (AF).



106 5. Applications a la physique du solide

Nous souhaitons ramener cet hamiltonien a une forme qui ne contient que des opérateurs de
nombre (a'a, etc.) pour pouvoir identifier les quanta des ondes de spin. Ceci ne peut se faire avec
les oscillateurs a(k) et b(k), mais est possible a ’aide de nouveaux oscillateurs obtenus par une

transformation de Bogolioubov:
<gT((ll{<))> = M(k) (&%ﬁ)) (5.89)

ou M (k) est une matrice 2 par 2 dépendant de k. Pour simplifier la notation, considérons une

transformation
di\ _ G
()= (2) 590

ol les ¢; obéissent aux relations de commutation

[cire;] =0 [chj'] = (03)y5 (5.91)
Ceci s’applique effectivement au cas qui nous occupe. Si on désire que les d; satisfassent aux

mémes relations, c’est-a-dire qu’ils soient des oscillateurs, la matrice M doit respecter la contrainte
MoyM' = o4. En effet,

[d;, df) = My Mjey, o] = My Mj (o), = (Moy M), (5.92)

17779

Une solution & cette contrainte est

cosh 6 sth) (5.93)

M(6) = (sinh@ cosh 6

(cette solution n’est pas unique, car d, et d, peuvent étre multipliés par un facteur de phase). On
cherche donc un ‘angle’ 6, tel que H soit simple en fonction des «(k) et des (k). En définissant
les doublets c(k) = (a(k),b'(k)) et d(k) = (a(k), 7 (k)) on peut écrire ’hamiltonien sous la forme
suivante :

H=sJ]Z / (k) ¢'(k)L(k)c(k)
7.B.

(5.94)
=sJZ / (d®k) d'(k)D(k)d(k)
7.B.
ou les matrices L et D sont définies par
L(k) = <7(1k) 7(1k)> L(k) = M'(6,)D(k) M (6,) (5.95)

(ici M = M). Il nous reste a trouver (k) de sorte que D(k) soit diagonal. Notons tout d’abord que
les matrices M (#) possedent une régle de multiplication simple, en vertu des formules d’addition
des fonctions hyperboliques :

M(0,)M(0,) = M (6, + 6,) (5.96)

D’autre part, la matrice L(k) peut s’écrire ainsi :

L(k) = /1 = ~*(k)M () (5.97)
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ou

(k) _ 1 anly —
m , coshmn = Ty , tanhmn, = (k) (5.98)
En isolant D(k), on trouve donc
D(k) = M~ (i) LK) M~ (6h) = /1 = 7* (k) M (=20, +1y) (5.99)

Cette matrice est diagonale si 'argument de M est nul, c’est-a-dire si 7, = 26,.. On trouve donc la
condition

sinhn, =

1
b= 3 tanh ™! y(k) (5.100)

(notons que —1 > (k) < 1 d’apres sa définition, de sorte qu'une solution 6, existe toujours).
L’hamiltonien libre prend la forme suivante :

Hy = sJZ/ (@k) 1 — %K) {oﬁ(k)a(k) + ﬁ(k)ﬁ*(k)} + const. (5.101)
Z.B.
En commutant les opérateurs du deuxieme terme, on trouve
H,=s]Z / (@%k) /T — ~12(K) {oﬂ(k)a(k) + fﬁ(k)ﬁ(k)} + const. (5.102)
Z.B.

ce qui est bien la forme attendue de I'hamiltonien d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques
découplés. L’état fondamental |2) est défini par les relations

a®)|Q) =0  BK)IQ =0 (5.103)

Les opérateurs af (k) et 37(k) créent des excitations & partir du ‘nouveau vide’ |2). Ces excitations
ont la relation de dispersion suivante :

E(k) = sJZ+\/1—~%(k) (5.104)

En particulier, en une dimension, on trouve

E(k) = 2sJ sin(kay) (5.105)

Aux petits vecteurs d’onde” cette relation de dispersion est linéaire, a la différence du cas
ferromagnétique. En particulier, en trois dimensions sur un réseau cubique avec pas de réseau a,
on trouve

1= 2(k) ~ \}§CL0|k[ (3D) (5.106)

En une dimension, cette expression est remplacée par

1— 72(k) ~ ay|k| (1D) (5.107)

Les ondes de spin antiferromagnétiques viennent donc en deux polarisations (« et (3) ayant des

énergies identiques. On calcule sans peine que le spin total S;; est donné par

= [ @) {51050 al09a0)} (5.108)

Le ondes de spin de polarisation § («) ont donc une valeur positive (négative) de S* alors que
S% = 0 dans le vide |2). On constate que les ondes de spin ont un spin égal & un, quelle que soit
la valeur de s.

T Notons ici que le vecteur d’onde k = 0 appartient au réseau réciproque du sous-réseau I'1. La zone de
Brillouin associée a I" (le réseau complet) est deux fois plus grande que celle associée a I'1. En fait, le vecteur
k = 0, reporté dans la zone de Brillouin de T', correspond & un vecteur d’onde kap = (7,7, 7)/ap (sur un
réseau cubique), appelé vecteur d’onde antiferromagnétique.
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o(K)

continuum continuum

0 kK T

Figure 5.2. Relations de dispersion des états excités de la chaine de spin %

Solution exacte en d =1

La théorie des ondes de spins expliquée ci-haut ne fonctionne pas en dimension 1 et le désaccord
est flagrant avec les petites valeurs du spin (s = %, 1). L’état fondamental de la chaine de spin %
a été obtenu par H. Bethe en 1931, a ’aide d’une technique qui est depuis connue sous le nom
d’ansatz de Bethe. Cet état fondamental ne présente pas d’ordre a longue portée et donc le point
de départ de la méthode de Holstein-Primakoff est completement injustifié dans ce cas. Les états
excités ont été obtenus plus tard et c’est assez récemment qu’une vision plus claire du spectre a
émergé [Fadeev et Takhtajan, 1981]. Ces états excités, dans une chaine qui comprend un nombre
pair de sites, sont formés d’'un nombre pair de spinons. Ces spinons ont la relation de dispersion
suivante :

1
e(k) = iwsink 0<k<m et J=1 (5.109)

Chacun de ces spinons porte un spin %, mais comme les états physique comportent un nombre pair
de spinons, leur spin est entier. Ils forment de plus un continuum d’états, pour une valeur donnée

de k (cf. figure).

Gap de Haldane

Pour sa part, la chaine de spin s = 1 ne s’est pas prétée jusqu’ici & une solution exacte. On
sait cependant, grace a divers moyens (correspondance avec la théorie des champs et méthodes
numériques) que ’état fondamental est désordonné et qu’il existe une bande interdite (ou gap) entre
le fondamental et le premier état excité. D’apres les plus récentes simulations numériques, ce gap est
égal a A = 0,41049(2)J. C’est Haldane qui a conjecturé (1983) que les chaines antiferromagnétiques
de spin entier ont un tel gap, alors que les chaines de spin demi-entier n’en ont pas.
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Chapitre 7 : Etats cohérents macroscopiques
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1.4. Oscillateur harmonique 15

(Pletale) = (a|ass) 166y

) o exp — S mwr th (1.70)

1.4.2 Etats cohérents

Les états propres |n) de 'hamiltonien ne sont pas trés utiles pour faire le lien avec la théorie
classique de l'oscillateur harmonique. A cette fin on introduit une famille d’états appelés états
cohérents, caractérisée par un parametre complexe z:

|2) = e /262" |0) (1.71)

La constante e 1?"/2 assure la normalisation (z]z) = 1, comme nous le vérifierons plus bas. L’état
|z) est une superposition de tous les états propres |n), comme on peut le constater en développant
Pexponentielle en série et en substituant la définition de |n):

) =e I /QZ f\n (1.72)

n=0
L’essentiel des propriétés des états cohérents peut étre démontré a I’aide de la relation suivante :

[a,e'] = ze*" (1.73)
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Pour démontrer cette relation, on doit d’abord montrer que [a, (a")"] = n(a')"!, ce qui se fait
aisément par récurrence, c’est-a-dire en supposant que la relation est vraie pour n — 1:

@, (a))"] = aal(a)" ! = al (a')" a
=al [a, (LLT)"’*1] + (aT)nfl
= aT(n — 1)(({[)”*2 + (aT)nfl

—_ n(aT)’nfl

(1.74)

Il faut aussi constater que le résultat est vrai pour n = 1, ce qui est ici évident. Ensuite, on procede
a un développement de Taylor :

(1.75)

Dans la derniére équation nous avons fait la substitution n — n + 1. La relation (1.73) est donc
démontrée.

Cette relation nous permet d’affirmer que |z) est un état propre de a avec valeur propre z:

alz) = e_|2|2/2aezai|0>
= e 2q,e*]j0)  (al0) = 0)
— Ze_|z‘2/2€zai|0>

= z|z)

(1.76)

Il s’ensuit que a™|z) = z™|z) ou, plus généralement, f(a)lz) = f(2)|z), ou f est une fonction
analytique quelconque. Ceci nous permet de confirmer la normalisation de |z):

(2]2) = e FI 2 (0]e

z)

= o))

= (0fe*"'|0) (L.77)
252

= 01 (10) + 50+ 520+

=1

Nous pouvons aussi facilement démontrer que

(wlz) = exp — (|2* + |w|* — 2w*z) /2
(1.78)

1 2 1 * *
:exp—i\z—w| expg(w z—wz")
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ou (w*z —wz*) est purement imaginaire. Le recouvrement des états cohérents diminue donc rapi-
dement avec la distance |z — w|.

On peut aussi définir 'opérateur unitaire suivant :
D(z) = exp(—z*a + za') (1.79)

En utilisant la relation de Campbell-Baker-Hausdorff

oATB _ oAgBo—[A.B]/2 (1.80)

ou par hypothese [A, B] commute avec A et B, on démontre que
D(z) = e %e* "/ (1.81)

Ceci nous permet d’écrire la définition d’un état cohérent normalisé comme |z) = D(2)|0).

On démontre aussi la relation de complétude suivante :

;/dzdz* |2)(z| =1 (1.82)

ol [ dzdz* signifie simplement une intégrale sur tout le plan complexe. Pour démontrer cette rela-
tion, on en prend simplement 1’élément de matrice entre les états propres |n) et |m): Remarquons
d’abord que

1 2 1 2
— P2 ig1gme% ) = —|21/2 0
(n|z) ﬁn!e (0]a™e** |0) \/me z (1.83)

Apres quoi on calcule que

1
- dzdz* (n|2){(zlm) = /dZdZ e|z\ ST M
L [ azaz ol elm) mr

prm L(n m)e

rdrde e
W\/n'm / v (1.84)

_ - 2 on —r?
_5"mn! /dr r'e
=9

Ce qui est évidemment le résultat cherché.

Etudions maintenant les valeurs moyennes et les fluctuations de X et de P dans ’état cohérent
|z). Rappelons que

h
X = a+aT = Tgw(a—aT)/i (1.85)
Comme (z|alz) = z, (z]al|z) = |aTa| ) = |z]? et (z]aa'|z) = |z|* + 1, on en déduit que

_ /2 ZX2Z:ﬂ Rez2—1-1
Xl - */WR“ EAX72) = 2 (Be 2) 4>1 .
(2| P|z) = V2hmwIm 2z (2|P?|z) = 2hmw((Im 2)* + Z)
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Ces relations nous permettent de calculer les fluctuations :

(AX)? = (2] X?|2) — (2] X[2))* = %

(1.87)
(AP)2 _ hAmw
2
On note que la relation d’incertitude est tout juste satisfaite :
1
(AX)(AP) = §h (dans |z)) (1.88)

Pour fins de comparaison, notons que dans 1’état propre |n) la relation d’incertitude devient
1
(AX)(AP) = (2n+ 1)§h (dans |n)) (1.89)

Donc les états cohérents minimisent 'incertitude quantique. Dans ce sens, ce sont les états qui se
rapprochent le plus des trajectoires classiques et on les nomme aussi états quasi-classiques.

Pour s’en convaincre un peu plus, calculons leur évolution temporelle du point de vue de
Schrodinger : étant donné que

1
In(t)) = |n)exp —i(n + §)Wt (1.90)
on déduit de (1.72) que

2 : > 2" :
|Z(t)> _ ef\z| /2€7wt/2 2 : efmwt’n>
n=0 " n! (191)

_ efiwt/2 ‘efiwtz(o»

Le parametre z effectue donc un mouvement circulaire dans le plan complexe, avec une fréquence
w et une amplitude |z| constante. Comme (X) < Re z et (P) o< Im z, on voit que ces oscillations
correspondent bel et bien aux oscillations classiques, sauf que les valeurs de X et P ne sont pas
précisément déterminées.

Le fait que le module |z| ne change pas avec le temps provient de ce que |z|? est égal a la valeur
moyenne de N = a'a:

(2|N|z) = (z]a'alz) = |2 (1.92)

Puisque N commute avec 'hamiltonien, il s’ensuit que (N) est constant. On associe donc (N) a
Pamplitude de loscillation de z. La limite classique est obtenue quand la valeur moyenne [(X)]
est grande (la plupart du temps) en comparaison de U'incertitude AX. Dans cette limite la valeur
moyenne de N est donc > 1.



7. CONDENSATION DE BOSE-
EINSTEIN ET ETATS COHERENTS

7.1 Etats cohérents

Voir les notes de David Sénéchal ci-dessus

Le fondamental de l'antiferroaimant vu au chapitre précédent peut s’écrire
comme un état cohérent lorsqu’on l'exprime dans la base du vide des bosons de
Holstein-Primakov, c’est-a-dire, ag |0) = by [0) = 0.

Nous allons travailler avec un nombre discret de vecteurs d’ondes. Le fonda-
mental de 1’état antiferromagnétique |€2) est annihilé par les opérateurs ay, et 3,
définis par

ap = ukak—vkbz (7.1)

51@ = —vkaz—i—ukbk (72)

c’est-a-dire, oy |Q) = 8, |2) = 0. Ces deux derniéres égalités sont satisfaites par
Pétat (non-normalisé)

M.
Q) = [ e~ o) (7.3)

qui est donc une forme explicite pour I'état fondamental d’un antiferroaimant. On
voit que le fondamental de P’antiferroaimant contient 1'état de Néel |0) ainsi que
des états avec des paires de spins renversés puisque a}; descend le spin sur le sous
réseau A et b:; le monte sur le sous-réseau B.

Preuve: Utilisant les propriétés des états cohérents, on sait que

ar (54 10)) = o] (e |0))
U

Z.B.M.
gty
puisque les b,(j)commutent avec les ag). Définissant B = H e“'?l aqby
q#k
on a
ZBM. , .
a|Q) = (Uk:ak - Ukbz) H eq ot |0)
q
g Tt
= B (ukak — vkbL) ek @bk |0)
Vg, g Tt
= B (uk."bL - vkb,1> e % |0) = 0 (7.4)
Uk
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De méme,

Bl = ( Ukak-f-ukbk) H e ""|0

vt
B (—vkak + ukbk) ek Faib |0)
- B 1 Ukt albl
= —VRay, + U —ay, ek |0y =0
m

ce qui prouve 1’énoncé.

7.2 Condensation de Bose-Einstein!

Le phénomeéne en titre a été prédit par Einstein en 1925 et observé 70 ans plus
tard en 1995 aprés de nombreuses années de travail qui ont permis de fabriquer
des gaz extrémement dilués et prés du zéro absolu. Nous allons d’abord expli-
quer le phénoméne théoriquement et démontrer comment il peut survivre & une
température différente du zéro absolu et aux interactions. En fait les interactions
sont essentielles pour l’existence du phénoméne de superfluidité. Ensuite nous
nous attarderons a la facon dont on s’y prend pour observer assez directement
la condensation de Bose-Einstein. En fait, la superfluidite de *He est une con-
séquence de la condensation de Bose-Einstein, mais comme les interactions sont
fortes dans ce liquide, il n’est pas facile & comprendre & partir de calculs simples.
C’est pourquoi nous nous attarderons au cas des atomes froids.

7.2.1 Condensation de Bose-Einstein a température finie

Le physicien indien Bose a proposé pour les photons (u = 0) la distribution qui
porte son nom. Incapable de faire publier ses résultats, il plaide auprés d’Einstein
qui intervient auprés des éditeurs et qui généralise le résultat de Bose au cas des
atomes (ne connaissant pas lexistence de fermions) et découvre le phénomene de
condensation.

Nous avons déja vu que le fondamental d’une assemblée de N bosons & une
composante dans le cas sans interaction est donné par

(o)
o) = 7R
T

oll ay_, crée une particule dans I’état k = 0. Que se passe-t-il & température finie?
Dans I'ensemble grand canonique on peut calculer la fonction de partition et en
extraire le nombre de particules dans un état k

10) (7.5)

1
T _
<akak> = B 1 (7.6)
ou la relation de dispersion est donnée par
h2k?
= ) 7.7
ck 2m (77)

LJ.F. Annett, Superconductivity, Superfluids and condensates, Chap. 1
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On détermine le potentiel chimique comme d’habitude par I’équation donnant le
nombre de particules

1
N = Zk: e e (7.8)

Comment les particules peuvent-elles toutes étre dans ’état k = 0 & tempéra-
ture finie? Supposons d’abord que I'état fondamental est occupé de fagon macro-
scopique par Ng particules, ou Ny est d’ordre N. On a alors

1

N = -
07 e=Brn—1

(7.9)

et il faut donc que p soit trés petit pour que le membre de droite soit grand. En
développant le dénominateur, on trouve

=281 (7.10)

L’énergie du premier état excité dans un réseau cubique de coté L est

B2 [2r\?
— = . 7.11
2m ( L > ( )
Donc, pous le premier niveau excité, en posant Ny = ngL> oil ng est la densité,
on obtient,
R (2x\? kT
—u=—1— —_—. 7.12
kA 2m(L> +n0L3 (7.12)

Dans la limite du volume infini, on voit donc (en trois dimensions... encore d = 2
ne fonctionne pas) qu’on peut négliger le dernier terme, i.e. mettre g = 0 pour
déterminer I'occupation du premier niveau excité et de tous les autres. Leggett ap-
pelle les condensat de Bose Einstein ayant un seul état macroscopiquement occupé
un condensat “simple”. Autrement, si plus d’un niveau est occupé macroscopique-
ment, il est fragmenté.

Calculons donc 'occupation de ces niveaux autres que le fondamental lorsque
la température est finie

1
N=No+ D (7.13)
k
Passant & la limite du continu, on a, avec V = L3

d*k 1
N = N —
0+V/(27T)3ef35k—1

B (4m) [ o 1

Pour isoler la dépendance en température, change de variable et pose fex =
B°E — 2 Dans ce cas, k = (kaBT:c)l/2 /h et dk = dzx (kaBT)l/Z/ (2n21/?)

2m
d’ou

1 2mkgT (2mkpT)"? /°° 1 2
N=Ny+V— d
0tV o e oh o er—1z12"

On écrit donc I’équation pour la densité n = N/V.

kpT)*? [~ 1
n=ng+ (mkpT) / _ 2124y
\ﬁﬂ'QTLB o e*—1

CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN? 3



Pour évaluer l'intégrale, on procéde comme suit

/w;zlmdaj = / 2% dx
o e*—1 l—e*
- [ ey et
0

p=0

o0 1 00
= S
0

- ()

s
- ZEZ’) % = 2.612@ (7.15)

ou ( est la fonction zeta de Riemann et nous avons utilisé

3

S

I'(t) = /OOO e Yyt ldy (7.16)

et I'(3/2) = \/m/2. Substituant dans '’expression pour la densité, nous obtenons

kpT)*? (3
n = ng MC 3\ VT (7.17)
V22 K3 2) 2
mkpT\*? (3
= —_— = 7.18
no+(2ﬁh2) (2 (7.18)
La fraction des particules condensées est donc donnée par
o _y L (mksT 3/24“ ()" (7.19)
n o n\ 2rh? 2) T. '
ol nous avons défini la température 7T, comme celle ou le membre de droite
s’annule, soit
o2 2/3
n
L U (7.20)
kpm \ ¢ (3)

Pour des températures plus grandes que cette valeur, ny = 0 et le potentiel chim-
ique est négatif.

La température de condensation est reliée a la valeur de température ou la
longueur d’onde thermique de de Broglie devient comparable a la séparation en-
tre atomes, i.e. au cas ou la limite classique n’est plus valable. Cette longueur
thermique s’estime de la fagon suivante. Comme 1’énergie cinétique moyenne est
de Vordre de kT en mécanique classique, on pose (le facteur 7 est arbitraire ici
méme s’il peut se justifier (un peu) dans le formalisme des fontions de Green)

h2k?
wkpT = 2mm' (7.21)
De 14 on déduit,
2mmkpT 1/2 2w
k. = — = — 7.22
() - (7.22)
ou la derniére équation définit la longueur thermique de de Broglie A\;,. De cette
équation on tire
ork2 \ /2
Ath = (kaT) (7.23)
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Ceci permet de réécrie la température de condensation de Bose-Einstein sous
la forme ou la densité de particules est celle trouvée lorsque la distance moyenne
est de l'ordre de Ay,

A, = ¢ <3) n! (7.24)

2
car alors
orhi2 \/? 3\
<m/~cBT> - <<2)"1 (725)
omh? 3\%
) =@ o
2/3
o2
7. = () . (7.27)
kem \ ¢ (5)

Remarque 1 Plus simplement, la transition de phase a lieu lorsque la longueur
thermique de de Broglie devient de l’ordre de la séparation interatomique. En effet

h2k? h?
om 2m\?

~ kpT (7.28)

nous donne une longueur d’onde thermique \*> = (2r/k)* ~ h2/ (2mkpT). Lorsqu’il
y a un atome par longueur d’onde thermique, n ~ 1//\3 et donc, 1/)\2 ~ n23oy
T ~ h*n?/3/ (2mkp) ce qui correspond au résultat trouvé ci-desssus Eq.(7.27).

7.2.2 Stabilité de la condensation de Bose-Einstein sous |'effet des interactions

La condensation de Bose-Einstein survit-elle aux interactions? En seconde quan-
tification, I'opérateur servant a trouver l’énergie d’interaction s’écrit,

; / Brd*rU (r— ') (1) p! ()6 (£ (1) (7.29)

o, dans une base d’états propres normalisés au volume du systéme V, on a

—ik-r

TI': ¢ CLT. .

Prenons le cas simpleoa U (r — r') = g6 (r — 1/ ), ce qui est une excellente approx-
imation pour les atomes froids. Si on prend comme fondamental I’état condensée

Eq.(7.5), on a, avec [ak, aL,] = Ok i’

¥ (r) [Qn) = Zk: ej/k‘;ak |Qn) = \/?WN—D =v/n|Qn-1) (7.31)

o |2x_1) est le fondamental de Bose-Einstein pour N — 1 particules. Il n’y a que
Pétat k = 0 qui contribue dans l'intégrale. On trouve donc, (négligeant encore 1
devant N)

O § [t ()01 @)% )6 1)1 = V. (732
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Comme on se place dans la limite ou N est trés grand, nous allons approximer
dorénavant ’énergie potentielle par

@l § [ ot ()0 60! )0 @) )

Supposons maintenant que le systéme ait deux états macroscopiquement oc-
cupés qu’on peuple également. On a alors

(aL:())N/Q (GL_h)N/Q' |

W) =

: oiker 4
wT (r)¢ (r) ‘Q/N/Z,N/2> = Z W“L (\/m ‘QQV/271,N/2> + e_lkl‘r\/m ’Q/N/Z,N/271>)

- (E )’QN/zN/2> (7.33)

7ezk1~r
+ 2

n —iky -
QN/2—1,N/2+1> + 56 s ’Q/IV/2+1,N/2—1>

Multipliant par Padjoint <Q§V/2,N/2’ ¥f(r) e (r) et utilisant Porthogonalité des

états, on a
g 3.t T = Jyp2lay !
1§ [ @ @e v @ v oy = Vit (U [
g 2
+§V< ) < §V/2—1,N/2+1 ’Q/IV/Q—LN/2+1>
g 2
+§V< ) <Q§v/2+1,N/2—1 ’QIJV/2+1,N/2—1>
9+, 2 1
= - 1 ' 4
2Vn ( + 2) (7.34)

L’énergie est plus élevée et donc les interactions répulsives favorisent un seul
état macroscopiquement occupé. Le raisonnement est plus compliqué dans le cas
d’interactions attractives.

7.2.3  Ordre hors diagonal a longue portée et état cohérent

Dans un condensat de Bose Einstein, la matrice densité a une particule a la pro-
priété suivante

lim (] 0 (1) () [0) = 3 30 3 e ne R+ (] afane [96) = o,

r—r’—oo

(7.35)
Olivier Penrose a suggérer d’appeler cette propriété des états condensés ordre
hors diagonal & longue portée. Le contraste avec le cas habituel est frappant. Soit
nk = (Q altak/ |Q) (seulement k =k’ contribue) pour un état |Q2) qui n’est pas
un condensat de Bose-Einstein. Alors, si cette quantité ny a une certaine largeur
dans l’espace de Fourier, elle aura l'inverse de cette largeur dans I’espace réel et
donc,

lim (Qyf (r) (') |Q) = lim %Zelk (") = 0 (7.36)

r—r/—oo r—r’—oo m
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(Avec une fonction delta & k = 0 on retourne au cas précédent).

Comme dans les cas de symétrie brisée que nous avons considérés antérieure-
ment, la facon la plus commode de représenter 'ordre hors diagonal décrit par
’'Eq.(7.35), est de choisir un état fondamental tel que (Q¢ (r')|Q) = \/nge™.
Cette propriété est satisfaite par un état cohérent comme ceux discutés en début
de chapitre.

7.2.4 Superfluidité, vitesse critique et interactions

Imaginons un condensat de Bose Einstein dans une géométrie toroidale. Si on fait
tourner le tore, les parois entreront en collision avec le fluide prés des bords. Dans
I’état superfluide, la condensat ne sera pas entrainé par la rotation des parois et il
demeurera au repos. Landau suggéra I’argument suivant. Un particule de quantité
de mouvement p vu du point de vue des parois aura une quantité de mouvement
p—mv ou v est la vitesse des parois par rapport au systéme au repos. comme
la collision est élastique, la particule repartira avec une quantité de mouvement
p’ —mv de méme grandeur mais de direction différente. Cela ne sera donc possible
que si p2 — mp-v =p? — mp’-v. Dans le cas d’une particule appartenant au
condensat, p = 0 et il suffit donc de satisfaire p’?> = mp’-v ce qu'il est joujours
possible de satisfaire en choisissant ’angle de diffusion de fagon appropriée. Ainsi,
un condensat de Bose-Einstein pour un systéme sans interactions n’est pas un
superfluide.

La présence des interactions a l'effet dramatique suivant. Les états de basse
énergie sont des modes collectifs obéissant a la relation

ep =c|p|. (7.37)

Ainsi, si la vitesse des parois |v| est plus petite que ¢, il est impossible de créer des
excitations dans le systéme et c’est ce qui explique le fait que la partie superfluide
du systéme n’est pas entrainée par les parois. Les excitations de basse énergie se
calculent aisément dans le cas d’interactions faibles. Ce calcul est fait dans le livre
de Annett section 5.6. Il suffit d’écrire ¢ (r) = ¥ (r) + 0¢ (r) on ¥, (r) est le
condensat et de garder les termes quadratiques en % (r ). Une transformation de
Boboliubov analogue a celle fait pour ’antiferroaimant nous donne la solution. La

vitesse est donnée par
2 1/2
m

Cela ne décrit pas toutes les excitations dans le cas de systémes qui interagissent
fortement comme *He. Il y a aussi ce qu’on appelle des rotons.

Leggett! explique aussi que les états superfluides peuvent étre métastables,
c’est-a-dire exister trés longtemps méme s’ils ne sont pas des états d’équilibre.

7.2.5 Pieges magnétiques et optiques pour les atomes froids et observation du phénoméne

A la fin des années 30, il fut découvert que *He était un superfluide. Cet atome
est un boson car il posséde deux électrons, deux protons et deux neutrons, soit
un nombre pair de particules. Lorsque les énergies sont suffisamment basses pour

4A.J. Leggett, Quantum Liquids, Oxford Graduate Texts, (2006).

CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN® 7



qu’il soit impossible de séparer les constituants, il n’est pas nécessaire d’écrire une
fonction d’onde qui est antisymétrique sous échange de n’importe quelle paire de
particules. Seuls deux atomes complets de * He pourront s’échanger et donc leur
fonction d’onde ne changera pas de signe, ce sont des bosons.

En utilisant la densité p ~ 145 kg/ m? pour I'*He, on trouve que la tempéra-
ture de condensation est d’environ 3.11 K, ce qui est de l'ordre de grandeur de
la température de 2.2 K & laquelle ce liquide devient superfluide. Le 2He est un
fermion qui devient superfluide & une température environ mill fois plus basse,
bien que chimiquement il soit identique & I'* He. La superfluidité dans ce cas vient
du phénomeéne de Cooper que nous discuterons dans le contexte de la supracon-
ductivité. Cela démontre dramatiquement I'influence des statistiques quantiques.

Malheureusement, les atomes d’* He interagissent trés fortement et il n’est pas
facile de faire des prédictions théoriques. En 1995, le phénoméne de condensation
de Bose-Einstein d'un gaz trés dilué interagissant trés fortement a été observé
pour la premiére fois avec des atomes de 87 Rb. Les densités de ces atomes dans
des piéges sont de I'ordre de 10" — 10 ¢cm™2 comparé a *He dont la densité est
de 2 x 10?2 ecm™3. De plus ils sont beaucoup plus lourds. Leur température de
condensation de Bose-Einstein est estimée étre de 'ordre de 1078 — 1079 K. Aussi
incroyable que cela puisse paraitre, ces températures peuvent étre atteintes grace
a plusieurs trucs d’optique quantique. Nous n’en décrirons que quelques aspects
et de fagon trés shématique.

On utilise généralement les alkalins parce que leur électron de valence solitaire
forme de grandes orbites qui sont plus facilement polarisables et donc interagissent
plus fortement avec la lumiére. Ces atomes seront des bosons s’ils ont un nombre
impair de nucléons. Par exemple, "Li, 2 Na, 3 Rb ont tous un spin nucléaire
I =3/2. Comme S = 1/2, leur spin total F' peut donc prendre les valeurs F' = 2
et F' = 1. Une des techiniques pour piéger ces atomes est d’utiliser un champ
magnétique. Cela semble a priori bizarre parce que V-B = 0 implique qu’il ne peut
y avoir de maximum du champ magnétique (Théoréme de Earnshaw). Ce théoréme
n’élimine pas la possibilité d’avoir un minimum. Pour comprendre comment il est
néanmoins possible de faire un piége optique pour ces atomes, étudions un peu plus
en détail leurs états de spin et comment ils réagissent au champ magnétique. Tout
d’abord, rappelons qu’en présence de 'interaction hyperfine, le moment cinétique
total est un bon nombre quantique. Il est important d’identifier la partie spin et
la partie noyau de 1’état car le champ magnétique se couple principalement & la
partie spin. Pour écrire explicitement les états de moment cinétique total F', on
part de I’état complétement polarisé

|FF=2,Mp=2)=|M;=_,Ms

[\ VV]
I
N
\/
I
DO W
\/
®
N
\/
—
~
W
=]
=

et on applique I'opérateur d’échelle

F =1 +8 (7.40)

ol

ST m)=+/SS+1) —m(m—1)|m—1). (7.41)
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On obtient, en s’assurant en plus que les états sont normalisés,

3\ |1
e

F =2 Mp=-1) =

s = SRR B
penecn = (DR

3 1
F=2Mp=-2) = |[—=)|—-=). 7.42
Foaie=-2) = |[-3)]-3) (7.42)
Comme les trois états avec F' = 1 doivent étre orthogonaux, on peut facilement
les écrire a partir des résultats précédents
3 1
312V |-
a)2)

F=1Mp=1) = ;(;>E>_
=0 = (1)) ) 2)
o= < 3()-aH)l)

Nous venons en fait de trouver les coefficients de Clebsh-Gordon pour combiner
les moments cinétiques 3/2 et 1/2.

En présence d’un champ magnétique, le terme de Zeeman peut s’écrire en
trés bonne approximation comme 2u5S, B, pour un champ magnétique selon z
car le moment magnétique du noyau est environ 2000 fois plus petit que celui
de Vélectron. Evaluant (F, Mp|2ugS.B. |F,Mg), on trouve facilement que les
deux niveaux Mp = 0 sont inaffectés alors que pour F = 2, les niveaux Mg > 0
augmentent en énergie et Mp < 0 diminuent, le changement étant d’autant plus
marqué que la projection est grande. Pour F' = 2, les roles de Mp > 0et Mp <0
sont inversés. Cela veut dire que dans un champ magnétique dont la grandeur est
minimale & un endroit donné, les atomes de moment cinétique total F' = 2 sont
attirés vers le minimum si Mp > 0. Cela leur permet d’abaisser leur énergie. Il
en est de méme pour les atomes ayant F' = 1 et Mp < 0. Chaque valeur de F
meéne & un gaz de bosons discernable du gaz ayant un F' différent. C’est comme
si on avait deux gaz en équilibre. Pour abaisser la température, il suffit d’abaisser
la profondeur du piége a atome pour laisser sortir les atomes les plus chauds. On
peut ainsi atteindre le micro-Kelvin.

Pourquoi les atomes ne forment-ils pas un solide, ce qui est aprés tout leur vrai
état fondamental. C’est parce qu’ils sont trés dilués et que les collisions & deux
corps ne peuvent étre qu’élastiques, ce qui empéche un lien de se former entre deux
atomes. Les collisions a trois corps le permettent mais elles sont négligeables (pas
complétement cependant puisqu’elles permettent I’équilibre thermique). A cause
de ces collisions le gaz a un temps de vie fini, mais pendant les quelques secondes
qu’il dure, plusieurs expériences sont possibles.

Une autre fagon de refroidir les atomes fait appel aux laser. On place des lasers
le long des axes d'un repére en d = 3 avec une fréquence légérement inférieure
a la fréquence d’une transition entre deux niveaux hyperfins. Si les atomes se
déplacent vers les laser, I'effet Doppler les fait entrer en résonnance. Ils absorbent
un photon, ce qui les ralenti. De plus, ces lasers peuvent servir de piége optique.
En les focalisant dans une région déterminée mais avec une fréquence légérement
inférieure a celle d’une transition, la grande polarisabilité « positive ajoute une
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énergie potentielle —aE? /2 (de forme spatiale harmonique) qui fait que les atomes
ont tendance & se tenir dans les régions de fort champ électrique.

En 1995, le phénomeéne de condensation de Bose-Einstein a été observé par
trois groupes différents utilisant chacun un type d’ion différent, " Li, 2 Na, 87 Rb.
On observe ce phénomeéne en enlevant subitement le piége optique et en mesurant
optiquement la densité du nuage d’atomes qui s’échappe. Cela donne une mesure
directe de leur distribution de vitesse. C’est ce qui est illustré sur la page internet
du cours. A suffisamment basse température, la largeur du pic observé se concen-
tre autour d’un vitesse nulle (elle n’est pas complétement nulle a cause du principe
d’incertitude et du fait que le piege a une taille finie). A température plus élevée,
la largeur est celle qu’on peut calculer a partir d’une distribution thermique. Le
prix Nobel de 2001 a été attribué a Cornell, Ketterle et Wieman pour cet exploit.
On a pu observer la superfluidité et des vortex, en d’autres mots, 'effet des in-
teractions nécessaire a ’observation de ces phénomenes (tel qu’expliqué dans la
section précédente) est présent.

On peut aussi créer un réseau pour les atomes en se servant du patron d’interférence
des lasers qui servent & les piéger. Ils peuvent servir de systémes modeéles pour la
physique du solide. Les énergies sont telles que les atomes se comportent comme
s’ils étaient décrits par un modeéle de Hubbard. Un probléme sur ce sujet apparait
dans le devoir 4. Un des grands objectifs de ce domaine est de trouver des condi-
tions ou il sera possible de modéliser les supraconducteurs a haute température.

Plusieurs résultats spectaculaires ont été obtenus ces deniéres années. Par
exemple,

e un phénomeéne dynamique intéressant ot le systéme oscille entre un isolant
de Mott et un condensat de Bose-Einstein

Greiner M, Mandel O, Hansch TW, et al.
Collapse and revival of the matter wave field of a Bose-Einstein condensate
NATURE 419 (6902): 51-54 SEP 5 2002

e La transition superfluide isolant de Mott, traitée dans le devoir 5

Greiner M, Mandel O, Esslinger T, et al.
Quantum phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas of

ultracold atoms
NATURE 415 (6867): 39-44 JAN 3 2002

e Un systéme équivalent & un modéle de bosons de coeur dur en une dimension

Paredes B, Widera A, Murg V, et al.
Tonks-Girardeau gas of ultracold atoms in an optical lattice
NATURE 429 (6989): 277-281 MAY 20 2004

e La formation de paires de Cooper

Koponen T, Kinnunen J, Martikainen JP, et al.
Fermion pairing with spin-density imbalance in an optical lattice
NEW JOURNAL OF PHYSICS 8: Art. No. 179 SEP 5 2006

7.2.6 Equation de Gross-Pitaevskii

Supposons un potentiel de piégeage Vo, (r) et des interactions entre atomes du
type gé (r —r’) . Etant donné que la longueur d’onde de la lumiére, qui détermine
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le pas du réseau optique, est beaucoup plus grande que la taille des atomes, cette
approximation en fonction delta est justifiée. Dans I'approximation de diffusion

d’onde s, on a

4 2
g= dmash” (7.43)
m

ou a, s’appelle la longueur de diffusion. Cette longueur peut étre manipulé par le
champ magnétique externe qui mélange des niveaux hyperfins. Lorsqu’on est prés
de ce qui s’appelle une résonnance de Feshbach, a peut varier de positif & négatif
en passant par £oo (en principe).

Pour trouver la densité d’atomes dans le cas inhomogeéne, une approche utile
est d’utiliser I'approximation de Hartree, ce qui donne pour la fonction d’onde

<_ 527: + Vopt (I‘) +gn (I‘)) Y, (I‘) =g;Y; (r) (7_44)

ou

n) = 3 e W (7.45)

. Comme d’habitude le potentiel chimique se trouve en exgigeant qu’on retrouve
le nombre total de particules N = [n (r) d’r. Lorsque toutes les particules sont
dans Détat fondamental, n (r) = |, (r)|*>, on a un condensat de Bose-Einstein.

L’équation de Schrodinger non-linéaire obtenue ci-dessus s’appelle ’équation
de Gross-Pitaevskii. Son analogue mieux connu dans le cas des supraconducteurs
est ’équation de Ginzburg-Landau. Tout ceci nous est familier depuis la théorie
de champ moyen. La fonction d’onde joue ici le role de parameétre d’ordre.
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8. SUPRACONDUCTIVITE

8.1 Phénoménologie!

8.1.1 Energie de condensation

On peut calculer la différence d’énergie libre entre ’état normal et I’état supra-
conducteur a l’aide de la relation suivante, valable & température constante

dG = —p,VM - dH (8.1)

Cette relation n’est pas évidente. La discussion du travail magnétique qui méne
a ce résultat se trouve dans Annett. La différence d’énergie libre de Gibbs & une
température fixe entre un supraconducteur en présence d’'un champ magnétique
et en son absence est donc donnée par

HC
G (T, H.) — Gy (T, 0) = gV / M.dH (8.2)
0
En unités SI, le diamagnétisme parfait correspond & M = —H et donc,
H2
Gs (T, H.) — G5 (T,0) = pq 2“’ \% (8.3)

Or, on a aussi que les énergies libres de la phase normale et de la phase supracon-
ductrice sont égales au champ critique H,

G (T, Hc) =G, (T, Hc) (8'4)

De plus, comme M ~ 0 sous l'influence du champ magnétique dans 1’état normal,
on a que
G, (T,H,) =G, (T,0). (8.5)

Substituant ces deux résultats dans I’équation décrivant l’effet du champ magné-
tique sur ’énergie libre du supraconducteur Eq.(8.2) on trouve que

H2
G, (T,0) — G, (T,0) = —pg—2V (8.6)

2
La quantité py b;C s’appelle I’énergie de condensation.
Le long de la ligne de champ critique, on peut appliquer la relation de Clausius-

Clapeyron. Sachant que

dG = —SdT — p,VM-dH (8.7)
on a que dG,, = dG

—8,dT — j1gVM,,-dH = — SydT — 11,V M,-dH (8.8)

1J.F. Annett, Chapitre 4.
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Comme M,, =0, et My;= —H, il reste

dH,
dT,

Sy (T, Ho) — S (Toy He) = pigVH- (8.9)

Comme ctig? est négatif, cela démontre que ’entropie de I’état normal est plus
grande quec celle de I’état supraconducteur, ce qui n’est pas surprenant. Cela
démontre aussi que la transition est premier ordre, sauf & H = 0 ou elle est
continue (de second ordre), i.e. sans saut d’entropie.

8.2 Approche de Ginzburg Landau?

8.2.1 Sans champ externe appliqué

Ginzburg et Landau ont supposé qu’un supraconducteur était décrit par un paramétre
d’ordre complexe 1. Prés de la transition de phase, ils posent donc pour I’énergie
libre un développement en puissances de i, comme nous 'avons fait antérieure-
ment dans le cas du magnétisme

£ (1) = fu (T) +a (D)9 + 5blyl" (5.10)

Comme d’habitude les coefficients sont des fonctions analytiques de T — T,. Pour
avoir une transition de phase de second ordre, il suffit de prendre b constant et

a(T)=d (T -T,) (8.11)

Nous verrons que, par analogie avec le cas du magnétisme, ce résultat peut se
trouver a partir de la théorie champ moyen, qui est celle de BCS. La quantité 1
sera proportionnelle & la fonction d’onde de la paire de Cooper.

Comme dans le cas du magnétisme, on peut trouver la valeur du parameétre
d’ordre pour T' < T, en minimisant et ainsi obtenir

a'? —T. 2 2
fom) gy = - T (8.12)

ou la derniére égalité vient du résultat de la section précédente. Ceci nous permet
d’obtenir H, prés de la transiton de phase
!/
a
= (T
7z (L
(10b)"/
La différence d’entropie entre I’état normal et supraconducteur s’obtient facilement
a partir de s = — (9f/0T) ;; et le saut de chaleur spécifique & T, de la méme fagon
qu’auparavant dans le contexte du magnétisme

~T) (8.13)

a/2

b

Dans le cas inhomogene, il faut qu’il y ait un cott d’énergie libre associé aux
gradients du parameétre d’ordre. On écrit (en pensant & ¢ dans le contexte d’une
fonction d’onde)

Cyv.—Cy, =T (8.14)

h2 2 2 1 4
S VO EF +a (D) O + 50l @) (815)

fs(T,r) = fa (T> +

2]J.F. Annett, Chapitre 4.
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La condition de minimisation

§ [ fs(r)dPr _ 0
ot ()
avec la définition suivante (qui généralise la notion de dérivée partielle)
5y (r) /
= — 1
50 () d(r—r") (8.16)

et 0¢ (r) /69 (r') = 0 car ¢ (r) et ¥" (r’) sont des variables indépendantes, on
obtient
h2
2m*

V2 (x) +a(T) ¢ (x) + by (r) [¢ (r)[* = 0 (8.17)

qui a l'allure d’une équation de Schrodinger non-linéaire. En prenant une condition
aux limites ¢ (r) = 0 & une paroi située en x par exemple, on trouve pour des ¢ (r)
petits que
h? 0% B
—oos =
dont la solution est une exponentielle. Ceci veut dire que 1 retrouve sa valeur
d’équilibre sur une longueur

—a(T)% (8.18)

2\ 1
- (wem) ~@oom .

On retrouve l'exposant de la théorie champ moyen bien connu.

8.2.2 Théorie de Ginzburg-Landau dans un champ magnétique

Nous allons voir que I’hypothése que le paramétre d’ordre se comporte comme
une fonction d’onde, en d’autres mots que le supraconducteur est décrit par un
état cohérent, explique une grand nombre de propriétés des supraconducteurs:
I'effet Meissner, les courants persistents, la quantification du flux, les supracon-
ducteurs de type II. Il suffit d’étudier comment un champ magnétique se couple
a ce parameétre d’ordre. C’est facile. Comme v a l'interprétation physique d’une
fonction d’onde de paire de Cooper, on inclut le champ électromagnétique a 'aide
du couplage minimal

?V H?quA. (8.20)
Au départ, Ginzburg et Landau avaient mis une charge ¢ = e* inconnue. On
sait maintenant que ¢ = —2e ezactement. (Comme les paires de Cooper sont
formées autant d’électrons que de trous, on peut au choix choisir le signe positif ou
négatif, les observables n’en dépendent pas. Nous choisissons ¢ = —2e.) L’équation
de Ginzgurg-Landau inhomogene Eq.(8.17) devient

2 el 2 9
g (VHIA) B +aDeE s @ EF =0 s2)

On interpréte |4 (r)|* comme une densité. Quant a I'énergie libre on peut Pécrire en
partant du résultat sans champ électromagnétique Eq.(8.15) en imposant I'invariance
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de jauge locale (couplage minimal)

Fa (D) @F + 50l @)

1
+— [ B?(r) . 8.22
o | B0 (8.22)

On cherche l'opérateur courant. On peut y arriver de deux fagons:

Equation du mouvement: On sait dans le cas de Péquation de Schrodinger que
I’opérateur courant peut se trouver a partir de

ih%¢ (r)= _Z?n* (V + %A> ¥ (r)+a(T) (r)+by (r) v (r)]* (8.23)

et son complexe conjugué

0 ey 2i \\° TV () 4 b 2
it ()=~ (V- A 0 0+ a (D)0 )+ b ) o 0

(8.24)
Multipliant la premiére équation par 1) (r) et la seconde par v (r) et soustrayant,
on obtient, dans le cas A =0

i ()

- _QZ*M (r) V9 (r) +
- _22* (¥" () V2 (r) =9 (r) V29~ (1))

V(g (4 () 900 ()T () )

52
2m*

W (r) V2" (r)

Si on prend comme densité de charge superfluide —2e |1 (r)|2 , on obtient &
partir des résultats précédents

e 2
O (ol @P) = 20w @) Vo) - v Ve @) (325)

et sachant que la conservation du courant superfluide donne

(el @) = -7 i, (5.20
on obtient ook
jo =m0 (07 () VO () = (1) VO (1), (8.27)

En présence d’un potentiel vecteur on retrouve l'invariance de jauge locale si
V — V+ 22 A lorsque le gradient multiplie ¢ (r) et V — V — 2 A lorsqu'il
multiplie ¢* (r) . Donc, le courant invariant de jauge est donné par

= @ Ve - e Ve ) - 20 () A 0F
= ) e Ve ) - Sl ePa (s29)

m*t
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Formalisme Lagrangien On a vu au chapitre 2 que le terme de couplage lumiére-
matiére dans le Lagrangien s’écrit de fagon générale comme

Lem—m =—€(d—v-A). (8.29)
Nous avons déja vérifié qu’on retrouve la force de Lorentz avec cette expres-

sion. De plus, cette forme peut étre posée sur la base de l'invariance de
Lorentz et I'invariance de jauge de ’action

S= / Lommdt. (8.30)
Fn effet,
s - /Lem_mdt:f/e(qsva)dt:f/e(qﬁdtfdrA)
- /eAudr“. (8.31)

Cette derniére forme est clairement invariante de Lorentz. De plus, dans
le cas d’un changement de jauge, on voit que le terme additionnel V,x ne
change pas laction puisqu’on prend x = 0 a l'infini et qu’on ne doit pas
varier les bornes inférieures et supérieures de 'intégrale dans le temps. Le

courant s’obtient de
oL >
evi=| =—— . (8.32)
<8Ai wi

Si on veut faire le calcul a partir de I’hamiltonien, il suffit de remarquer que
(%)
4 ) 44

p

(5 =) (5.33)

q,9

(%)A (.34)

est utilisé pour exprimer p en fonction de ¢, g et A;.Donc,

O wi—m) = (%l@ad)y . (OHN  pldad) (OH
aAz . 8Az @i 8]) O A 8Az 8A1 p7Ai.

49,9
(8.35)

ou

Comme (%—H> = ¢, on a que
PJq,A;

oL ) (f)H)
=— = ev;. (8.36)
(8‘4’ 9,4 94, p,A;

L’énergie moyenne est reliée a I’énergie libre par une transformation de
Legendre qui n’implique pas le potentiel vecteur, donc le méme genre d’argument
meéne a l'expression suivante pour la moyenne du courant

Ji=— (gi) : (8.37)

Partant de notre expression pour I’énergie libre Eq.(8.22), la partie ijm-
pliquant seulement B? donnera éventuellement le terme proportionnel &
V x B dans I’'équation de Maxwell, alors que le terme de couplage avec
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la matiére nous donne le courant & I'aide de la généralisation au continuum
et I’expression précédente

6A5(r') / d’r lzij (V+ %A) Y (r)

m*

eh (2ei N
2 () A )

8.2.3 Rigidité superfluide, brisure de symétrie de jauge

Supposons que la grandeur du paramétre d’ordre soit une constante mais que la
phase varie, i.e. ¥ (r) = || ), L’énergie libre précédente devient

2
F,(T,A) = F, (T,A:0)+/d3r [% <V6+2—;A>’ |¢|2]

1
+— [ B2 (r) d&’r. 8.39
s | B (3.39)

Laissant tomber ’énergie magnétique, il nous reste

2

F,(T,A)=F,(T,A = 0) + % /d3r (8.40)

2e
<V9 + %A)

B2,
= vl (341)

ol

Ps =

s’appelle la rigidité superfluide. Elle décrit le fait que dans un supraconducteur, la
phase du paramétre d’ordre veut étre la méme partout. Pour étre plus précis, on
choisit une jauge particuliére, par exemple celle de London ot V - A = 0. Alors,
tout gradient de 6 cotiite de I’énergie une fois la jauge fixée. Le systéme a un ordre &
longue portée dans la phase. Evidemment, une phase globale (indépendante de r)
reste indéterminée. Lorsqu’on en choisit une, on dit qu’on a une brisure spontannée
de linvariance de jauge globale. On permet au nombre total de particules de
fluctuer, mais localement le nombre de particules est conservé.

Remarque 1 Fizer V- A = 0 ne spécifie pas compléetement la jauge. Par exem-
ple, A =Bxy représente le méme champ magnétique que A = —ByX et ces deux
expressions satisfont toutes les deux V - A = 0. Elles sont reliées par le change-
ment de jauge A — A — Vx ot x = Bzy. Ce nest pas surprenant. Dans le cas
indépendant du temps, n’importe quel changement de jauge tel que V?x = 0 sat-
isfera la condition de London. Pour spécifier la jauge il faut par exemple choisir
A =Buzy puis ne pas permetire de changements de jauge x qui ne satisfont pas
x = 0 & Vinfini. Cette condition auz limites avec V>y = 0 fize définitivement la
jauge puisque x = 0 est la seule solution. Les changements de phase additionnels
de la fonction d’onde VO ne font donc qu’augmenter l'énergie libre puisqu’ils ne
peuvent éliminer A. En effet, Vx (V0) =0 et V x A # 0 donc méme si A et
VO sont des vecteurs qui sont identiques en un point, leurs dérivées ne peuvent
étre identiques donc ils deviendront différents ailleurs. Ce qui vient d’étre dit n’est
valable que pour un supraconducteur qui n’a pas de “trous”, c’est-a-dire o tous
les contours peuvent étre déformés continuement et ot 0 est univalué.

6 SUPRACONDUCTIVITE
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8.2.4 Longueur de pénétration, effet Meissner-Ochsenfeld

Avec la définition précédente de la rigidité superfluide, on peut écrire le courant
< 12 .
correspondant & [¢)|” constant. On obtient

(2¢)”

i 29 1y a

m*i

2e 2e
= —— —A). 42
o, (0 5a) (8.42)

2V0 |]> —

Js

En présence d’'un champ magnétique, si on minimise I’énergie libre avec VO = 0,
on voit que

. 2e 2
Js = _(E> psA (843)
2 h2 2
_ _(2_he> WWA:__(Z? ” A (8.44)

On définit la fraction superfluide ng par ’équation de London,

A 8.45
o~ (8.45)
ol m, est la masse de ’électron. En utilisant m* = 2m, les deux derniers résultats
nous permettent d’identifier

ne =2 (8.46)

A partir de Péquation de London, on peut déduire 'effet Meissner. En effet,
les équation de Maxwell nous donnent

VxB = s

Vx(VxB) = pyV xjs
2
= D& oV X A

Me

nge?

m Ho (8 7)

(&

Utilisant I’identité vectorielle V x (V x B) = V (V- B) — V?(B), cette derniére
équation se réécrit

nge?

V’B = 1oB. (8.48)

e
Pour fins d’illustration, prenons une paroi entre le vide et un supraconducteur
située perpendiculairement & I’axe x. Alors B =B, (2) ¥ et la solution de ’équation
précédente est

B, (z) = B, (0)e~%/*t (8.49)
ot la longueur de pénétration de London Az est donnée par
nge? 2 |1]? €2
A== = : 8.50
L e Ho e Ho ( )

Utilisant la valeur de |1/)\2 obtenue sous T, par la théorie Ginzburg Landau, on
peut réécrire
o 2¢%d (T.—T)

\-
L meb

Ho- (8.51)
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Cette longueur est différente de la longueur de corrélation £ (T'). Cependant le
rapport suivant est indépendant de la température et joue un roéle crucial pour
déterminer si le supraconducteur auquel nous avons affaire est de type II ou de

type I.
- 1/2
(M) et | (M)m (8.52)
£(T) T (T i

Lorsque k < 1/ v/2 on a un supraconducteur de type I, autrement il est de type II.

Exemple 1 Pour le plomb, qui est de type I, on a &, = 960A, AL(0) = 305A
selon R. F. Gasparovic et W. L. McLean, Phys. Rev. B 2, 2519 (1970). Pour la
plupart des supraconducteurs, (incluant les hauts T..) la longueur de pénétration
est de Uordre de 100 nm ot 1000 A. Cette longueur a été mesurée entre autres
par spectroscopie par muon & TRIUMF en Colombie Britannique. Dans les supra-
conducteurs & haute température, la longueur de corrélation £, est trés petite, de
Vordre de 10 & 100 A. Elle peut en principe étre mesurée par Hoo lorsqu’on a une
bonne théorie de la supraconductivité!

Remarque 2 La longueur de pénétration est reliée a la fréquence plasma par la
vitesse de la lumiére. En effet, la fréquence plasma pour un gaz d’électrons de

2
densité ny est w? = nge®/ (meg). Donc, A2 = mee

Me
—1
c? = (ugeo) "~ donc, w%)\% =c2

fy = wapgeo.Or on a que

8.2.5 Quantification du flux

Considérons un anneau plus mince que la longueur de pénétration, de telle sorte
que le champ magnétique est constant sur ’épaisseur de 'anneau. La fonction
d’onde des paires doit étre périodique sur 'anneau, donc en coordonnées cylin-
driques

Y (r,¢,2 =0) = tpge" "0 (8.53)

pour que sous # — 6 + 27 la fonction d’onde de paire revienne a sa valeur. Il
est important de noter que cette forme de la fonction d’onde n’est possible qu’a
cause du “trou”, ou d’une singularité & r = 0 comme nous le verrons dans le cas
du tourbillon & la section suivante. S’il n’y a pas de point particulier (de trou) on
peut prendre 7 = 0 et § ne peut pas prendre un continuum de valeurs ¥,e =" a
cet endroit.

Un champ magnétique uniforme peut étre représenté sur 'anneau de rayon R
par

P

- 54
¢ =51 (8.54)

puisque

A
|

/B-dS:/VxA~dS (8.55)

_ 7{ A-dr =27RA,. (8.56)
Pour simplifier la discussion on a supposé que la longueur de pénétration est beau-
coup plus grande que I’épaisseur de 'anneau. On peut répéter 'argument pour

des anneaux plus larges en se placant & l'intérieur de la longueur de pénétra-
tion (voir les remarques a la fin de cette section). Substituant dans I’expression
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pour I’énergie libre en présence d’un champ magnétique B lorsque la grandeur du
parameétre d’ordre est constante, Eq.(8.39) on trouve

—in 2, @
R ' h'orR
1

Yo / B2 (r) d’r. (8.58)

ﬁ2
2m*

F,(T,A) = FS(T7A:0)+/d3r[

2
|¢|2}8.57)

ou on a utilisé ax 19X ax
VX=—e,.+-——=¢ —€,.
or " * r 0¢ ot 0z °
L’énergie magnétique [ B? (r) est proportionnelle & ®2 et dépend de I'inductance
de la boucle Le terme dominant est I’autre terme. Il se réécrit

(8.59)

h2 2

2e ®
e (7 )| (5.60)
et est minimum lorsque
P = nd, (8.61)
ou b
o = 5 = 2.07 x 107> Wb (8.62)

est le quantum de flux. Si on réchauffe une boucle et qu’on applique un champ
magnétique, un flux n®q proche du flux ® appliqué restera dans la boucle lorsqu’on
abaissera la température sous T,.. Ce flux persiste méme si on enléve le champ
extérieur.

Remarque 3 Dans cette géométrie, c’est comme si dans l’énergie libre Eq.(8.57)
on avait compensation de VO et de A dans la notation plus générale de ’Eq.(8.589).
Ceci est possible parce que dans la géométrie considérée, le gradient a la propriété

VO -dl =2mn ce qui n’est normalement pas possible pour un vrai gradient dont

Uintégrale sur un parcours fermé doit s’annuler. On peut aussi remarquer que
V x V0 ne s’annule pas partout pour cette variable 0 puisqu’elle n’est pas continue.
Il y a un endroit elle prend la valeur 27 juste a coté de ’endroit ou elle prend la
valeur zéro. Autrement dit, les propriétés géométriques globales (topologie) sont
importantes ici puisque l’énergie libre est une intégrale sur tout l’espace. Dans le
cas d’un supraconducteur homogéne simplement connexe (pas de trou) on avait
que VO = 0 était la solution d’énergie libre minimale. Ce n’est plus le cas ici.
Rrappelons qu’on parle de 6 (v) qui ne sont pas de simples changements de jauge,
i.e. qui me s’annulent pas o Uinfini méme lorsqu’ils satisfont V20 = 0.)

Remarque 4 Le courant, tel que donné par I’Eq. (8.42), s’annule dans cette sit-
uation ou le champ magnétique est constant sur l’épaisseur de l’anneau. Dans
le cas d’un anneau épais le champ magnétique doit s’annuler loin des bords de
Uanneau, au milieu de sa circonférence. Il circule un courant sur le bord extérieur
de lanneau et un courant de sens opposé sur le bord intérieur de ’anneau qui
permettent d’écranter le champ externe de telle sorte que B s’annule au milieu de
la circonférence de l'anneau. Etrangement, le potentiel vecteur ne s’annule pas &

cet endroit puisque %A -dr doit étre égal au flux passant o travers l’anneau. En-

core une fois, comme il faut que la fonction d’onde soit univaluée, on retrouve que

Iénergie libre est minimale pour | (V6 + 2TL@A)|2 =0,ie [(F2+ %i%)f =0.

Dans ce cas ausst, il n’y a pas de courant entre les bords intérieur et extérieur de
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Uanneau. On peut refaire le probléme au long pour cette situation de la fagon suiv-
ante. L’équation de Ginzburg-Landau en présence d’un champ magnétique couplé
manimalement s’écrit

2 el 2 9
_Qiin* (V + 27A) () +d (T —T.)¢ (r) + by (r) [ (r)|]” = 0. (8.63)

Sachant par le théoréeme de Stokes que //B -dS :7{A -dl =®, on obtient par

symétrie A :%64, sur toute la plage de rayons R ou le champ magnétique
s’annule dans Uanneau. Posant 1 (r) = || e?®) Uéquation aux dérivées partielles
ci-dessus s’écrit en coordonnées polaires

R? (i 00 2¢i ® 2 , ,
5=\ 595% T 7 5 R° - i(r) _
( 2m (R8¢e¢+ h 277Re¢> +d (T =T +0Yl" | [Y]e 0. (8.64)

ot on a utilisé que

A, 1 (04, A,  10(32)
A4 L A, : - —ZmR) ), 8.6
v 8r+r<3¢+ )+Bz R 00 (8.65)
On a une solution donnée par
a (T—T)+bly> = 0
o (T.—T
|¢|2 = ¥7
et
100 2ei O
E8_¢+?—277R =0 (8.66)
2e ¢ 2e
= = -9 . .
0 A 27T<b+cte A ¢ +cte (8.67)

Comme la fonction d’onde doit avoir une valeur unique en chaque point, il faut
que 0 augmente d’un multiple de 21 lorsque ¢ augmente de 27 ce qui donne que

h
®=n—=nd 8.68
oo = ny (3.68)
ot n est un entier positif ou négatif et ®g est le quantum de flux supraconducteur
par définition.

Remarque 5 Le cas que nous venons de discuter nous permet de comprendre
un peu plus en détails la stabilité du supercourant dans une boucle. Pour que le
courant diminue, il faut expulser un quantum de fluz, mais pour ce faire il faut que
ce flux traverse la boucle, ce qui cotite de l’énergie puisqu’elle est supraconductrice.

8.2.6 Tourbillon de London?

Dans un supraconducteur de type II, x > 1/\/57 ie. A > 5/\/5, le champ magné-
tique pénétre sous la forme de “tourbillons” ou “vortex” en anglais. Un tourbillon
est une structure cylindrique formée d’un coeur normal de rayon & ou le champ

7J.F. Annett, section 3.9
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magnétique est libre de se concentrer. Le champ s’atténue ensuite sur une distance
Az ol un courant supraconducteur non-nul circule. La condition de continuité du
paramétre d’ordre implique que le flux magnétique est quantifié en unités de P,
comme nous avons vu & la section précédente.

Physiquement, pourquoi peut-on s’attendre a ce qu’il se forme des tourbillons
seulement lorsque A > £ et pas lorsque A < ¢ ? Le terme en B? dans I’énergie libre
favorise une distribution uniforme du champ magnétique (12 +12<0+ 22) .Ce
n’est qu’a cause de I’énergie de condensation que le champ magnétique est expulsé
dans un type I. Lorsque A < &, il n’y a rien a gagner a faire entrer le champ
magnétique sous forme de tourbillons pour H < H.; puisque le champ magnétique
demeure confiné a l'intérieur d’une petite région normale de rayon £.Dans le cas
contraire cependant, on ne paie qu’un petit prix en énergie de condensation en
créant le coeur du tourbillon et on permet au champ magnétique d’étre uniforme
sur une plus grande distance controlée par A\.C’est la compétition entre énergie
de condensation et énergie associée & la compression du champ magnétique qui
détermine Pexistence des supraconducteurs de type II. C’est comme si ’énergie de
surface entre état normal et supraconducteur devenait subitement négative dans
un type IL. Il y a avantage a créer des régions normales, mais le flux traversant
celles-ci est quantifié.

On peut étudier la structure des tourbillons de fagon plus détaillée en procédant
ainsi. Partons de I’équation Eq.(8.48) décrivant la valeur du champ magnétique en
présence du courant superconducteur induit par ce champ magnétique. Ecrivant
le Laplacien en coordonnées cylindriques et utilisant ’expression pour la longueur
de pénétration de London, on obtient

9’B, 10B, B,
o2 T ror E =0 (8:69)

La solution de cette équation est donnée par la fonction de Bessel modifiée Ko (r/Ar)
(I)Q T
B, (r)=—7=Ko| — 8.70
(r) 27 0 ()\L ) (8.70)

ou la valeur de la constante est déterminée par la condition de quantification du
flux

By = / B. () dr. (8.71)

On peut étudier un peu plus en détail la forme du vortex. Pour r <« A, le
développement de la fonction de Bessel modifiée nous donne

B. (r) P01 (A—L> (8.72)

- 2mAT r

Le champ magnétique semble diverger a r = 0, mais on sait que le systéme de-
viendra normal (c’est le coeur du tourbillon) sur une distance de Uordre £ qui agit
comme une coupure pour les petits r. En effet, il faut se souvenir que ’équation
de départ Eq.(8.69) n’est valable que pour |i|* constant. En d’autres mots, pour
faire le probléme de fagon plus rigoureuse, il faudrait résoudre simultanément
V x B, = uyjs et I'équation de Ginzburg-Landau plus générale Eq.(8.21) qui per-
met & |¢|2 de dépendre de la position. La solution de cette derniére équation
a certainement la propriété que |¢|2 = 0 lorsque le courant devient trop grand.
Or le courant correspondant au champ magnétique que nous venons de calculer
s’obtient de V x B, = p,js et semble aussi diverger

. e
jo ~ 7¢’ (8.73)
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Plutot que de faire le calcul détaillé, on suppose simplement que £ agit comme
une coupure franche. Le matériau est normal pour r < £ et supraconducteur avec
une valeur de |¢\2 constante pour r > £. Il est clair que les détails de ce modele
ne s’appliquent que lorsque £ < r < Ar. Pour r > Ap, la forme asymptotique de
la fonction de Bessel modifiée donne

_ b [P ()
B, (r) = o2 \ 2 e . (8.74)

En résumé donc, le champ magnétique est grand et a peu prés constant a
Pintérieur du coeur du tourbillon, il décroit logarithmiquement sur le distance
& < r < A puis exponentiellement pour r > Ap. Le courant superfluide devient
exponentiellement petit loin du coeur du tourbillon. L’énergie cinétique associée
au supercourant est importante surtout a 'intérieur du rayon Aj,.

8.3 Théorie de Bardeen, Cooper, Schrieffer (1957)

En 1950, Frolich émit 'hypothése que l'interaction électron-phonon était impor-
tante pour la supraconductivité. Ceci fut confirmé par l'observation de [’effet
isotopique, par Maxwell et Reynolds et al. (1950) qui mit en évidence le fait que
dans les supraconducteurs connus alors, la température critique diminue comme
M~ ot a = 1/2. Il n’y a donc pas de transition pour un réseau qui ne peut pas
vibrer (M = o0). A cause des effets de retard, I'interaction électron-phonon peut
mener & une attraction effective entre électrons, malgré la présence de répulsion
coulombienne.

Dans un premier temps, nous démontrerons dans le cadre d’un modéle simplifié
et avec une approche élémentaire, que le phénomeéne d’attraction entre électrons
peut se produire. Le résultat tient méme pour un modéle plus réaliste. Ensuite,
nous traiterons ’effet de cette interaction en théorie de champ moyen pour obtenir
la théorie BCS, puis nous en tirerons les conséquences. Le premier élément im-
portant de la théorie BCS est le phénoméne d’attraction entre électrons dont nous
venons de parler. Le deuxiéme ingrédient est celui de la formation de paires de
Cooper et le dernier est celui de la cohérence entre ces paires. Pour des raisons de
temps, nous ne ferons pas le “probléme de Cooper”, i.e. celui de deux électrons
soumis a une attraction en présence d’une mer de Fermi passive dont le role n’est
que d’éliminer des états accessibles pour les deux électrons a travers le principe
de Pauli. Le résultat de ce calcul est qu'un état lié se forme pour une attraction
méme infinitésimale. Lorsqu’il y a deux électrons seulement sans mer de Fermi,
cela prend une valeur minimale de l'interaction pour que la paire se forme.

8.3.1 Meécanisme d'attraction dans le modele du jellium®

On veut une expression pour un potentiel U (r) effectif qui tient compte de 'interaction
de Coulomb et des effets de retard. Dans le modeéle du jellium, on considére un
systéme formé de n électrons par cm® de masse m et de charge —e et d’ions
de masse M et de charge +Ze, le systéme global étant évidemment neutre avec

9P.G. de Gennes, Superconductivity of Metals and Alloys, Sec. 4.2
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n/Z ions par cm®. On ne tient compte que des interactions électrostatiques et on
suppose que les ions forment un fluide continu. Ce modéle néglige

a) les interactions répulsives a courte portée venant de la répulsion due au
principe de Pauli et aux électrons de valence

b) le fait que les fonctions d’onde doivent étre orthogonales a celles des électrons
de valence

c) les phonons transversaux.

Dans ce modeéle simple, l'interaction effective entre électrons sera de la forme

e2

dmeoe (qw) ¢ (8.75)

Notre objectif est de calculer la constante diélectrique. Evidemment, il est tres
inattendu (et incorrect) de voir apparaitre la fréquence dans un hamiltonien. Il
faut plutot penser en fonction de la théorie des perturbations ou les dénominateurs
d’énergie contiennent des énergies. Le calcul de la constante diélectrique se fait
comme suit. Nos équations de départ sont

a) L’équation de Poisson, qui nous donne le champ électrique qui agira ensuite
sur les charges. A partir de la premiére équation de Maxwell

1
V-E=—p (8.76)
€o
ol p est la densité de charge, on utilise E = —VV, ce qui donne
1
VPV = ——(p; + pe + 9p) (8.77)
0

ol p; est la densité d’ions, p, la densité d’électrons et p une charge “externe” qui
dépend du temps et de ’espace. La constante diélectrique que nous cherchons est
définie par
VQV::f;LJp (8.78)
Enf
ou, autrement dit, par
op
E=—"——.
pi + pe +dp
Sinous parvenons & trouver deux autres équations pour p; et p, nous aurons résolu
le probléeme. Commengons par une équation pour p,;. Comme le probléme que nous
voulons faire est dynamique, 'autre équation dont nous avons besoin pour relier
p; au potentiel est
b) l’équation du mouvement (Newton) pour la densité de courant des ions en
présence du champ électrique

(8.79)

@ Mne dvs

e o =" (ZeE) (8.80)

ol on a utilisé que la densité de charge ionique & I’équilibre est la méme que la den-
sité de charge électronique, c’est-a-dire j; = (n/Z) Zev. On néglige ’amortissement
ici et de plus on suppose qu’on étudie les grandes longueur d’onde ot les termes
qui dépendent du gradient du courant sont négligeables. On garde les dérivées
temporelles car la dynamique des ions est importante aux échelles de temps qui
nous concernent. Le courant est celui qui entre dans ’équation de continuité

Ip;
ot

Dans I'approximation ou les amplitudes d’oscillations sont petites, on peut rem-
placer dj;/dt par une dérivée partielle. Prenant la dérivée partielle par rapport au

+V-ji=0. (8.81)
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temps de ’équation de continuité et éliminant le courant et le potentiel a 'aide
des équations qui la précédent, on obtient

9?p; nZe?

=7 = 7v2v (8.82)
nZze?
= e (pi + pe + 6p) (8.83)

La transformée de Fourier par rapport au temps et a I'espace de cette équation
nous donne

w?p; (qw) = w;(p;(Qw)+ p. (@w) + dp (qw)) (8.84)
. nZé
= ST (8.85)

Typiquement, w; ~ 103 s71,

Nous avons obtenu une équation décrivant comment la charge des ions répond
a la présence de toutes les autres charges. Il nous manque une équation décrivant
comment les électrons répondent & toutes les charges a travers la fagon dont ils
répondent au potentiel électrostatique. La grande simplification qu’on peut faire
ici vient du fait que les temps caractéristiques pour que les électrons répondent,
soit i/ Ep et 1/w, (o0 wy, est la fréquence plasma) sont beaucoup plus courts que
le temps caractéristique associé aux oscillations plasma des ions. En effet, on a
que w, ~ (M/ m)l/ 2 w;. En d’autres mots, nous sommes dans ’approximation de
Born-Oppenheimer ot les électrons s’ajustent aux ions instantanément.

¢) L’équation qui nous manque est obtenue de lapproximation de Thomas
Fermi, qui pose que la densité s’ajuste au potentiel électrochimique pour garder
le potentiel chimique (EF) constant

_ PPk (v)

FE
F 2m

— eV (r) (8.86)

ol on suppose que la relation entre densité et vecteur d’onde de Fermi est donnée
localement a T = 0 par

d*k 8 [hr 1
e=2 [ —=0(kp|—|k|) = k:dk = — k> .
ne=2 [ 50kl — ) = 75 | S SCE

Substituant dans I’équation qui donne le potentiel chimique constant, on a

k% (r) = 2;1—? (Ep 4+ eV (r)) = k% + QFL—TZeV (r) (8.88)
- (1 + e‘;l(:)) . (8.89)

Dans I'approximation ot les variations de potentiel électrostatique sont petites par
rapport a ’énergie de Fermi, on peut approximer

() = kb <1 + %e‘;f:))
p.(r) = —en (1 + ge‘;}(?r)) (8.90)
n 62 w
pe (Qw) = —%%. (8.91)

On a négligé les termes qui dépendent de la dérivée par rapport au temps de
la densité électronique. On connait le potentiel en fonction des densités grace a
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Péquation de Poisson Eq.(8.77) donc la derniére équation se réécrit

pe (Qw) = *——?(pe (qw) + p; (qw) + dp (qw)) (8.92)

= fqg—F (pe (aw) + pi (aw) +dp (aw)) (8.93)

ou la derniére équation définit le vecteur d’onde qui correspond a la longueur
d’écrantage de Thomas Fermi

3n e 1

2

= — . 8.94
drr 2 Ereo ( )

On connait maintenant la densité ionique Eq.(8.84) et la densité électronique
Eq.(8.92) en fonction de la densité totale. La somme des deux résultats s’écrit
sous la forme

plae) +relaw) = (%= 1E) (o law) + (e + 5p(aw)  (595)
Sp(aw) = P_—llﬂ)(l—j—#’;—F) (0. (@) + p; (a:))

En utilisant ce résultat dans la définition de la constante diélectrique Eq.(8.79),
on obtient, en exprimant toutes les densités en fonction de p, (q,w) + p; (q,w)

W + G
VSRR q2 o° pe
w? q
+

e(qw) =

1

q

- (1 -4 Gir > (8.96)

(]2

2 2 1_w_z+q%2F
Es %ﬂ>( # )
wi

Le modes de vibration des phonons correspondent au cas ou il y a des oscil-
lations spontannées du systéme en ’absence de charges extérieures, c’est-a-dire
quand ¢ (q,w) = 0. Ceci se produit lorsque

PP = D — o
7
W o= wWwit— =Wl (8.97)

zq2F+q2 q

On peut vérifier que la longueur d’écrantage de Thomas Fermi est trés courte,
de Tordre de l'inverse de la longueur d’onde de Fermi. Ainsi, a grande longueur
d’onde,

Wq 2 Csq (8.98)
ot la vitesse du son est donnée approximativement par

Wi

(8.99)

Cs = .
qrr

C’est la relation de Bohm-Staver, qui donne une bonne approximation pour la
vitesse du son dans les métaux qui ne sont pas des métaux de transition si on
utilise pour Z le nombre d’électrons de valence.
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Notre objectif était de trouver l'interaction effective entre les électrons & ’aide
de la constante diélectrique. C’est fait.

2 - 2 W2
dmepe (q,w) @ 4Ameoq? w?q? — w?q? + w2,
e? 1 w?

Ao 2 4 ¢y w? — w?

2 2
SN (1 + L) (8.100)
dreo ¢? + ¢ p w? —w?

Le premier terme est I'interaction de Coulomb écrantée telle qu’on peut ’obtenir en
absence de phonons (wq = 0) . Le deuxiéme terme vient de 'interaction électron-
phonon et il peut étre négatif pour les fréquences plus petites que les fréquences
phononiques. Il peut méme étre trés négatif prés de la résonance. En premiére
approximation on dit que I'interaction est attractive pour les fréquences plus pe-
tites que la fréquence de Debye. C’est le retard (w petit) qui fait que I'interaction
peut étre attractive.

8.3.2 Hamiltonien de BCS réduit et état supraconducteur

La théorie phénoménologique de Ginzburg-Landau basée sur un parameétre d’ordre
ayant une symétrie U (1) comme une fonction d’onde nous a permis de comprendre
beaucoup d’aspects de la phénéménologie des supraconducteurs: L’effet Meissner,
Pexistence de deux champs critiques (associés a 'existence de deux longueurs), la
relation entre champ critique et énergie de condensation, les courants persistants
dans un anneau, la quantification du flux, le saut de chaleur spécifique. La théorie
BCS nous permettra de comprendre comment Iattraction effective méne a la rigid-
ité de phase et nous donnera une théorie ou il y a un gap qui se manifeste en-
tre autres dans la chaleur spécifique, I'atténuation ultrasonore, la résistivité a
fréquence finie. Elle expliquera naturellement 'effet isotopique et permettra de
calculer le rapport entre le gap a température nulle et T,.,une prédiction qui s’est
avérée.

Hamiltonien BCS réduit

Avec le changement de base

—ik-r
f(r) = (k)= el ¢ 8.101
7/10( ) g k,o‘( | > g k,o \/V ( )
q = / ¥l (r) Ll”dgr (8.102)
k,o o \/v .
/ eUTdPr = Vig o (8.103)

on a que

pla = [ ST =3 [l v, o) dr

—ik-r

ik’-r
= Z/eiq-rzc;aewzckggew
o k k’
= > dotiao (8.104)
o k
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et la partie hamiltonien a deux corps s’écrit

1
HI = W Z Z U (q) ClLa-CI(/,g-/Ck/fq,o-/Ckﬁﬂl,a (8105)
0,0’ kk',q

ou par définition,
U(qQ = / d*rU (r) e ‘ar (8.106)

% S U (q) e, (8.107)

-
—~
x]
~
I

Dans leur article de 1957, Bardeen-Cooper et Schrieffer partent d’un hamil-
tonien réduit trés simplifié, ayant en téte que pour des énergies plus petites que
I’énergie de Debye fiwp, le potentiel effectif entre deux électrons peut devenir at-
tractif. Retournons a notre Hamiltonien d’interaction général Eq.(8.105). Partant
de l'idée de Cooper, on veut savoir comment traiter en champ moyen effet de
Pattraction sur les paires d’électron de centre de masse nulle.

L’idée générale est que CLTC_p | Joue presque le role d’un boson bL. Les relations
de commutation de sont pas exactement les mémes, mais nous voulons utiliser
I'idée générale que la superfluidité pourra étre décrite par une valeur moyenne
non nulle de bL dans I’état supraconducteur. Cette valeur moyenne, <CLTCJLP i>
se retrouve dans ’équation de Ginzburg-Landau dans le role de fonction d’onde
de paire. De la méme fagon que la suprafluidité pouvait étre décrite par un or-
dre & longue portée hors-diagonal dans la matrice densité a une particule, ici ce
phénomeéne apparaitra dans la matrice densité & deux particules puisque chaque
boson sera formé de deux fermions. L’état champ moyen que nous trouverons sera
décrit par un état cohérent, comme vous le calculerez dans le devoir.

Dans esprit de la théorie de Weiss, nous supposerons que <CI{ O_CL U,> est
non nul. Comme 'état fondamental conserve la quantité de mouvement et le
spin, il faut que <CL O_CL, a,> = <CL acik 7U> 0k,—k'0o,—o/. En tenant compte de
I'invariance sous rotation pour les spins, 'hamiltonien d’essai que nous utiliserons
pour la théorie champ moyen s’écrit a partir de Pexpression générale Eq.(8.105)
et de quelques changement de variables comme k — p et k + q — p’

1
Hg—puN = Ho—pN+ > U(-p) <CLTCT_pl> C-p/|Cp't
p,p’
1
"‘V Z U(p-p) CLTCT_pl {c—pricp1)
p,p’

= Hy—uN+ Z (A;c,plcm + CLTCiplAP) (8.108)

P

ot on a défini )
Dp =1 U (p—p)(epicp). (8.109)
p/

La forme de U (p — p’) sera discutée plus tard, mais ici nous gardons a lesprit que
ce potentiel est attractif pour des états qui sont a I'intérieur d’une coque d’énergie
de taille hiwp autour du niveau de Fermi.

Pour la partie cinétique de I’hamiltonien on écrit

Hy—uN = Z (ep — 1) CL,UCPJJ (8.110)
pP,o

= > (pehotpo (8.111)
p,o

THEORIE DE BARDEEN, COOPER, SCHRIEFFER (1957) 17



Dans le modéle du jellium, e, = h*p?/2m,. mais on peut prendre une relation
de dispersion plus générale. Sous forme matricielle, la combinaison de tous ces
termes nous donne, a une constante prés

Hy =N =3 (e cp ) ( gp _%fp ) ( ol ) (8.112)
P

*
p € p|

Comme dans le cas de I'antiferroaimant, on veut trouver une transformation

canonique qui diagonalise la matrice. Lorsque ce sera fait, les c(_T) seront des

combinaisons linéaires des opérateurs propres qui diagonalisent I’hamiltonien. Ces
combinaisons linéaires feront intervenir Ap. Pour déterminer la valeur de Ap, il
suffira donc de substituer pour les cpe de I'équation définissant Ap, ]5,3(1.(8.109)7 les
combinaisons linéaires d’opérateurs propres et nous obtiendrons alors une équation
auto-cohérente pour Ap.C"estla méme procédure que celle que nous avons employé
dans la théorie de Weiss du modele d’Ising.

Cette fois-ci, dans la diagonalisation ce sont les relations d’anticommutation
qu’on veut préserver. Soit le spineur de Nambu, qu’on définit par

U, = ( g ) (8.113)
-pl

on a alors que 'anticommutateur est donné par
T —
{\Ilpm \ijllj} = 5p,p’5i,j (8.114)

ou ¢ et j identifent les composantes du spineur de Nambu. Dans le cas des bosons
de Holstein-Primakov nous avions une matrice de Pauli & droite. Cette fois-ci
nous avons l'identité, donc n’importe quelle transformation unitaire des spineurs
de Nambu satisfera les relations d’anticommutation. On peut donc procéder par
des moyens standards puisque la matrice & diagonaliser est hermitienne et donc
diagonalisable par une transformation unitaire. Nous allons donner deux fagons
de trouver la matrice de transformation unitaire.

Méthode de diagonalisation standard

Les valeurs propres Ep, sont donc données par I’équation caractéristique
2
(Ap —¢p) (Ap+¢p) — 1A =0 (8.115)
ou on a utilisé ¢, = §_,, valable pour un réseau ayant une symétrie d’inversion.

Les solutions sont
Ap = £Ep = £1/C2 +|Ap)? (8.116)

et les vecteurs propres obéissent a 1’équation

:EEp — Cp —Ap alp
= 0. 8.117
( A5 £Bp+(, asp (8.117)

qui ont comme solution
(:l:Ep — Cp) A1p = Apagp (8118)
La contrainte de normalisation pour avoir une transformation unitaire est que
2 2
|aip|” + Jagp|” = 1. (8.119)
Comme Ap peut étre complexe, les vecteurs propres peuvent I'étre aussi. Les

valeurs propres cependant sont réelles car la matrice est hermitienne.
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Détails des calculs pour la diagonalisation: Substituant la relation entre aip
et agp satisfaite par les vecteurs propres dans la condition de normalisation on
obtient

Ap[? 2
—L 1| agp|” = 1 (8.120)
(iEP - Cp)
Apl” + B2 F2Ep¢, + (3
<| P| P + pip Cp |a2p|2 - 1 (8.121)
(iEP o g&p)
E
2E, (LCPQ> lagp]? = 1 (8.122)
(iEP o Cp)
Ep¥¢p 1 ¢
2 P P _ - Sp
lagp|? = B, =3 <1$Ep)(8.123)
lap)? = —<1iC—P> (8.124)
| o
On définit
_ Cp 2 —igy
w = <1+E—p) e (8.125)
_ 1 Cp V2 —igq

avec la convention que la racine carré est positive. Pour le vecteur propre corre-
spondant & la valeur propre positive on peut donc choisir

1 C_P 1/2 —igy
(alp>‘(up)‘i (o) oo (8.127)
asp vg V2 (1 _ C_p)1/2 ¢ibap '

EP
ou les phases ¢, et ¢,, ne sont déterminées par aucune des contraintes préce-
dentes. Avec cette convention, on prend toujours la valeur positive des racines
carrés. Pour vérifier le dernier résultat, on substitue dans 1’équation (8.118) pour

a1p et agp.
¢ 12 ¢ 12
(Bp — Cp) (1 + E_];> e Ap (1 - E—p) e'P2p

¢ i
B, ¢ _Se ) it - A (1 ) i$2p
( P p) ( E2 p E,
1/2
|A |2 —ipq C elP2
B (B5) o = s (- Yo oy
A g ) i
(Bp =) T ¢ Y0 = Ap(1- 7 )¢ ¢z (8.129)
ce qui donne, . )
= |Ap| e_z¢'1p_l¢2p. (8130)

Pour la valeur propre négative Ep, on a le choix de la phase lorsqu’on relie les a1p
et azp aux up et vp. On choisit les phases de la fagon suivante

B2 —id
(o) )=tf (o)
o e v2 (1 + é_p)l/Q e'f1p

P
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parce que ceci satisfait I’équation correspondante (8.118) pour aip et asp

¢ 1/2 ¢ 1/2
—(~Ep —¢p) ( — E_P> e ¥ = A, (1 + E_p) e1r (8.131)

P P
¢ 9\ 1/2
B (1) = (1—E—‘5> o
P P
E2 _ §2 , ‘A | ]
2 5p ) —ide, A I2Pl ey,
18" A
EI:) e iPop Ap E:: €Z¢1p
A, = |Aple iPpi%2p (8.132)

vo— (o) (5.133)

p P
1/2 /2
= ﬁ Cp 1/2 Cp 1/2 (8.134)
(I_EP_> ez¢2p (1_|_Ep_) €Z¢1p
P P
vt = <_u{,’ Z‘;) (8.135)
P

soit unitaire pour satisfaire les relations d’anticommutation (en choisissant en plus
la phase du déterminant pour qu’elle soit 1'unité |up|2 + \vp|2 = 1) . La forme
ci-dessus est la plus générale (& une phase prés) pour une transformation unitaire
2 x 2. On voit que les deux équations obtenues pour Ap Eqs.(8.130) (8.131) sont
cohérentes quelle que soit la valeur de —i¢, — iggp,.

Méthode de diagonalisation utilisant ’algébre des spineurs

On peut écrire la matrice hamiltonienne Eq.(8.112) sous la forme
HEfluNZQPT3+A1T1*A27'2 (8136)

ou les 7; sont les matrices de Pauli définies dans 1’espace de Nambu de la méme
fagon que les matrices de Pauli habituelles:

n—(? é>:72_<? —Oi>;ﬁ_<é _01>. (8.137)

Les quantités Ay et Ay sont, respectivement, les parties réelles et imaginaires du
gap Ap. On peut aussi écrire

Hg — uN = |n| 8T (8.138)

ou le vecteur n est de norme |n| = \/g‘f) +|Ap[? et dirigé dans la direction du
vecteur unité n de composantes n1 = ¢,/ [n[, ng = A;/[n| et n3 = —Ay/[n].
La dépendance en p de n de A, As et des angles 0 et ¢ que nous introduisons &
I'instant sont sous-entendues. En coordonnées polaires, le vecteur n est a un angle

0 de I'axe 3 dont le cosinus est cos = ¢,/ Cf, + \Ap|2 = (p/Ep. L’angle ¢ dans
le plan est obtenu de tan ¢ = —Ay/Aq,ie. A = A;+ils = |A| e, Les vecteurs
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propres dans le cas ou n est dans la direction de axe 3 sont < (1) > et ( ? )

~ 1
Les vecteurs propres correspondant & n-7 sont donc obtenus en tournant < 0 >

0 .
et > d’un angle 0 autour de 'axe 2 puis ¢ autour de l’axe 3 pour ramener

1

I’axe de quantification dans la direction de n. Ceci se fait avec la transformation

unitaire U = e~i73% ¢~725 comme pour un spin 1/2. On a

) —i¢/2
eirod _ ( SN > (8.139)
et
3 2]

e "2 = cos — — iToSin —. 8.140
g~ T2HG (8.140)

1l suffit d"utiliser des identités trigonométriques et la valeur de cos 6 = ¢,/ Fp, pour

obtenir
0 cosf +1 1 ¢ 1/2
Z = - T _— (1422 141
cos 3 1/ 5 7 < + Ep) (8.141)
1/2

01 ¢
sing = %(I—E—T)) (8.142)

ce qui donne la matrice des vecteurs propres, i.e. la transformation unitaire requise

-
I

Cio L(1+ﬁz)1/2 1 (1_5,;)”2

E*inge*iTQ% — ¢ 0 V2 Ep V2 e
0 ei0/2 1 ¢, 1/2 L (4 ¢, 1/2

W(_E) E(+E)

- V;( _C_p) pidl? ij(H <p> ibp/2 (8.143)

Dans le dernier résultat nous avons réinséré la dépendance en p de la phase.

Lien entre les transformations unitaires et définition des uy et v,

La matrice précédente est identique & la matrice unitaire trouvée avec autre
méthode Eq.(8.134)

1/2 /2
(1+é—‘;’)> e — —é—p e

12
(1 + é—i) e'p

- <“gg _ZP> (8.145)

Up Up

ko]

(8.144)

Sl
[N}
/N
=
\
'Y
o
N
-
[\v]
®
.
-
N
g

si on fait l'identification ¢, = @1, + @op, €t qu’'on multiplie tous le premier vecteur
propre (premiére colonne) par une phase globale e UP1p=%2p)/2 ¢t le deuxiéme
vecteur propre par e(?1p=%20)/2 Ceci correpond a multiplier par la doite par
la matrice e~ (?1p=%20)73/2 Comme cette matrice commute avec la matrice di-
agonalisée il est facile de vérifier que U’ = Ue %10~ %20)73/2 diagonalise aussi
In| 0i-7, i.e. UTR-TU’ est la méme matrice que UTn-7U. Les valeurs propres sont

+nf =41/ + |Ap|" = £Ep.
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Transformation de Boboliubov

La matrice U permet de diagonaliser ’hamiltonien d’essai
= U I:( U.
< 0 —Ep AL —Cp
donc

Hp—puN = 3 ( c_pl)UUJf(gp _ACP )UUT<CCJ’T )

-pl

(8.146)

I
7~ N
S

kel
T,
X
ko]
°
N————
VS
=5
|
@jo
ko]
N———
VRS
S
A
N———

= Z Epal,7oozp7a + cte. (8.147)

p,o

ol les nouveaux opérateurs sont reliés aux anciens par la transformation de Bogoliubov-
Valentin (1958)

( d >_UT< et >_< Up. ”P)( e ) (8.148)
@ _p| € pl| ~Up Up € pl|

avec |up|® + vp|”> = 1. Le fondamental est I'état qui est détruit par ces nouveaux

opérateurs d’annihilation
aps |BCS) = 0.

Les nouveaux opérateurs sont des combinaisons linéaires d’opérateurs de création
et d’annihilation puisque ’état propre est une combinaison linéaire d’états ayant
des nombres de particules différents.

Etat fondamental BCS

L’état fondamental s’obtient de fagon systématique comme suit. Tout d’abord,
on remarque que le vide de opérateur de destruction de Nambu Eq.(8.113) est

donné par |Q) = HcT_p ! |0), ou le produit est sur toutes les valeurs de p dans

p
la zone de Brillouin. Si on appelle v, 'opérateur de destruction de Nambu dans
la base propre, alors cet opérateur de destruction est relié aux opérateurs trouveés

ci-dessus par
_{ @p1 _( TMip
i Q_p| 72,p

L’hamiltonien diagonalisé Eq.(8.146) s’écrit alors

FE 0
Hp—uNp =3 (A, ﬁp)( > 4%)<”“’) (8.150)
P

72,p

Le fondamental s’obtient en remplissant tous les états d’énergie négative, donc
BOS) = [[ el =]]"e [1cp 10
p’ p’ p
- Tow I
p’ p
=TT (~eweby +upeps) [Tl oy 10
p’ p

= 11 (—vchch_pl + u;i) |0) (8.151)

o
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ce qui correspond bien, & un facteur de normalisation preés, & la fonction d’onde
de BCS mentionnée plus loin Eq.(8.174).

Equation du gap

Comme dans le cas de la théorie de Weiss pour le modéle d’Ising au chapitre 4,
I"Hamiltonien dépend d’un parametre d’ordre {c_p/|cprq) ((S,) dans le cas d’Ising)
dont la valeur peut étre calculée une fois ’'Hamiltonien diagonalisé. Cela donne
une équation d’auto-cohérence.

Ici donc, la valeur du gap Ap s’obtient de I’équation autocohérente Eq.(8.109).
11 suffit de réécrire les opérateurs cpt en fonction des opérateurs diagonaux ope .
Inversons la transformation de Bogoliubov Eq.(8.148)

() a)(E) e
€ p| p p O p|

dont ’adjoint donne

( CLT C_p| ) = ( aLT a_p| ) ( _1%; Z‘; ) (8.153)

On note aussi que
1
= T = —
n(Bp) = (aapr ) = T (8.154)
La distribution de Fermi Dirac vient du fait que I’hamiltonien est quadratique
lorsqu’exprimé en fonction des opérateurs fermioniques ag ). Ces quasiparticules
n’ont pas de potentiel chimique qui leur est associé. Ce dernier demeure associé

au nombre de particules total.

Preuve Chaque état p est indépendant. En d’autres mots, & une constante preés,
I’Hamiltonien BCS peut s’écrire

Hpes =Y Epaf,ope (8.155)
pP,o

et donc, la fonction de partition factorise. Ceci veut dire que le nombre
moyen <OéLT04pT> peut s’écrire

Tr [exp (fﬁEpozLTapO O‘LTO‘PT}

f = 8.156
<apT04pT> T {exp (—ﬁEpaLTapT)} ( )
0
= Sury "™ [exp (~BEpalapr)|  (8.157)
avec
Tr [exp (—BEpaLaapa)] = (BCS|exp (—ﬁEpaLTam) |BCS)  (8.158)
+ (BCS| apy exp (fﬁEpozLTapO O‘LT (BCH)
= l+exp(—fEp). (8.160)
De 14, on trouve
+ 0
(ohioer) = ~5gmy 0+ o0 (-AE)
exp (—BEp) 1

L+exp(—BEp) €Fe +1°
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A Taide du résultat précédent, nous pouvons maintenant évaluer la valeur
moyenne d’occupation d’une paire

(c_priCprp) = <(UP'aL’T + up/a,p/l> (up/ap/T - Up/aT_p,l)> (8.161)
= UpUp <O‘L'TO‘P’T - oc_p/lozf_p,L> (8.162)
= —vpup (1 —2n(Ey)) (8.163)
1A
= —= 1—-2n(Ey)). 8.164
552 (1 20(E) (5.164)

Nous avons utilisé le fait que dans ’état BCS <aL,To¢T_p, l> = 0. Dans la derniére

équation, Aps est un nombre complexe. La derniére égalité est vraie, peu importe
la convention qu’on prend pour les phases de vy et up. En effet, si on utilise
les phases obtenues avec la méthode standard pour obtenir la transformation de
Boliubov, —vprups (1 —2n (Ep)) s’écrit

1 &\
<C7p/leIT> = —=[1- I; e—l¢1p/ 102 (1 —2n (Ep’))
2 E2,
1A, . .
= LBl ionien (1 _on (). (8.165)
2 By

alors qu’avec les phases de la méthode des spineurs
1Ay _.
(e-priepr) = —2 22l eitn (1 o (B, ). (5.166)
2 By

Dans les deux cas, les phases se combinent avec la grandeur du gap pour donner
Apr.

Les facteurs du type vp/up que l'on retrouve ci-dessus s’appellent des fac-
teurs de cohérence. En substituant 'Expression obtenue pour (c_p/|cprp) dans
I’équation autocohérente Eq.(8.109) on obtient

_ 1 / AP'
Ap_ QV;U(p p)Ep’

(1-2n(Ey)). (8.167)

Ceci est ’équation du gap de BCS.

Remarque 6 Notons que cp et c_p| créent des états qui sont reliés par la
symétrie d’inversion du temps. En présence d’impuretés, il faut apparier des états
propres du systéme qui sont aussi reliés par la symétrie d’inversion du temps. La
présence d’impuretés qui ne brisent pas cette symétrie n'influence donc essentielle-
ment pas la valeur de T.. C’est un théoréeme di ¢ P.W. Anderson.

Remarque 7 L’équation Eq.(8.166) révéle que le paramétre d’ordre (c_pr|cpr)
qui apparait sous la forme 1 dans l’équation de Ginzburg-Landau est proportionnel
au gap dans la théorie de BCS mais il n’est pas identique au gap. Il aura cependant

la méme symétrie.

Remarque 8 Fonction d’onde de paire: On peut trouver ’étendue de la fonction
d’onde de paire de la fagon suivante.

1 —ip-r _—ip/-r/
(Cricrrp) = i Z Ze PTe™P T (cpiCprt) (8.168)
p P
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Utilisant le fait qu’il n’y a que p’ = —p qui a une valeur moyene non nulle, il
reste A )
(erreer) = e P (ep e pr). (8.169)
P

La valeur moyenne dans lintégrand a été calculée plus haut 8.166. A T = 0 il
reste

. e 1/2
{eriert) = =3 e ) ( - E_Z> e 0, (8.170)
P P’

Nous allons voir plus loin que les phases sont indépendantes de p. De plus, l'intégrand
s’annule pour Cf) >> |Ap|2 car dans ce cas Ef, ~ Ci. Le vecteur d’onde ne
peut donc varier sur des intervalles plus grand que C, ~ Ap ce qui correspond
a une énergie hupdp ~ Ap. Comme en transformée de Fourier, la largeur dans
Uespace or est reliée & la largeur en vecteur d’onde dp par dx ~ 1/8p, on a que
dz ~ hvp/Ap.Ceci est lordre de grandeur de la longueur de corrélation & tem-
pérature nulle.

8.3.3 Approche variationnelle

Suivant I’approche générale développée antérieurement, on peut utiliser I’hamiltonien
d’essai BCS Eq.(8.108) pour définir une fonctionelle & minimiser

(H — uN) , — TS (Dg) (8.171)

par rapport a Ap. On retrouve alors les résultats précédents. C’est 'approche qui
est utilisée dans 'article original de BCS. L’équation du gap est obtenu & partir
de la doncition de minimisation de 1’énergie libre. Pour plus de détails, voir les
notes de Claude Bourbonnais.

8.3.4 Cohérence de phase, fonction d'onde

Un des résultats les plus importants du point de vue conceptuel que nous apprend
BCS est que méme lorsque 'interaction dépend de p — p’, la phase du gap doit
nécessairement étre indépendante de p. En effet, réécrivons 'équation du gap
Eq.(8.167) sous la forme

1
[CpAp] = o Z CoU (P~ P') Cp [CorAp]. (8.172)
p/

ou

Cp = (“‘%Eﬂ)/ (5.173)

Tout & l'intérieur de la racine carré est positif (Ep, est positif, donc n (Ep) est
plus petit que 1/2). Donc, la quantité C}, est réelle. On peut alors la réinterpréter
comme une équation aux valeurs propres. Les vecteurs propres sont entre crochets
et la valeur propre est l'unité. Comme la matrice —CpU (p — p’) Cp// (2V') dont
on cherche le vecteur propre est réelle symétrique, ce vecteur propre est réel & une
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phase globale prés, & moins que la valeur propre ne soit dégénérée. Il y a une
dégénérescence évidente associée & la symétrie sous inversion du temps. Lorsqu’on
brise cette symeétrie, le parameétre d’ordre est complexe. Cela ne donne un résultat
non trivial que pour les valeurs de moment cinétique orbital différents de zéro (voir
plus loin).

Cela nous permet de revenir sur la notion de cohérence. Nous venons de
montrer que A, est un nombre complexe dont la phase est indépendante de p, en
d’autres mots ¢, + @9, = ¢ pour toutes les valeurs de p. Toutes les paires sont
ajoutées a la fonction d’onde avec exactement la méme phase. Ceci se voit bien
avec la forme de la fonction d’onde de BCS traitée en devoir:

Ukt
1+ — 0). 8.174
H( + u;CkLCm) 0) ( )

k

A chaque fois qu’on crée une paire, il y a un facteur de phase e *%1p~ %20 = ¢~ %p
associé qui vient du vk /uj. Seule la phase de A indépendante de p est arbitraire.
On brise la symétrie de jauge globale en la fixant parce que phase et nombre de
particules obéissent & une relation d’incertitude. Fixer la phase correspond donc &
rendre le nombre total de particules incertain. Nous reviendrons & cette discussion
avec la jonction Josephson.

La structure de la fonction d’onde BC'S est la méme que dans un état co-
hérent. La composante & n paires de Cooper de la fonction d’onde contient un

préfacteur proportionnel & e~"?, analogue au 2" que nous avions discuté.Nous

pouvons méme aller plus point en réécrivant chaque facteur (1 + Z—‘:C]L_k lCLT> sous
k

la forme exponentielle de telle sorte que la fonction d’onde s’écrit aussi

v—{EcT cT
[Ie ™ 0). (8.175)
k

Les puissances d’ordre plus élevé de 'argument de ’exponentielle s’annulent car
nous avons affaire a des fermions.

Comme nous avons vu au début de cette section, ce sont les interactions qui
imposent cette cohérence de phase qui est & I'origine du phénomeéne de supracon-
ductivité. On peut aussi comprendre la cohérence de phase intuitivement ainsi.
Considérons un des termes de I'Hamiltonien: > ., U (p — p’) CLTCJLPl C_p/|CpT-
On voit qu’il y a avantage & ce que les paires aient la méme phase, sinon on aurait
un terme ei(%—%') qui apparaitrait et aurait tendance a moyenner les phases a
zéro. Retournant a ’expression pour l'interaction dans I’hamiltonien réduit de

BCS, >, (A;c_plcm + CLTCT_plAp) , On voit que de défaire une paire c_p|cpt
est colteux car celle-ci est couplée & un champ moyen macroscopique Ap. C’est

tout & fait analogues a ce que nous avons fait avec le modeéle d’Ising traité dans
I’approximation de Weiss ot chaque spin est couplé & un champ moyen.

8.3.5 Supraconductivité singulet de type s

Si on passe a la limite du continu, I'’équation du gap prend la forme

1 dgp/ ’ Ap/

Les vecteurs d’onde impliqués dans ’appariement sont situés preés de la surface de
Fermi. On fait 'hypothése d’une surface de Fermi sphérique pour simplifier les
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calculs. En passant en coordonnées polaires et en utilisant la densité d’états N (¢)
(pour un spin), qui relie I'intégrale sur la grandeur de p a I'intégrale sur ¢

p'2dp’ /Cmax , //1 dcos /27r d¢’
— = N d — 8.177
/(2@3 ¢ (¢") de 2 )y 27 (8.177)

min

I’équation du gap devient

o Ydcos® [ d¢ Ap
Sp=— [ v [ S5 [T U - (B,
(8.178)
Dans le cas du modele simplifi¢ de BCS, U (p — p’) est simplement une constante
négative, disons Uy, qui s’annule aussitot que les vecteurs p ou p’ ont une dif-
férence d’énergie avec la surface de Fermi qui est plus grande en valeur absolue
que I'énergie de Debye. Dans ce cas, I’équation du gap prend la forme simplifiée

hwp 1 dCOSQ/ 2 d¢/ A,
A, = N (¢ d¢’ P 1-2m(E,)). 1
p=ltnl [ N(C)ac [ SFE [T (). (8179)

Il est clair que le coté droit de cette équation est indépendant de p. On écrit donc
Ap = A et I'équation du gap devient

th A
A=wol [ N(¢)dd'5

—hwp p’

(1-2n(Ey)). (8.180)

La solution de cette équation sera faite plus en détails dans la section suivante.
Auparavant, discutons plus en détail des questions de symétrie, tout d’abord la
symétrie de spin de la fonction d’onde de paire. Celle-ci est reliée au gap par
l’équation (8.166) obtenue a l'aide de la transformation de Bogoliubov

1A

(epiep) = ~5 7 (1= 20(Fp). (8.181)

Ce résultat est invariant sous les opérations de symétrie du réseau car A et E, =

\/Cf) + |A|2 le sont. Or, 'anticommutation nous donne la relation

<C—P/lCP/T> = — <CP/TC—P/l> . (8182)

Utilisant I'invariance sous l'inversion de p’, on transforme p’ en —p’ a droite pour
obtenir

(cprieprt) = = (copriCpry) - (8.183)
Autrement dit, la fonction d’onde de la paire est impaire sous échange des spins.
C’est un singulet de spin. Comme il n’y a aucune dépendance sur l'orientation de
p, on dit que la partie spatiale de la fonction d’onde de paire est un état s. On
aura un sigulet de spin dans tous les cas ol Ay sera paire sous inversion de p,
c’est-a~dire lorsque le moment cinétique de la paire de Cooper sera pair. On aura
un triplet de spin dans le cas contraire, en accord avec le principe général que la
fonction d’onde doit changer de signe lorsqu’on échange deux particules.

8.3.6 Solution de I'équation BCS, T, et équation de Ginzburg-Landau, gapa T'=10

Comme seuls les états prés du niveau de Fermi contribueront, supposons qu’on
prenne la densité d’états comme constante. L’équation du gap BCS pour la supra-
conductivité de type s devient alors, avec la définition D (Er) = 2N (Er),(on
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suppose la symétrie particule trou pour intégrer seulement pour ¢’ positif)

hwp , A
A = WlD(E) [ g

/2 2
|UO‘ D (EF) /th ta’nh (%B C + |A‘ )
2 0 /CQ + |A|2

Nous avons utilisé 1 — 2n (Ep/) = tanh (5EL/2).

On peut retrouver la condition d’extremum d’une théorie de Landau Ginzburg
en |A|2 simplement en notant que pour |A|2 petit on peut utiliser le développement
de Taylor

tanh (Va+2)  tanhya
Va+zx N Va
tanhy/a 1 1
r|——F—+————= ) +0(z?).
( 2a% 2a cosh? \/E) (=)
En substituant dans 1’équation du gap, on obtient une équation de la forme

A=dA+b"|APA (8.185)

(1—2n(Ep))

= A

dc. (8.184)

ol les constantes a” et b dépendent de la température. La valeur de T, est celle
pour laquelle @/ = 1. Pour T' < T, on aura o’ < 1 de telle sorte que |A|* sera
positif.

Pour trouver la partie dépendante de ’espace de ’équation de Ginzburg Lan-
dau c’est plus compliqué. 1l est clair cependant que le champ électromagnétique se
couplera aux opérateurs de création-annihilationavec le couplage minimal de telle
sorte qu’il redonnera exactement ce que nous avions dans la théorie de Ginzburg
Landau.

On peut obtenir analytiquement la valeur de T, et la valeur du gap Ay a7 = 0.
Nous obtiendrons ainsi un des résultats les plus célebres de la théorie de BCS, soit

2A¢
kpT:

Commencgons par le calcul du gap & T = 0. Dans ce cas, la tangente hyperbolique
peut étre prise égale & I'unité et I’équation du gap devient

= 3.53. (8.186)

D(Ep) ["P 1
Ay = Aow/ - (8.187)
0 \/ ¢+ 1A
La substitution & = |Ag|sinh § donne d¢ = df |Ag| cosh 8 et
/ﬁwD 1 sinh ™! iwp /| Ao| cosh 6 df
—_— ¢ = / il
0 [¢? 4| Ao|? 0 Vsinh? 0 + 1
sinh ™! iwp /| Ao|
= / do
0
= sinh ™ (fwp/ |Ao|) (8.188)
d’ou
2 . 71
———— = sinh™ " (hwp/|A 8.189
2
A = hwp/sinh | ————=— |- 8.190
e (v em) (190
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La théorie de BCS est valide dans la limite couplage faible, ¢’est-a-dire |Uy| D (EFr) <
1. Cette inégalité se comprend bien intuitivement car D (EF) est inversement pro-
portionnelle a ’énergie de Fermi alors que |Up| est une énergie beaucoup plus
faible. Dans cette limite, on peut donc approximer

2
Aol = 2hwp e _ ). 8.191
Bl = 2hep Xp( |Uo|D<EF>> (8.191)

Pour calculer la valeur de T, on évalue I'intégrale en mettant |Ag| = 0 dans
Iintégrand. On cherche donc la température telle que

_ |val D (Er) /’ tanh (8,¢/2)
2 o ¢

Le terme de droite est le a” dont nous avons discuté plus haut. On intégre par
parties le terme de droite pour obtenir dans la limite 8. hwp > 1

1= |U°u;<EF) <1n (602‘”’) —/OOO Iz d:c). (8.193)

1

dc. (8.192)

cosh? z

L’intégrale converge suffisamment rapidement que nous avons posé la borne supérieure
YD ¢gale & linfini. Il reste

s i Bel
d’intégration =5+
1= [l D Er) (ln <_ﬁch2wp) . (41)) (8.104)
7r

ol Invy = C = 0.577216 est la constante d’Euler. De 1a on déduit facilement

2vhwp ( 2 )
kT, = ——exp|————7——~ 8.195
B O\ |0 D (Er) (8.195)
2

En combinant nos résultats pour |Ag| Eq.(8.180) et pour kT, ci-dessus, on trouve
le fameux rapport BCS Eq.(8.186). Les résultats expérimentaux pour les éléments
simples sont

Al Cd Hg In Nb Pb Sn Ta
33701 32+.1 46 363+.1 3.84+.06 429+.04 346£.1 3.6=%.1

Les éléments comme le plomb et le mercure sont des exemples typiques de
supraconducteurs a couplage fort ou la théorie d’Eliashberg est nécessaire.

Remarque 9 L’expression pour T, explique immédiatement I’effet isotopique puisque
la fréquence de Debye, comme celle pour un oscillateur harmonique, dépend de
M2,

8.3.7 Symétrie s,p,d... de la solution de I'équation de BCS

Pour voir comment il est possible d’obtenir des moments cinétiques de paire dif-
férents de zéro, on procéde comme suit. Comme U ne dépend que de la grandeur
de p—p’ et que [p—p'| = /P2 +p2 —2pp'cos© ~ /2ppy/1—cos© on peut
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supposer que U (p — p’) est une fonction de cos © seulement, une variable com-
prise entre —1 et 1. On peut donc la développer en polynomes de Legendre

U (cos®©) = i Ui Py (cos©). (8.197)
1=0

On peut ensuite mettre a profit le théoréme d’addition des harmoniques sphériques,
qui relie P (cos ©) aux harmoniques sphériques définis pour les angle 0, ¢ et 6, ¢’
qui donnent orientation en coordonnées polaires des vecteurs p et p’

¢
4
P 0)=—— Yim (0,0)Y) (6,6 . 8.198
[4 (COS ) (26 + 1) m;‘e e,"l ( 7¢) E,m ( 7¢) ( )

Prés de T, on peut linéariser ’équation du gap Eq.(8.109) qui prend alors la
forme, pour une surface de Fermi sphérique et les mémes hypothéses que précédem-
ment,

hwp 1 .0 27 /
A, = —2/ N(g’)dg’/ dCObQ/ a@ (8.199)
0 1 2 0 2

o ‘ Ay /
> Uiy 2 Y 0.0 (0.6) 55 (1-20(C)).
1=0 m=—{

On peut ensuite utiliser le théoréme d’orthogonalité des harmoniques sphériques

1 2m
/ dcos / ddY (0, ) Y (0,0) = 80,08 m.m (8.200)
0

1

et le fait que Ap ne dépend que de I’angle pour définir

1 27
Apm = / dcos / d6Y;™ (60, 6) A, (8.201)
0

-1

L’équation du gap se réécrit alors indépendamment pour chaque composante des
harmoniques sphériques

hwp A
Agyn = —2/0 N (¢) dg’wm—il)% (1—-2n(¢)). (8.202)

et la valeur de T, s’obtient de la température a laquelle le membre de droite est égal
& Agm,. C'est analogue a ce que nous avons fait dans la théorie de champ moyen
pour le modeéle d’'Ising. La valeur de Uy la plus négative est celle qui donnera le
T, le plus haut et qui déterminera donc la symétrie du gap supraconducteur. Si ¢
est impair, nous aurons un triplet. Ceci se produit dans I’hélium 3 superfluide et
dans le ruthénate de strontium Sro RuO4'. La présence de fluctuations ferromag-
nétiques peut expliquer ces résultats, particulierement dans le cas du superfluide,
puisque dans ce cas les paires triplet sont clairement favorisées. Le cas £ = 2 est le
cas des supraconducteurs a haute température. Dans "approximation ci-dessus,
toutes les valeurs de m sont dégénérées.

Notons que méme si le potentiel U (cos©) est répulsif, on peut avoir ap-
pariement. En effet, on peut avoir U (cos ©) positif partout avec, par exemple,
Uy > 0 et Uy < 0si Uy > Us. Comme exemple on peut considérer un cas ou le

10La présence de noeuds dans le gap a été mise en évidence par C. Lupien, W.A. MacFarlane,
Cyril Proust, Louis Taillefer, Z.Q. Mao and Y. Maeno

Ultrasound attenuation in Sr2RuO4: an angle-resolved study of the superconducting gap

Physical Review Letters 86 (2001) 5986.
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“boson intermédiaire” serait une onde antiferromagnétique. Sur un réseau carré
par exemple, cette interaction serait maximale lorsque p — p’ = (7/a,7/a) ou a
est le pas du réseau. Ceci se produit lorsque les deux vecteurs sont & 7/2 I'un de
I'autre. On peut donc faire un modele simple d’interaction de la forme

U (cos (¢ —¢')) = Uy — Vcos® (¢ — ¢') (8.203)

ou Uy > V et les ¢ sont les angles azimutaux. Dans ce cas, on voit que la répulsion
est maximale, U = Uy lorsque ¢ — ¢’ = 7/2,37/2 et minimale U = Uy — V lorsque
¢ — ¢’ =0,7. A I'aide des identités trigonométriques

1 52
cos? = %&’6 (8.204)
cos (01 —f6s) = cosbycosbls + sinb; sinby (8.205)

on peut réécrire

14 cos2 ((]5 — ¢') 1+ cos2¢cos 2¢" + sin 2¢ sin 2¢’
2 B 2

Us—V (1 + cos 2¢ cos 2¢" + Sin2¢sin2¢/) .

cos? (¢ —¢")

U (cos(p—¢')) (8.206)

2

1 )
Y2 (60,0) = 4 /32—57T sin? fet2¢ (8.207)

/ / Y*iQ (r/2,8)U (COS (¢ _ ¢/)) YQiZ (77/2, (b’)

o2 . o bl o2
= _E/ /27r 39, i (0052¢0052¢ —|—51n2¢51n2¢)e ié

V1 (11 1
T 232 ( 279 (—2@)) (8:208)

ce qui indique bien une attraction dans le canal ¢ = 2.
Une autre fagon plus simple de comprendre ce dernier résultat est de constater
que l'expression

Sachant que

on trouve

1 dgp/ ’ Ap’
S=—3 sl (b= P B (L 20 () (5.209)

peut avoir une solution pour U (p — p’) positif si le maximum de cette fonction
se produit lorsque p et p’ sont séparés d’un angle 7/2 puisque pour une onde de
type d (i.e. £=2), Ap et Ap auront un signe opposé dans cette situation. Ce
signe viendra compenser le signe moins en avant de l'intégrale et faire comme si
le potentiel était attractif.

Dans le cas de supraconductivité triplet, il y a trois composantes du spin.
Prenons le cas de I’ He o il y a invariance sous rotation. On peut développer
la partie spatiale de la fonction d’onde en hamonique sphérique ¢ = 1 dans ce
cas. Cela permet d’éviter la répulsion de coeur dur et de profiter au maximum du
minimum dans le potentiel de Lennard-Jones. Pour chacune des trois composantes
du spin, il y a une partie spatiale qui doit étre décrite par trois fonctions de base,
Dz, Py, Pz- Il y a donc 3 x 3 composantes complexes au parameétre d’ordre, i.e. 17
quantités indépendantes possibles (la phase globale n’apparait pas). On peut donc
s’amuser & briser la symétrie de plusieurs fagons.
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Il faut aussi remarquer qu’il n’y a rien qui empéche un supraconducteur qui a
condensé dans un état £ = 2 de faire une transition supraconductrice additionnelle
pour rajouter, par exemple, la composante ¢ = 4 & son paramétre d’ordre. Il n’y a
qu’un harmonique sphérique qui contribue prés de T, car I’équation du gap peut
étre linéarisée. Autrement 1’équation est non-linéaire et peut avoir des solutions
qui sont des combinaisons linéaires d’harmoniques sphériques.

Dans le cas des solides, on peut en en général développer le paramétre d’ordre
sur une base de représentations irréductibles:

Ap =S nef} (8.210)
r

ou I est la représentation irréductible et fg une fonction de base se transformant
selon cette représentation. (Dans chaque représentation on est libre de développer
fg sur une base quelconque de fonctions se transformant dans cette représen-
tation irréductible). On déduit de la linéarité de ’équation du gap tres de T,
que le paramétre d’ordre doit se transformer comme une des représentations irré-
ductibles du groupe de symétrie du cristal car ces différentes représentations sont
orthogonales, par analogie avec les harmoniques sphériques. Il peut y avoir des
transitions de phase additionnelles & température plus basse, 1 ou I’équation du
gap est non-linéaire, qui font que le paramétre d’ordre ne se transforme plus comme
une seule des représentations irréductibles du groupe de symétrie. Ce phénomeéne
est attendu depuis longtemps mais il vient d’étre démontré dans les conducteurs
organiques. '!

8.4 Effet Josephson

8.4.1 Hamiltonien de Josephson'?

Un résultat important de la théorie de BCS est que toutes les paires sont ajoutées
avec exactement la méme phase. La fonction d’onde de BCS est

Ukt T _
1+ = 1+
I | ( ultc_klckT) |0) | I (

k k

Uk
Uk

6i(¢2k+¢1k)cileI{T) |O> (8211)

ol (¢2p + ¢1p) doit étre indépendant de p. Appelons cette combinaison (¢2p + ¢1p) =
¢. La fonction d’onde de BCS peut s’écrire

N

by =Y e ", (8.212)

n=0

ou n est le nombre de paires de Cooper et 2N le nombre total d’électrons. La
fonction d’onde v,, contient un nombre donné de paires et donc, lorsque la phase
est connue, le nombre de paires ne 'est pas. Clairement, I’état BCS est un état
cohérent, i.e. une superposition d’états de nombre de particule fixe avec une

H Maxime Dion, David Fournier, Mario Poirier, Kim D. Truong, et A.-M.S., Tremblay

"Mixed pairing symmetry in xk-(BEDT-TTF)2X organic superconductors from ultrasonic ve-
locity measurements"

Phys. Rev. B 80, 220511(R) (2009) (4 pages)

12B.D. Josephson, chapitre 9 Superconductivity Vol. 2, Ed. R.D. Parks.
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phase relative bien donnée. On voit qu’on peut obtenir une fonction d’onde avec
un nombre fixe de particules a partir de

27 ) d(b
imeo >
/O My = . (8.213)

On voit bien que si le nombre de paires est connu, la phase est inconnue. Nombre
et phase jouent le role de variables conjuguées, comme nous verrons encore en plus
de détails plus loin.

Bien que la phase dans la théorie de BCS soit totalement arbitraire, la différence
de phase a une signification physique. Pour illustrer cette signification, mettons
deux supraconducteurs en contact & travers une barriére tunnel. Nous allons
utiliser comme fonctions d’ondes non-perturbées celles obtenues en ’absence de la
barriére tunnel, i.e. le produit direct de celle a gauche fois celle & droite

Ng Np
D ST Sy T

ng=0 np=0
On fait le changement de variable

N N
TLG:7T+71;TLD:7T*TI (8.215)

pour obtenir

Ne¢+Np Nr/2

—1i &4»71 —i N_T,n
¢¢G7/’:bD = Z Z e (2 >¢G¢%z+ne (2 )¢D’I/JINTT787L.216)
NT:O ’I’L:—NT/2
No+Np Nz /2 ‘
= D eFlerin) K enlemily g Wi (8:217)
Nr=0 n:—NT/2 2

Travaillons maintenant avec un état ayant un nombre fixe total de paires de Cooper
Nr si on additionne le coté droit et le coté gauche de la jonction. Cet état est
donné par

27 Nt /2
/ eiN_g(¢c+¢D)w¢Gw;}DM — Z eiin((ﬁci(ﬁD)wﬁsznwlN_T_n'
0 T n=—Ng/2 : :
(8.218)
On pose la différence de phase 0 = ¢ — ¢p et on définit |n) = w%ﬁ-s—nwlNTT—n'

Comme Nt est trés grand la somme peut aller de —oo a 0o et le membre de droite
de I’équation précédente s’écrit

0)= > e n). (8.219)

n—=——oo

La valeur de n représente le nombre supplémentaire de paires de Cooper dans le
coté gauche de la jonction.

Traitons maintenant l'effet de la barriére tunnel. L’énergie pourra étre abaissée
par le passage de paires de Cooper d’un coté a l'autre. On peut admettre que
I’hamiltonien qui décrit I'interaction entre les deux supraconducteurs est de la

forme
i, = f% S (In) (n+ 1]+ [+ 1) (n]. (8.220)

n—=——oo
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Cette expression suppose que la capacité de la jonction est trés grande de telle
sorte que le passage d’un coté a I’autre ne cotlite pas d’énergie électrostatique. Il
n’est pas évident qu'une paire puisse passer d’un coté a 'autre en demeurant une
paire de Cooper mais c’est ce qu’un calcul de théorie des perturbations révele. Cet
effet peut étre dominant par rapport au passage d’un électron a la fois parce que
cela colite une énergie A pour briser une paire.

L’hamiltonien ci-dessus est diagonal dans la base des différences de phase
Eq.(8.219). La transformation inverse s’obtient de

o do
In) = /O e |9) o (8.221)
puisque
/ - gitn=mp 40 _ Snm- (8.222)
0 2m
On a aussi la relation, valable pour 0 < 6 < 27,
i e~ =275 (6) (8.223)

n=-—oo

Pour montrer que I’hamiltonien est diagonal dans cette base, on substitue I’expression
pour |n) en fonction des états propres de phase

oo 27 2m /
; do , / do
inf —i(n+1)6 /
3 /O ¢ |6) 2W/O e (0] 5 + hec. (8.224)

n=-—0oo

~ E
Hy=-=

ce qui donne, en utilisant les relations d’orthogonalité

~ _Ey 2 do

_ —1i0 -
H; = 2, (e7"710) (6] + h.c.) 5 (8.225)
2 de
= 7EJ/ (cos ) 10) (0] —. (8.226)
0 2m
Donc Hj est bien diagonal dans cette base
Hy|0") = —Ejcosd' |0). (8.227)

Pour minimiser ’énergie, il faut que la différence de phase entre les deux supra-
conducteurs soit nulle.

8.4.2 Base nombre-phase'?

La notation se simplifie et la physique s’éclaircit si on définit opérateur phase de
la fagon suivante

2w
3 . de
—1i0 —1i0
= 0) (6| —. 8.228
= [Tt olg (8.228)
Avec cette définition, on a
ey = |0 (8.229)
H; = —Ejcoso. (8.230)

I3M. Devoret, Les Houches, session LXIII, Fluctuations quantiques éditeurs S. Reynaud, E.
Giacobino, J. Zinn-Justin
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L’opérateur nombre qui représente le nombre de paires de Cooper ayant passé au
cOté gauche s’écrit quant a lui

N= > nln)(n|. (8.231)
On vérifie aisément que
+i0 o i(nt1)0 do
e’ |n) = e ) — =|n£1). (8.232)
0 2m

Cela suggere que e**? sont les opérateurs d’échelle qui augmentent ou diminuent
n de un. On peut vérifier ceci aussi & l'aide du théoréme sur les commutateurs
d’opérateurs d’échelle. En effet, comme |n) est une base compléte, elle permet

d’établir les relations de commutation de la fagon suivante

Netlp) = (ntl)jn+1) =

0 R In) = nnEtl)= neti

n+ 1) e |n) (8.233)
n) (8.234)

—_—

d’o1, en soustrayant les deux équations précédentes,
{N,eﬂ@] = et (8.235)

En faisant le développement en série des exponentielles des deux cotés, on voit
que
[Nﬁ] = (8.236)

permet de satisfaire la relation de commutation pour les opérateurs d’échelle. Le
role de N, 6 comme paire de variables conjugées apparait encore plus clairement.

8.4.3 Courant et effet Josephson

Que se passe-t-il maintenant si nous imposons des conditions aux limites ol un
courant est appliqué. Si le nombre n augmente, les paires de Cooper passent de
droite & gauche, transportant chacune une charge —2e. C’est I’équivalent d’un
courant circulant a droite de charge 2e. Pour trouver ce courant, on calcule donc
le taux de changement du nombre de paires de Cooper a gauche en utilisant les
équations du mouvement de Heisenberg

dN i

1L (8.237)
_ f%%[eiﬂwﬁ,ﬁ} (8.238)
_ _%%(_eme—@) (8.239)
_ f%sma (8.240)

Si le nombre de paires de Cooper augmente a gauche, une charge —2e passe a
gauche & chaque fois, ce qui est comme une charge +2e vers la droite. Le courant
circulant vers la droite est donc donné par

- dN 2e .
I= 26@ = *EEJ sin 6. (8241)
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En présence d'un courant, il y a une différence de phase entre les deux supracon-
ducteurs.

Quel est Deffet d’une différence de potentiel? Une différence de potentiel V'
entre le coté droit et le coté gauche se retrouvera dans ’hamiltonien sous la forme

—2eVp (NzT - N) —2eVg (% + N) =2e(Vp —Vg) N +cte = 2eVN. Ce terme
induira une dépendance temporelle de la phase

do i Ta o
= = ﬁ[HJ—&-QeVN,H] (8.242)
7 ~ A
= 27V [N,e} (8.243)
2e
-y 8.244
. (8240

Une différence de potentiel constante produira une phase augmentant linéairement
dans le temps, ce qui se traduira par un courant oscillant! Et la fréquence de ce
courant est reliée a la différence de potentiel par une constante universelle indépen-
dante de tous les détails microscopiques du systéme. Un résultat remarquable qui
a valu le prix Nobel a Josephson et qui est utilisé couramment aujourd’hui en
métrologie pour étaloner le volt. En effet, la fréquence est une quantité qui peut
étre mesurée avec une trés grande précision.

Remarque 10 On peut voir le principe de correspondance en action avec l'effet
Josephson. Le méme genre de discussion s’applique pour un probléme général de
mécanique quantique. Comme

[hé,]ﬂ —ih, (8.245)
on peut faire l'identification R R
h—q; N—p (8.246)
Dans la limite classique, les équations de Hamilton donnent
oOH OH
= = — 8.247

ce qui suggére qu’ici, en prenant H = —Ejcosf + 2eVN (V est la différence de
potentiel droite moins gauche et N est le nombre de charge —2e & gauche) on
obtiendrait

. OH E; .
. OH 2eV
b= %= = (8.249)

ce qui correspond au calcul quantique Egs.(8.240) et (8.244) ci-dessus.

On peut aussi voir directement de la fonction d’onde de BCS qu’en présence
d’un potentiel uniforme, un terme —eV'y", _ CI( »Ck,o S'ajoute a 'hamiltonien et
donc

de o ) +
— = 7 |(=€V) ch oCk,o:Cp,o
dt h —
= eV%cjw. (8.250)
ce qui donne comme solution
cpo (t) = cpo (0) eV, (8.251)
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Substituant dans la fonction d’onde de BCS Eq.(8.211), on voit que comme {c_p|cpt) =
Ap alors la phase doit dépendre du temps de la fagon suivante —2eVt/h le 2 venant
directement du fait qu’on a affaire & des paires. Plus spécifiquement, supposons
qu’on consideére le supraconducteur de gauche,

Uk (Y

Uk

efi‘;chT_kchT —

e % eiQEVGt/th_kchT (8.252)

Uk

Si on se souvient de la fagon dont les fonctions d’onde se transforment sous
changement de jauge, on voit que la relation de Josephson est une conséquence
directe de l'invariance de jauge. ¢ (t) = ¢ — 2eVgt/h ce qui veut dire que

d(¢G (t) - ¢D (t)) — _% (VG o VD) ) (8253)
dt h

Remarque 11 L’effet Josephson est la base du fonctionnement des SUQID, les
détecteurs de champ magnétique les plus sensibles. Il sert aussi o la fabrication
de qubits quantiques o on exploite le fait que charge et phase sont variables con-
Juguées.
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