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Sommaire

Cette thése a pour objet ’étude de la dynamique du réseau en interaction avec les
électrons dans les semimétaux de Weyl. L'objectif premier est de prédire un effet observable
sur les modes de phonons en lien direct avec ’anomalie chirale, phénomene topologique
inhérent a la présence de fermions de Weyl.

Dans un premier temps, nous introduirons la physique des semimétaux de Weyl ainsi
que leurs propriétés topologiques particulieres. Nous dériverons le terme d’axion dans
le but d’'introduire la facon dont la dynamique du réseau peut interagir singuliérement
avec les électrons de basse énergie et les champs électromagnétiques dans les semimétaux
de Weyl. Ensuite on présentera les concepts clés dans la description des vibrations du
réseau et de leurs modes propres, les phonons. Notamment, nous expliquerons comment
arriver a I’équation de dispersion des phonons ainsi qu'une maniere standard de calculer
perturbativement 1'impact des électrons sur ces derniers, par I'intermédiaire d'un couplage

local.

Nous entrerons ensuite dans le vif du sujet en montrant comment le calcul diagramma-
tique amenant au phénomene d’anomalie chirale prédit une empreinte dans la dispersion
des phonons optiques, sous condition d’avoir un couplage électron-phonon de type pseu-
doscalaire et un champ magnétique statique et uniforme. Les conséquences seront une
activité optique infrarouge induite par I’anomalie, ainsi qu'une résonance dans la self éner-
gie des phonons et dans le tenseur Raman. Cette premiere partie est basée sur des travaux
de physique des hautes énergies dans lesquels le potentiel chimique est ignoré. Elle est
donc adaptée a la description d'un semimétal parfait, dans lequel les noeuds de Weyl sont
exactement au niveau de Fermi. Nous adopterons par la suite un formalisme plus standard

en matiére condensée et valide pour toute valeur de potentiel chimique et de température.

Ainsi, dans la derniere partie de ce travail, nous inclurons directement le champ magné-
tique dans la structure électronique des électrons de Weyl. L'effet du champ magnétique,

qui était calculé perturbativement dans la partie précédente, est maintenant inclus a tous les
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ordres. Cela nous permettra également de prendre en compte plus aisément un potentiel
chimique fini. De plus nous étudierons séparément 1’effet des niveaux de Landau chiraux,
qui dominent la physique de basse énergie a fort champ magnétique et sont responsables de
I’'anomalie chirale. Notamment, on constatera dans ce cas que 1'écrantage des interactions par
les niveaux de Landau chiraux entraine une hybridation plasmon-phonon-optique résonante
contrdlée par I’amplitude et la direction du champ magnétique, phénomene potentiellement
observable dans des mesures de spectroscopie Raman. Enfin, nous verrons que les niveaux
de Landau a plus haute énergie peuvent également contribuer a une hybridation observable
dans le spectre des phonons optiques, ainsi que des oscillations quantiques pouvant se

manifester dans la vitesse du son.
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Introduction

Les semimétaux de Weyl [1,2] constituent 1'une des découvertes majeures de la derniére
décennie dans le domaine des matériaux quantiques. Malgré cet engouement récent pour ces
nouveaux matériaux, leur histoire remonte a pres d'un siecle, avec la premiére description
en physique quantique d’électrons relativistes par Paul Dirac [3] suivie un an plus tard par
la description de fermions relativistes sans masse par Hermann Weyl [4]. Ces derniers étant
initialement inventés dans le but de décrire les neutrinos (qui se sont finalement avérés
étre massifs), ils n‘ont finalement jamais trouvé de représentants réels dans le spectre de la
physique des particules. Cependant, une décennie apres la parution de l’article de Weyl,
Conyers Herring suggéra que des fermions semblables aux fermions de Weyl peuvent exister
dans certains cristaux, et ont pour cause la présence de dégénérescences accidentelles des
bandes électroniques [5]. C’est probablement en partie a cause de la difficulté a détecter ces
points de dégénérescence accidentelles dans la zone de Brillouin (contrairement aux dégé-
nérescences imposées par les symétries du cristal qui peuvent par exemple étre déduites de
la théorie des groupes) que des prédictions numériques réalistes sont apparues plus de sept
décennies plus tard (entre autres : [6-11]). Ces résultats seront suivis de peu des premieéres
preuves expérimentales de 1'existence de tels matériaux [12-16], appelés communément
semimétaux de Weyl.

Ce terme provient de la dénomination « noeuds de Weyl » des croisements prédits
par Herring [6]. Ces croisements entre des bandes de dispersion linéaire et non dégéné-
rées sont topologiquement robustes et existent systématiquement par paires de noeuds de
chiralités opposées [17]. Cette quantité, prenant les valeurs £1, désigne I'alignement ou
l'anti-alignement entre le spin et le moment. Un phénomeéne topologique clé des semimé-
taux de Weyl est I'anomalie chirale, qui correspond a un transfert d’électrons d"un noeud
de Weyl vers son partenaire, sous l’application de champs électrique E et magnétique B
paralleles. Dans un semimétal comportant deux noeuds séparés de (bp, b) en énergie et en
moment, I’anomalie chirale se manifeste par une réponse électromagnétique inhabituelle a
travers la densité lagrangienne L.« = 6E - B [18,19], ot 6 = bot /i — b - r est le champ d'une
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particule fictive appelée axion [20]. Les principales preuves expérimentales de I’anomalie
chirale se basent sur des propriétés de transport électroniques [21], propriétés qui ne lui
sont néanmoins pas exclusives [22,23]. Afin de complémenter ces expériences de transport,
d’autres propositions théoriques de mesures de 1’anomalie ont été 1'objet de nombreux
travaux [24-30]. Ces propositions sont basées sur les propriétés purement électroniques, et

requierent pour la plupart un ordre électronique ou d’un systeme hors équilibre.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au rapport entre les fermions de Weyl,
I’anomalie chirale et les vibrations du réseau cristallin. Ces derniéres sont présentes a
I’équilibre et ne nécessitent pas d’ordre particulier. De plus, I'influence de la dynamique
du réseau sur des propriétés électroniques particulieres des matériaux topologiques a déja
donné lieu a plusieurs travaux théoriques [31-36]. La principale question derriére la présente
thése est la suivante : les électrons de Weyl et 'anomalie chirale peuvent-ils laisser des traces
observables dans les propriétés dynamiques du réseau? Nous allons tenter d’y répondre en
étudiant comment les vibrations peuvent induire des fluctuations dans le terme d’axion 6
a travers leurs interactions avec les électrons de Weyl. Ceci est également motivé par des
preuves expérimentales récentes de la présence d’interactions significatives entre électrons
de Weyl et vibrations du cristal [37].



Chapitre 1

Contexte et bases théoriques sur les

semimétaux de Weyl

Dans ce chapitre, nous commencerons par donner les ingrédients nécessaires a 1'obten-
tion d’un fermion de Dirac, ce dernier formant un modéle de base pour une grande partie
des matériaux topologiques [38]. A partir de 1, nous verrons comment obtenir des fermions
de Weyl et leur robustesse caractéristique. Les deux dernieres sections seront consacrées
aux propriétés topologiques remarquables des semimétaux de Weyl. La premiere est la
présence de monopodles de Berry séparés dans la zone de Brillouin, dont émergent des arcs
de Fermi typiques a ces matériaux [6]. La deuxiéme, qui sera centrale dans le présent travail,
est 'anomalie chirale. Dans les semimétaux de Weyl, cette derniére est liée a la présence
d’un champ axionique dont nous expliquerons certaines des conséquences physiques et

finalement, un lien possible avec la dynamique du réseau cristallin.

1.1 Fermions de Weyl et de Dirac : généralités

1.1.1 Fermions de Dirac

1.1.1.1 Equation de Dirac

Parmi les emprunts faits a la physique des hautes énergies par celle de la matiere conden-
sée, les fermions de Dirac [3] et de Weyl [4] sont probablement les plus usités actuellement,
et ce depuis 1’avénement des matériaux dits topologiques dans les années 2000, notamment
le graphene [39,40], les isolants topologiques [41-43], et plus récemment les semimétaux



topologiques tridimensionnels [1,2,44,45]. Dans ces matériaux les électrons proches de
I'énergie de Fermi (dits électrons de basse énergie) se comportent comme des fermions

relativistes dans le sens o1 leurs fonctions d’onde obéissent a I’équation de Dirac
h(oo @7 (—i0) + R0 - P+ @oom/h)¥Y =0 (1.1)

ol le parametre m, appelée masse, a la dimension d’une énergie, P est 'opérateur impulsion,
v est une vitesse, et les matrices de Pauli 7; et 0; opérent dans des espaces disjoints . ¥ est un
spineur a quatre composantes ¥, avec T, = +1 étant les valeurs propres des opérateurs
T, et 03, respectivement. /2 correspond au spin et T au caractere particule ou antiparticule.
La structure de I’équation (1.1), linéaire a la fois en moment et dans la dérivée temporelle,
est invariante de Lorentz, ce qui est un prérequis nécessaire a I’obtention d"une particule
relativiste. Le choix des matrices n’est non plus pas anodin. En effet, pour avoir des énergies
propres de type relativiste, on a besoin de quatre matrices (en facteur des moments et de
la masse dans ’hamiltonien) hermitiennes, unitaires et qui anticommutent toutes entre
elles. Lensemble minimal de matrices respectant ces régles est formé de matrices 4 x 42.

On obtient ainsi des énergies propres

Eix = £/ m? + H*02K2 (1.2)

ou 71k est le nombre (ou vecteur) quantique associé au moment conservé P. L'équation (1.2)
reproduit I'énergie d"une particule relativiste avec en supplément son opposée, interprétée
comme l'énergie de son antiparticule. Cette derniere notion n’a pas d’équivalent en physique
classique. Cependant, en physique de la matiére condensée 1’existence de ces deux types de
particule est analogue a celle des bandes d’énergie de valence et de conduction. En réalité,
la présence de fermions de Dirac a basse énergie dans un matériau n’est pas nécessairement
reliée a une propriété relativiste des électrons. Par exemple, la dispersion électronique du
fameux graphene exhibe des cones de Dirac, c’est-a-dire des bandes de dispersion linéaires
dégénérées en spin (doublement dégénérées), semblables donc a des fermions de Dirac sans
masse. Outre les propriétés de conductions particuliéres directement liées a cette dispersion
linéaire [46], de nouvelles propriétés topologiques apparaissent quand on passe aux fermions

de Dirac dans la troisiéme dimension.

Une grande partie des propriétés topologiques requiere un couplage spin-orbite im-
portant (ce qui n’est pas le cas dans le graphene). En ce sens, I’analogie avec la physique

des hautes énergies n’est pas uniquement formelle puisque le couplage spin-orbite est une

1. Pour simplifier les notations, on utilisera toujours de maniere abusive 7;0; = 7; ® 0; et on oubliera d’écrire
l'identité.
2. Bien sfir, d’autres choix de combinaisons de matrices de Pauli que celui pris en (1.1) sont possibles.



propriété intrinséquement relativiste, due au fort moment angulaire des électrons>. Par
exemple, dans certains semiconducteurs qui ont la particularité d’étre décrits par des élec-
trons de Dirac massifs a basse énergie, le couplage spin-orbite peut induire une inversion du
signe de la masse [47]. Si par exemple le systeme comporte une symétrie d’inversion spatiale,
les parités des bandes de conduction et de valence sont échangées par cette inversion de
la masse, au voisinage de k = 0. Cette structure pathologique des bandes de valence et de
conduction a pour conséquence la naissance d’états de bord a énergie nulle quand un tel
semiconducteur (ou isolant) dit topologique est mis en contact avec un autre matériau plus
conventionnel, c’est-a-dire avec un couplage spin-orbite moindre et des parités des bandes

électroniques différentes *.

Dans ce travail, le type de systéeme qui nous intéressera est celui de fermions de Dirac
sans masse, en trois dimensions. Dans ce cas, le role du couplage spin-orbite peut étre de
séparer en moment les deux espéces de spin différentes. Comme on 'expliquera dans les
sections suivantes, cela n‘ouvre pas de gap comme c’est le cas en deux dimensions mais
sépare bien le cone de Dirac doublement dégénéré en deux cones non dégénérés, chacun
étant associé a une espece de spin. Les fermions de Dirac deviennent alors des fermions
de Weyl. Dans ce cas, les croisements n’apparaissent plus en des points de haute symétrie
de la zone de Brillouin, comme cela est illustré sur la figure 1.1. Le scindement du noeud
de Dirac en deux noeuds de Weyl permet une certaine protection contre l'ouverture d'un
gap, et est a 'origine de nouvelles propriétés physiques. Avant de détailler ces derniéres,

présentons un concept clé dans la description de ces fermions de Weyl.

1.1.1.2 Matrices de Dirac et chiralité

Commencgons par faire le point sur la notation usuelle en théorie des champs. Par
exemple, on retrouvera souvent dans la littérature une équation équivalente a (1.1), appelée

notation covariante de I’équation de Dirac :

(Y"pu+m) ¥ = 0. (1.3)

3. Ce qui demande des composés avec de grands nombres atomiques.

4. Les propriétés topologiques liés a I'inversion de la masse de Dirac ne requiérent pas la symétrie d'inversion
et donc une parité bien définie [48]. Cependant la n’est pas le sujet central de ce manuscrit et nous laisserons la
la discussion.
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Ficure 1.1 Figures extraites de [8]. Calcul ab-initio des bandes électroniques du semimétal
de Weyl TaAs sans prendre en compte le couplage spin-orbite (gauche) et en le
prenant en compte (droite). Sans couplage spin-orbite, on observe des croisements
de bandes le long des axes de symétries. Si on pouvait observer la dispersion
avec une dimension supplémentaire dans la zone de Brillouin, on verrait que ces
croisements suivent des lignes. On aurait alors affaire & un autre type de semimétal.
Avec le couplage spin-orbite, les lignes de croisement s'ouvrent, excepté en des
points isolés qui deviennent alors les noeuds de Weyl. Ces noeuds ne sont pas
situés sur les principaux axes de symétrie de la zone de Brillouin et sont donc
difficiles a repérer par de simples calculs de bande électronique. C’est pour cette
raison qu’on n’apercoit pas de noeuds de Weyl sur cette figure. En outre, leur
présence peut étre détectée par le calcul de nombre de Chern ou bien par la
détection expérimentale d’arcs de Fermi, comme il sera expliqué dans la section
1.1.3.

La somme sur les indices répétés est implicite (notation d Einstein), et faite dans la métrique
de Minkowsky

1 0 0 O
g — g = 0O -1 0 O
0O 0 -1 O
0O 0 0 -1

Cela signifie que v*p, = Y#gup” = 7idr — v - veP. p = (idy, vrP) est le quadrivecteur
moment. Plus tard, nous utiliserons également le quadrivecteur position x = (t,r/vr) ainsi
que le quadrivecteur électromagnétique A = (e¢, evrA), ol ¢ et A sont les potentiels scalaire
et vecteur. Par la suite, les lettres grasses seront attribuées aux vecteurs (en trois dimensions)
tandis que nous réserverons les lettres en italique pour les quadrivecteurs. La vitesse v
utilisée dans nos définitions de quadrivecteurs n’est pas celle de la lumiére. On verra dans



le cas des semimétaux de Weyl qu’elle correspond a la vitesse de Fermi des électrons qui
est de l'ordre de 10° — 10°ms~! et est donc bien inférieure a c. Cela en fait donc un choix
naturel pour la définition des quadrivecteurs, outre le fait que cela nous permettra d’écrire
I’équation des électrons de Weyl sous la forme (1.3). Notons également que nous poserons
I = e = 1 a chaque fois que nous utiliserons les notations relativistes avec quadrivecteurs et
matrices 7. De cette fagon, les quadrivecteurs p et A ont des unités d’énergie tandis que x a

l"unité inverse d"une énergie.

Les quatre matrices (4 x 4) y, appelées matrices de Dirac, forment une algebre de Clifford.

Elles vérifient ainsi les regles d’anticommutation
{77} = 28" Taa

Le choix de leur représentation est arbitraire. Une matrice d’importance se rajoute a cet
ensemble : 7° = —iq%y19293, qui anticommute avec les quatre matrices de Dirac. Avant de
donner une signification physique a 7°, rappelons que les fermions de Dirac sont caractérisés
par deux observables discretes, chacun ajoutant deux dimensions a I'espace de Hilbert. L'un
peut étre interprété comme le spin (et est représenté par les matrices o; dans la représentation
(1.1)), et I'autre comme la dualité particule-trou (représentée par les matrice 7;). Dans un
systeme sans masse (m = 0), cette derniére peut également étre aussi interprétée comme la
chiralité. En effet, en ’absence de masse, I'opérateur 7, commute avec I’hamiltonien (1.1) et
la chiralité, qui correspond aux valeurs propres T = +1 de T, est conservée. 75 représente la
chiralité et peut donc étre identifiée a 7,. On pourra écrire alors les opérateurs fermioniques
sous la forme

ou Y, et Y_ sont des spineurs a deux composantes qui correspondent respectivement aux
fermions de chiralités positive et négative, ou couramment appelés fermions droite et gauche.
Etant donné qu’aucune masse ne couple les deux espéces de fermions, on peut séparer le
probléme en deux, avec un hamiltonien pour les fermions de gauche et un autre pour les

fermions de droite.
Pour correspondre a '’hamiltonien (1.1), on fait le choix

0_ 1,
'yi = —ity0; pouri=1,2,3

et on retrouve (1.1) en multipliant le c6té gauche de (1.3) par °.



Notons au passage les propriétés de trace des matrices y qui pourront nous étre utiles
par la suite :

tr [#impaire de ] = (1.4)

tr [19"] = 4gf“ (15)

tr 7770 0F] = 4 (38" — gmg*P + gPg™) (1.6)

tr [(#impaire de v*) 7°] = 0 (1.7)
tr [’y”’y 5} =0 (1.8)
WW — _4jghvap (1.9)

1.1.2 Robustesse des semimétaux de Weyl

Pour les isolants topologiques, ou de fagon plus générale les phases de type SPT (Sym-
metry Protected Topology dans la littérature), on a des phases qui ne peuvent pas étre détruites
que par des perturbations qui brisent certaines symétries, comme la symétrie par renverse-
ment du temps dans le cas de I'effet Hall quantique de spin et des isolants topologiques
3D. Un tel systeme est donc robuste tant qu'un champ magnétique ou une aimantation sont
absents. A l'inverse, les semimétaux de Weyl ne requiérent le respect d’aucune symétrie.
Au contraire, ils nécessitent la violation d’au moins une des symétries suivantes : le ren-
versement du temps ou l'inversion. En effet, la présence simultanée des deux symétries
imposent la double dégénérescence des bandes électroniques. Dans ce cas, le croisement des
bandes de conduction et de valence donne naissance a des points quadruplement dégénérés
dans la zone de Brillouin, ce qui est communément appelé phase de semimétal de Dirac.
Si par contre une des symétries est brisée, la dégénérescence des bandes est levée, excepté
aux points de croisement appelés maintenant noeuds de Weyl. Faisons un petit aparté
pour préciser que n'importe quelle perturbation ne peut pas transformer un semimétal de
Dirac en semimétal de Weyl. Autrement dit, la séparation des cones de Dirac ne donne pas
forcément naissance a des points de croisement isolés. Illustrons ce point avec I'exemple de
I’hamiltonien de Dirac sans masse

T horo - K, (1.10)

auquel on ajoute une perturbation 7,A qui brise la symétrie d’inversion. Les deux cones se
séparent en énergies et leurs dispersions se croisent sur la sphére k? = (A/hv F)Z, comme
illustré sur la figure 1.2 (panneau du milieu). Remarquons qu’on a bien dans ce cas deux
noeuds de Weyl a des énergies différentes, mais non séparés dans la zone de Brillouin.
On ne peut donc pas qualifier une telle phase de semimétal de Weyl mais de semimétal
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Ficure 1.2 De gauche a droite sont tracés les dispersions correspondant a (1.10) avec, respec-
tivement, pas de perturbation, une perturbation 7, A, et une perturbation o, A. Sur
le graphique du milieu, la ligne nodale est souligné en vert.

a ligne de noeud (nodal line semimétal en anglais [49]) a cause de la présence d"une ligne
de croisements au niveau de Fermi. Pour donner lieu a un semimétal de Weyl en brisant
seulement la symétrie d’inversion, il est en fait nécessaire d’avoir au moins deux paires de
fermions de Dirac [50]. Sinon on a besoin d"une dépendance en spin de la perturbation, qui
peut en générale étre apportée par le couplage spin-orbite. Par exemple, avec la perturbation
0>A, on obtient bien deux noeuds de Weyl aux points ks = (0,0, £A/%vr), comme illustré
sur la figure 1.2 (panneau de droite). La nature des dégénérescences dues aux croisements de
bandes aux noeuds de Weyl est maintenant accidentelle, ¢’est-a-dire qu’elles ne sont imposées
par aucune symétrie du cristal. Cela implique qu’aucun gap ne peut y étre ouvert a moins
que deux points de Weyl se rencontrent a nouveau ou qu’il y ait d’importantes interactions
a courte portée. Une fagon formelle d’expliquer cette robustesse face a 'ouverture d'un
gap est d’écrire I’hamiltonien de Bloch au voisinage d’un noeud de Weyl. Le systéme est
décrit localement par deux bandes se croisant en un point. C’est I'équivalent dans 1’espace
réciproque de I'équation de Dirac, d’ot1 'hamiltonien de Bloch projeté au voisinage d"un
noeud® :

hy = thopo - k. (1.11)

o= (0’x, oy, O'Z) sont les matrices de Pauli et T = +1 désigne la chiralité du noeud de Weyl,
quantité importante comme on le verra par la suite. Cette projection aux niveaux des noeuds

de Weyl peut étre faite a partir d"un hamiltonien de Bloch. Par exemple, on peut imaginer

5. Attention, la forme de ’hamiltonien de Weyl (1.11), bien qu’identique a celle de (1.10), ne décrit pas le
méme systéme. Pour ’hamiltonien de Dirac (1.10), le moment k est exprimé par rapport a un point de Dirac.
C’est en général un point de haute symétrie dans la zone de Brillouin, puisque la dégénérescence n’y est pas
accidentelle. Dans le cas de I'hamiltonien de Weyl (1.11), le moment est exprimé par rapport deux points
différents (i.e. aux noeuds de Weyl) suivant les valeurs de 7.
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comme exemple le plus simple un hamiltonien de Bloch

Hp = t [0y sin px + 0y sin py | + 0% [m (2 — cos px — cos py) + ¢ (cos Q —cos pz)], (1.12)

ol tg, t, Q et m sont des constantes. Pour m < tZ%, la dispersion correspondant a (1.12)

comprend deux noeuds de Weyl situés en p1. = (0,0, £Q). En faisant le développement au
voisinage des points p+, on trouve Hp, 11 >~ ¢ (kax + (Tyky) =+ t, sin Qo;k,. En définissant

. . . T . .
t = hor, en effectuant la transformation unitaire U = e'2% ainsi que le changement de

_t
t;sin Q

déduite de I'hamiltonien (1.12) est tracée sur la figure (1.3). Notons qu’on pourrait également

variable k, — k, on montre que cet hamiltonien est équivalent a (1.11). La dispersion

rajouter un terme tpsin p, dans (1.12) qui induirait une différence d’énergie de 2t;sin Q
entre les électrons de Weyl en p...

E(kzl': OJkZ) 0

Ficure 1.3 Dispersion correspondant a (1.12), avec k;, = 0 et les parametres m = 0.8, t =
1.04, t, =12, Q = /3, et tg = 0.2. Les cylindres vert et rouge délimitent la
zone autour des noeuds de Weyl ot1 I'approximation linéaire est valide.

Comme cela apparait dans ’hamiltonien (1.11), la chiralité correspond a I'alignement
ou a l'anti-alignement du moment k avec le pseudo-spin ¢ °. La possibilité de considérer
chaque noeud comme un systeme indépendant a deux niveaux vient du fait que ce sont des

dégénérescences accidentelles. Si deux noeuds étaient situés au méme point de la zone de

6. Le terme pseudo-spin est utilisé ici car o ne correspond pas forcément au spin des électron mais plus
généralement a un systéme a deux degrés de liberté.
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Brillouin, on devrait considérer ces deux noeuds comme un seul systeme a quatre niveaux.
De méme, s’il existe des perturbations dont le moment caractéristique correspond a la
séparation des noeuds, on pourrait les considérer comme un systeme a quatre niveaux,
avec un gap augmentant avec 'amplitude de ces perturbations. Cependant, si aucun de
ces deux cas de figure n’est présent, 'hamiltonien (1.11) suffit a décrire les électrons aux
voisinage d’un noeud, et une perturbation dans cet espace a deux niveaux n’aura pour seul
effet que de déplacer le noeud dans la zone de Brillouin. Cette particularité est propre a la
troisieme dimension ot1 le nombre de directions possibles pour k (trois) est égale au nombre
de générateurs d"un systéme a deux niveaux (trois matrices de Pauli), excepté 1'identité.

Enfin, il est important de rappeler que l'utilisation de I’hamiltonien (1.11) sous sa forme
matricielle T;iive - k peut étre trompeuse du fait qu’il est identique a un hamiltonien de
Dirac qui décrit deux cones de Dirac dégénérés. Il faut donc garder a 1'esprit que cela cache
le fait que les noeuds de Weyl sont éloignés en moment et/ou en énergie. Si une perturbation
a courte portée couple les électrons des deux noeuds de Weyl, cet hamiltonien n’est plus
valide. Egalement, pour tout phénoméne qui dépend quantitativement de la distance entre

les noeuds de Weyl, I'hamiltonien a basse énergie n’est plus pertinent.

1.1.3 Monopdles de Berry et arcs de Fermi

1.1.3.1 Modéle minimal

Notons que dans la littérature [18,22,51], on retrouve parfois 1’'hamiltonien minimal
4 x 4 pour un métal 7 de Weyl a une paire de noeuds,

Hy = hvpo - (kTZ + b) + T:bg (1.13)

qui décrit un systeme de deux noeuds de Weyl, séparés dans la zone de Brillouin par
un moment 2b, et en énergie par 2by. Notons au passage que sans b et by, le systeme est
équivalent a un semimétal de Dirac. En brisant la symétrie par renversement du temps et la
symétrie d'inversion, on crée respectivement b et by qui lévent la dégénérescence. Cependant,
il faut garder a l'esprit que I’hamiltonien (1.13) n’est en général pas valide sur toute la zone
de Brillouin mais est seulement une fagon de représenter un systéme a deux noeuds de Weyl,
en oubliant la partie de la dispersion entre les noeuds. Son utilité réside dans le fait que les

termes b et by permettent de décrire des effets, qui, de par leur origine topologique, sont

7. En toute rigueur, un semimétal de Weyl a une densité d’état a 1’énergie de Fermi nul. Autrement dit, ses
noeuds doivent étre situés au niveau de Fermi. On ne peut donc pas avoir de semimétal de Weyl dans le sens
stricte si les noeuds sont a des énergies différentes. Cependant, on s’autorisera par la suite & continuer d’utiliser
la dénomination de semimétal de Weyl, a condition que les noeuds restent proches du niveau de Fermi.
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indépendants de la forme locale de I’hamiltonien dans la zone de Brillouin. En particulier,
seul comptent la présence de croisements linéaires non dégénérés (des cones de Weyl) ainsi
que leur éloignement dans la zone de Brillouin (quantifié par b) et, comme il sera expliqué

dans la section suivante, de leur différence d’énergie (quantifiée par by).

1.1.3.2 Monopdle de Berry et nombre de Chern

Au voisinage du noeud de chiralité 7, la courbure de Berry, définie par [52]
By = _le X <—,k|Vk| —,k>, (114)

N

ou

—, p) est le spineur associé a la bande de valence, prend la forme

A~

k
BTb+k - TE. (115)

L'expression (1.15) est I'équivalent d’un champ créé par un monopoéle magnétique dans la
zone de Brillouin [53]. On peut définir le flux de B sur une surface fermée comme le nombre
de Chern associé a cette surface (multiplié par un facteur 277). On peut dériver de (1.15)
I'expression de la divergence [54]

Vp-Bp=4m) 6(p—1b), (1.16)
T

qui, associé au théoréeme de Gauss-Ostrogradsky ?, signifie que le nombre de Chern est
égal a la somme des noeuds de Weyl a l'intérieur de la surface, pondérée par la chiralité de

chacun des noeuds :

Cs= ) (1.17)

noeud T€S

Ceci peut se généraliser a un nombre quelconque de noeuds de Weyl. Avant de discuter
la conséquence de ce théoréme sur les états de bords, notons qu’il impose aux noeuds
de Weyl d’exister par paires, chacune contenant deux noeuds de chiralités opposées. En
effet, la périodicité de la zone de Brillouin implique que le flux de n'importe quel champ
vectoriel (dont fait partie le nombre de Chern) a travers la surface la délimitant, est nul. En
conséquence, la somme des chiralités est toujours nulle. Ceci constitue le théoréme No — go
de Nielsen-Ninomiya [55].

8. $s_5,dS -Bp = [,,dVV, - Bp ot S est la surface qui compose la bordure du volume V. dS est 1'élément
de surface sortant, défini en tout point normala S.
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1.1.3.3 Etats de bord topologiques et arcs de Fermi

La théorie des isolants de Chern permet d’utiliser les notions de la section précédente
pour expliquer les états de bords particuliers aux semimétaux de Weyl. Un isolant de Chern
est un matériau bidimensionnel dont la somme des nombres de Chern des bandes de valence
est non nulle. La conséquence physique est I'existence d’un nombre C d’états de bord sur
les contours du matériau (chapitre 8 de [48]). De plus, chacun de ces états est porteur d'un
quantum de conductivité Hall ¢ donnant lieu a I'effet Hall quantique anormal (i.e. existence

d’une conductivité de bord quantifiée, sans ’application d’'un champ magnétique externe).

Surface "k,
x=0
Fermi arcs
0.2+ - .
Volume- o
4 -0.4-
06 Weyl Fermions
e " T "
Surface . » k,
x=-L

k

y

Ficure 1.4 Gauche : représentation d’arcs de Fermi dans un semimétal avec une seule paire
de noeuds de Weyl. Droite : Mesure ARPES (extrait de [12]) de densité d’état a
la surface (001) de TaAs. On y distingue deux arcs du fait que deux paires sont
superposées dans la direction (001).

Dans notre semimétal tridimensionnel on choisi une surface topologiquement équi-
valente a une zone de Brillouin en deux dimensions : prenons un cylindre® le long de la
direction ky, et entourant un noeud de Weyl situé en —b (voir Fig.1.4). Tant que le rayon de
ce cylindre n’excéde pas 2 |b|, son nombre de Chern reste égal a —1 et on peut lui associer
un état de bord sur la surface paralléle a b, ainsi qu'un quantum de conductance Hall. Une
fois que le rayon dépasse la séparation entre les noeuds de Weyl, le nombre de Chern est nul

et on n’a plus d’état de bord associé. Ainsi, si on scrute la densité d’état a 1’énergie de Fermi

9. qui est en fait un tore car les bouts a ky = £ se rejoignent
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sur les surfaces paralleles a b, on observe des lignes reliant les projections des noeuds de
Weyl sur les surfaces : ce sont des arcs de Fermi. Notons que la forme de ces arcs dépend
des conditions de bord et n’est pas universelle [56].

Additionnellement, si on somme la contribution de tous les états de bords formant ces
arcs, on obtient la conductivité Hall anormale

62
o1 = —2b| 5. (1.18)

En dérivant les équations de Maxwell en présence des fermions de Weyl, on retrouvera cette
conductivité Hall, avec en addition un second terme “anormal” proportionnel a by. Ces
deux termes sont intimement liés a I’anomalie chirale, comme on va le voir dans la section

suivante.

1.2 Anomalie chirale et axion

1.2.1 Anomalie chirale facon matiére condensée

1.2.1.1 Anomalie chirale en une dimension

L’anomalie chirale se dérive de fagon tres simple en matiére condensée et plus particu-
lierement pour un gaz d’électrons unidimensionnel [57]. Prenons un systéme décrit a basse
énergie par une bande comme sur la figure 1.5.

e(k)

A

Y
>~

Ficure 1.5 Dispersion électronique unidimensionnel. Les électrons au niveau de Fermi on
des moments £kr et dispersent linéairement si I’on se place suffisamment proche
de £k F.
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En se focalisant sur les électrons porteurs de charges (i.e. a I'énergie de Fermi), on peut
les séparer en deux espéces : les électrons de gauche avec une énergie €, (k) = —hvrk et les
électrons de droite d’énergie e _ (k) = hork, k étant le moment électronique et v la pente de
la dispersion pour k =~ kr. On note également er, "énergie de Fermi des électrons a gauche
et er_ celle des électrons a droite. Naturellement, sans perturbation extérieur, er_ = er,..
Avec l'application d"un champ électrique E, I’équation du mouvement pour le moment
électronique donne

€ir = ér(k) = —thork = —TvgeE,

avec la notation X = 9;X. En conséquence, le nombre d’électrons a droite (N_) et a gauche 10

(N1) augmentent et diminuent respectivement avec le temps, ce qui se traduit par la loi de

conservation
N; = —7eE L (1.19)
T 27th ’
e
—n: =71-E,
Ne=1 p

ou 1 est le nombre d’électrons T par unité de longueur et L la longueur du systeme. L'équa-
tion (1.19) est un cas particulier de la non conservation du courant chirale j5s = j; — j— ol
jr = (eny,j¢) est un vecteur comportant la charge et le courant associés aux fermions de
chiralité 7. Dans ce cas particulier le systéme est invariant par translation et V - j: = 0, ce

qui donne bien
2

. . . . e
e(ny —n-)+V- -G+ —j-) :ZZE. (1.20)
Les dispersions linéaires et de pentes opposées des fermions droite et gauche sont a l'origine
de cette loi de (non-)conservation qui constitue, par définition, ’anomalie chirale en une

dimension.

1.2.1.2 Hamiltonien de Weyl sous champ magnétique et niveaux de Landau chiraux

Quand on passe de la premiére a la troisiéme dimension spatiale !!, un ingrédient
supplémentaire est nécessaire pour obtenir ’anomalie chirale : c’est le champ magnétique.

Prenons donc un modele minimal d’électrons de Weyl dans un champ magnétique uniforme

10. On définit Ny = Yo_e iy = 2 Jo" dk = Laepc / (hog).

11. Notons qu’iln’y a pas d’anomalie chirale en dimension impaire (c’est-a-dire une dimension spatiale paire
additionné de la dimension temps). Cela vient du fait qu'on a besoin de se ramener a un systéme spatiotemporel
en 1+1D, notamment avec I’application d'un champ magnétique. Cela n’est pas possible en dimension paire.
On peut également relier cela au fait qu'on ne peut pas définir de fonction équivalente a 7> en dimension
impaire [58]. Plus précisément, en D = 2n + 1 dimensions, on peut avoir une équation de Dirac v#9,¥ = 0
en définissant D matrices de Dirac vérifiant ’algebre de Clifford, mais on ne pourra pas définir de matrice
'yD 1= i'yl 72...7D qui anticommute avec les D matrices de Dirac.
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et statique. Appliquons ce champ magnétique dans la direction 2. Les électrons de chiralité
T sont régis par I’hamiltonien thoup.o en I'absence de champ, ot1 p est le moment défini
par rapport au moment du noeud de Weyl de chiralité 7. Le couplage minimal du champ
électromagnétique avec les électrons transforme I’hamiltonien en thv (p — eA) .o — eAg ot
A et Ag sont les potentiels vecteur et scalaire du champ électromagnétique. Dans la jauge
de Landauona Ag = 0 et A = (0, x,0) B (on notera B la norme du champ magnétique). Le
systeme perd ainsi son invariance par translation dans la direction x (perpendiculaire a B),

et le moment est conservé dans les directions y et z. On reécrit ’hamiltonien
TUF (P20 + 11, - 0y) + Thy, (1.21)

avec II, = (I, I1,) = (px, py + xeB). En utilisant la fameuse relation de commutation
[7i, pj] = ihdi;, on montre facilement qu’on peut définir des opérateurs d’échelle

I, — Il
B
¢ T+l

= 7\@[;1

vérifiant [a, a*] = 1, avec lesquels I'hamiltonien de Weyl s’écrit finalement
he(k;) = thop [O'Zkz + ﬁﬁgl (aa+ + a*a’)] ) (1.23)

Lopérateur a'a a pour états propres 'ensemble {

1) },en avec les valeurs propres associées
égales aux entiers n. Les fonctions d’onde associées a ces états sont [59]

L e X/ G ei%(%y x—X
<x, v,z ‘n, X, kz> = elkzz - H, ( 7 ) , (1.24)
\/ LyLZEB 2"n! \/E B
ot H, estle polynome d’Hermite de degré n et X = —k, (3 estle centre d"une orbite cyclotron.

Il est a noter que les énergies propres dépendent seulement de k; et 1, et que tous les niveaux
1 associés a des orbites cyclotrons différentes sont dégénérés en énergie. Le facteur e'=* / /L,
provient de I'invariance par translation et du caractére d’onde plane de l'état électronique
dans la direction z. Pour résoudre 1’'hamiltonien (1.23), on utilise les propriétés des états
propres (en oubliant les indices k, et X pour simplifier la notation)

aln) =+/nln—1)
atln) =vn+1jn+1).
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On trouve ainsi des états propres, indicés par des entiers naturels 7, qu'on appelle niveaux
de Landau. La grande particularité de cet ensemble d’états est la différence qualitative
suivante entre les états d’indices strictement positifs et les états a n = 0. A ’entier n > 0

correspondent deux niveaux, ¢’est-a-dire a deux spineurs | ¥;; . (k) ) avec les énergies propres
€nta (kz)

1 ATy /14 Arieeks |y — 1)
¥ (ke)) = —= - (1.25)

n,T
V2 1— ATk )

Enkz

enca(kz) = Thy — TAhUE /2050 + K2 (1.26)

oulp = \/h/eB estdéfinie comme lalongueur magnétique, A = £1,etE,,, = hor,/ 2€§2n + k2.
Par ailleurs, n = 0 n’est associé qu’a un seul état propre

0
0)

€or(kz) = thy — Thurk,

|1F0T<k2)> =

qui est appelé niveau de Landau chiral puisqu’il ne disperse que dans une seul direction

(i.e. O €or(kz) = —Thup garde le méme signe quelque soit k;, voir figure 1.6).

Remarquons qu’on obtient un systéeme unidimensionnel effectif avec une infinité de
bandes. Le gap énergétique entre les niveaux de Landau chiraux et le reste des niveaux étant
égal a v/2heB, on peut augmenter le champ magnétique de telle maniére a ce que le potentiel
chimique coupe seulement les niveaux de Landau chiraux et reste bien en-dessous de ce
gap. Dans ce cadre, on appelle limite quantique cette situation ot1 seul les niveaux de Landau
d’indice n = 0 sont au niveau de Fermi [60]. Ainsi, a champ magnétique suffisamment
fort, les propriétés du systéme sont principalement gouvernées par les niveaux chiraux et
I"anomalie doit pouvoir étre observée.

1.2.1.3 Anomalie chirale en 3D

Une fois qu’on a obtenu un systeme unidimensionnel effectif gouverné par deux états
électroniques chiraux, la discussion est essentiellement la méme que pour le cas unidimen-
sionnel. La principale différence est 1’ajout du facteur de dégénérescence de ces niveaux

chiraux qui est %ﬁ = LyL,eB/h [60,61], ou ®p est le flux du champ magnétique a travers le



18

F1GcurE 1.6 Structure électronique pour une paire de fermions de Weyl de chiralités opposées,
plongés dans un champ magnétique. On y distingue les deux niveaux de Landau
chiraux qui ont des pentes bien définies, et les niveaux non-chiraux. Appliquer un
champ électrique paralléle au champ magnétique induit un transfert de fermions
de chiralité - vers les fermions de chiralité +. Figure extraite de [1].

cristal et @9 = /e est le quantum de flux. L'application d"'un champ électrique E, accélere
les électrons selon la direction du champ magnétique, Z. Si en I'absence de E,, I'énergie
de Fermi croise seulement les niveaux de Landau 0, on a pour chaque nceud T une va-
riation de 1’énergie de Fermi er. qui, a cause de la dispersion linéaire de ces niveaux, est
proportionnelle a E; :

€pr = —TveE,. (1.27)

La variation du nombre d’électrons suit donc la méme égalité que dans le cas unidimen-

sionnel (équation 1.19) au facteur de dégénérescence pres :

L, ®&p
N; = —1eE — 1.28
T Te 25h o, ( )
, e? e?
— = Tﬁ BE, = TﬁE B,

n. étant le nombre d’électrons T par unité de volume. Comme dans le cas en une dimension,
I’équation (1.28) est un cas particulier de I’anomalie chirale, mais en 3+1 dimensions. Cette
derniére s’écrit )
, , . . e
e(n+—n_)—|—V-(]+—]_):ZWE-B. (1.29)

Jusque la, nous n’avons pas mentionné la séparation des nceuds de Weyl, qui n’appa-

rait pas dans ’hamiltonien utilisé (équations (1.21) et (1.23)). Pourtant celle-ci peut étre
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importante dans les propriétés de transport anormales. En effet, la non conservation de N
implique un taux de transfert d’impulsion (par unité de volume) d"un nceud a 'autre :

2
. e
P =) nchk, = Zﬁh(E -B)b, (1.30)

ou 2b = ky — k_ est la séparation des nceuds de Weyl dans I'espace de moments. On peut

interpréter d;P comme une force de Lorentz :
0P =pyE+juNB (1.31)

qui correspond a (1.30) pour pg = %—ZZb.B etjg =EA (%Zb)‘ Finalement, on voit que 1'exis-
tence de I'anomalie chirale associée a une séparation des nceuds aboutit & une conductivité

Hall

o2

h

ot1 €'/ est le tenseur antisymétrique de Levi-Cita de rang 3 (avec i, j,/ = x,y ou z). Comme

UHij = Gijl 2b1, (132)

on le verra par la suite, on peut ajouter a jg un courant proportionnel & B dans (1.30) sans
que cela ne change la force de Lorentz dans (1.31). On aura ainsi deux types de courant

anormaux émergeant avec ’anomalie chirale.

Il est important de mentionner le lien entre I’'anomalie chirale et la magnétorésistance
négative. On peut réécrire 1’équation (1.27) comme un transfert de moment, si 1’'on rajoute
un taux de diffusion I" entre les deux noeuds [62] :

hplz = —EEZ + hpzr. (1.33)

Cela qui améne a un courant longitudinal stationnaire (en prenant en compte la dégénéres-

cence des niveaux de Landau)

1 ¢* L, ®p vl é% e vrl €2
—Zevpp, = =

.1 e vl e, . olé?
2= 2tV h 2th &y A2 h h 472 1 lp°E:, (1.34)

ou V = LyL,L, est le volume du systeme. Il y a donc une contribution a la conductivité
induite par le champ magnétique et qui augmente de facon monotone avec I'amplitude
de B, d’oul le terme de magnétorésistance négative. Notons que la dépendance linéaire
en B de cette magnétoconductivité n’est plus valide a faible champ magnétique, quand
la quantification des niveaux de Landau n’est plus pertinente. Notamment, les auteurs
de [28,62] ont montré dans un cadre semi-classique que la contribution des noeuds de Weyl

a la magnétoconductivité est proportionnelle a B? a faible champ.
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1.2.2 Théorie des champs, axion et anomalie chirale

Dans cette section, nous allons introduire le concept d’axion, qui jouera un role important
dans le reste de ce travail. Afin de faire une analogie explicite avec la théorie des champs
dont sont originaires les fermions de Weyl et ce terme d’axion, utilisons les matrices -y. Elles
nous permettent d’écrire I’'hamiltonien de Weyl sous sa forme covariante :

Hw = /d‘?’r‘? (r) [7° (i0s + eAo +eag + a3y’) + v - (P+eA+ea+a™y’)] ¥ (r) (1.35)
= /d?’r‘? (r) {’y”ﬂy + vt a, + ')f”a‘;’{’yﬂ ¥ (r), (1.36)

avec ¥ = ¥110, et DM = p! + eA¥. Dans cette hamiltonien, les fermions, représentés par
le champ ¥, sont en couplage minimal avec le champ électromagnétique A*, un champ
dit vecteur, dénoté a¥, et un champ dit axial et dénoté a*, Le champ électromagnétique est
naturellement un champ de type vecteur. Les deux autres champs a* et a°* peuvent avoir

diverses origines, notamment des modes collectifs qui interagissent avec les électrons. Les

conséquences de tels modes ont été sujets de plusieurs travaux [25,51].

Rappelons que 1.35 peut se récrire dans la méme notation matricielle que 1.13 :

Hw = /d31'1f+ (r) [T0 - (P+eA+a+a’t?) —eAg—ag—ayt’| ¥ (r). (1.37)

On constate que les champs axiaux créent une différence en énergie (a3) et en moment (a°)
entre les deux fermions de Weyl, de la méme fagon que les termes by et b dans 1.13.

1.2.2.1 Axion dans un semimétal de Weyl sans interaction

Revenons a l'action pour les fermions de Weyl sans interaction
Sw = /d4x‘? (x) i [0y + 1Ay +ibyy°] ¥ (x), (1.38)

qui correspond a (1.36) si I'on suppose a, = 0 et a;’[ = by,. Notons la similarité avec ’hamilto-
nien (1.13) : le champ axial b* = (by, b), correspond a la séparation en énergie et en moment
entre les noeuds de Weyl et est une constante.

Si on utilise les états propres ¢ découlant du Lagrangien de 'action (1.38), on peut

calculer simplement 9, (py#y°p) = 0, ce qui semble indiquer la conservation du courant
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chiral 2. Pourtant, le courant chiral défini comme Ja= ¥9#9°¥ ne l'est pas, d’oti le nom

“anomalie chirale”. En effet, dans cette section nous allons montrer que
I < ]2 >= 9, Tt[¥7"7°Y] # 0,

ou l'opération notée Tr correspond a une somme sur tous les états fermioniques possibles et
n’a rien d'une simple trace de matrice. Egalement, on verra que l'effet du terme b, > dans
(1.38) donnera lieu a un terme de courant dans les équations du champ électromagnétique.

La méthode que nous présentons ici provient de Fuijkawa [63]. Elle consiste a éliminer
le terme axial b,y> de I'action par un changement de variable du champ fermionique,
et d’étudier le terme effectif (i.e. indépendant du champ fermionique) qui résulte de ce
changement de variable. Commencons par remarquer que le terme b, 7 dans (1.38) est
éliminé par la rotation chirale ¥ — ¥e i 7. Le lagrangien classique respecte la symétrie
chirale, cependant, ce systeme n’est pas invariant sous la transformation de jauge précédente,
d’ot1 'apparition de 'anomalie chirale. Si le systéme était invariant sous rotation chirale, le
terme b,,y° ne jouerait pas sur les équations du mouvement. Lanomalie vient du fait que ce
changement de jauge doit s’accompagner d'un changement de la mesure DY de l'intégrale

de chemin dans la fonction de partition fermionique
Z:i/DTDTéi (1.39)

Pour montrer cela, commencons par effectuer une transformation de jauge chirale infinitési-

male :

Y =¥ = [1—idsbyx,y’] ¥ (1.40)
Y- =F[1—idsb,x,’]

avec ds le parametre infinitésimal de la transformation. L'action (1.38) devient alors, au

12. Le courant total j, = Py*¢ est déduit de I'équation de continuité V - j + 9;|¢p[> = 0.Ona ¢ = <¢+ ,ce
P
qui donne j,, = PyF Py + Pty = ];‘ + ju - Les composantes 9+ ayant une chiralité bien définie, on voit

ainsi que le terme j;; = ¢ 75y est égal a la différence en courant des états de chiralités opposées : j’54 = j;[ —Ju-
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premier ordre ends :
S = / d*x¥ [1 —idsbux,y®] in" [0y +iAy +ibuy°] [1 — idsbux,y®] ¥ (1.41)
= /d4x‘T’i’y” [1+ idsbux,y’] [0y +iAu +ibyy°] [1 —idsbux,y’] ¥
= /d4x‘?i'y" [0, +iA, + (1 —ds)ibyy°] Y.
Ainsi, a I'étape s (i.e. on a effectué I'opération (1.40) jusqu’a obtenir une rotation de i s b, x,,7°),

l'action devient [ d*x¥iD¥, avec Py = y# [9), +iA, + (1 —s)ib,~°]. Le terme b,7° est

finalement éliminé pour s = 1.

Regardons maintenant le changement dans la mesure apportée par un changement de
jauge infinitésimal. Autrement dit, trouvons le Jacobien de la transformation ¥ — ¥/ =
[1— ids b,x,7°] . Plagons nous pour cela a I'étape s et décomposons les opérateurs fermio-
niques :

Y = Zﬂicpi - Y = Zagcpi (142)
i i

Y=Y bigf =¥ =) big],
i i

ot les ¢; sont les états propres orthonormaux de l'opérateur J;. On a alors DY = []da; et
i
DY' =[]da; = DY det(C™1)avecCy; = i—Zi En utilisant!’orthonormalité [ d4x¢;f(x)q>j(x) =
1
51‘]‘, ona
A=Y a {51-]- - /d‘*xgb:r(x)ids bnyVS(pj(x)}
j
et ainsi

' —ids . [ d*xf (x) by (x)
Cij = 0ij — st/d4x4’;r(x) buxu9j(x) =e '

. T ~ . . ol
La transformation de ¥ donne le méme Jacobien, i.e. > = Cj;. On a donc
]

DYDY’ = DYDY det(C) 2 (1.43)
— D\T;D\Pe*Zh’ldef(C) — DTD\Yethrln(C)
— DYDY e2ids [ d*xblx,I(x)

avec I(x) = Y; ¢ (x) v°¢i(x) . Il est maintenant important de noter que ce terme I (x)

correspond a 1’anomalie chirale. En effet, x#I(x) est la correction a I'action S apportée par
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un champ axial infinitésimal, ici donnée par u = dsb,v,. On a donc

I(x) = %ax;‘ (%) (1.44)

- ax}«fft

par définition du courant chiral. Si I(x) # 0, le courant axial n’est pas conservé ce qui
démontre ’anomalie chirale. La somme Y; ¢ (x) 7°¢;(x) n’est pas bien définie telle quelle
du fait qu’elle contient deux infinis qui s’annulent. Ces deux parties de la somme, nous
pouvons les interpréter comme le nombre de fermions de chiralité positive (les états propres
de ° associés a la valeur propre 1) moins ceux de chiralité négative (associés a la valeur
propore —1). En matiere condensée, ces deux nombres seraient bien siir finis et dépendraient
d’un cutoff marquant la limite de la dispersion a basse énergie de type fermion de Weyl. On
peut faire le lien avec ce calcul de type Physique des hautes énergies en poussant le cutoff
a l'infini et obtenir, espérons le, un résultat indépendant de tout cutoff. Dans cette section
on introduira un cutoff a I’aide d"une régularisation gaussienne en suivant la méthode de
Fujikawa [54,63,64] . On note ce cutoff M :

2
A ’E)s

= lim Zcpz x)yPe M ¢;(x) = lim Z(pl e M ¢;(x) (1.45)

M%oo M—o0

ou A; est la valeur propre de il associée a ¢;. Pour commencer, on décompose les ¢;(x) selon
leurs composantes de Fourier ¢; (k). Puis on insert la relation de complétude Y ¢7 (k)¢; (k') =
i

_ms?
5(k — k') dans la somme (1.45). Du fait que ¢;(k) est vecteur propre de 7°e” »?, cela donne
) (fDs)? ., ) _ps)? .
Zq)z-(k)efzk-x,)je—vezk -x(l)i(k/) — tr |:elk-x,),5e M2 eik-x et
i

(

_ps? .
1 k/ ik'-x __ 1 ik- Xy > 1k~x. 1.46
Mgnwl%@ W (ke Mgnooze re” W e (1.46)

Par ailleurs, on a

(il5)? = =9 [Dy +7°(1 = 8)bu] 7" [Dy +9°(1 = 5)by ] (1.47)
= —9lq" [Dy - ’)’5(1 - S)by] [Dv + ’)’5(1 - S)bv]

i .
=—DyD, — (1— S>2buby + 1 (", v Fw +1(1 =) [v*, 7] byDv')’Sr

ou D, = 9, +iA, = Ps_1 etouon a utilisé [D,, D,| = iF,, = i(d,A, —9,A,). En
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(iPfs)? .
appliquant ef% a e’** dans (1.46), on obtient

o d*c . - (ik+D)*  (1—5)%b?
I(x)=li /wtr['y exp e + 2

v i(1—s v .
_m [')’ﬂ/ Y ]F}w - (]VIZ) [')’ﬂ/ Y ] by(lkv+Dv) ]

L'astuce est de faire ensuite le changement de variable k — Mk et de faire le dévelop-
pement de Taylor pour M2 — 0 dans l’exponentielle. Il faut aussi utiliser les identités

présentées en section 1.1.1.2, notamment :

try” = tr (1°9"y") =tr ([v", 7)) =0
tr (75 7", 7] [7“, vﬁD = —16ie""P,

Les termes au premier ordre en M? sont proportionnels a y° ou [y*, 4] dont les traces sont
nulles. Les termes d’ordre supérieur ou plus sont supprimés par la limite M — co. Il ne

reste que
1

(270)*

On voit quel(x) ne dépend finalement pas du parameétre s, ce qui nous permet directement

I(x) =—

1

d’écrire directement pours =1 :
Z = / DYDY e i/ d'x¥Du"¥ oS0 (1.49)

avec
i
3272
L d*x0,0(x)e"*FA,0, A
T g vonsip

Sp=— / d*x6(x)e"*PF,,Fyg (1.50)

L .
= 8712/(1 x0(x)E-B

Ici, 0(x) = 2b*x, = 2 (b - r — byt). Cette démonstration nous a permis de voir que ’anomalie
chirale associée a une séparation de noeuds de Weyl (correspondant aux termes b et bg)
améne a un couplage effectif particulier '* entre les champs électriques et magnétique [19](ce

qui peut finalement se résumer en parcourant les équations (1.40), puis (1.43), (1.44), (1.48),

13. De fagon plus standard, I'intégration des degrés de liberté électroniques ajoute des termes quadratiques
en E? et B2 a I'action effective du champ électromagnétique. Cela se traduit par une renormalisation de la
fonction diélectrique du matériau.
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et enfin (1.50)). On associe a ce couplage électromagnétique une particule, appelée axion,
représentée par le champ 6 (x). C’est la variation de 6 dans 1’espace et dans le temps qui va
donner lieu a un effet observable dans les équations du champ électromagnétique.

Ce type de couplage électromagnétique se retrouve dans les isolants topologiques.
Notamment, dans un isolant topologique tridimensionnel respectant la symétrie par ren-
versement du temps, & = 7 dans la phase topologique et 6 = 0 dans la phase triviale [65].
Ainsi la variation de 6 a la surface du matériau topologique donne lieu a des courants de
bord. Comme on va le voir, le terme 6 des semimétaux de Weyl donne toujours naissance a
des courants de volume, du fait de sa variation uniforme dans 'espace.

1.2.2.2 Aparté sur la conséquence de |'axion sur les équations de Maxwell

Dans cette sous-section, nous allons voir comment I’anomalie chirale modifie les équa-

tions de Maxwell en ajoutant des termes anormaux. Ceux-ci correspondent a la présence
1
82
de charge —V - Py et un courant volumique —0;Py. Les équations de Maxwell deviennent

d’une polarisation induite par un champ magnétique Py = - 60(x)B, qui induit une densité

ainsi dans 1’espace de Fourier

ke (w, k) E (w, k) = —isoﬁacb ‘B (w, k) (1.51)
kAE(w, k) = wB (w, k) (1.52)

kB (w, k) =0 (1.53)
kAB(w, k) = —wpe(w,k)E (w, k) + i%%(b NE (w, k) + %B (w, k), (1.54)

ot1 € (w, k) et u sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique
totales du matériau, cette derniére étant supposée constante pour simplifier les équations 4.
« est la constante de structure fine. Notons au passage qu’on peut voir de facon équivalente
l'effet de I’axion comme la création d'un courant j = jan + joMme avec jag = %%b NE (w, k)
et joMg = %%Z—OB (w, k). jan représente un courant Hall anormal (i.e. un effet Hall en
I’absence de champ magnétique) directement relié a la discussion de la sous-section 1.1.3.3.
jome correspond a un effet chiral magnétique. Ce dernier a été 1'objet de nombreux travaux,
notamment pour étudier son lien avec I'anomalie chirale [66-68] du fait qu'il peut provenir
d’origines autres que les noeuds de Weyl. A potentiel chimique fini, il est possible de montrer
de fagon plus générale que le courant chirale magnétique comporte un terme proportionnel

a la différence des potentiels chimiques au voisinage des différents noeuds de Weyl [68]. Ce

14. Sila permittivité et la perméabilité magnétique dépendent toutes deux du temps, on devrait écrire, dans
l'espace de Fourier, le produit de convolution [y * €] (w) au lieu du simple produit.
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courant est donc induit hors-équilibre, par exemple par un champ électrique parallele au
champ magnétique, et peut ainsi étre interprété comme la magnétoconductivité positive

(ou magnétorésistance négative) discutée en 1.2.1.3.

Notons que la permittivité € (w, k) peut comporter une partie imaginaire proportionnelle
a la partie réelle de la conductivité [69,70]. A priori, cette conductivité peut comprendre
une partie dépendante du champ magnétique et du taux de diffusion entre les nceuds de

Weyl comme la magnétoconductivité discutée précédemment.

La modification des équations de Maxwell a pour conséquence évidente la modification
de la propagation des ondes électromagnétiques. Les phénomeénes résultants sont appelés
dichroisme linéaire, rotation de Kerr et rotation de Faraday [71]. Par I'intermédiaire de €(w),
cela change la dispersion des polaritons, c’est-a-dire les modes résultant du couplage fort
entre les modes du milieu et les ondes électromagnétiques. Les principaux concernés sont
les polaritons de plasmons et de phonons qui sont directement liés a €(w, k). Les fréquences
de ces modes propres sont données par 1’'équation au déterminant nul correspondant a
(1.54). En prenant B = k A E/w et en appliquant kA a tous les termes, on voit ainsi que les
solutions non triviales de (1.54) sont données par

det |k* — kk — w?pe(w) + iz—“f(ﬁc + ERC) =0 (1.55)

T hiw
ot kk, bc et kc sont les matrices dont les composantes ij sont données respectivement par
kik; (kkE = k (k- E)), €ijiby (bcE = b AE) et €ijiki (kcE = k A E). Prenons I'exemple de

2 2
w *(U]io
2_
W —Wio

(ol1 £ est la permittivité dans la limite de fréquence infinie; voir section 2.2.2). On négligera

phonons polaires optiques qui participent a la permittivité d"un terme €pp (w) = €oo

de plus la conductivité électronique de telle sorte que € = €. Dans ce cas, en I'absence
des termes anormauyx, les solutions de 1’équation (1.55) sont simples. Une correspond a
un champ électrique longitudinal (i.e. paralléle & sa direction de propagation k) dont la
fréquence vérifie €(w) = 0, c’est a dire w = wyo. Cette solution est le champ électrique créé
par le phonon optique longitudinal. Les deux autres solutions sont transverses et ont pour

dispersion k? — w?ue(w) = 0. Dans notre cas, ces solutions sont

LRI+ Wl /(B2 + who)? — 4B kW,
W? = 5 ) (1.56)

ol ¢,y = +/1/ 1€ est la vitesse de la lumiere dans le matériau. Ces solutions sont tracées
sur la figure 1.7 Le terme b s’apparente a un terme de gyrotropie [72,73]. Il couple les

champ transverses et longitudinaux entre eux et léve ainsi la dégénérescence a k = 0,
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Ficure 1.7 Dispersion de phonon-polaritons correspondant a (1.55) pour b et by nuls (pan-
neau de gauche) et pour b non nul avec k | b (panneau de droite). A petit
moment |k| < wio/cm, région délimitée par la ligne en pointillés sur la figure
gauche, les modes de vibrations et électromagnétiques sont couplés et donnent
lieu a une dispersion différente que celles des phonons et des photons pris indé-
pendamment. La différence dans la dispersion apportée par le terme anormal
b arrive seulement dans cette région. Notons que la dispersion de photon pour
k — 0 est doublement dégénérée. La dispersion proche de zéro qui apparait pour
b # 0 correspond a une hybridation entre un photon et un phonon transverse et
ne doit bien stir pas étre interprétée comme un photon ayant acquis une masse.

comme on peut le voir sur la figure 1.7 droite. Le terme by, qui s’apparente a de l'activité
optique, [74] couple entre eux les modes transverses et leve leur dégénérescence. Cependant,
seul le mode qui devient un mode de photon pur a |k| > wro/cy, garde cette levée de
dégénérescence. Dans ce cas, les photons de polarisations différentes acquiérent des vitesses
différentes. Malgré ces effets possibles sur les phonons-polaritons et éventuellement les
photons, les phonons purs ne sont pas influencés par les termes anormaux. En effet, dans
l’équation 1.55, on voit que les solutions a plus grand |k| (tel que|k| > wio/c) sont, soit
totalement transverses (les solutions du champ électromagnétique et le mode de vibration
transverse), soit totalement longitudinale (Ile mode de vibration de fréquence wip). Ainsi
les photons et les phonons deviennent découplés, ce qui est en accord avec le fait que les
photons deviennent beaucoup plus énergétiques que les phonons dans cette région.

On a donc vu que l'activité optique engendrée par la topologie particuliére des semi-
métaux de Weyl a un impact sur la dispersion des phonon-polaritons et donc, dans une
certaine mesure, sur les phonons a trés grande longueur d’onde. Cet impact est indirect
puisqu’il s’agit ici de la structure électronique qui modifie les ondes électromagnétiques
qui modifient a leur tour les modes de vibrations optiquement actives. Dans le présent
travail, on a pour motivation de déceler une influence plus directe des électrons de Weyl
sur les phonons. Comme on peut le deviner, cela se fera en étudiant les effets du couplage
phonon-électrons de Weyl. Comme on le verra par la suite, cela ne se limitera pas aux
phonons a tres petit moment ou aux phonons optiquement actifs (comme c’est le cas pour
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les phonon-polaritons). L'autre limitation de 1’étude de I'activité optique est que l'on peut
retrouver des effets similaires dans des matériaux qui ne sont pas des semimétaux de Weyl,
ce qui ne peut pas remplir une de nos premieres motivations : celle d’obtenir un moyen

direct de détecter I’anomalie chirale.

1.2.2.3 Conséquence d'un champ axial fluctuant et lien avec les phonons

L’action axionique Sy (équation (1.50)) émerge de la seule structure électronique des
semimétaux de Weyl, notamment de la séparation dans la zone de Brillouin et en énergie
des différents noeuds. Cette séparation engendre un champ axial uniforme et constant, ce
qui confere la forme simple (1.50) a I'action Sy. La principale conséquence de cet axion est
la modification de la propagation du champ électromagnétique. Ces conséquences sont
semblables a des effets ferromagnétiques dont la cause serait indépendante de I’anomalie
chirale, comme la gyrotropie et I’activité optique. Il est alors intéressant de se demander si la
fluctuation de la séparation des noeuds de Weyl apporterait une information supplémentaire
sur I’anomalie chirale. Une telle fluctuation ne peut naturellement pas étre pris en compte
dans la dispersion électronique sans interaction du semimétal de Weyl, et ne peut non plus
provenir du champ électromagnétique puisque la lumiere se couple comme un champ de
vecteurs aux fermions de Weyl. Elle nécessite donc le couplage des électrons de Weyl avec
certains modes du cristal. Ainsi, le point de départ de ce travail repose sur les questions
suivantes :

— Peut-on avoir un mode du matériau qui se couple aux électrons a la fagon d'un

champ axial a°# ?

— Si oui, comment 1’anomalie chirale se manifeste-t-elle a travers ces modes?

Ces questions ont fait ’'objet de travaux sur certains modes collectifs tels les magnons [25]
et les ondes de densité de charge [29], ou bien les modes de plasmon [26] et magnéto-
plasmon [28]. Dans la présente étude, on s’intéresse plutot a I'impact sur la dynamique du
réseau, en particulier les modes de vibrations du cristal. Ceux-ci sont inhérents a n'importe
quel cristal et ne nécessitent pas de forte interaction ou quelque phase exotique . Leur
autre intérét est leur potentielle application a des expériences, principalement optiques, et
complémentaires aux mesures de transport électronique qui constituent actuellement le
principal moyen de détection de I’anomalie chirale dans les semimétaux de Weyl. On peut
également ajouter que, contrairement a la détection d’'une magnétorésistance négative, la
mesure du spectre des phonons optiques peut constituer, sous certaines conditions, une

preuve univoque de I’anomalie chirale comme il sera montré dans le chapitre 3.



Chapitre 2

Phonons : généralités

Dans ce chapitre, nous introduirons le second ingrédient principal de cette these : les
modes de vibration du réseau cristallin. La premiere étape sera de résumer comment, a
partir de I’hamiltonien régissant les ions du cristal et quelques approximations, on arrive aux
équations simplifiées de la dynamique du réseau, ces derniéres pouvant étre vu comme un
ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés. Puis nous expliquerons la résolution classique
de ces équations, menant aux modes propres de vibrations du réseau, les phonons. On
introduira également une propriété propre a certains de ces modes, conférant des propriétés
optiques au cristal : la charge de Born. Ce concept sera important dans la suite de nos
travaux. Ensuite sera présenté un formalisme standard permettant de décrire le couplage
électron-phonon local, formalisme qui sera repris pour étudier I'influence des électrons de
Weyl sur les phonons. Enfin, nous ferons un tres bref rappel de théorie des groupes. Ce

domaine est aujourd’hui indissociable de I'étude des phonons.

2.1 Hamiltonien du réseau et premiéres approximations

Un cristal comprend deux types de particules chargées : les électrons d"une part et les
ions d’autre part. L'étude des ions ne peut se faire sans prendre en compte les électrons du

fait des interactions entre ces deux especes. On peut en effet écrire ’hamiltonien classique

29
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des ions et des électrons du cristal comme [75]

Pz 1
Hions—e (1R}, 11j = 4 = ZsZ; Ve (Rs —R (2-1)
({ } {1‘]}) ZZMS 25; 1 Ve ( 1)

S

1
—ZZSVC(Rs—rl)+§ZVc(rs—rz),
sl s#l

ou R; et r; correspondent respectivement aux positions des ions et des électrons, Ps aux
quantités de mouvement des ions, Z; a leurs charges, et M a leurs masses. V¢ est le potentiel
de Coulomb. La résolution exacte du mouvement des ions en partant de I’hamiltonien (2.1)
est tres difficile étant donné qu’elle nécessite de résoudre simultanément le cas des ions
avec celui des électrons. Une premiére idée est de négliger totalement la contribution des
électrons dans I’hamiltonien (2.1). Cependant, cette approximation est trop drastique. En
effet, les résultats numériques obtenus au fil des années avec cette derniere ont montré
une trop grande différence avec le calcul incluant les électrons ainsi qu’avec les résultats
expérimentaux [76]. Heureusement, I’approximation adiabatique de Born-Oppenheimer permet
d’inclure une partie de la contribution électronique. Cette approximation scinde le probleme
en deux en s’appuyant sur le fait que les électrons se déplacent beaucoup plus vite que les
ions du fait de leur faible masse. Plus précisément, l'inertie des électrons est négligeable
par rapport a celle des ions. Ainsi, a ’échelle de temps des ions, les positions des électrons
s’adaptent instantanément aux déplacements des ions et peuvent étre traitées comme des
parametres et non des variables dans la dynamique des ions. En pratique, cela permet de
calculer les termes électroniques (la deuxieme ligne de I'équation (2.1)) a partir des états
électroniques stationnaires, c’est-a-dire les états électronique de ’hamiltonien total (ions et
électrons) évalués aux positions d’équilibre fixes des atomes, notées (R§0) ey Rg\?) ) .

Ce qui nous intéresse étant la dynamique des positions atomiques, on peut considérer
que I’"hamiltonien (2.1) évalué aux positions d’équilibre est une constante qu’on oubliera
par la suite. La dynamique est régie par les déplacements dits hors équilibres, notés wy; (le
lecteur notera qu’on utilise une notation avec deux indices, 1 désignant la position d"une
cellule unité et s un atome de cette cellule). approximation harmonique consiste a négliger
les termes d’ordre supérieur a deux en wi; dans I'énergie du réseau atomique. Ainsi on peut

approximer

9*Vc (Ris — Ryy)
aRlsiaRl/s/j

1 . 1
Hions ({Wls}) ~ E EMSW%S + E Z ZsZs’ LR:R(O) wlsiwlfs/j (22)
Is 1'ss’ij
0*Ve (R — 1.
M LR:R(O) wlSiwl’S,]"



31

ou r, désigne la position d'un électron et les indices i, j désignent les coordonnées spatiales.
La premiere ligne de (2.2) représente le changement d’énergie des atomes di a leur vibration
tandis que la seconde ligne représente le changement du potentiel d'interaction entre ions
et électrons. La deuxieme ligne peut étre calculée grace au théoreme de Hellmann-Feynman
[77], ce dernier se traduisant par

aVC Rjs —re

ove (R - i) ¥ 2.3)
ORys ") '

ou

‘I’n> est I’état électronique stationnaire n. Cela méne a ’hamiltonien

1 . 1 /
Hipus ({Wls}) ~ 5 ZMSWIZS + E Z Asi,s/jl (1 —1 ) wlsiwl/s/]., (24)
Is 1'ss'ij

avec
N aZVC (RIS - R]’g’)
Asi/s’]” (1 —1 ) :ZSZS/{ aRlsiaRl/s/]' LR:R(O) (25)
[, *)
n

0¥, oY,
* <Tn aRl,S,].> + <8R1’s’j Tn>} | R=R©) }

Notons que I'équation (2.5) requiert la connaissance des états stationnaires mais aussi de leur

02V (Rys — te)
aRlSl’aRl/S/j

Ve (RIS — i‘e)

ORysi

Ve (R]S — f‘e)
ORys

réponse linéaire (statique) face a une distorsion du réseau (a cause des termes 0%, /IR, 4 ].).
Ces états stationnaires sont généralement calculés dans la théorie de la fonctionnelle de
densité (DFT) [78]. Notons que I'interaction électron-électron % Y41 Ve (rs —17), qui n"appa-
rait pas explicitement dans (2.5), est en fait requise dans le calcul de ces états stationnaires.
La réponse linéaire fait appelle au calcul de la susceptibilité électronique x,. (q, w = 0) du
systeme. Autrement dit, la partie statique des interactions entre les électrons et les ions est
bien inclue dans le systéme régit par ’hamiltonien (2.4). La partie dite « interagissante » est
donc la partie dynamique des interactions, c’est-a-dire la dépendance en fréquence. L'objectif
du présent travail ne réside en rien sur 'obtention quantitative des parametres entrant dans
les équations (2.4) et (2.5). Ainsi nous considérerons un systéme sans interaction déja établi
et étudierons comment les interactions entre les vibrations et les électrons (en particulier les
électrons de Weyl) modifient la dynamique de ces vibrations.

Dans la prochaine section de ce chapitre, on détaillera le calcul des modes propres

de vibration, appelés phonons. Ensuite, on présentera la fagon de prendre en compte les
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effets des électrons sur ces modes de vibrations en construisant 1’hamiltonien d’interaction

électron-phonon. L'inclusion de I'énergie d’interaction dans la dynamique des vibrations
sera laissée aux chapitres suivants.

2.2 Dispersion des phonons sans interaction

Le but de cette section est de rappeler comment établir la dispersion des phonons
dans le cadre le plus simple, c’est-a-dire en ne prenant que les termes quadratiques en
vibrations (approximation harmonique) et dans I’approximation adiabatique. On adoptera
des notations similaires a I'ouvrage [79].

2.2.1 Les modes propres de vibrations du cristal

Partons de ’hamiltonien du réseau

Hr = E Z Msw125] + Z Asj,s/]'/(l — ]/)wlsjwys/jl , (26)
Isj l/s’jl

ol wy,j est la composante j du vecteur wy,, et Agj (1 —1') est appelé le tenseur des forces
interatomiques du cristal [75] ou le tenseur élastique. Comme on 'a vu dans la section
précédente, il représente le couplage électrostatique entre toutes les paires d’atomes du
cristal ainsi qu’entre les ions et électrons. On en extrait les équations du mouvement pour
toutes les composantes wy; :

M;ts; + Y Asjoj(1—1)wygy = 0. 2.7)
Is'j

L'équation (2.7) correspond a un ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés. On cher-
chera donc a décomposer les vibrations wy; en des sommes d’oscillateurs harmoniques,
c’est-a-dire en des modes de vibrations dont les amplitudes oscillent comme des exponen-
tielles complexes ~ €/(41-¢*)_ On note Pgls = pqsei(q’l_wqt) une des solutions de (2.7). La
dépendance dans le moment q de la fréquence wq de la vibration sera déterminée par la

suite.
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Commengons par utiliser 'invariance par translation du tenseur élastique pour définir

sa transformée de Fourier
AS]',S/]'/ (q) = ZAsj,s’j/ (l)eiiq.l (2.8)
1

1 .
ASj,S’j’ (1) = N ZAsj,s’j’ (q)elq 1/ (29)
q

ot N est le nombre de cellules unité du cristal. Une fois (2.9) insérée dans (2.7), avec la

solution pgs a la place de wy,, on obtient

. 1 , U R
_wéMquSjel(q-l—wt) + N ;%As]}s’j' (q) pqs'jez(ql wt)elq (1 l) —0,

- /
ol pgsj est la j°™¢ composante du vecteur pgs. On utilise ensuite la formule ¥ e’ '<q7q ) =
Né,y (N étant le nombre de cellules unité du cristal) pour obtenir une simple équation
matricielle

wclequSj = ZAsj,s’j’ (q) Pgs'j- (2.10)

s’

On peut en effet considérer les termes Ay ¢ comme les éléments d"une matrice hermitienne
3r x 3r, ou 3 vient des trois composantes de vecteurs possibles en trois dimension et r est le
nombre d’atomes dans la cellule unité. On a donc 3r solutions pour wfi appelées fréquences
propres et qu'on distinguera par des indices A = 1, 2, ..., 3r. On notera également pgs, les
vecteurs propres associés, choisis sans dimensions. Tout ceci peut se résumer simplement
par le fait que I’agencement des atomes dans le cristal favorise certains mouvements des
atomes et en inhibent d’autres. Finalement, les mouvements autorisés peuvent toujours étre
exprimés comme une combinaison linéaire des vibrations élémentaires pqs) (comme on le
verra dans l'équation (2.15)). Ainsi, pour un mode (g, A) fixé, 'ensemble des vecteurs pgsy
représente la fagcon dont chacun des atomes se mouvrait dans la cellule unité s’il obéissait

uniquement a ce mode, comme représenté sur la figure 2.1.
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Ficure 2.1 Différents modes de phonons optiques dans le matériau TaAs. Les lettres E,
Al et Bl correspondent aux représentations irréductibles associées a chacun des
modes. Les lettres I et R signifient respectivement actif infrarouge et Raman. Enfin,
les chiffres rouges (entre parenthéses) correspondent aux fréquences propres
mesurées expérimentalement (calculées numériquement). Extraite de [80].

Lensemble des {pgs) }::1 doit respecter les symétries du réseau cristallin. Cette derniere
affirmation (certes un peu vague) se traduit par le fait que chaque mode de vibration A se
transforme comme une représentation irréductible du groupe d’espace associé au point
q, c’est-a-dire le groupe des opérations de rotation et de translation qui laisse q invariant
modulo un vecteur du réseau réciproque [81]. Ceci sera expliqué briévement en section
(2.4). Les modes de vibrations associés a q = 0 correspondent & un mouvement des atomes
uniformément réparti sur tout le cristal, ¢’est-a-dire au méme mouvement des atomes d"une
cellule unité a 1’autre. Du fait qu'on peut toujours déplacer 1'entiéreté du matériau selon 1I'un
de ses trois axes, on a toujours au moins trois modes de vibrations, dont trois correspondent
a ces translations uniformes. Ces translations ne cotitant aucune énergie vibrationnelle au
cristal, ces trois modes ont une énergie (ou une fréquence propre) nulle a q = 0. Ce sont
les trois branches acoustiques du cristal. Tout autre mode implique un déplacement des

atomes les uns par rapport aux autres au sein de chaque cellule unité. Ces modes, toujours
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d’énergies finies, sont appelés les branches optiques du cristal. La dénomination de phonons
acoustiques vient de leur dispersion linéaire en moment, tel les ondes sonores. Notons que
ces modes de vibrations peuvent étre longitudinaux mais aussi transverses, a la différence
des ondes sonores. Le terme de phonons optigues est relié a I’ordre de grandeur de leurs

fréquences propres qui sont du méme ordre de grandeur que celles des ondes infrarouges.

Afin d’y voir un peu plus clair dans la résolution de (2.10), on réécrit I'équation (2.10)

ququS/\] Z AS] s’ pqs Aj (2.11)
~ _ M, A — M
avec Pgsy = 4/ 3iPgsh et Agjgop = \/M7A 5jsf'7 , M = Y, M; étant la masse totale de la

cellule unité. La matrice A, j,¢'j est appelée la matrice dynamique [76], a un facteur M pres
suivant les définitions. Cette derniere étant hermitienne et définie positive (car 'énergie
potentielle apportée par les vibrations hors équilibre doit étre positive), wé > 0, et on peut

choisir ses vecteurs propres orthonormaux, tels que
Y Bisr - Pash = O (2.12)
S
Les vecteurs de polarisation vérifient donc

Y Mipgsy - Pash = M0, . (2.13)
S

En définissant Wy, = / %wls on peut enfin décomposer les vibrations en modes propres

~ 1 ~ iq-l
W = —— OgAP ,\eq ’ (214)
i \/NqZA: v
et par extension
Wis = \/»E UgAPgsae’d (2.15)

ot la dépendance temporelle est contenue dans les termes vg) () ~ e “a\! appelés coor-

données normales, celles-ci ayant la dimension d'une longueur. Les vecteurs wy,; étant réels,
. . g . * . c o

on doit pouvoir vérifier v_ga\p_gs» = (qupqu) , ce qui permet de choisir Pgsr = P—gsh

et vy, = v_qx. Ces derniéres relations seront trés utiles pour simplifier les équations du

mouvement dans les chapitres suivants. En inversant 1’égalité (2.15) grace a (2.13), on a

Ogr = \/72 pqS/\ Wis€ iq-l' (216)
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Ces coordonnées vont nous permettre d’écrire 1’hamiltonien des vibrations (2.6) sous sa

forme la plus simple, en utilisant (2.15)

11 . - ) iq’ -
Hoss = 35 LA M L (0aPane™’) - (04, Pgare®”) 217)
lSj q/\q//\/
ol o 1
+) (ququAelq ) Z 4, s’]’elq Y (vq’qu’S')\'elq )
qA q/A/
1 . 2
= EMZ}L |:Uq/\v—q/\ + ququU—q)\} , (2.18)
q

dont les premiers et second termes sont respectivement associés a I’énergie cinétique et
I'énergie potentiel du réseau. Dans le lagrangien et 1’action correspondants, le signe devant

I'énergie potentielle est inversé. L'action des phonons écrite dans la base des modes propres

est donc , d
0 _ _= AW~ T_ 2, 2 _
s =M [ 2 qZA [~ + Wy vgr (@) v_gp (—w), (2.19)
ott le champ vq) (w) = [ dte“'vg, (t) a la dimension d’une longueur multipliée par un

temps. L'action (2.19) correspond une somme d’oscillateurs harmoniques découplés, chacun

prenant le titre de phonon, c’est-a-dire un mode élémentaire de vibration. L'équation du
S((})\)
. . s . oh .
mouvement classique est donnée par 1'équation Top(@) = 0, ce qui dans ce cas donne

2

- 2 )
trivialement la fréquence propre w* = wg,.

2.2.2 Charge de Born

2.2.2.1 Dérivation de |'action des phonons en présence du champ électromagnétique

Dans la section précédente, nous n’avons pas pris en compte les couplages éventuels entre
les fluctuations de charges dues aux vibrations des atomes et le champ électromagnétique.
Cependant, les vibrations atomiques peuvent engendrer des dipdles électriques qui se
couplent avec le champ électromagnétique environnant. Nous allons voir dans cette section
comment ils modifient1’action (2.19) etles équations du mouvements des phonons. Revenons

pour cela a I'action gouvernant les vibrations atomiques, ainsi que leur couplage avec le
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champ électromagnétique, notée Spp pm :

1 ,
S}g(l)l) + Sph—EM = — /dt{ 5 Z —Mswlzs]- + Z As]',s/]'/(l — ll)UJ]s]'wl/S/j/ (220)
Isj vs'f

- [t -aw -p o),

ol ¢, A sont les potentiels électromagnétiques scalaire et vecteur, et p;, j, les densités de
charge et de courant engendrées par les vibrations atomiques. Pour simplifier le probléme,
on utilise I'approximation standard qui consiste a considérer les atomes comme des points

(0)

au positions R,;” a ’équilibre, menant ainsi a

0a (1) = Y. Z:6 <r _ (R{f) + wls> ) (2.21)
Is
00 (r — Rf?)

~ ol (1) + Y Zow - ———7,

Is

ou Z; est le nombre de charge effectif de 'atome s (il est négatif pour un anion et positif pour
un cation) et pgo) estla densité d’ions a I’équilibre. Ce dernier est une constante indépendante
du temps et ne jouera pas dans la dynamique du réseau. On déduit le courant avec ’équation

de continuité p, +V -j, =0 :
o (r,8) = =Y Zow,d (r - RI(S)) . (2.22)
Is

En injectant (2.22) et (2.21) dans (2.20) et en effectuant une intégration par partie dans Spn gm,
on obtient

0 1 . 0
SI(Dh) + Sph—EM = —E /dt Z —MSWIZS + Z Asj,s/j/ (1 — 1/)7/015]'%01/5/]'/ — stls -E (Rl(s)> ’
Is Isjj

avec, rappelons-le, E (r) = — [A (r) + V¢ (r)]. L'équation du mouvement pour les vibra-
tions, % = 0, s’écrit alors comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques forcés :

- Mswlsj + Z ASj,S’j’(l - ll)wllsrj/ = ZSE] (Rl(g)) . (223)
s’

La définition (2.16) des coordonnées normales nous donnent I'idée de multiplier tous les

membres de 'équation (2.23) par pg, Me_"q'l puis de sommer sur 1, s et j, pour finalement
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obtenir
M (@? = wly ) vqr = VNQY), - Eq (). (2.24)

Le terme QE&, appelé charge de Born effective !, a la dimension d’une charge et est définie

comme

QES\) = Zezseiiq.tquw\ = Q(,Oz;\/ (2.25)
s

ol t; est la position de I’atome s dans la cellule unité, apparaissant dans RI(S) =1+t De
plus, on a utilisé ’'approximation

, 0 a1 , 3 e
/dte“"tZI;E (Rl(s), t)e ARy~ V/dte“"t/d 1E (r) e 1T = Eq (w).

Cette approximation n’est pas triviale puisqu’elle néglige la variation spatiale du champ
magnétique a I'échelle d'une cellule unité. En effet, le champ électrique peut en général se
décomposer en une somme de composantes lentes (i.e. variant lentement a I’échelle de la
cellule unité) et rapides. Dans la plupart des cas (que nous considérerons par la suite), les
composantes rapides du champ ont des longueurs d’onde bien inférieures au champ externe
servant de mesure optique (autrement dit les photons ont des moments inférieurs a ceux
des phonons). Leurs origines peuvent donc étre entiérement attribuées aux fluctuations
atomiques, ce qui permet de les absorber dans le tenseur des forces Asj,s’ - Malheureusement,
cela amene a une complication du probleme puisque cela peut entrainer la non-hermiticité
de Asj,sr j et donc des fréquences propres avec une partie imaginaire. Pour simplifier la
discussion, nous négligerons ces parties imaginaires et ne considérerons explicitement
que la partie lente du champ électrique : Eq (w). L'action correspondant a I'équation du

mouvement (2.24) est maintenant

0 _ 1 [dw (0)
S+ Sphin = 5 [ o= qZA M (@ = w2y ) ogr0-qa + VNQ 0 g1 Eq (@)] . (226)

2.2.2.2 Interprétation de la charge de Born

Dans la limite des grandes longueur d’onde (ou petit moment q), I’équation (2.25) peut
étre interprétée comme le changement de polarisation dans la cellule unité induit par les

déplacements atomiques, ou autrement dit, un moment dipolaire induit au sein de la cellule

1. II existe en fait plusieurs définitions de la charge de Born dans la littérature. Par exemple, dans la
référence [82], notre définition de la charge de Born (équation (2.25)) correspond a ce que l'auteur appelle
mode-effective charge vector (voir équation (53) dans cette référence). La quantité appelée charge de Born dans [82]
serait dans notre cas le tenseur 5Q$3 /6pgas, qui est indépendant du mode A et dépend de 'atome s (voir
équation (39) dans cette méme référence).



39

unité. Cette charge effective ne peut pas étre engendrée par n'importe quel mode de vibration,
et exige une symétrie particuliére de ce mode. En effet, seul les modes de vibration se
transformant comme un vecteur, appelés modes polaires, sont susceptibles d’engendrer une
polarisation. Ils sont également dits actifs infrarouge puisqu’ils absorbent des radiations dans
le domaine infrarouge (typiquement, fiwq—o 2, 10meV). Notons que les phonons acoustiques
a grande longueur d’onde n’engendrent pas de charge de Born puisqu’ils correspondent au
déplacement simultané de tous les atomes de la cellules unité, c’est-a-dire que tous les pg,s
sont identiques, et que chaque cellule unité est neutre (} s Zs = 0). Ceci est illustré sur la
figure 2.2.

La polarisation induite par ’ensemble des modes de vibration s’écrit

1
at __ Q(O)U
WY e U
1 NVeenn ; a
En utilisant I’équation du mouvement pour le mode v4) provenant de (2.26), on trouve

Pgi (w) = x§jj (w) Eqj (w) avec

(0 ~(0)
QoriQati
w)y=-Y A =aA) (2.27)

A Mvcell (w2 — a)é/\)
Dans le cas simple d"un isolant isotrope on peut considérer que la partie électronique de la
fonction diélectrique est constante, a condition que la fréquence des modes optiques soit

bien inférieure au gap isolant. Si de plus on a un seul mode optiquement actif de fréquence

propre wy et qu'on considere un milieu isotrope, le tenseur diélectrique devient la fonction

diélectrique
e(w,q) =1+x§ (w) /e (2.28)
QO
w® — w(z) - s‘ ]\;11
© Vce
= P I (2.29)

ol £« est la permittivité du milieu a fréquence infinie. Dans les matériaux qui nous
intéressent (les semimétaux de Weyl), il n'y a pas de gap et la partie électronique de la
fonction diélectrique ne peut étre considérée comme constante, et de fagon général, la forme
de la fonction diélectrique est plus compliquée que (2.28). Cependant, le fait que la présence
de modes de vibration optiquement actifs ajoutent des zéros a la fonction diélectrique est

2. Dans notre convention, la fonction diélectrique € (w, q) est une quantité sans dimension et la permittivité
est définie comme € = e X €(w, q).
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général. Dans un isolant, ces zéros sont égaux a des fréquences de modes longitudinaux.

acoustique optique _ optique
+ - + - +
+_ +._ i
N
+
- h
= + _ +
Charge de Charge de
Born nulle Born finie

FicurEe 2.2 Trois modes propres de vibrations dans une cellule unité a quatre atomes. Dans
chaque figure, le ou les cercles centrales représentent les barycentres des charges
négatives et positives. Dans les deux premieres images, ces barycentres occupent
la méme position. Seul le mode de droite donne lieu & un moment dipolaire au
sein de la cellule unité et donc & une charge de Born.

En effet, en prenant en compte le champ électrique interne engendré par les phonons,
on va montrer que la charge de Born peut amener une levée de dégénérescence dans la
dispersion des phonons optiques. Prenons un systeme isotrope, comme un cristal cubique
tel GaAs ou Si. Dans ce cas, on a trois fréquences optiques dégénérés wp correspondant a
trois modes de polarisations différents a q = 0. Pour un moment q fini, on peut séparer ces
trois modes en deux transverses (notés TO), c’est-a-dire de polarisations pg)s orthogonale
a q, et un mode longitudinal (noté LO) de polarisation parallele a q. D’apres 1'équation
(2.25), chacun des modes produit une polarisation électrique Pqro,10 = \/LNQE[QF)O /10YqTO/LO
transverse ou longitudinale. D'apres les équations de Maxwell, le champ électrique résultant
Ent = Elons 4 s vérifie

|q| eoE°"® = —q - QE](BOUCILO (2.30)
ran: wZ 0
q2eg B = — ;%QEJTU@W (2.31)
T

)_1/ Z est la vitesse de la lumiére dans le cristal

ott At désigne un mode transverse, ¢, = (}€co

et o1 I'on a négligé tout courant ou densité électroniques. Sauf si on est dans le régime des
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polaritons a tres petit moment q, comme mentionné en section (1.2.2.2), la dispersion des
phonons optiques est telle que w? < c%,q?. Ainsi la partie transverse du champ 2.31 est
négligeable devant la partie longitudinale (2.30) et seul le mode longitudinal contribue de

fagon significative au champ électrique interne. Son équation de dispersion (2.24) devient

donc )
2 2 a.00 _
2
Le mode longitudinal obtient donc une fréquence propre wio = \/ wi + = Mlku q- QES}O‘

tandis que les modes transverses gardent la fréquence wy.

Deux matériaux a la structure cristalline simple (seulement deux atomes par cellule
unité et donc six modes de phonons) illustrent bien ce point : les semiconducteurs silicium
(5i) et arseniure de galium (GaAs). La dispersion des phonons y a été extensivement étudiée
depuis les années 1970 [83,84]. Dans GaAs, les deux atomes de charges différentes permettent
'existence d"une charge de Born alors que ce n’est pas le cas dans Si. Ainsi, a faible moment
(au voisinage du point I" de la zone de Brillouin), GaAs présente un mode de phonon optique
longitudinal de fréquence plus élevée que les deux autres modes optiques, tandis que les

trois modes optiques sont dégénérés dans Si. Ceci est illustré sur la figure 2.3.

15F Ay
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Ficure 2.3 Dispersions des phonons dans Si (gauche) et GaAs (droite), respectivement ex-
traites de [83] et [84]. Les marqueurs proviennent de données expérimentales
tandis que les lignes continues sont issues de calculs numériques.

2.2.2.3 Hybridation plasmon-phonon

Les zéros de la contribution électronique a la fonction diélectrique correspondent a une
onde de densité de charge appelée plasmon. En générale, la dispersion en fréquence du

lasmon, notée w,, dépend fortement de la densité électronique du matériau. Par exemple,
P p, dep q p
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dans un métal tridimensionnel, wy, est proportionnelle a la densité électronique et est bien
supérieure aux fréquences des phonons. Par contre, dans un semiconducteur, w, peut
devenir égale a une fréquence optique. Si cette fréquence correspond a un mode de vibration
longitudinal optiquement actif, alors on peut observer une hybridation résonante entre les
deux modes. On peut formaliser cela en écrivant la fonction diélectrique comprenant les
contributions de la charge de Born (i.e. du phonon optique longitudinal) et des électrons.
On obtient

2 2 2
s(w)ziwz_w]“zo—w—g
w* — wj w

ol le terme w}% /w? est la contribution électronique des électrons, et provient de la fonction
de polarisation électronique a grande longueur d’onde [85]. Pour w, < wro ou wp >wio,
les deux zéros de ¢ (w) sont wi o et wp. Pour wp >~ wro on peut observer un anticroisement
entre les deux solutions. Ce concept d’hybridation résonante sera important dans le chapitre
4, ot 'on étudiera un phénomene semblable, mais induit par un champ magnétique et des

interactions électron-phonon.

2.3 Interactions électron-phonon

2.3.1 Les différents type d'interaction

En toute rigueur les couplages entre les degrés de liberté électroniques et les mouvements
des atomes sont compris dans I’hamiltonien (2.1) et ont tous pour origine les interactions
de Coulomb entre les ions chargés et les électrons environnants. Cependant, il peut étre
nécessaire de détailler leurs origines physiques afin de distinguer certains types de vibrations
ou certaines symétries du cristal pouvant amener a des effets observables différents. Dans
cette sous-section, on s’appuyera principalement sur la section 3.3 de [86].

Potentiel de déformation pour des phonons acoustiques

En général, on connait I’'hamiltonien électronique H, seulement aux positions d’équi-

libres des atomes. Si on applique un déplacement macroscopique SR des atomes?, I’énergie

3. SR est une fonction continue de 1’espace qui ignore les positions discrétes des atomes. Elle représente un
déplacement des atomes moyenné sur plusieurs cellules unités, et ne prend donc pas en compte les vibrations
microscopiques a l'intérieur d’une cellule unité.
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des électrons est modifiée au premier ordre [86]

H, (R) ~ H, (Ro) + Z (g?)RR -6R;, (2.33)

i
ou R et Rg représentent les positions des atomes a ’échelle macroscopique (autrement dit,
la forme du matériau) a 1’équilibre et apres la distortion /R, respectivement. L'équation

2.33 signifie que les bandes électroniques E, sont renormalisées par un terme additionnel

SEjx =Y (aa%}( > RoR, OR;. Pour I'instant, 'origine du déplacement JR; n’est pas encore

précisé. Il peut provenir d"une contrainte exercée sur le cristal ou d’une onde sonore.

Prenons par exemple un mode de phonon acoustique créant un déplacement des atomes
modulé par SR = 6R%in (q - r — wt) %. On sait qu’a trés grande longueur d’onde (i.e. q =~ 0),
ce mode correspond a une translation uniforme de tout le cristal et ne modifie donc pas
I'énergie du systeme. Seul la variation spatiale de I'onde /R peut amener a un changement

d’énergie. A grande longueur d’onde (q proche de 0), la variation en énergie s’écrit donc

5Enk =~ ZE ( aRl’ )R_R d1]5R], (234)
3] 0

avec d;; = %%i = gj0RVcos (q - r— wt) ~ ¢;6RY. Un mode acoustique longitudinal ne fait

apparaitre que les termes diagonaux d;; et engendre un changement d’énergie 6E,; =~
a,kq - OR. Dans ce cas, a,x est une constante appelé potentiel de déformation du volume.
Cette dénomination vient du fait que la contrainte apportée par le mode longitudinal est
identique a celle exercée en compressant le matériau et en diminuant son volume V de
0V [86]. Dans ce cas, la trace du tenseur d;; est égale a 5V /V et les bandes électroniques
se voient augmenter de 0E,; ~ a0V /). Ainsi a,; se mesure en appliquant une pression
hydrostatique sur le matériau. De fagon générale, le tenseur d;; peut se décomposer en une

partie symétrique

e"—l 85Ri+85Rj
772\ 0R; = OR;

appelée tenseur de contrainte, et d"une partie antisymétrique

g 1 (%R 90K,
"7 2\ 9R;  9R
4. Dans la limite continue, les positions discretes 1 des cellules unités se transforment en une variable
continue r, et le déplacement moyen des atomes s dans la cellule unité 1 di aux vibrations wyg,

1
IR = — ) wy,
1 N, - Is

devient une fonction continue JR (r, ) = Y s w; (r, t) /Ns.
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appelée tenseur de stress. Ce dernier correspond a une rotation du cristal et ne change pas
I'énergie des électrons. Il reste donc les six composantes du tenseur symétriques, qu’on
regroupe dans l’expression
6
6Eq = Y_Dler, (2.35)
=1

ol ¢ est une des six composantes du tenseur de contrainte et D; est le potentiel de déforma-
tion associé a cette contrainte et a la bande 1, qu’on considérera constant en général. Bien
stir, les symétries du cristal peuvent amener a réduire le nombre de composantes non nulles
de D;. Pour obtenir I’hamiltonien électron-phonon correspondant, il faut remplacer dans
(2.35) ¢; par les déformations engendrées par les différents modes de phonons acoustiques.
On obtiendra ainsi un hamiltonien au premier ordre dans le moment du mode de vibration.

Potentiel de déformation pour des phonons optiques

A l'inverse des phonons acoustiques de grandes longueurs d’onde, les phonons op-
tiques correspondent a des vibrations microscopiques. Ils en résultent un changement des
recouvrements entre les différentes orbitales atomiques au sein de la cellule unité et donc
un changement de 1’énergie électronique (cela nécessite bien stir d’avoir plusieurs atomes
par cellule unité). Le déplacement associé au phonon optique peut étre vu comme une
contrainte interne et ne peut pas étre décrite par un tenseur macroscopique, comme c’est le
cas pour les phonons acoustiques. A trés grande longueur d’onde, un mode de vibration
optique produit la méme contrainte dans chaque cellule unité. Il en résulte un changement
de I'énergie électronique qui dépend seulement des déplacements [86] :

SE, 1 = Do 2.36
nk — 2 O), ( . )
1 4o

oi1 v, est la coordonnée normale du phonon A, D}, est le potentiel de déformation optique

associé, et ag est une distance typique entre atomes de la cellule unité.

Couplage de Frohlich

Comme nous l'avons vu dans la section 2.2.2, les phonons optiques polaires engendrent
un dipdle électrique au sein de chaque cellule unité. Outre le fait que la présence de ces
dipdles va renormaliser la fréquence des modes longitudinaux (voir équation (2.32)), celle-ci

va également mener a une interaction entre la densité de dipoles et la densité électronique.
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Un moyen d’exprimer ce couplage dans I’espace des moments est

q Q(OL)qu
Hpr o —e) T’zp (—q)
a

(0)
. 4Q407q
ou —Xh—

est proportionnel au potentiel scalaire créé par la charge de Born et p (q) est la
transformée de Fourier de la densité électronique. On verra plus en détail un moyen de

prendre en compte cette interaction dans la section 4.2.

Couplage piezoélectrique

Le couplage piézoélectrique peut étre vu comme un homologue du couplage de Frohlich
pour les phonons acoustiques. Comme dans le cas du potentiel de déformation pour les
phonons acoustiques, il est directement lié & une propriété macroscopique du cristal : le
tenseur de contrainte ¢;;. Dans un matériau sans symétrie d’inversion, I’application d"une

contrainte induit un champ électrique qui s’écrit, au premier ordre en ¢;; :
i 1
piez (m)
El = _7Z€lij 61']' (237)
€0

(m)
lij
remplacer la contrainte ¢;; par la dérivée de 'onde acoustique ig;6R; comme on I'a fait dans

ol ¢;;” est un tenseur de rang 3 appelé tenseur électromécanique. D'une part, on peut
le cas du potentiel de déformation. D’autre part, le potentiel électrique correspondant au
champ EP¥¢Z est ¢P'* (q) = iq - EP'? /q%. On obtient ainsi le couplage entre la vibration SR
et la densité électronique :

(m)

- 1 « 78
HP = —e) p(~q) — ) —
q

)
fo 7 4

Tandis que le couplage par potentiel de déformation dépend linéairement dans la norme du

moment q, le couplage piézoélectrique ne dépend que de son orientation.

On a remarqué précédemment que 'existence du couplage de Frohlich est indissociable
de celle d"une charge de Born effective qui va renormaliser la fréquence des modes optiques
longitudinaux, méme en l’absence d’interactions électron-phonon. Il en va de méme avec la
piézoélectricité qui joue un role important dans la vitesse du son (i.e. la vitesse de groupe
des ondes acoustiques). On peut expliquer cela par I'énergie électrique &, |EP*®* !2 apportée
au systeme par le champ piézoélectrique. Cette énergie est a la fois quadratique dans le

déplacement des atomes et dans le moment du phonon. Un tel terme ajouté a (2.19) (en
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prenant par exemple la dispersion acoustique wq = ¢ |q|) renormalise donc la vitesse du

son.

2.3.2 Expression du couplage électron-phonon

On s’intéressera dans cette section a 1’expression du couplage entre les modes normaux
de phonons et les électrons de Bloch du cristal. Nous dériverons en détail le couplage local

qui sera au centre de notre étude dans les chapitres 3 et 4.

2.3.2.1 Couplage local

Si le couplage est local, il peut s’écrire comme le produit de la densité électronique et
du potentiel résultant des vibrations du réseau. Le potentiel cristallin développé au premier

ordre dans les petits déplacement atomiques, wy;(f), s'écrit
U (r,t) ~ Ueq (r) + 0U(x, t),

avec
(r - Rls)

B ' ou 5
SU(r, t) = 1,stls(t) 3R, + O (w?), (2.38)

out Ry = 1+ t; comprend la position de la cellule unité 1 et la position t; de 1’atome s.
L'interaction entre la densité électronique et Ueq (r) permet de construire I’hamiltonien
électronique sans interaction mais ne fait pas intervenir les vibrations atomiques. Nous

sommes donc exclusivement intéressés par le terme de couplage

Hep = [ 9} (09(03U (5D 239)

entre la densité électronique p (r) = ' (r)y(r) et le potentiel cristallin. Notons que nous ne
prendrons pas en compte de couplage de type magnétique (i.e. couplage entre la densité de
courant électronique et un potentiel vecteur créé par les vibrations atomiques) du fait que la
vitesse de vibration des atomes est trop lente pour subir une force de Lorentz significative.
De facon générale, 'opérateur électronique peut se décomposer dans la base des fonctions
de Bloch :

P(r) = \}V Y e upu(x) cpn, (2.40)
pn
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ou n est I'indice de bande et p le moment électronique. Finalement, on inclut (2.40) et (2.38),

ainsi que la décomposition en modes propres de phonons (2.15) dans (2.39), pour obtenir

dU(r—R
Hepz;’He Z\F Yoy Z/ Pp) o (1)1 ()cpncp/meqlququs'm.

v (2.41)
2.

La formule qui précéde peut étre simplifiée en utilisant 1'invariance par translation des
fonctions de Bloch : up,(r + 1) = upn(r). Ainsi, il suffit de décomposer l'intégrale sur
I’espace en une somme sur toutes les cellules unités. On réécrit (2.41)

i(p —p)r i(p —p+q)1 oU(r —t,)
SYL L [ S g 1)y varpats e
15 9 pp'nm reunit cell S
(2.42)
pour enduite utiliser la relation
Y el = Noy (2.43)
1
si k appartient a la premiére zone de Brillouin. Le couplage se simplifie alors a
ep - chpncp qmgnm (PI q) Uqrs (2.44)
pq nm
avec
gnm (Pr ) L / e lqr i';n Mp qm qu/\s tS), (245)
\/7 Vcell reunit cell
out on note V. = V/N le volume d'une cellule unité. De par sa définition, vg) dépend

du volume du cristal comme ~ +/N. Le vertex g, (p, q) vqr est donc bien une quantité

intensive.

2.3.2.2 Couplage non local

De maniere générale, deux types de couplages peuvent étre considérés. Celui présenté
dans le précédent paragraphe représente des électrons plongés dans un potentiel créé par les
vibrations atomiques et est souvent référé comme couplage de Holstein, du nom de I'auteur
de [87]. Le type de couplage non local que nous ne considérons pas dans ce travail, appelé
couplage SSH (Su-Schrieffer-Heeger étant les auteurs du modele initial [88]), correspond
a la modification de 'énergie cinétique des électrons due aux changements des distances
entre orbitales, ces changements étant causé par les vibrations atomiques. Bien que nous ne
considérerons pas de tel couplage, il se doit d’étre mentionné a cause de son importance
potentielle dans les semimétaux de Weyl. Notamment, dans le graphéne [34,89,90] ainsi que
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dans les semimétaux de Weyl [51,91], il a été montré dans des modele de liaisons fortes que
ce type de couplage a le méme effet sur les électrons de basse énergie qu'un couplage avec
un champ électromagnétique axial de forte amplitude. Cet effet est propre a la dispersion
relativiste des électrons de basse énergie dans le graphéne et les semimétaux de Dirac ou de
Weyl tridimensionnels. A ce jour, cet effet n’a été observé expérimentalement que dans le

graphéne [92].

2.4  Phonons et théorie des groupes

Dans la section précédente, nous avons exposé une théorie microscopique du couplage
électron-phonon qui ne permet a priori pas de déterminer quels types de couplage sont
permis. La théorie des groupes est un outil indispensable pour déterminer, selon les symétries
du cristal, quels modes de vibrations peuvent se coupler avec les électrons (en particulier
les électrons de basse énergie, pour ce qui nous intéresse). Lobjectif de cette section n’est
pas de donner un exposé rigoureux sur la théorie des groupes et sur les représentations,
mais de justifier brievement 'utilisation des représentations dans I'étude des phonons, ainsi
que de donner une formule importante pour notre étude avec les électrons de Weyl. On
se référera aux ouvrages [93,94] pour les notions complétes de groupe, de caracteres des

représentations, ainsi que des sommes et produits directes de représentations.

2.4.1 Représentations irréductibles et modes de vibration

De fagon générale, les modes propres d"un systéme (ou d'un hamiltonien) peuvent étre
vus comme des objets obéissant aux transformations élémentaires de symétrie du systéme.
Tout état évoluant dans le systéme (par exemple une fonction d’onde électronique, des
vibrations atomiques) étant une combinaison linéaire de modes propres, la facon dont il
se transforme est une somme des transformations élémentaires associées a chacun de ces

modes propres.

A titre d’exemple, prenons un systéme extrémement simple (par exemple une molécule)
qui ne comporte que la symétrie de réflection par un miroir. Dans ce cas, on a deux types de
modes propres (par exemple des fonctions d’onde) : ceux qui sont impairs sous l'opération
de réflection (les fonctions d’onde dont le signe est inversé) et ceux qui sont pairs (les
fonctions d’onde dont le signe est inchangé). Notons au passage que la physique se base sur
le principe que les modes propres qui se transforment de la méme fagon (dans ce cas simplifi€,

ce sont les modes pairs d"une part et les modes impairs d’autres part) sont dégénérés en
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énergie. Bien s, si on ajoute des symétries au systeme, la dégénérescence des modes pairs
d’une part et des modes impairs d’autre part, va étre levée. Dans cette lignée, compliquons
le probléme en ajoutant une opération de symétrie, par exemple un axe de rotation. Cela
ajoute des possibilités de transformation et rend plus complexe la classification des modes
propres. Mais on voit ici un probleme apparaitre : si on ne précise pas la nature des modes
propres recherchés (des orbitales atomiques ? des vibrations?), il est difficile de donner une

description générale et concrete de la facon dont les objets du systeme se transforment.

C’est ainsi qu’intervient la théorie des représentations. D'un point de vue mathématique,
une représentation, notée I, est une application qui, a chaque élément ¢ du groupe de symé-
trie, associe une application linéaire I (¢) (ou de fagon équivalente, une matrice) et qui doit
préserver 'opération de multiplication du groupe°. L'ensemble maximal de représentations
non équivalentes permettant de décrire I’ensemble des transformations du systéme forme
I'ensemble des représentations irréductibles (irreps). On peut alors montrer que le nombre
d’irreps d’un groupe est égal au nombre d’opérations non équivalentes du groupe. Dans le
premier cas tres simplifi€, avec comme seules symétries 1'identité et la réflection, on avait
alors deux représentations irréductibles correspondant aux deux types de modes propres,
pairs et impairs. De fagon générale, on associera chaque mode propre du systéme a une irrep
du groupe de symétrie du systeme. Une irrep & N dimensions correspondra a N modes
propres dégénérés en énergie : c’est ce qu'on entend en parlant de N modes se transformant

de la méme facon.

Tout objet évoluant dans le systéme est associé a une représentation, elle méme pouvant
s’écrire comme une somme directe d’irreps (de la méme facon que chaque objet est une
combinaison linéaire de modes propres). Il faut donc en premier se poser la question de quel
objet est une vibration puis quelle est sa représentation associée. Un mode de vibration dans
un cristal prend en compte deux éléments : 1'ensemble des atomes équivalents d"une part,
et les directions de vibration de chaque atome d’autre part. Un mode de vibration est donc
associé au produit direct des représentations I'V ® T, ott TV est la représentation associée
a l'objet vecteur (la direction de vibration dans notre cas) et I'** est la représentation qui
engendre les transformations entre atomes équivalents du cristal [93]. La décomposition
de TV ® I'** en une somme de irreps nous donnent alors 'ensemble des différents modes
propres de vibrations. En guise d’exemple, la figure 2.1 illustre les différents modes de
phonons optiques a grande longueur d’onde dans la matériau TaAs. Du fait que les phonons
acoustiques a grande longueur d’onde correspondent a une translation identique de tous

les atomes de la cellule unité, ceux-ci se transforment comme I'V (égale & la décomposition

5. C’est-a-dire que pour tous éléments g et ¢’ de groupe, le produit de matrices I' (¢) T (g') est égal a la
matrice I (¢¢’).
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en irreps A; @ E dans le groupe ponctuel Cy, de TaAs [95]).

2.4.2 Regle de sélection pour le couplage entre phonon et électrons de Weyl

On appelle caractére x d'une représentation I' 'ensemble des traces associés a cette
représentation. Autrement dit, tr [I' (¢)] = x (g) pour tout élément g du groupe. Un caractére
détermine de fagon univoque une représentation, a une transformation d’équivalence pres.
Les caractéres sont pour cette raison les objets qui vont nous permettre de calculer les regles

de sélection de couplage entre des modes propres du systéme.

En particulier, la formule extraite de [94],

1 s
A D (Xl(f,-) (8 )) Xq(8) xﬂ? (8 (2.46)
§€Gi; N Gq N Gis

permet de conclure si le couplage entre un mode de phonon A de moment q peut induire
une transition entre les états électroniques de moment k; et k. 7(1((1; ) et Xl((j; ) sont les caracteres
des irreps associés aux électrons de moments k; et k¢, et Xé est le caractere associé a la
représentation phonon. a; est le nombre de fois que le produit des trois représentations
contient la représentation triviale. Enfin, Gy est le groupe du vecteur d’onde k. Le couplage

entre le phonon A et les deux états électroniques est permis seulement si 2;est non nul.

Dans le cas du couplage entre un phonon et des électrons de Weyl, les moments des
noeuds de Weyl sont situés a des points quelconques de la zone de Brillouin. Autrement dit,
leur groupe est seulement composé de 'opération identité. La formule (2.46) permet donc
de conclure que a; n’est jamais nul dans ce cas. Ainsi, tous les modes de phonon peuvent se
coupler aux électrons de Weyl.



Chapitre 3

Effet de 'anomalie chirale sur les phonons

Dans un semimétal de Weyl, la présence en simultanée d"un champ axial et d"un champ
magnétique modifient de fagon singuliére la polarisation électronique. Comme on le verra
dans la section 3.2.3, cela peut étre montré par un calcul de la fonction de réponse densité-
densité aux champs axiaux et magnétiques. Le probleme fait donc intervenir trois espéces
(ou trois champs) dans le cristal : les phonons, les électrons et les photons. En termes
diagrammatiques, on s’intéressera particuliérement au diagramme triangle VVA [96,97],
autrement dit a la fonction de réponse comprenant deux vertex de type vecteur et un de type
axial. Pour ce faire, nous emprunterons a la physique des particules des résultats valides
seulement a potentiel chimique et température nuls, autrement dit pour un semimétal de
Weyl parfait. L'effet de ces deux parametres ne fera pas ’objet d"une discussion détaillée
dans ce chapitre et sera négligé. Cependant, le formalisme qu’on utilisera dans le chapitre 4

sera plus propice a leur prise en compte.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [98].

3.1 Interaction entre électrons de Weyl et phonons

Dans cette section, nous allons limiter les degrés de liberté électroniques aux électrons
pres de la surface de Fermi, c’est-a-dire a ceux susceptibles d’avoir le plus grand impact sur
la dynamique des phonons, qualitativement parlant. On supposera que 1’effet des électrons
des hautes énergies ont pour effet de renormaliser les parametres entrant dans la dispersion.
Entre autre, la permittivité du vide gy sera remplacée par e, > €9. L'évaluation de ces

parameétres sort du cadre de ce travail et pourrait faire 1'objet de calculs ab-initio.

51
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Nous partons d’une interaction dans 1’approximation du potentiel de déformation,
comme décrit en (2.3.2.1). Le but est d’extraire les types de couplage : nous allons voir que
certains modes de phonon peuvent se coupler de la méme fagon qu'un champ électroma-
gnétique (couplages de types scalaire et vecteur) ou bien comme un champ axial (couplages
de types pseudoscalaire et vecteur axial). Comme nous 'avons expliqué en (1.2.2), c’est ce
dernier type de couplage qui permet de mettre en évidence I’anomalie chirale et sur lequel
nous nous concentrerons.

3.1.1 Interaction avec les électrons de basse énergie

3.1.1.1 Dérivation de |'hamiltonien d'interaction entre phonons et électrons de Weyl

Les propriétés physiques a basse énergie sont dominées par les électrons se situant au
voisinage de la surface de Fermi et qui dans notre cas ont une dispersion de type fermions
de Weyl. En partant du développement (2.40), on focalise le probleme sur ces €électrons en ne
gardant que les bandes qui forment les noeuds de Weyl puis en développant les fonctions
de Bloch au voisinage des noeuds de Weyl !, dont on dénote les positions k.. On obtient

ainsi le champ électronique a basse énergie

1 ; ' k
P(r) = D Eelkf'r E e T (1) o + O (’A’) + contributions a haute énergie,
T k| <A,0

(3.1)
ott 0 = =+ est l'indice correspondant aux deux bandes et 1, (r) = uy_,(r). A est un cutoff
qui délimite la zone dans laquelle la dispersion de type fermions de Weyl est valide. Il
est important de remarquer que les bandes électroniques a haute énergie ne peuvent étre
totalement ignorées. Cependant, leur prise en compte explicite nécessiterait 'emploi de
méthodes numériques sophistiquées et sort du cadre de ce travail. Ainsi, on supposera que
ces bandes peuvent étre prises en compte a posteriori par la renormalisation des constantes
faisant intervenir les électrons (notamment la permittivité diélectrique).

L'analyse est également simplifiée par le fait que la dépendance des fonctions de Bloch
uyr dans le moment p est remplacée par un degré de liberté discret : la chiralité 7. En
appliquant le méme cheminement qui a mené a I'hamiltonien (2.44), mais en de gardant que

les opérateurs fermioniques de basse énergie (3.1) a la place de (2.40), on obtient le couplage

1. On utilise ici une approximation de type Kohn-Luttinger similaire a celle présentée dans [99].
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entre phonons et électrons de Weyl :

eP - Z ngf’ TT’(q)vq/\( )Ckm'ck qt+kec—k o'ty (3.2)
tt'oo’ kq
ot le vertex
1 , oU(r — t;)
A — 3 —iq-r S
/ /():—/ drug () ugro ( e AT —— (3.3)
8oo',vid VN Vcell unit cell . Z Pazs ot

ne dépend plus que du moment q du phonon. La somme sur les moments Z{(q est limitée
aux voisinages des noeuds de Weyl de telle sorte que |k — q| < Aet |k —q+k: —ky| < A.
Comme on s’intéressera exclusivement a la dynamique des phonons a grande longueur
d’onde, on peut considérer q < A. De plus, on considerera que les noeuds sont suffisamment
éloignés afin que A < |k — ky/| pour T # 7'. La seule possibilité est donc d’avoir T = 7/,
dans la somme (3.2) qui devient

A +
HeP - Z 2 gmf/ UIM )cknrck—qfa’r
kq oo't

avec g} . =

= ¢* , . Ce vertex électron-phonon est représenté sur la figure 3.1.

électron

électron Kk o’
A )
TO “ q — k . k/
A )
A )
phonon

Ficure 3.1 Schéma du vertex électron-phonon correspondant a 1’équation (3.3).

Désormais, autour de chaque noeud 7, on a seulement deux degrés de liberté discrets.

On peut donc décomposer le vertex ¢ comme une somme de matrices de Pauli

¢ = s+ 8} o+ (kv + 81 0) 6
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avec
goo(a) = ;gﬁa,T(q)/ L (3.5)
g (q) = U;T o000, (4) /4 (3.6)
80:(q) = ; T850,(q) /4 (3.7)
g:(q) = WZ/TwmfgéagT(qm. (3.8)

En comparaison direct avec ’hamiltonien de Weyl (1.37), on définit le quadrivecteur

A

atl = (géo(q),gé(q)) Uga (3.9)

ainsi que le quadrivecteur axial

a;" = (géz(q),gé(q)) Vgr- (3.10)

Désormais, on se référera a (3.9) et (3.10) comme les vertex vecteur et axial du couplage
électron-phonon, respectivement. En particulier, g, sera appelé couplage scalaire et g3,
couplage pseudoscalaire. Il sera utile pour la suite de remarquer ces derniers vérifient

go(—aq) = gho(q)* (3.11)
80-(—aq) = gb.(q)".

Rappelons (voir section 1.2.2) que le vertex axial induit une fluctuation de la différence en
énergie et moment entre les noeuds de Weyl de chiralités opposées. Une différence statique
induit un couplage électromagnétique sous la forme de I’axion, couplage qui découle de
I’anomalie chirale comme on 1’a détaillé dans la section 1.2.2. Dans le cas d"une différence
fluctuante, comme celle induite par (3.10), on obtient aussi un couplage entre les champs
électriques et magnétiques. Cependant, on va montrer qu'un des trois champs couplés
(axial, électrique ou magnétique) doit étre constant afin d’obtenir I’action effective reliée a

I’anomalie chirale. Dans notre cas, on considérera un champ magnétique constant.

3.1.1.2 Conditions de symétrie pour les vertex

Discutons des symétries requises du cristal pour l'existence des différents types de

couplage mentionnés dans la section précédente.

L'action R du groupe ponctuel d"un cristal sur un état de Bloch |4, ) change son vecteur
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d’onde k en Rk [81]. Cependant R, de méme que toutes les opérations du groupe ponctuel,
laisse invariant la densité électronique. En particulier, prenons les opérations d’inversion
et de réflexion par un miroir. La premiére inverse le signe de k tandis que la deuxiéme
change le signe d'une seule composante de k (celle orthogonale au miroir). Dans les deux
cas, cela implique de changer la chiralité de signe. De ce fait si le cristal a I'une des deux
symétries, on a Y, [t (r)|> = ¥ |tio—1(7)|?, ce qui implique go.(q) = 0. Autrement dit, ce
couplage pseudoscalaire ne peut étre présent que dans les cristaux dits énantiomorphes.
Dans notre modele a basse énergie et & deux noeuds, la seule quantité qui indique la brisure
de symétrie miroir ou d’inversion et le décalage en énergie des noeuds de Weyl, by. On
peut donc supposer que I'amplitude de gy, est proportionnelle a by. Ceci-dit, il faut faire
attention a cet argument microscopique qui est lié au fait que 1’on considere un couplage
local par I'intermédiaire du potentiel de déformation. De maniere plus générale, la théorie
des groupes n’interdit pas d’avoir un couplage pseudoscalaire dans un matériau possédant
des symétries miroirs. En effet, le couplage pseudoscalaire entre un mode de phonon a

q =~ 0 de coordonnée v et les électrons de Weyl peut s’écrire comme 1’élément de matrice

u
8oz = ZT <um’ ”Ur>
0T

ou
v

ol U est le potentiel cristallin, invariant sous les opérations de symétrie du cristal. Une

opération de réflection par un miroir, si elle est présente dans le systéme, inverse la chiralité 2.

u(TT>

ou
MaUM‘ ua(r)>

e ).

Par conséquent, go, est nul si le mode de phonon est invariant sous la symétrie miroir (donc

On a donc

MMa—uMM
Jv

80z = ZT <ul7'T

0T

=) <“v(r)

0T

- _zr<uﬂ
oT

Ma—uM
Jv

si c’est un mode scalaire) et est non nul si le mode est pseudoscalaire (si v change de signe
sous l'opération miroir). Inversement, gop sera nul si le mode est pseudoscalaire et fini s'il
est scalaire. Dans un matériau énantiomorphe, il n’y a plus de distinction entre les modes

scalaires et pseudoscalaires. Dans ce cas, un mode peut contribuer a la fois a goo et a goz.

2. La chiralité indique 1’alignement ou l’anti-alignement entre un spin et un moment. Si le moment est
paralléle au plan du miroir, il est inchangé par 'opération miroir. Le spin paralléle au miroir change lui de
signe car il se transforme comme un vecteur axial, ou pseudo-vecteur. Dans le cas o1 le moment et le spin sont
orthogonaux au miroir, c’est 'inverse : le moment change de signe et le spin garde le méme. Dans tous les cas
la chiralité change de signe sous 1'opération.
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En ce qui concerne le vertex scalaire gp, aucune condition particuliére n’est nécessaire.
Quant a g, il est similaire a un champ magnétique et viole donc la symétrie par renversement
du temps. Pour ce qui est de gy, il n'y a pas de condition de symétrie applicable & un nombre
quelconque de paires de noeuds de Weyl. Cependant nous le supposerons négligeable

devant les couplages scalaires et pseudoscalaires afin de simplifier la discussion.

Notons que les considérations précédentes peuvent se généraliser au cas ou plusieurs
paires de noeuds de Weyl sont présentes. Les types de couplage possibles restent restreints,
non pas pour des raisons de symétrie, mais parce que I'on considere des excitations a grande
longueur d’onde. Ainsi les éléments de matrice du couplage entre des noeuds de Weyl
différents doivent étre négligés. Autrement dit, le couplage reste diagonal dans 1’espace
définit par les noeuds. Plus explicitement, on peut ranger les spineurs & deux composantes
Y, correspondant au noeuds de Weyl de la n—ieéme paire, dans un spineur a 2n composantes
Y = ("I’}H ‘Pi, A LA 25 ) Dans cette base, le couplage s’écrit diagonalement par blocs

A1
8+

ou chaque vertex ¢7 est une matrice a deux dimensions. Les noeuds de Weyl étant indé-
pendants les uns des autres, on pourra calculer la fonction de réponse venant de chaque

hamiltonien
Aoy = Y0 ) (840 (@)0gr (1)) ot gro-

kq 00't
ol maintenant le couple d’indices n et T désigne la position du noeud de Weyl de chiralité T
de la n—ieme paire. Naturellement, la facon dont on assemble les noeuds de Weyl en paires
est arbitraire et ne modifie pas la physique. Cela nous permettra de supposer que, dans
le cas d’un modele a plusieurs paires de noeuds, il suffira d’ajouter au résultat un facteur
multiplicatif égal au nombre de paires. Cet argument est important du fait que nous nous
concentrerons sur un systéme respectant la symétrie par renversement du temps, ot les

paires de noeuds de Weyl sont au nombre minimum de deux.
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3.2 Dispersion des phonons en présence des électrons de Weyl

3.2.1 Deérivation de l'action effective

Maintenant que nous avons isolé les électrons de basse énergie et leur couplage avec les
phonons, utilisons une théorie de perturbation pour évaluer leur impact surla dynamique des
phonons. Nous travaillons avec 'action des phonons isolés Sg;) [v,E] = g—‘; Yq /jg;) (w,q)

avec la densité lagrangienne exprimée dans l’espace réciproque

1
L) (@,9) = ¥ |5 M(@? = 03))ogr(@)o-gqa(—@) + VNQY - E-g(~w)oga (@),

A

et celle des électrons de Weyl Sy [¥, ¥, v, E] = & [ dtd’r Ly (x) avec
Ly (x) =¥ (x) [-9° (0t +eco+c37°) + 7 (P+ec+ )] ¥ (x) (3.12)

ol l'on a repris '’hamiltonien 1.11 écrit sous sa forme covariante, et inclut le couplage
électron-phonon dérivé en 3.1.1.1 par l'intermédiaire des champs

co(r,t) = +Zequ2g00 q)vga (t (3.13)
Ze“”Zgoz q)vg (¢

o (rt +Ze"”2g q)og (¢
Ze““Zgo qQ)oq (t

Maintenant que nous avons a disposition les vertex de couplage électron-phonon, nous
allons pouvoir intégrer sur le champ fermionique ¥. Le but de cette manoeuvre est d’enlever
la dépendance explicite de I'action des phonons en ¥, pour ensuite obtenir un terme effectif
dans I’équation du mouvement des phonons, réminiscent de ’effet des électrons sur ces
derniers. C’est grace a l'action effective obtenue, S¢f [v], que nous déduirons I'équation du

mouvement (classique) des phonons : 5:;([ }) =0.

Rappelons comment se déroule l'intégration sur le champ électronique. On commence
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avec la fonction de partition du systéme électrons-phonons
Z = /D (q”{f) <H DT)A> DAye—Sw[‘i’,‘Y,v,Aﬂ}_sg‘) [v,AF’].
p)

On utilise ensuite la formule pour l'intégrale gaussienne [ D (¥¥)e 5" = det (G™1) =
eTr(InG™) [100], ou G est le propagateur (ou fonction de Green) des fermions de Weyl,
et vérifie Ly (x) = ¥ (x) G (x) ¥ (x) ® (voir équation (3.12)). On obtient la fonction de
partition

(0)
Z=r / DoD Ate ™ Serf oAM= Spy [0.A"] (3.14)

avec S;rp = —Tr [In G!]. Ici la trace “Tr” * est effectuée sur tous les états possibles du
systeme, aussi bien continus que discrets. Cette trace ne peut étre effectuée exactement.
Nous la limiterons aux premier et deuxiéme ordres non nuls dans les champs vecteurs et

axiaux. Pour cela on introduit la fonction de Green des électrons de Weyl libres,

(7%i9; — opy - P) (3.15)
= (7"9y) -,

GO

ot le quadrivecteur moment est défini 9, = % = (id¢, vrP). Il est utile de souligner ici que
le terme de vitesse utilisée dans les quadrivecteurs est bien la vitesse de Fermi et non celle de
la lumiére. Le prix a payer se situe au niveau des photons (i.e. le champ électromagnétique)
qui ne sont plus on-shell, c’est-a-dire que pour le champ électromagnétique A(k), on a k? # 0.

La fonction de Green (3.15) est identique a celle de fermions de Dirac sans masse 5 etne
comporte pas de terme de séparation en moment entre les noeuds de Weyl. Cela est dii au fait
qu'on est dans une théorie de basse énergie ol les deux noeuds sont indépendants. Dans la
théorie de perturbation, les champs qui se coupleront aux électrons de basse énergie devront
posséder de ce fait un moment suffisamment petit afin de ne pas coupler les différents
noeuds de Weyl.

Ce sera plus commode de travailler dans I’espace réciproque (en quatre dimensions)

dans lequel la fonction de Green s’écrit

Mk
GO (k) = (v'k,) ' = 7}{2". (3.16)

3. Dans ce cas particulier, le systéme est invariant par translation et le propagateur est une fonction d'une
seule coordonnée.

4. On notera “tr” pour les traces matricielles, c’est-a-dire la trace sur les degrés de liberté discrets.

5. Dans la littérature de physique des hautes énergies, on définit souvent le fermion de Weyl comme un
fermion de Dirac de masse nulle.
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On utilise ici la notation k? = k¥k, = k% — vik? (ko étant la fréquence) et de fagon plus
générale le produit scalaire k - x = k¥x;, = kot — vk - r (voir section 1.1.1.2).

On fait ensuite le développement

Sepf = —Tr <ln [(G( )> + e+ ey ])
(67) (6% (-]
[(69) 7)) —me{c® (veu+ v’ }

o0 (7))
{ [G r} ¥ ..

Le terme Tr (ln [G(O) _1} ) ne dépend pas des phonons et du champs électromagnétique, on

=-Tr

(
~Tr 1
{

In

=}

+
(JJM—\ N[ =
=

/N TN

e+ 'y )

l'ignorera donc par la suite. Le terme au premier ordre s’écrit dans I'espace de Fourier [101]

/ (;i:;ﬂr {G(O) (k) (’)’”cy (0) + ')/VC; (0) 75)}

et ne fait intervenir que les termes a fréquence et moment nuls des champs scalaire c;, et

axial cz. On pourra donc ignorer ce terme dans les équations du mouvement®.

On notera les termes restants S? et S°. Pour rester dans ’approximation harmonique,
nous ne garderons que les termes d’ordre inférieur ou égal a deux dans les vibrations du

réseau.

3.2.2 Correction au second ordre S?

On réécrit la partie S? de l’action effective

1 1
§2 = STr [G(")wcyc;(o)yvcv] +5Tr [G<°>7P‘C;G<0>yvc5 (3.17)

+ Tr [G(O)'y”cyG( )’y"c?,’yﬂ

6. Dans le cas particulier de la fonction de Green (3.16), on trouve facilement que ces intégrales s’annulent.
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ot l'on a utilisé le fait que y° anticommute avec 7* et G°7 et (75) = 1. Prenons le premier
terme de la premiére ligne et écrivons explicitement la trace

Tr G(O)'chHG(O)’yVCV} = /d4xd4xltr [G(O) (x — X/) ey (x/> G (xl - x) 7'y (x)]
(3.18)

xdix A4k kel (ki—ke) ¥ g —ilki—ka)x

X tr [G(O) (k1) GO (ko) 'yv} Cy <x,> cy (x)

1
= o | et [60 760 -0 7| e (v (-a)
1 v
= o Ly (9) ¢ () cv (—q).,
ou
I, (9) / dir [G) (k) 7"GO) (k — g) 7]

est appelé tenseur de polarlsa’uon vecteur-vecteur car il comporte deux vertex de type
vecteurs y# et 7". De la méme fagon, la seconde ligne de (3.17) peut s’écrire

Tr G096, GO ey’ = / YIS @ @) S (), (19)

HP‘Z‘ = / d4ktr 'yVG(O) (k—q) 7”75} (3.20)

est le tenseur de polarisation vecteur-axial, 7# étant un vertex vecteur ety”~° un vertex axial.

Ce dernier terme s’annule comme on peut le voir en utilisant (1.9) :

—4i k(Xk _ktxqﬂ
" () = / O L ey 321
VA (q) (27[)4 K2 (k B q)z ( )

Lintégrande e**Fk,kg est nulle. Pour le terme restant, on peut vérifier (par exemple en

a’]ﬂ

coordonnées hypershériques) que l'intégrale [ d4k P

est non nulle seulement pour

7. Pour une fonction de Green de fermions de Dirac massifs, la fonction de Green et 'y5 n’anticommutent
plus, ce qui rendrait ’analyse un peu plus compliquée.
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a = B alors que e = 0, ce qui conclut I}, (7) = 0.8 On a finalement

¢ (9) e (=9) +¢5 (9) €3 (—)] - (3.22)

Afin d’écrire S?> comme l'action d’un champ électromagnétique, on utilise la structure
tensoriel de la polarisation électronique, identique a la celle des photons,

Iy (q) =T1(4%) [4"9" — 4°0] - (3.23)

Rappelons que ce résultat n’est valide que pour les électrons de basse énergie dont I’action
est invariante de Lorentz [58]. Si on ajoute a cela la contrainte de conservation de la charge
g1 (9) =TI, (9) v = 0, seule la forme 3.23 est permise. Grace a cela, 5%, qui com-
porte a la fois les photons et les phonons, s’écrit comme l'intégrale d'une densité d’énergie

quadratique dans les champs électriques et magnétiques totaux :

52 o T S (B + ') (gl + B ) 020

—v? (B (w) + BPh(w)> : (B_q(w) + Bli}}](_w))]
2
;;vvz/ I1(4%) [leq(w)[* = o*Bq(w)[?],

avec
B (w) = - Z vrq goo(q) — 08z(q)] vgr (w) (3.25)
F)
Bﬁh(w) = Z q % 8:(q)] g1 (w)
LD
eq(w) = o Z vrq 8oz(q) — wgo(q)] vgr(w)
A
Bq(w) = cor Z q % 8o(q)] vqr (w).
)

Egh(qo) et th(qo) correspondent a des champs électromagnétiques effectifs dérivant du
champ vecteur (goo(q), v82(q)) vqr (o) tandis que Eq(g0) et B4 (qo) sont les véritables champs

8. On verra dans le chapitre 4 que cette fonction de polarisation devient non nulle quand un champ
magnétique est pris en compte dans les états propres électroniques sans interaction. Cela permettra de faire un
lien entre le calcul entrepris dans ce chapitre, qui est perturbatif au premier ordre en champ magnétique, et le
calcul non perturbatif dans le champ électromagnétique qui sera I'objet du chapitre suivant.
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électromagnétiques. eq(qo) et Bq(go) sont les champs électromagnétiques axiaux dérivant
du pseudo-vecteur (go-(q), v80(q)) g1 (q0)-

Nous allons traiter le champ électromagnétique en résolvant les équations du mouve-
ment pour Eq(qo) et Bq(q0) (i.e. les équations de Maxwell) et en incluant leurs solutions
dans l'action des phonons. Ainsi, a I'action du champ électromagnétique sans interactions

1 d
Sem = ZV;/ %Sw ('E‘l(qo)‘Z —c ‘Bq(qo)‘z) ! (3:26)

on doit ajouter S? ainsi que la charge de Born apparaissant dans 1'équation du mouvement
des phonons (2.24) et I’action S® que nous allons dériver. On étudiera un cas simplifi¢ dans
la section (3.2.4).

3.2.3 Correction au troisiéme ordre S

De la méme fagon que l'action effective S? s’écrit comme le produit d’une fonction de
polarisation a deux vertex avec deux termes de couplage (voir équations (3.18) et (3.22)),

l'action S® s’écrit avec une fonction de polarisation a trois vertex :
53:/ Tow (K (c () ¢ (K +c () et (K)) & (—q), (3.27)
| T (K (" (0" (K) + 5 (0 (K) ) 5 (~a)

oug=k+ k'. Le tenseur Topy (k, k’) doit étre symétrique sous la permutations des indices

et moments (u, k) <> (1/, k’) [102]. Il s"écrit ainsi Ty (K, k') = Tapv(k, k) + Loy (K, k) otx

’ d4p /
LCapw (k,k) = 1/ 2 )4tr [’)/HG (P)rGY (p—k)vay’ GV (p+ k)} (3.28)

correspond au diagramme triangle VVA car il comporte deux vertex vecteurs et un axial.
Un tel diagramme est illustré sur la figure 3.2. Nous avons omis les diagrammes VVV
olt AAV dans l'action S® puisque ceux-ci sont interdits par le théoréeme de Furry [103] : &
potentiel chimique nul, la conservation de la charge impose que tout diagramme avec un
nombre impair de vertex vecteurs s’annule. Nous avons négligé le diagramme AAA (qui est
équivalent au diagramme VVA pour des fermions sans masse ), sinon cela impliquerait des

corrections au troisiéme ordre dans les coordonnées de phonon.

/ A . 7 7 . N P N
Tapv (k, k ) peut étre interprété comme la correction a la réponse courant-courant due a la

présence d'un champ axial, le courant associé étant 65, = 505,?(3]{) = Tapv (k, k/) cv <k’) ct (—q).
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courant \
axial A
--4- photons
k’ /
Ficure 3.2 Diagramme VVA correspondant au couplage entre un champ axial de moment
g et deux photons (i.e. deux champs de vecteurs) de moments ket k' = k— g

(voir équation (3.28)). Chaque c6té du triangle correspond a un propagateur
électronique sans interaction, GO,

La conservation de ce courant amene a l'identité de Ward [58] pour le courant vecteur :
KT (kK ) = K* T (kK ) = 0. (3:29)

Il est crucial de souligner ici que l'identité (3.29) est justifiée non pas par un calcul direct de
Capw (k, k/) mais par I’hypothése de conservation de la charge. A vrai dire, le diagramme
(3.28) n’est pas invariant de jauge dans le sens ot une translation du moment interne p
ne laisse pas I'intégrale invariante. On pourrait choisir la translation de fagon a ce que le

courant axial soit conservé et obtenir 1'identité de Ward pour le courant axial
4" Ty (k, k’) — 0. (3.30)

Cependant, les deux identités de Ward ne peuvent étre obtenus simultanément. La physique
ayant le dernier mot, le choix menant a (3.29) est fait tandis que g* Tapv (k, k/) # 0. Cette
derniere inégalité est d’ailleurs 1'essence méme de 1’anomalie chirale, autrement dit la

non-conservation du courant axial.

Par la suite on utilisera les résultats de [102] pour le calcul de Tyy. Tapw <k, k/> se dé-
compose en deux parties : la partie directement liée a I’anomalie chirale, dite longitudinale,

et une partie dite transverse. Pour reprendre la notation de [102], Ty <k, k’) s’écrit

0 (o) 70 (1
T (kK ) = i (k) SHZT“;W (£¥) , (3.31)




ol les termes longitudinal et transverse vérifient respectivement g* TDEL)V (k, k') = 0et

q“ DEQV (k, k’) # 0. Le calcul de T,,EQ,, (k, k/) étant moins lourd que celui de TDE;,),, (k, k/),
on le présentera dans I’annexe A. Le résultat est

Togit)v(k/ kl) = wL (6]2) Eloce;tvpakpkm/ (3.32)

ouwy (¢%) = —i ;—2 est le facteur de forme longitudinal. La présence du pdle en 1/4° sera
cruciale dans la dispersion de phonons d"une part, et est essentielle a I'existence de I'anomalie
chirale d’autre part. On reconnait notamment g* TDEQV(k, K')AF (k) AY (k’) = —i872qYjn =
—4iE (k) - B <k’) , qui est semblable a 1’équation de I’anomalie chirale discutée au chapitre
1 (voir équation (1.29)) mais dans l'espace réciproque. On voit que le pole en 1/4? est
nécessaire pour que la quadridivergence g%j; soit égale a E - B multiplié par une constante.
Dans I’annexe A est montré pourquoi ce pdle est indépendant du cutoff ultraviolet. Il dépend
des caractéristiques du matériau seulement au travers de la vitesse de Fermi contenue dans
q*. De plus, I'anomalie n’est pas détruite par les effets qui brisent l'invariance de Lorentz du
systéme a basse énergie (température finie, potentiel chimique, désordre...), mais le pole se

voit alors élargi par 1’ajout d"une partie imaginaire au dénominateur. [104-106]

Le terme transverse n’est pas lié a I'anomalie chirale mais peut jouer un role dans
la dynamique des phonons. Notamment, si k% ou k> sont non nuls, il annule le pole de
wr, (q%) [102]. Son expression est plus compliquée que celle du terme longitudinal :

T (k K) = wl™ (2,52, @)tk (k) + w0l (2, K2, )t (k, K) + o) (2,62, ) Eu (k. 1),
(3.33)
(£) )

ot les tenseurs f4,, et f&;v s’écrivent

e ) = (Ko = Ky unpe ) KK = (k- k') <ew,xp(k —K) + Zggewwk”k"’>

_ k2 o k/Z
o (k K) = [(k — k) — qzq“] €vorkP K

fﬂ (k/ k/) = (kveyapa + klyewxp0> kPK'" — (k : k/)eywcpqp/
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et les facteurs de forme

.S i 5
w(TJr) (s1,82,8) = 17 552 [(512 +52) (387 + 51(6512 + 52) +25%,) In ?1 (3.34)

S
—|—(512 —+ S]) (35% =+ S» (6512 + 51) + 25%2) In 2

+ (5257 + 253,57 + 51(25%, + 651250 + s%))gb(shsz)]

w7 (s1,8,5) = i} ; 24 # [—(2(52 +512)s7, — s1512(351 + 4512) + 5152 (1 + 52 + 512)) ln%
(3.35)
+(2(51 + 512)89, — 52512352 + 4s12) + 5152(51 + 52 + 512)) In SS—Z
+(s1 = 52) (5152 + 253 (51,52
ZD(T_)(Sl,SQ,S) = —w(T_)(sl,sz,s) (3.36)

z 2z / 7 (e .
ne dépendent que des normes au carré k2, k2 et 4. On a défini sy = k2, s5 = k2,5 = ¢?,

sip=k-k',0 =53, —s15; et

2
P(x,y) = % {2 [Liz(—px) + Liz(—py)] —Hn YIn 1 +zy +In(px) In(py) + }

1/2

avecx =s1/s,y=82/8,p=21—x—y+A)"L, A= ((1—x—vy)?—4xy)/? et Li; est la

fonction dilogarithme. Utilisons ces résultats pour exprimer l’action S3 en fonctions des

champs électromagnétiques réels et effectifs.

On commence par le terme le plus simple qui inclut la partie longitudinale. Pour cela

on utilise la relation
EuvpokP K7 ctc? = —iewpal:"p"(k)l:"‘”(k/)
—E(k)-B(K)+E(K) Bk,
avec les tenseurs électromagnétiques

B (k / e x FoB / e X [9%B (x) — 9Bc (x)] = —ilk*cP(k) — kPe® (k)]

dont dérivent les champs électriques et magnétiques totaux définis par E (k) = —ikc® + ikoc

et B (k) = ik A c. Dans la notation quadrivectorielle, on définit les transformées de Fourier

9. N'oublions pas que k - k' = (qz — k2 - k/2> /2
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des champs réels

V
d*xeE (x) = £ [ & / dte e 97E (1) = Y Ey (w).
/ T 7 nv2
D’apres (3.32), on obtient alors
Tih (k) (e (k) ¢ (k) + b (k) ek (k) ) e (=) (3.37)

= wy (¢°) qact (—q) [E(k) -B <k) +E<k) -B (k) + e (k) -,B(k) +e(k> -,B(k)} ,
ot € (k) = —ivkel + ikocs et B (k) = ivk A c5 sont les champs électromagnétiques axiaux
qui apparaissaient déja dans 1’équation (3.25) a une conversion d"unité pres. De la fagon
dont nous avons défini les champs électromagnétiques et leurs transformées de Fourier,
E (x) = hopeE (1, t) et B (x) = hovZeB (r, t) ont des unités d’énergie?, E(k) et B(k) des unités
d’énergie 2 a la différence des notations utilisés dans 1'action des phonons, Eq(w) (Bq(w)) et
Egh(w) (th(w)), qui ont les unités (SI) de champs électriques et magnétiques multipli}eies par
une unité de temps. Le lien entre les deux est simplement E (g) = % <Eq (w) + Eg (w)>

La dérivation de la contribution de T,)S;,),, a l’action S3 se fait similairement a celle de
(3.37):

i K)a (et (K)as (q) = [E(K) - B(a) + e(q) - BER)] kuc' (K) (3.38)
+ 1 [B(K) - Blq) +e(q) - BH)] K, (k)
— (kK )eguap (k= k)P (k) (K (4)

2 _ 12 12
- 1T ) (B - B() + E) - B(Y)]
(-) / V(1 % 1 / K — k2 il = B/ =0\ P
Hd K)o () () () = | (= K)o = g | ch(g) [E() - BY) + E(K) - B(b)]
(3.39)
Fad (O K)a ()" (K)as (9) = 3 [B(K) - Blg) + e(a) - BO)] ke (K) (340
— 1 [B(®) - Bla) +ela) - BO)] K (k)

— (k- K)epvapqc! (k)c" (K')c5(q)-

Bien que chacun des termes apparaissant dans (3.38) et (3.40) ne soit pas invariant de jauge,
leur somme I'est. La présence de termes en k - k'est dailleurs cruciale pour l'invariance de

jauge. On voit que dans la partie transverse, des poles en 1/4% sont également présents. En
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combinant (3.38) et (3.39) avec (3.34) et (3.35), on peut montrer sous certaines conditions que
ces pOles annulent ceux de la partie longitudinale (3.32) [102]. La situation qui nous intéresse,
et dans laquelle les fermions de Weyl auront le plus grand impact sur les phonons, est celle
ol ce podle est conservé. Cette situation est possible en présence d"un champ magnétique
By ou bien d"un champ électrique E, statiques et uniformes. Autrement, le dernier terme
de (3.38) annule le pole du diagramme longitudinal. Nous nous concentrerons sur l'effet
du champ magnétique By. Nous écartons la seconde situation du fait que la présence de Ey
implique la présence de courants de transport dans le matériau, et nous souhaitons présenter
un cadre pour des mesures de spectroscopie optique, qui se font en absence de tels courants.

Le champ magnétique s’écrit ainsi
B(k) ~ (271)*Bod™ (k) + partie dynamique

ou la partie dynamique peut étre considérée comme négligeable devant le champ constant.
De plus, sa contribution dans ’action S3 ne comporte pas de pdle en 1/4?, et ainsi ne changera
pas qualitativement la dispersion des phonons. Afin de simplifier le probléme, en considérera
B(q) = 0, ce qui est toujours vrai si le cristal respecte la symétrie de renversement du temps.
On trouve ainsi
(27.[)4 kZ + k/Z o qZ
4 q°
_ 2m)* k2 — k2
ol Kot 0 (a8 ) =2 | = k0, - =2 o)

[E(k) - Bod™ (K') + E(K') - Beo™ (k)} =0

ton (k, K)ar (K)a' (K )al(q) =

[E(k) - Bod™W (K') + E(K') - Bos® (k)} a%(q) =0

Fo (kK a¥ (k)a” (K )a (g) =0,

ot on a utilisé k, 6™ (k) = 0. Il ne reste ainsi que la contribution de la partie longitudinale

i . qac5 (—9)
53 = — 7'[2h2 /qE (q) . BOT (341)

= W%/ (21;] (Eq (w) + Egh (w)) 0Q_gr (~w)v_g (—w)

_ ., ¢V wgp(9) —vrq-8) ()
h27T2\/N wZ _ v%qZ

(SQq)\ (w) Bo. (342)
Les expressions (3.41) et (3.42) forment 1'un des résultats cruciaux de ce chapitre : d"une
part elles montrent que l'application du champ magnétique statique et uniforme induit
une charge de Born effective dans les phonons qui se couplent aux électrons comme des

pseudoscalaires. De plus, cette charge de Born provient du diagramme responsable de
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2

'anomalie chirale et contient donc un pdle en w? = v2 ]q[z qui est ’essence de 'anomalie

chirale.

Linduction d’une charge de Born effective par un champ magnétique ne serait pas
unique au semimétaux de Weyl et a déja été observée dans les matériaux multiferroiques
(par exemple, voir [107]). De fagon générale, la théorie des groupes [108] nous dit qu'un
phonon peut devenir actif infrarouge sous la présence d"un champ magnétique si sa repré-
sentation irréductible appartient au produit direct de représentations axiales et polaires.
Dans le cas particulier d’un couplage E - B, le mode de phonon rendu actif infrarouge doit
étre pseudoscalaire. Ceci peut se comprendre simplement. D'une part, la charge de Born
correspond a une polarisation électrique et se transforme donc comme un vecteur polaire.
D’autre part, le champ magnétique se transforme comme un vecteur axial, c’est-a-dire le
produit d"un vecteur polaire et d"un pseudoscalaire. Ainsi, pour que la charge de Born soit
proportionnelle a un champ magnétique, il faut que le facteur de proportionnalité entre les

deux (déterminé par la coordonnée du phonon) soit un pseudoscalaire.

3.2.4 Dispersion des phonons en présence des fermions de Weyl

3.2.4.1 Forme générale et simplifications

Utilisons maintenant les conclusions des sections (3.2.2) et (3.2.3) pour montrer I'impact
du couplage phonons-électrons de Weyl sur la dispersion des phonons. On commencera par
exprimer le champ électrique créé par les phonons. En effet, les actions S, et S3 contiennent
une partie électromagnétique (portée par les vrais champs électromagnétiques Eq (w) et
By (w)) et une partie due aux phonons, les deux étant couplés.

On peut simplifier le probleme en ne considérant que le régime oti ¢ |q| > w, c’est-a-dire
que les effets dynamiques des interactions de Coulomb sont négligées. Autrement dit, on
se place hors du régime de phonon-polaritons décrit dans la section 1.2.2.2. Cependant on

verra que l’anomalie chirale fait apparaitre un nouvel effet semblable, mais pour w ~ vr |q].

Cette approximation implique que le champ électrique Eg‘t (w) dt aux vibrations du
réseau est longitudinal, c’est a dire paralléle au moment q. Cela s’explique par le fait que les
vibrations engendrent une polarisation qui n‘oscille pas assez vite pour induire un champ
magnétique significatif et donc une partie transverse du champ électrique. Attention, Eg‘t (w)
ne doit pas étre confondu avec Ezh (w) qui nait entierement du couplage électron-phonon.
On peut donc écrire le champ électrique comme la somme de deux champs externe et interne
indépendants : Eq (w) = Eg* (w) + Eg* (w) avec q - E§* (w) = 0 et  AEF* (w) = 0. On
notera par la suite Ef* (w) = § - E* (w).
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On peut de plusjustifier le fait de négliger les termes magnétiques restant. Premiérement,
q A Eg" (w) =~ O revient a dire que la partie interne du champ est négligée tel que mentionné
précédemment. Ensuite, les termes provenant de la partie constante du champ externe
comportent une fonction  (w). Ainsi ces termes ne peuvent faire intervenir que les phonons
acoustiques de fréquence nulle et pourront donc étre ignorés. Le champ magnétique restant
est relié au champ électrique externe par |[B™t| = |E®| /c. Puisque vr/c < 1, on peut

négliger les termes en vpB*.

On trouve EJ* (qo) grace a I'équation de Gauss q - 5ET§(S_w) = 5ET§(S_W) =0ouSs =

SI(D%) + Sgm + Sz + S3. Il nous reste donc a dériver, en omettant la dépendance en w pour

alléger la notation,

Y [ (e 1) ()

~of (Ba(w) + B"h<w>) - (qu<w> B ()
62
# 3 ar £ f 5T leal) —eHiBaf)
10 /5 ﬁsw (Ea(q0) P — o [Ba(a0) )
+\/>Z ( )+Eph( )>'5Q—q)\ (_(A))U_q (_w)

+/(2167;)§[\/NQ$) E_q(=40)0q1(q0) + 5 M(q Wiy )vq)\(qo)v_q)\(—qo)} )

c’est-a-dire

5
JEm Emf

. 2 .
El;t+E£’1h‘ + oo | B

LS5 (e

SN WEn - (QY) +0Qg) ) g

2
) (3.44)

4

ou la premiere ligne provient des actions au second ordre dans le champ électrique, S»
et Sgm, tandis que la seconde ligne provient de SI()(;) et de Ss. Qfﬁ\) (équation (2.25)) est la
charge de Born due aux seuls vibrations des atomes (non nulle si le cristal est infra-rouge
actif), et 6Qqx (q0) (équation (3.42)) est la charge de Born effective provenant du couplage

électron-phonon sous champ magnétique. Notons également qu’on a raccourci la notation
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grace a qh’ = Eph Eph En notant QqA = QEM +6Qga 0ona
e 2\gPh | VN A
i I1(g°)Eq + 5 X1 Qqrvga
A h q V qrvq N
Eg\t (vgr) = —q- ( oF =303 q (3.45)
ote(q?) =1+ thH(qz) = 1+ 47tall(g?) est la fonction diélectrique.

Finalement, on injecte (3.45) dans les termes de 'action totale contenant les coordonnées
des phonons (équations (2.26, 3.24, 3.26 , 3.41)) et on néglige les termes magnétiques en
Bg(w) comme mentionné précédemment :

2
S~ £ Stn) [+ leate) — ot (85" [ + a1 | G0

_;VE/C;:MW)
WZ/ <h )Ep};(_w)J“\;NQqA(—w)Uq(—w)>'EiX§(—w)
’ / 2 L VNOQ g1 (=) B (@) ()

2

A %H(qz)Eﬁh + @ YA QqAUqA
a et (1)

271_' ZM Uq/\(qo) —q/\(—CIo).

On simplifie le probléme en supposant l'invariance par renversement du temps, et donc,
comme mentionné dans la section 3.1.1.2, gy = g, = 0, Bq = th =0, et Egh | 4. On trouve
ainsi, aprés quelques lignes de calculs

I dw dw 1 ~ ox
sl = M [ 52 % on(@)Dyy (wa)o o-qu(-w) + 1 [ SevNeg (il + Qq) B,

qAN
(3.47)
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avec
V 1 ()q’ o .
Dav (@,a) = (@ = wf)n + = stRe g (a) 86 (a)° + g6 (a) g (@)
(3.48)
VN Re[~i-agh (@) 6Qq]
+ Me e (q%)
v, dre| L (g 505 v [ L 11mva2) o () o (a)
Vag oy M [e%ll (a-6Qq) (a- Q5 ) V<thH(q )q> g0 () 83- (q)

- ng(lqz)@l?e [(a-Q%) (a-QW)) +2a- (Q +6Qq) (a-Q) ]

ouVy = e/ (sooqz) est la transformée de Fourier du potentiel coulombien, et QfllA) peut étre
vu comme une charge de Born effective définie par

) _ Ve oA
QqA o \/thpn(q )quOO (q) (3-49)

La dispersion des phonons est donnée par det(D, ,» (q))=0. En plus de la dispersion sans
interaction, la premiére ligne de I'équation (3.48) contient un terme de self énergie standard
tel qu'on peut trouver dans [85]. La deuxiéme ligne nécessite la présence simultanée de
couplages scalaire et pseudoscalaire et peut étre interprété comme le couplage entre la charge
effective induite par un champ magnétique (via le diagramme VVA) et le champ électrique
effectif EP! (défini en (3.25)) induit par le couplage scalaire. Enfin, les deux derniéres lignes
correspondent aux couplage entre les charges de Born effectives induites par les interactions
électron-phonon. Notons que la présence des facteurs N et V est requise pour obtenir les
bonnes unités (D) (w, q) a 'unité d'une fréquence au carré) ainsi qu'une équation du

1/2

mouvement intensive (sachant que les couplages g3, (q) et g3, (q) sonten ~ N~1/2 et que

les charges de Born sont elles-méme des quantités intensives).

Nous sommes intéressés par les phonons optiques a grande longueur d’onde. La princi-
pale motivation réside dans leur détection possible avec les expériences de réflectivité infra-
rouge et de diffusion Raman. Notons également que les phonons acoustiques voient leur self

énergie et leurs charges effectives s'annuler a ¢ — 0, puisque goo (q — 0) = g0z (q — 0) = 0.

2

De plus, la résonance a w? = v2g? ne doit pas les affecter qualitativement du fait de leur
P Fq p q

2

dispersion w? = c2q? , avec une vitesse du son ¢; beaucoup plus petite que la vitesse de
S

Fermi.

Habituellement, les modes longitudinaux sont caractérisés par une charge de Born Q%)
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parallele a q, ol1 q est aligné avec un axe de symétrie du cristal. Inversement pour un mode
transverse, Q(*) | q.Cecin’est plus le cas en présence d’un champ magnétique qui modifie la
direction de la charge effective des phonons. Un mode de phonon originellement transverse
peut acquérir une charge qui n’est plus orthogonale a q. Un champ magnétique induit donc
une hybridation entre les modes optiques longitudinaux et transverses. Cependant, pour
mettre en évidence I'importance du champ magnétique sur le spectre des phonons, on
se concentrera sur un seul mode de phonon se couplant de fagon axial (g, # 0) avec les
électrons de Weyl. On supposera également qu’il est suffisamment éloigné en fréquence
des autres modes pour considérer seulement ce mode dans I’équation de dispersion, qui se
réduit alors a Dy, (w, q) = 0.

Si de plus ce mode est optiquement inactif sans interaction électrons-phonon (Q((]OA) = 0),
sa dispersion se réduit a

2 o1 I1(4°)q° 2 2\, VN , .
CEY T Me @\ hor V(Igoo! + 180z )+7 2Re [zgoo(q)q 5Qq} (3.50)
2 2
I(4%) 9° 2 |q-0Qq]
+ Vg (th V |g0:| _Tcell },

ottI'on a omis I'indice de mode A. Les termes en 6Qq comportent le pdle en 1/4% qui va avoir
un impact important sur la dispersion des phonons dans la région v |q| = wgq. Par ailleurs,
les termes en IT (4?) sont logarithmiques en g2 et auront pour effet principal de translater la
solution en fréquence. Dans un objectif principalement qualitatif, on les ignorera. L'équation

se simplifie alors grandement :

w® —wi+

5 502
K2Re [igoo(CI)q : 5Q2ﬂ - U‘qu‘] =0, (3.51)

1
e(P) €co
avec k = V/N/ (Me) et § = (MV.y;) . Si l'on néglige la partie dynamique de la fonction
diélectrique, (3.51) devient une équation du troisiéme ordre en w?. Bien que ¢ (4%) diverge
en log |w? — v3q?| [26,27], sa présence au dénominateur ne compense pas la divergence
due au poéle de 6Qq (w). On a pu ainsi vérifier numériquement que le facteur d’écrantage
n’apporte pas de différence qualitative au résultat illustré sur la figure (3.3). Sur cette figure,
le pole de I"anomalie chirale donne naissance a un mode w ~ vg|q|, qui découle de la
dispersion des excitations particule-trou de Weyl. Ce mode quasi-linéaire, qui est un com-
posite magnéto-électro-phononique, s"hybride avec le mode de phonon optique quand vr|q|
devient comparable a la fréquence du phonon en l’absence d’interaction. Cette hybridation
est semblable & un phonon-polariton, dont 'amplitude est en loi de puissance de § - Bo. Si
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Re(w)
A
Wo
Im(w)
“0
200
o viql
. ,vldl
Wo
Ficure 3.3 Solutions de (3.51) a ¢ (qz) = 1let §- By = —1T. Les autres parametres utilisés

sont résumés dans la section 3.2.4.2. L'effet de I’'anomalie chirale réside dans
l’anticroisement qu’on observe a v |q| = wy.

on néglige le terme linéaire en By dans I'équation 3.51 (ou si 'on suppose ggo = 0 comme

dans la figure 3.3), la séparation en fréquence entre les modes optique et quasi-linéaire

awy =vlq )2/3

évolue comme (g - By)”’". Si par contre, le terme linéaire domine, le gap en
fréquence disparait pour § - By > 0 et croit comme /|§ - Bo| pour §q - By < 01°. Cela sera

illustré dans le paragraphe suivant (voir figure 3.4).

3.2.4.2 Quelques estimations numériques

Estimons les parameétres entrant dans la dispersion des phonons (3.51) et notamment les
parametres utilisés pour la figure 3.3. Tout d’abord, on approxime la fréquence du phonon
optique a une constante wy puisque on est dans la région des grande longueurs d’onde. Pour

goo et, on utilise [ d®rY., |uge (r)|? augt:ts) ~ % e11 OU Iy est un Rydberg et ap est le rayon

de Bohr. De cette fagon, VN 00 ~ % ~ 5.10*8kg m s 2 Qo2 étant relié a by, on considere
V' Ngg, ~ b /N 00/10. Ensuite on choisi M ~ 10~2kg, v ~ 10°m s~ !, V. ~ 125A et
8 a 8 g

B
€00 ~ 10€p, ol1 € est la permittivité du vide. On peut ainsi réécrire I'équation (3.51) comme

2
wo w
W? — W2 + Ko rlq] _K -0,
0 lin™5 2 o quad ’ 2 2
w? —03q (@ — i)

10. Cela suppose qu’on regarde les fréquences positives. C’est I'inverse pour les fréquences négatives (i.e. pas
de gap pour q - By < 0)
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avec Kjjn = 1meV?T ! x q - By et Kquad = TmeV4T 2 x (q - BO)Z. On trouve également qu’a
faible champ magnétique, la partie imaginaire de la solution croit comme +/Kj;, tandis que
le terme quadratique est dominant a plus grand champ et la partie imaginaire croit alors
comme K}]l/é 4- Sur la figure 3.4 sont représentées les solutions de (3.51) pour différentes
valeurs du champ magnétique.

Re(s) Re(c)
Wo Wo
Vi | Im(w) Tm(w)
2 VEin
60
Wo - . Wq 5
Wo v]q| Wo v|q|
Re(w) Re(w)
Wo B — 12
o Im(w) ﬂ
200
L w() - 1
o vlq vlq
Re(w)
A A
SN
W, | WoT
? Im(w) ? w1
qund
Kquaa™
4
n wo 3>
wo v|q] Wo v ]q]

Ficure 3.4 Impact de 'anomalie chirale sur la dispersion des phonons. Sont représentées les
parties réelles et imaginaires des solutions de (3.51) avec les parameétres discutés
dans le texte, ainsi que q - Bp = £0.1T, £1T et £5T. Pour v |q| < wy, le mode
quasi-linéaire est doublement dégénéré. Cependant, une de ces deux solutions
est instable puisque la partie imaginaire de sa fréquence est négative. Seul les
parties imaginaires positives des modes stables sont montrées dans les encadrés.
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3.2.5 Susceptibilité du réseau et diffusion Raman

3.2.5.1 Susceptibilité du réseau

On veut ici extraire la contribution du réseau a la susceptibilité électrique. La polarisation
totale est Pq = € ()(gh + )(e) Eq ot Eq est le champ total, Xgh et x° sont les susceptibilités
induites par les phonons et les électrons, respectivement. Précisons donc qu’on s’intéresse
ici a la susceptibilité totale mesurée dans les expérience de réflectivité [109,110]. Par ailleurs,
la polarisation provenant du réseau, notée Pgh, est donnée par les termes se couplant li-
néairement au champ électrique dans l’action effective (3.43) des phonons et du champ

électromagnétique . En négligeant a nouveau les termes magnétiques, on obtient

h 1 ~ 1 eV h
Pg = qu [; (QqA (w)) Upq + Emn(qz)Eg (w)] (3.52)
_ x/ﬁlvu l; (QqA (w) +Ql (w)) qu] (3.53)

avec Q((ll)z (w) = %hviivmﬂ(qz)iq Y1 800(q)- Avec la méme action (3.43), on peut exprimer
)q en fonction du champ total Eq (w), ce qui nous donne finalement la susceptibilité

1 ~ ! ~
1o (@) = —— ¥ (Qar (@) + QU (@) DI (Q-qu + QQ&A,% (3.54)

8C>01}C€ll AN

_ V 1 /4 /s
D (@) = (95 — wgr)oaw + < [hvﬂ(qz)q2 [&ho(@)ghy" (@) + g (g (@)]  (3.55)

e wq-Bg
h27'[2 w? — Ulzqu ’

+Re | g5 (a) 80" (@)

L'équation (3.54) est similaire a I'équation (2.27) de la susceptibilité sans interaction électro-
nique. Le dénominateur comporte les charges de Born effectives apportées par le couplage
électron-phonon. Au dénominateur (on parle ici du terme D;\}\, (w)) s’ajoute un terme
de self énergie ainsi qu'un terme croisé correspondant au couplage des charges de Born
effectives provenant des interactions. Notons que les termes contenant Q apportent une
anisotropie par rapport a la direction du champ magnétique. Autrement dit, la réponse en
champ électrique est d’autant plus grande que le champ électrique entrant s’aligne avec a
By.

2

Les termes en ¢ w) contiennent également une résonance a w? = v2q2. Elle n’est
q) g q
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malheureusement pas accessible avec des mesures optiques élastiques (par réflexion ou

2 = ¢?q? avec ¢ > vf. Le régime de

transmission) puisque les photons ont une dispersion w
fréquences et de moments dans lequel apparait la résonance pourrait étre accessible avec
des mesures alternatives telles la diffusion inélastique aux rayons X ou bien la spectroscopie

par perte d’énergie électronique.

Le fait que les photons ont des moments tres petits rend négligeables les termes contenant
Q£11)3 dans la susceptibilité (3.54), puisque QEllA) s’annule quand q — 0. Ainsi, le principal effet
observable en réflectivité optique est I'induction d’une activité infrarouge par un champ
magnétique. Cela est d’autant plus flagrant si le mode de phonon concerné est inactif
infrarouge en absence de champ magnétique. Dans ce cas, 'activité infrarouge induite ne
se fait que dans la direction du champ magnétique. Dans ce cas, deux dispositions sont

pertinentes pour la mesure de réflectivité :

1. Enincidence normale, le champ incident a une polarisation parallele a la surface. On
doit donc placer le champ magnétique suivant la surface pour obtenir le maximum
de réflexion.

2. En incidence non-normale, avec le champ magnétique orthogonal a la surface, la

réflexion est d’autant plus grande que le champ incident devient parallele a la surface.

3.2.5.2 Diffusion Raman

La diffusion Raman a un phonon se définit comme la correction de la susceptibilité
électronique au premier ordre dans le déplacement du réseau [111]. Son amplitude peut
donc étre calculée par un diagramme de Feynman triangulaire, comportant deux lignes
externes de photons et une de phonon. Dans le cas d"un mode de phonon se couplant de
fagon axiale aux électrons, le tenseur Raman est lié au diagramme (3.31) par :

9% [c& (q) A¥ (k) AY (K')]
3E; (k) OE; (k') dvq ()

RY o Topuw (k, k') (3.56)
ot E (k) et E (k') sont respectivement les champs électriques incident et réfracté de mo-
ments et de fréquences k = — (win, vrkin) et k' = (wout, rkout). On notera leur polarisa-
tions & et &,yt. % (9) provient du couplage axial électron phonon (voir équation (3.13))
etq=k+k = (wq, qu) = (Wout — Win, Vrkout — Urk;y,) est la fréquence et le moment du
phonon. On s’intéressera au cas sans champ magnétique statique. La contribution de la
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partie longitudinale du diagramme VVA au tenseur Raman est

o c
TGRS (@A (DA (K) = (g) A" (A" (K) 3 eunpek K = qgng;? E(K) - B(K) + k > K]
(3.57)
ce qui devient, avec la loi de Maxwell-Faraday,

Tt @At 04" () = 25 S | () 1< x B + B [k x @)

O C [ A ~
- 87'1[:2 5(;2)%( a |:é0ut : (km X éin) - éout : (kout X éin)} E(k)E(k,>/

ol ¢, est la vitesse de la lumiere dans le matériau. On a ainsi une contribution au tenseur

Raman

ax 93 [c& (g) A (k) AV (K m da 0C2(q, R .
R0 o ToEL)V (k,k’) . [c3 (9) (k) AV (K')]  vrp/c qu c5(q, 90) (k- _kout>'(éin X @out)

ij E;j (k) 9Ej (k') dvq (w) — 872 g dvga(qo)

qui est antisymétrique sous 1'échange de &;, et &,,:. D’apres [111], dans 'approximation
ot les champs incidents et réfractés ont la méme fréquence ', la partie antisymétrique du
tenseur Raman ne peut exister qu’en présence d’'un champ magnétique. Cela semble en

contradiction avec le fait que la composante RZX(Z)

est non nulle dans un semimétal de Weyl
qui respecte la symétrie par renversement du temps (avec c2(q, go) # 0 mais ¢s(q, o) = 0).
Cependant, cette composante est proportionnelle a wq qui s’annule quand win = Woyt, levant

ainsi la contradiction.

Comme nous l'avons mentionné dans la section 3.2.3, on sait que que le pole en 1/4% de

ax(1)
R;;

puisque k? et k2 sont en général tous deux non nuls dans une mesure de type Raman. On

va étre annulé par la contribution du diagramme transverse (en se basant sur [102])

vérifie cela en regroupant tous les termes du diagramme VVA contenant le pdle en question

Sle 2k - K B k2 _ 112
walf (k k') = [wL - w(T+) 7 +w(T )qz] Ga€uvpok k.

Rappelons que w; = —4i/g> et que les facteurs de forme transverse n‘ont pas de singularité
quand 7> — 0 (a condition que k? et k> soient non nuls). En utilisant les égalités 3.34 et 3.35,

on fait un développement de Taylor en g> = 0 pour obtenir

N ; k2 k/2
Tfﬁie (k, K ) = m [k‘l In <t] > K*In <l] )] Ju€uvpork? k' + termes sans singularité en q

11. Cette approximation est en générale valable pour des photons dans le spectre visible
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Le pole de wy, a été supprimé par le terme en (s; — s2) /o dans l'expression 3.35 de w' )
Notons que cette annulation est valide seulement si 4> tend vers 0 plus vite que k? ou k2, ce

qui constitue une situation pertinente dans une expérience Raman.

Finalement, on a vu que le couplage électron-phonon axial apporte une composante

antisymétrique au tenseur Raman pouvant s’écrire

aX/a. a acg(q' qo) 1 4 k2 14 k/Z ~ A~ R R
R (& ou) o g 08—y [KIn (37 ) =K (g (Kin — Kout ) - (&in x &out)

au voisinage de g> = 0. Le pdle en en 1/4? a été perdu mais il demeure une singularité en
In (4%). L'observation de cette résonance logarithmique serait une marque du couplage entre

phonons pseudoscalaires et électrons de basse énergie dans le semimétal de Weyl.

ara 1 k2 K2 . R . .
RA (Ein, eout) X qOm I:k4 In (qz) — k/4 In (q2>:| <kjn — kout) . (ein X eout)



Chapitre 4

Etude non perturbative en champ magnétique

Dans le chapitre précédent, on a utilisé la théorie des perturbations en champ magné-
tique pour montrer que I'anomalie chirale laisse une marque observable dans la dispersion
des phonons optiques pseudoscalaires, a savoir un anticroisement avec un mode linéaire
semblable a ce que I'on observe dans un spectre phonon-polariton, mais a plus grande lon-
gueur d’onde. Cependant on négligeait 'importance du potentiel chimique et la dépendance
en champ magnétique de la fonction de polarisation Ilyy. De ce fait, le diagramme VVA
jouait le role le plus important dans l'influence des électrons sur les phonons.

A fort champ magnétique, les électrons forment une nouvelle structure électronique,
les niveaux de Landau. On a alors des bandes qui ne dispersent plus que dans la direction
du champ magnétique, et dont la dégénérescence est proportionnelle a ce champ. La forme
analytique des fonctions de polarisation est alors totalement changée. On verra que dans ce
cas, tous les diagrammes sont d’égale importance. De plus, étant donné qu’on ne considérera
que des fonctions de polarisation a deux vertex, il sera plus aisé de retrouver un formalisme
de type matiére condensée et de prendre ainsi en compte le potentiel chimique dans nos

calculs.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait 'objet de I'article [112].

79
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4.1 Electrons sous un champ magnétique statique

Nous commencerons par présenter le formalisme permettant de dériver les fonctions
de polarisation électroniques entrant dans 1'équation du mouvement des phonons. Le
propagateur électronique que nous utiliserons comportera le champ magnétique et sera

donc différent de celui du chapitre précédent (équation (3.15)).

Afin d’éviter la confusion, avertissons le lecteur que nous utilisons systématiquement
dans ce chapitre une notation dans les unités du systéme international, ce qui différera du
chapitre précédent qui présentait un langage proche de la physique des hautes énergies.
Notamment, on notera k = (v, k) la fréquence (on notera iv a la place pour les fréquences

de Matsubara) et le moment, x = (t, r) les coordonnées temporelles et spatiales.

4.1.1 Propagateur électronique de Schwinger

Nous avons déja présenté le comportement des électrons de Weyl plongés dans un
champ magnétique uniforme et statique. Les énergies propres et les états propres sont
décrits dans la section 1.2.1.2. Afin de dériver l'action effective pour les phonons comme
nous l'avons fait dans la section 3.2.1, on utilisera cette fois la fonction de Green des électrons
plongés dans un champ magnétique. Cette fonction, qu'on dénotera G, a été dérivée pour la
premiére fois par Schwinger en 1951 [113]. A cause de la présence du champ magnétique, G
n’est pas invariante par translation et on ne peut pas 'utiliser directement dans la dérivation
des fonctions de polarisation comme nous I’avons fait dans les équations (3.18)-(3.20). Fort
heureusement, dans la configuration qui nous intéresse, a savoir un champ magnétique
statique et uniforme, elle peut s’écrire de facon simplifiée comme le produit d’une phase

brisant I'invariance par translation avec une fonction G invariante par translation [114] :
G(x,x) = () g (x—x"), (4.1)

ot la phase vérifie @ (x,x') = —® (¥, x). Cela nous permettra de faire des calculs dans

'espace réciproque similairement a ce qui a été fait en (3.2.1). En effet, on pourra utiliser la

transformée de Fourier G (q, w) = (2;)4 [dtd’c G (r,t) €479, On trouve une expression



81

de G en fréquences de Matsubara dans [115,116], a potentiel chimique y fixé :

2 2 1)
G(k) = 2ie *1 % Y o l y)z) oy {(hiv + u — t,o;horky) [Ly (t) P+ — Ly—1 () P-]
n nk,

(4.2)

+2 (TZU-L . kL) L}l—l(t)}l
ot t = 2K3 (3 et L%(t) est le polyndome de Laguerre défini par

1 tp—ad” —tin+a
et 8 (et ourn > 0
Lﬁ(t) — n! dt ( ) p -

0 pourn <0
L.(t) = Lo(¢).

P+ = (1 Fsign (B) o) /2 sont les projecteurs sur une des composantes du spineur dans la
base des bandes ¢, qui est la méme base dans laquelle sont écrits les états propres (1.25). Les
indices n correspondent aux indices des niveaux de Landau. Rappelons que les spineurs
correspondant aux niveaux chiraux (n = 0) s’écrivent

(

si B pointe dans la direction + Z

si B pointe dans la direction — 2

S Rk =k O

ce qui doit correspondre avec la définition des projecteur P+ puisque la fonction de Green
associée aux niveaux de Landau chiraux (qu’on obtient en ne gardant que n = 0 dans (4.2))
doit avoir comme état propre Y2.

A la différence de la fonction de Green sans champ magnétique (équation (3.15)), G ne
respecte pas l'invariance de Lorentz. Seul la composante k, du moment selon la direction du
champ magnétique reste un bon nombre quantique. Le moment k; = (ky, k,) orthogonal
au champ est souvent qualifié de quasi-moment. On fera également attention au fait que les
énergies E, . = hopy/k2 + angz utilisées dans la définition (4.2) sont toujours positives.
Afin de simplifier les expressions, nous avons ignoré le terme de différence d’énergie entre les
noeuds de différentes chiralités. Cependant, ce terme ne fait qu’ajouter un potentiel chimique
axial —T,bp. Du fait que que la chiralité est conservée (notamment, le propagateur de phonon
commute avec la matrice de chiralité 7;), rajouter ce terme a posteriori ne pose pas de difficulté,

comme on le verra a la fin de la section 4.2.
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4.2 Action effective pour les phonons

421 Les différentes parties de |'action

Commencgons par identifier les différents ingrédients qui vont permettre d’obtenir 1’ac-

tion effective des phonons et leur dispersion.

Couplage électron-phonon

On simplifiera I’étude en considérant un systeme avec la symétrie par renversement du
temps. Ainsi seul les couplages scalaires g, (q) et g3, (q) définis dans le chapitre précédent
(équations (3.5) et (3.7)) seront pris en compte. Ainsi ’hamiltonien d’interaction électron-

phonon s’écrit

Hep = / BrEt (1) [0 (1, £) + s (0] F (1), 43)

ol Py (1,t) = V-1 Yar ei‘l'rgé\o(z) (q) vga (t) et le champ électronique de basse énergie est
défini par ses quatre composantes
t 1 t ik-r
T(TT = T E Ckor€® -
V k=a
Dans cette analyse, on néglige implicitement l'influence du champ magnétique externe sur
I'interaction électron-phonon. Autrement dit, seul les propagateurs électroniques seront
modifiés par la présence d'un champ magnétique. La prise en compte de ce dernier dans le
calcul des vertex d’interaction sort du cadre de ce travail et pourrait faire 1’objet d’études

postérieures.

Interactions électron-électron

L’hamiltonien du couplage électrostatique entre électrons s’écrit
1 - A A
Hawa =5 [ Vi —0)F ©F @§)H),

ou V(r—r') = e?/ (47ey |r|) est le potentiel de Coulomb et ¢ (r) est le champ électronique
totale (contrairement a ¥ (r) qui ne représente que les électrons de basse énergie). On ne
gardera que les électrons de basses énergies (voir équation (3.1) dans la section (3.1.1.1)).
On supposera que 'effet des bandes de haute énergie sur ’hamiltonien effectif de basse

énergie est de renormaliser la permittivité £y a une constante e, > €9. En ne gardant que les
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interactions a longue portée (c’est-a-dire dont I'inverse de la longueur d’onde est inférieure
a la séparation des noeuds de Weyl), on obtient un hamiltonien diagonal dans 1'espace de

Hilbert contenant les électrons de Weyl :
Hel el = EV ; p(—q), 4.4)

avec V (q) = ¢?/ (exq”) et p (q) = Ljij<a Lor ChgeCicrqor-

Charge de Born

Rappelons que les modes optiques longitudinaux peuvent engendrer un champ élec-
trique qui va se coupler avec la densité électronique (voir section 2.2.2). Ce couplage (appelé
couplage de Frohlich) peut étre prise en compte en remplagant la densité électronique dans
l'interaction de Coulomb (4.4) par la densité totale piot(7) = p (q) + pph (7), [85] otr

vy (00
o 0) = v, (O ia) o @

est la densité de charge effective engendrée par les phonons actifs infrarouge. On a ajouté

un facteur ¢! afin que ppn (g) soit sans unité, comme p (q).

4.2.2 Obtention de I'action effective pour les phonons

4.2.2.1 Transformation de Hubbard-Stratonovitch

La premiere étape consiste a obtenir un hamiltonien électronique quadratique. La trans-
formation de Hubbard-Stratonovitch consiste a transformer ’action électron-électron sta-
tique en ajoutant un champ auxiliaire ¢ dans la fonction de partition, a I’aide de la for-
mule [100,117]

4
exp [—i / (%4v<q>ptot<q>pm<—q>] (46)

= K//queXp{_/ (;1:;4 [Soozqz(P(ﬂl)Go(—Q) + ieg (Q)Ptot(—Q)} },

ott V est une constante que nous pourrons oublier par la suite. Le champ ¢ peut étre

interprété comme le potentiel électrique produit par les fluctuations de la densité de charge.

Bien que la relation (4.6) soit exacte, il sera nécessaire de supposer que les fluctuations
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de charge sont suffisamment faibles pour étre traitées en perturbation. Cela est justifié
si le systeme ne présente pas d’états électroniques ordonnés, ce qui est vérifié dans les

semimétaux de Weyl connus.

Le champ ¢ se couple de fagon scalaire aux électrons, exactement comme le champ ¢y

défini comme le couplage scalaire électron-phonon (voir équation (4.3)).

4.2.2.2 Intégration sur les degrés de liberté électronique

Maintenant qu’on a obtenu un hamiltonien électronique quadratique couplé avec un
champ scalaire ¢ + ie@ et un champ pseudoscalaire ¢,, on procede a I'intégration sur les
électrons exactement de la méme facon que dans la section 3.2.2 du chapitre précédent.
Rappelons tout de méme que dans le cas présent, la fonction de Green n’est plus invariante
par translation. Cependant, grace, a la propriété (4.1), le calcul de I’action effective au second

ordre est trés similaire :

38 = %Tr (G (¢po + ieq + T2¢p2) G (o + iep + T2¢-)] 4.7)
= [ @t [g (x= ) (g0 () +ieq () + g (+)) G (¥ = x) (40 () + g (x) + 7 ()]
= g ;va(q) [(9o(q) +iep(q))(go(—q) +iep(—q)) + ¢=(9)$=(—4)]

+ 35 L Tva(@) [(90(9) + ieg(0)p=(~) + (o) + iep(~))=(q)]
q

My () = ﬂ;tr 9 ()G (k+0)] 48)
Mya () = ﬂ;tr 900G (k+q) %) (@9)

Dans le cas des électrons sans champ magnétique, on avait justifié que le diagramme VA
(qui n’est rien d’autre que la fonction (4.9)) était nul. Ce n’est plus le cas. En effet, le dévelop-
pement au premier ordre de Ily4 en champ magnétique est donné par le diagramme VVA
responsable de I’anomalie chirale (voir figure 4.1). Notons cependant que lors du calcul
de ce dernier, on avait considéré un potentiel chimique nul. De plus, la transition entre le
régime a champ fort sous niveaux de Landau et le calcul perturbatif en champ magnétique

n’est pas triviale.



85

Ficure 4.1 Schématisation du développement du diagramme VA au premier ordre au champ
magnétique. Les lignes doubles (simples) dénotent des propagateurs d’électrons
en présence (absence) du champ magnétique. Le diagramme VA a I'ordre 0 en
champ magnétique est toujours nul.

Finalement, il ne reste qu’a se débarrasser du champ ¢ présent dans les actions (4.7)
et (4.6). Pour cela, il suffit de regrouper ensemble tous les termes contenant ¢ en faisant le
changement de variable

i
0 (0) = 3 (9) = 0 (a) + L0 (9) + vy (Zifc();gzlj Iva () ¢=(9) (4.10)

De cette fagon, on termine avec d'un c6té 'action pourle champ ¢ : [ (‘21:34 [8""2‘12 $(q) ¢ (—q)] ,

qui donne une constante des phonons aprées intégration sur ¢. De l'autre coté se trouve

l’action effective des phonons
1 . \2
Soh = ET;M ((zw) - wfl)

42 T (@) @) o) + 9-(0)0(~)] + TIua(g) [90(@)p(—9) + ol —)9-(0)]
q

(07" (q) + Ty (q) o (q) + TTva (q) = () (07" (=) + Tlyv (q) o (—9) + Iva (9) ¢= (—9)) }

+e?
€0t (7) 97

Apres quelques réarrangements et en considérant un seul mode de phonon couplé avec les

électrons, on obtient 'action effective
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ph _ TZZ%{ ( — wé) (4.11)
-5 [(|goo (@) + g0: (@) ) TTvv (9)

+ 2Re [g00 (q) & ()] Tva(g) — V(q) [TTvy(9)* — TIya(q)?] |go- (q) !2] (4.12)
B V<q>[ 1 |Qf -qf

E(E]) Veell e

2v/N

(T (@)1 [ (@4 0) 55 (@] + Thva (@) 1m [ (@4 0) 52 @] ) | o«
(4.13)

On remarquera que l'action effective que nous venons de dériver correspond terme par
terme a celle dérivée dans le chapitre précédent (voir équation (3.48)). Rappelons qu’on
y montrait que le diagramme VVA engendre une charge de Born effective 6Q possédant

2 = v2q>. La correspondance se fait en posant q - 6Qq = ielly4 (q) go- (q). La

un pole a w
différence la plus importante réside dans les définitions de la fonction de polarisation ITyy
et de la fonction diélectrique. Dans le chapitre précédent, on avait négligé leur rdle dans la
dispersion du phonon du fait qu’elles ne contribuaient qu’a un décalage de la fréquence de
vibration, alors que le terme lié a ’anomalie chirale, 5Q (cx I1y4), comportait une résonance.
Désormais, a fort champ magnétique, toutes les fonctions de polarisation (Ilyy et I1y,)

contiennent une résonance qui provient des niveaux de Landau chiraux.

4.2.2.3 Expressions générales des fonctions de polarisation, a by = 0

La dérivation des fonctions I'Tyy et ITy4 a by = 0 se trouve dans 1’annexe B. Ici, on se
limitera a écrire les résultats finaux que nous avons utilisés par la suite dans nos calculs

numériques :
qL B E 2 1 5
Myy(9) = = ¢ 525 2 [ Chu ) an (42 i0) + Clon (@) o (72, 0)| (4.14)
G URg;
HVA(Q) =—¢ 2 27_[2th 1w U%q% — (Zw)2 (415)

/h’(]]:k
4 hzvz Z <qi£%> 1 Z dk f ()Lh'Usz) - f ()‘/Enk/z) /\ + )L nk/
F T s

a0\ 2 n! - (Ahvpk, — A’Enk;)z — (ihw)? 2
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ouMA, AN =41et

202k, k.
AEI’lk f(A/E k/) 1 + /\A/ E“kzl:Emk’

; .

nm (qZ’ ZCU) AA//dk AE nk, — A Emk/ + iw 2
Jum (G2, iw) /dk f(AEu,) = f(NEpi) AN 2 21 vply
e e pvY AEu, — NVEpp +iw 2 EnyeEpp

2 2
n—m n—m [ 41¢5 n—m EB
Cl (@) = 94 m! Lin <2>+’"L’"1< )
nm(qj_)_ n! 2

2 2\ 2 2
q1 ¢ A i e R — ey

Ces expressions bien compliquées peuvent étre simplifiées dans certains cas particuliers.

(4.16)

Notamment, si 'on considére un phonon qui se propage paralléelement au champ magnétique
(i.e q. = 0), on trouve, a partir de (4.14) et (4.15),

Myv(s) = — 5° B 4.17)
vvig) = 27.[2th UZEIZ o (Z(U)2 ‘
FAEw)—f (/\’Enk ) o o kK, +2n€
+hUFn§>§7/dk AEn, — MEu +iw 1+ AN W /2}
(4.18)
072 VEgLiw
Mya(9) = = 5= 4

2 hoE 12 — (i)

La simplification qui a lieu vient du fait qu’avec q; = 0, seul sont permises les transitions
entre niveaux de Landau avec le méme indice n. On ne garde donc que les contributions
intrabandes (n,A) — (n,A) et interbandes (n,A) — (n, —A). Il est également important
de souligner que Ily4 ne comporte que les contributions des niveaux chiraux (n = 0). La
raison a cela est la symétrie entre les niveaux non chiraux de chiralités opposées; leurs
contributions s’annulent alors mutuellement dans Ily,. Il faut cependant étre prudent si on
prend en compte la séparation en énergie by des noeuds de Weyl, comme on le verra plus
tard dans cette sous-section.

Il est intéressant de constater que dans I'équation (4.17), ITyy peut se réécrire comme

20,2

Tt n>0

{ HVV gz, 1w, 0 —|—ZH (qz,zw \/271?106 )} (4.20)

ot IR, (g2, iw, A) est la fonction de polarisation pour les fermions de Dirac de masse A
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en une dimension. On en trouve les expressions explicites dans [118]. Dans cette situation,
chaque niveau de Landau 7 contribue indépendamment a la polarisation comme un fermion

de Dirac unidimensionnel de masse
Ay = V2nhoplg'. (4.21)

Enfin, il est important de préciser que les contributions des niveaux de Landau chiraux
(qui donnent notamment la premiére ligne de (4.17), ainsi que (4.19)) sont indépendantes
de la température, cela étant dti a la dispersion purement linéaire de ces états. Ainsi les
intégrales sur les moments électroniques k, qui apparaissent dans les calculs de ITyy et Iy,

se réduisent a

/ dk. [f (hogk.) — f (hopkl)] = —g= VT

Les résultats induits par les niveaux de Landau chiraux seront donc a considérer comme

treés peu dépendants de la température.

4.2.2.4 Fonctions de polarisation dans la limite quantique

L'autre simplification importante est de négliger les contributions de tous les niveaux
de Landau exceptées celles des niveaux de Landau chiraux. Une telle simplification est
permise lorsque le potentiel chimique croise seulement les niveaux de Landau chiraux; on
appelle cette configuration la limite quantique. Dans ce cas, les transitions électroniques
intrabandes (i.e. une transition électronique au sein d’une méme bande) sont toutes nulles,
sauf celles des niveaux chiraux. Les transitions interbandes sont quant a elle négligeables si
|y —hw| < Zﬁhvpﬁgl (dans notre cas, la fréquence w sera de 'ordre de la fréquence du

mode de phonon) et |q ]2 < £3?. Ces conditions sont illustrées sur la figure 4.2.

Les niveaux de Landau chiraux apportent les contributions

032 v2g2 @ 5
TTLLL(g) = — "B Fiz e 7 4.22
v (9) 22hoy v%q% — (iw)2 ( )
€72 . 2 2
A" (q) = —5—2 N (4.23)

- 2h0F w32 — (i)

qui possedent le méme pdle en v242 = w?. Cependant la différence de la dépendance en
moment de ITHEL et TTELE est notable : le fait que TTEAE /TIELE = g, /icw nous informe que seul
ITy4 engendre une charge effective des phonons pour |q| — 0. Cette différence sera cruciale
pour différencier la dispersion des phonons se couplant de fagon scalaire ou pseudoscalaire

aux électrons.
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Ficure 4.2 Comparaison des contributions a la polarisation provenant des différents types
de transitions électroniques dans la limite quantique, pour les niveaux de Lan-
dau au voisinage du noeud T = —1. Les fleches bleue, jaune et verte indiquent
respectivement la transition intrabande 0 — 0, la transition interbande 0 — 1, et
la transition interbande 1 — 1. La légende indique les facteurs de comparaison
entre les différents termes. Par exemple, le rapport entre la contribution 0 — 0 et
la contribution 0 — 1 est de l'ordre de €§2 /9.

4.2.2.5 Polarisations avec by # 0.

Dans la sous-section 4.2.2.3, nous avons négligé la différence d’énergie by entre les
noeuds de Weyl. Par ailleurs, dans le modele que nous avons considéré, la présence du
couplage pseudoscalaire go, requiert 1’absence de symétrie miroir dans le cristal, et est ainsi
lié a un by non nul (voir section 3.1.1.2). 1l est donc utile de montrer comment by modifie les

fonctions de polarisation électroniques, et par suite ’action effective pour les phonons.

Le découplage des électrons de chiralités opposées se traduit par le fait que I’hamiltonien
(et donc la fonction de Green) commute avec 1'opérateur 7,. L'ajout d’un terme 7, dans
I’'hamiltonien n’y change rien. On peut donc écrire une fonction de Green G; pour chaque
chiralité de fermion et de méme une polarisation Il = Tr [G;G:]. On peut alors écrire les
polarisations I1yy et ITys comme la somme et la différence des contributions I1; de chacun
des noeud de Weyl. Le terme by, revient a décaler le potentiel chimique de —7by autour de

chaque noeud. on a ainsi

(100 () + 7000 (1) | (4.24)

N[ =

[12(g) = 35 D165 (5 (k +9)] =

ol H@ (ur) et HEL?) (u<) sont les fonctions de polarisations calculées sans terme by, (qui
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ont été explicitées au début de cette section), mais avec un potentiel chimique pi = u — by
au lieu de u (y remplace le potentiel chimique dans les fonctions Gj). En suivant (4.24), on
obtient les fonctions de polarisation a by # 0 en fonction des expressions a by = 0 :

Iyv(u, bo) EHT (4.25)
_ H&& (1= bo) + T (p+bo) , TI; (1t = bo) — T3 (4 + bo)
2 2
HVA U, bo ZTH (426)

_@ﬁ%@‘h®+rﬁﬂﬂ+%)+HQJV—%)—H%JH+%)
2 2 '

Notons que dans la limite quantique, Ilyy et I1y4 sont indépendantes du potentiel
chimique. Ainsi, tant qu’on se situe dans la limite quantique, les expressions (4.22) et (4.23)
restent valides. De facon générale, la limite quantique est atteinte si le champ magnétique
est d’amplitude supérieure a

(V+%V(V—%V}
BoL = m , . 4.27
Qr . { 20%eh 20%eh (4.27)

Dans le reste de notre étude, nous ne prendrons pas en compte la variation du potentiel
chimique avec le champ magnétique. Remarquons cependant que le potentiel chimique
est en général diminué par la présence du champ magnétique (voir une explication dans
les section 6.1.2 et 6.1.3 de [116]) et que par conséquent, I'équation (4.27) est une légere
surestimation du champ a partir duquel la limite quantique est atteinte.

4.2.2.6 Polarisation et anomalie chirale

L’anomalie chirale correspond a un transfert de charge entre les électrons de chiralités
opposées. Elle est donc intrinséquement liée a la différence de polarisation entre les deux
especes d’électrons, c’est-a-dire a la fonction Ilys. Puisque ITya est toujours en facteur
du couplage pseudoscalaire g, dans l’action des phonons, I'existence de ce dernier est
indispensable pour détecter ’anomalie chirale via les phonons.

Ajoutons que seul les niveaux de Landau chiraux participent a 'anomalie chirale. On
pourra isoler ceux-ci en se placant dans la limite quantique. Dans cette situation, méme si
la fonction ITyy n'est pas directement liée a ’anomalie, sa forme analytique particuliere
marque la dominance des niveaux chiraux sur la physique du systéme.
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4.3 Dispersion des phonons

Attelons nous maintenant a 1’étude de la dispersion des phonons, en nous concentrant
par soucis de simplicité sur le cas ot la charge de Born Q%) est nulle. De plus on passera
dans les domaine des fréquences réelles. Pour ce faire, il suffit d’effectuer un prolongement
analytique iw — w + iy ol1 7 estun nombre positif infinitésimal. On utilise donc les fonctions
de polarisation retardées HISV(A) (qw) =Tlyy(a (qiv — w +in).

Jusque 13, on a négligé le fait que le temps de vie des électrons, noté 7, n’est pas infini.
Notamment, celui-ci peut diminuer lorsque ’on ajoute du désordre au matériau a cause des
diffusions des électrons par des impuretés. En toute rigueur cela devrait étre pris en compte
en calculant les corrections aux fonctions de Green électroniques et aux vertex d’interaction
induites par ces impuretés. Dans le cas des phonons optiques nous négligerons ces effets
en supposant que les échelles de fréquences optiques sont bien plus grandes que le taux
de diffusion, défini comme I' = 7~!. On ne prendra en compte I' # 0 que dans le cas des
phonons acoustiques. Cependant, on introduira I' de maniere phénoménologique, sans

calculer explicitement les corrections mentionnées précédemment.

4.3.1 Phonons optiques

La dispersion en fréquence est directement extraite de l'action effective (4.11) par

385 /6vq (w) =0
;
@ =ty o (19w @I + e (@)) T o) 428)

+2Re [go (@) g (@] TT50) — V@) [Ty (0)? = 1154 (0)2] e )}

Comme nous nous intéressons aux phonons de grandes longueurs d’onde !, on prendra
wq = wo = C* dans tous les calculs de cette section. Nous ferons également]’approximation
2 2
— _ 2 2
/M = ‘Go(z) = D2,/ (pua®)

ou Dy(;) a la dimension d’une énergie, p, est la densité massique du cristal, et a est le pas

d’un potentiel de déformation constant de tel que V ’ 800(2)

du réseau. En ce qui concerne les fonctions de polarisations, nous simplifierons la notation
en enlevant I'indice R signifiant « retardée ». Sauf mention du contraire, nous n’utiliserons

plus que les fonctions de polarisations retardées.

1. On considerera que les phonons de moments inférieurs a un dixiéme de la taille de la premiere zone de
Brillouin rentrent dans cet catégorie.
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En toute rigueur, des effets non électroniques sont susceptibles de diminuer le temps de
vie des modes des phonons, ou autrement dit, d’augmenter leurs largeurs de bande. Cela
pourrait étre pris en compte de fagon effective et ad hoc en ajoutant une partie imaginaire au
terme de gauche de I'équation (4.28) : w? — (w + inh)z. ['pn peut provenir aussi des effets
anharmoniques des vibrations du cristal que de la résolution limitée de la mesure.

On commencera par résoudre I’équation (4.28) analytiquement dans la limite quantique,
en négligeant la largeur de bande I'py, et celle apportée par la partie imaginaire de la polari-
sation électronique 2. Pour un champ magnétique intermédiaire ou un potentiel chimique
plus important, on sort de la limite quantique et on ne peut plus ignorer la partie imaginaire
des fonctions de polarisations. Dans ce cas on tracera directement la densité spectrale du
phonon définie comme

2wq

A(w,q) =Im
(w.a) (w +iTpn)? = R (q,w)

(4.29)

ol R (q,w) est égale au membre de droite de 1’équation (4.28). Les pics de la fonction
A (w, q) nous indiquent les modes propres de vibration.

4.3.1.1 Limite quantique

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur la limite quantique et ne prendre
en compte que les niveaux de Landau chiraux pour obtenir une solution analytique simple
a I’équation de dispersion (4.28). Dans un objectif de concision, on portera 1’analyse des
solutions de (4.28) dans deux cas particuliers : le cas d'un couplage purement scalaire (avec
VV/M (g00,802) = (Go,0)) et le cas d"un couplage purement axial (avecy/V /M (800, $0z) =
(0, G;)). L'équation (4.28) s’écrit alors

Iyv(q)
w? = Wi + |Go|* —L AT (4.30)
0 | | €<q)
pour le couplage purement scalaire, et
11 2
w? = w(z) + |Gz|2 ITyy(q) + VqL(q) (4.31)

e(q)

2. Dans la limite quantique, si on néglige le temps de vie fini des électrons, les fonctions de polarisations
retardées sont proportionnelles a § (v%q% - wz) ce qui ne contribue pas a la dispersion (4.28).
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dans le cas pseudoscalaire. En négligeant la partie imaginaire de la fréquence, on obtient les

fréquences propres des modes scalaires et pseudoscalaires (notés respectivement wgc et wax)

-2

2 2/ - :
(w§ —wp(q)?)" + nzfljvp v2q? |Gol* e qieg/zi } (4.32)

1
Weo = 2{0’% +wp(q)* +

2 2\2 %EZ
(wp — wp(q)?) +W0F

1 B 2
Whs = 2{“’(2) +wp(q)* £ wp(q)? |G| e qi(%/Z] } (4.33)

2 422
wp(a) = q\/ L gae (@34)

est la fréquence plasmonique, c’est-a-dire le zéro de la fonction diélectrique € (q). Celle-ci
augmente de fagon monotone avec le moment et le champ magnétique, et diminue quand

on augmente ’angle entre B et q jusqu’a devenir nul lorsque B L q.

Sans interaction (G = 0), les solutions (4.32) et (4.33) sont les fréquences de phonons et
de plasmons découplés, wy et wp. La présence du terme d’interaction crée une hybridation

des deux modes qui est maximale lorsque la condition de résonance
wo = wp (q) (4.35)

est atteinte. A cette résonance, on observe un anticroisement des fréquences (voir figure 4.3).
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Ficure 4.3 Dispersions wax+ (équation (4.32)) en lignes pleines et wsc+ (équation (4.32)) en
pointillés rouges, en fonction du moment g, (gauche) et du champ magnétique
(droite) pour un mode de phonon de fréquence wq = wp = 10meV. Les autres

2 o
Gor)| = Dg(z)/(paz) avec Dy(;) = 10eV eta = 44,

€eo = 30gp et v = 2 x 10°m.s~!, ce qui correspond & Bmax =~ 17.2T (voir équation
(4.39) pour la définition de Bmayx). Dans la figure de gauche, le champ magnétique
est fixé & 7T, elle est donc valide si Bqr, < 7T, ce qui correspond dans ce cas a
| + by| < 18.7meV. Dans la figure de droite le moment est fixé a 102w /.

parametres sont q; = 0,

Une fois que w), (q) s'éloigne de wy, I'effet des électrons sur la dispersion des phonons
2
redevient une petite correction au second ordre en ‘Go(z)

Une telle hybridation est la marque de la présence d’une charge de Born effective Qq (w)
qu’on peut identifier dans notre cas aux fonctions de polarisation et au couplage électron-

phonon par
- Qq () = ie—= 115y (q) g (@) + T (0) 0 (a)]. (4.36)

Cette équation est formellement identique a I’expression des charges de Born induites par
les électrons dérivées dans le chapitre 3, Qfll) et 6Qyq, si on définie Qq = Qfll) +0Qq (voir
les équations (3.42) et (3.49)). Cependant I'expression des fonctions de polarisation utilisées
dans (4.36) different du chapitre précédent, du fait que le champ magnétique a été inclu dans
la dispersion électronique. La différence la plus notable est dans la fonction ITyy (g) (quon
peut identifier a —I1(g%)q2/ (hvr) du chapitre 3) qui comporte ici le méme pdle que la partie
liée a 'anomalie chirale (c’est-a-dire I1y4 dans le cas présent, et 5Qq dans le chapitre 3). De

plus, ce pole est ici en w?

= 0242, alors qu'on trouvait précédemment un pole en w? = v%q>
dans 5Qgq. Ceci est lié au fait que le calcul perturbatif au premier ordre ne contient pas

I'information sur I'anisotropie induite par le champ magnétique.

Dans le cas du phonon pseudoscalaire (4.33), I'hybridation reste finie quand q — 0 alors
qu’elle est totalement écrantée dans le cas scalaire (4.32). Cette caractéristique qui implique
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une des principales différences entre les deux dispersions est illustrée sur la figure 4.3. Plus
précisément, on trouve que les séparations en fréquence dues a I’hybridation a wy = wp (q)

dans les cas scalaire et pseudoscalaire sont respectivement égales a

Go eB B

Awse =~ 374 [ oo (1 - Bmax> (4.37)
G, /eB

Awax = 224 . (4.38)

Le fait que ces décalages en fréquence sont linéaires dans le vertex électron-phonon est la

marque d’une correction non perturbative.

Précisons que, dans les équations (4.37) et (4.38), B est imposé par 1'égalité (4.35), et

atteint sa valeur maximale

T h w?
B =_- (-0 .
max ne (’U% OS2 9> (4 39)

quand |q| — 03, 6 étant I'angle entre B et q. Le désalignement de B et q (i.e. 'augmentation
de 6 de 0 vers 77/2) augmente la valeur de B a la résonance en 1/ cos? 6. Lorsque I'amplitude
du champ magnétique dépasse Bmax, la fréquence plasmonique dépasse la fréquence du
mode de phonon et la résonance n’est plus atteignable, et ce pour n'importe quelle valeur de
q. De plus, ces considérations ne sont valables que dans la limite quantique, ce qui impose
la condition sur le potentiel chimique : Bqr, < Bmax. Cependant, I'hybridation résonante est
toujours possible hors de la limite quantique, ce que nous discuterons dans la prochaine

section.

Sur la figure 4.3 gauche, le champ magnétique est bien inférieur a Bmax. On peut alors
remarquer que les séparations en fréquences Aws. et Aw,, sont similaires. Sur la figure de
droite, le moment est fixé a une petite valeur de sorte que la résonance alieu a B o~ Bpax. Dans
ce cas, Awgc est nulle, a I'inverse de Aw,y qui est maximale. Notons que Aws. est maximale

pour B = Bpax/2, ce qui correspond a vpg, = wo\/1—e 05/2/2 = wy/2+ O (4% 43).

Ceci est illustré sur la figure 4.4.

3. On peut facilement vérifier numériquement ou analytiquement que la valeur maximale de B vérifiant
(4.35) est atteinte quand |q| — 0 a condition que

7T .
Z > sin%0
%
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F1cure 4.4 Solutions de la dispersion (4.28) a wy = wp en fonction du champ magnétique B
(allant de 6T & Bmax =~ 17.2T),a 0 = 0 et différentes valeurs des couplages scalaires

(Go) et pseudoscalaires (G;). Pour chaque valeur de B, le moment vérifie 012: q> =
w3 — %E% afin de compléter la condition wy = wp. Les autres parameétres utilisés
B

sont identiques a ceux de la figure 4.3. Dans le cas du couplage pseudoscalaire
((|G0|2 , |GZ|2> /|G[* = (0,1)), la séparation en fréquence est maximum a B =
Bmax tandis que pour le couplage scalaire ((|G0|2 , |Gz |2) /|G]* = (1,0)), elle est

maximale en B = Bmax/2. Pour un couplage mixte, on observe une séparation
maximale en Bpax & moins d’avoir |Go|* > |G, |*.

Note sur une stratégie expérimentale

L'amplitude de champ magnétique pour laquelle ’anticroisement est maximal n’est
pas toujours réalisable en laboratoire. Prenons par exemple un cas ot le couplage est pseu-
doscalaire et le champ maximal atteignable, noté B*, vérifie Bor, < B* < Bmax. Il convient
alors de choisir le moment du phonon satisfaisant (4.35) avec B < B* pour observer la
séparation en fréquence la plus grande possible. Le résultat de la mesure pourrait étre
similaire a la figure 4.5 qui représente la fonction spectrale définie en (4.29). L'intérét de
rechercher la configuration avec un anticroisement Aw maximal réside dans le fait que ce
dernier doit étre supérieur a la largeur de bande I'p, pour étre détecté. Par exemple, pour
un matériau avec des paramétres typiques (0 = 10*kg.m >, 2 = 5A, v = 2 x 10°m/s et
D, = 5eV), on trouve iAw,x = 30 \/B*i(T) ueV. il'p, pouvant difficilement étre en-dessous
de 0.1meV, un champ magnétique de 'ordre de 10T ou plus serait nécessaire pour obtenir
hAwax > Tpn. Additionnellement, si le systéme comporte plusieurs paires de noeuds de
Weyl a proximité de 1'énergie de Fermi, les couplages électron-phonon s’additionnent et Aw
doit étre multiplié par /Ny, rendant la situation plus favorable pour I'observation du gap
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en fréquence. Notons que dans ce cas, on doit également multiplier B et Byax par Ny dans
les équations (4.34), (4.35) et (4.39).

45
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Ficure 4.5 Fonction spectrale de phonon (définie en (4.29)) en fonction de w/wy et du champ
magnétique (en Teslas), avec une largeur de bande 7il',;, = 0.1meV. Le moment est
fixé a |q| = 0.8 X wp/vF, faisant un angle cos 6 = 0.8 avec le champ magnétique.
Le couplage est pseudoscalaire : D, = 10eV. Les autres parametres utilisés sont
identiques a ceux de la figure 4.3.
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Ces estimations montrent que 1’hybridation plasmon-phonon induite par un champ
magnétique peut étre observé dans un systéme propre, a basse température et sous fort
champ magnétique. Néanmoins, les valeurs du gap en fréquence causé par cette hybridation
est fortement sensible aux parameétres du systeme tels le pas du réseau, la vitesse de Fermi ou
le potentiel de déformation. Une étude ab initio pour les évaluer serait fortement souhaitable

pour faire suite a cette étude.

4.3.1.2 Champ intermédiaire

Dans un semimétal de Weyl raisonnablement dopé ou dans lequel les noeuds de Weyl
sont nettement séparés en énergie, il peut étre difficile voir impossible d’atteindre la limite
quantique avec le champ magnétique généré en laboratoire. Par exemple, pour |y =+ by| =
50meV, on a Bqgp, =~ 50T. Dans cette section, on étudie la dispersion (4.28) quand B < B,
c’est-a-dire quand le niveau de Fermi croise les niveaux de Landau chiraux ainsi que quelques
niveaux de Landau non chiraux. Dans ce cas, les équations (4.22) et (4.23) ne sont plus valides,
de méme que les dispersions dérivées analytiquement dans la sous-section précédente.
D’une part les fonctions de polarisation dépendent maintenant de y et de by. D’autre part,

les niveaux de Landau non chiraux contribuent a la partie imaginaire des fonctions de
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polarisation, engendrant ainsi des régions de continuum électron-trou dans 'espace (q, w).
Les modes propres de vibration se situant dans ces régions voient leur fréquences amorties

proportionnellement au carré du couplage électron-phonon.

Dans un premier temps, nous étudions la situation ot1 q et B sont paralléles (i.e. q; = 0)
et by < p, de telle sorte qu’on négligera I'influence de by dans la dispersion. On pourra donc
utiliser les expressions (4.17) et (4.19) pour les fonctions de polarisation. De plus, les formules
analytiques [118] pour calculer (4.20) nous permettront de comprendre plus aisément nos
calculs numériques. La densité spectrale de phonon a 6§ = 0 et by = 0 est représentée
dans les figures (4.6) et 4.7. Les figures (4.6) (a) et (b) montrent qu'un anticroisement est
toujours possible quand B < Bg et la condition requise reste wp, (q = 0) < wy. En effet, la
fréquence de plasmon wp (q) est toujours une fonction monotone et croissante du moment
|q|. Cependant elle oscille autour de sa valeur a B = 0* quand B augmente, comme on peut
le voir sur la figure 4.7. De ce fait la condition d’existence de I'hybridation plasmon-phonon

pour B < Bq se traduit par une condition sur le potentiel chimique,

[ bo| S 4/ e,

4. On trouve dans la littérature [26,27,118] les expression de la polarisation ITyy (w, q) & champ magnétique

nul, ainsi que la fréquence plasmonique wyp (B = 0) =~ %a;{ (140 (hvtq?/u?)).
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F1GuRE 4.6 Densité spectrale (4.29) en fonction de w et de |q| pour un couplage purement
scalaire (a,c,e) ou purement pseudoscalaire (b,d,f). L'échelle des couleurs est
logarithmique. La vitesse de Fermi est 10>m.s 1. Les champ magnétiques et les
énergies de Fermi sont 8T et 12meV (a,b), 20T et 30meV (c,d), 35T et 30meV (e f).
Les autres parametres sont identiques & ceux utilisés pour la figure 4.3. Le lecteur
notera que les zones bleues péles correspondent aux continuums électron-trou
induits par les transitions intrabandes au sein des niveaux de Landau non chiraux.

Notons également que dans le cas particulier ott | =+ bg| ~ /Zhwy, on peut observer des
anticroisements pour plusieurs valeurs de B < Bgy, a cause des oscillations de la fréquence
de plasmon en-dessous de la limite quantique. Ceci offre donc la possibilité les oscillations
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quantiques dans le spectre de phonons optiques. Ce cas est illustré sur la figure 4.7 (b). Etant
donné que cette condition dépend finement de parameétres non contrdlables, tels la fréquence
de phonon wy, la permittivité e, ou le potentiel chimique, la situation ci-mentionnée n’est
en générale pas attendue.

2

1.5

3
31
3

0.5

5 10 15 20 25 3 0 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
B(T) B(T) B(T)

Ficure 4.7 Densité spectrale (4.29) en fonction de w et du champ magnétique a § = 0 et
by = 0, et vr |q| = wp/10. L'échelle des couleurs est logarithmique. Les énergies
de Fermi sont 10meV (a), 16meV (b) et 20meV (c). Les autres parametres sont
identiques a ceux de la figure 4.6. Le cutoff N sur les niveaux de Landau est
choisi dépendant de B. Il correspond au dernier niveau croisant le cutoff en énergie
A. Pour chaque valeur de B, on calcule donc la polarisation pour 7 allant de 0 a

Np = A%/ (2?120%652) avec le choix A = 10fiwy. Les lignes pointillées verticales
indiquent la valeur B = Bq..

Si le potentiel chimique est important, en particulier si |u| > hiwy, la fréquence du plas-
mon est haussée bien au-dessus de la fréquence du phonon et 1’hybridation plasmon-phonon
devient négligeable. Malgré cela, des signatures non triviales de la structure électronique
peuvent apparaitre dans la dispersion des phonons. Notamment, si le couplage électron-
phonon est pseudoscalaire (ce qui n’exclut pas que la partie scalaire du couplage soit nulle),
un anticroisement peut apparaitre dans la densité spectrale, juste au dessus du continuum
électron-trou, comme on peut le remarquer des les figures 4.6 (d) et (f). Ceci n’est pas dii a
I"'apparition d'un nouveau mode de plasmon (i.e. un zéro de la fonction diélectrique), mais
a des divergences logarithmiques de Iy (q, w) localisées a des fréquences”

[ A2, .
Wy (q) = vpgz4[1 — y”z (1 + 0O (%)) , (4.40)

ol A, est défini dan I'équation (4.21) et n* > 1 correspond aux niveaux de Landau croi-

5. Voir les équations (14), (15) et (16) de [118] pour 'expression de la partie réelle de la polarisa-
tion HgD). En particulier, la divergence ci-mentionnée provient du terme f3 qui diverge lorsque a; =

\/1 —4A2/ (hzwz - hzv%qg) (w/vp) +2y/p2 — A2/ (hvp) +q, =0
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sant le potentiel chimique. Ces divergences, qui proviennent des transitions intrabandes,
disparaissent une fois la limite quantique atteinte (i.e. A; > p) a cause du blocage de Pauli.
Précisons également que si plusieurs niveaux de Landau non chiraux sont au niveau de
Fermi, il est possible que seul I’anticroisement avec wj (q) soit visible puisque les autres sont
amortis par les régions de continuum électron-trou engendré par les niveaux de Landau
d’indice n > 2 (voir figure 4.6 (d)). La correction électronique a la dispersion d"un phonon
avec couplage pseudoscalaire contient Iy, dont la divergence cause un nouveau pic dans
la fonction spectrale et 1’anticroisement remarqué précédemment. Pour un couplage pu-
rement scalaire, la correction est proportionnelle a I'lyy /e (voir équation (4.30)) qui reste
fini lorsque I'lyy diverge, ce qui explique que I’anticroisement soit supprimé dans ce cas.
Cela est montré sur les figures 4.6 (c) et (e), a comparer respectivement avec (d) et (f) qui
présentent les mémes parameétres excepté un couplage pseudoscalaire. Les calculs présentés
ici ont été effectués a température nulle. Cependant, les contributions des niveaux de Landau
peuvent étre influencées par la température. Notamment, on a observé numériquement que
la visibilité des pics en w;; (équation (4.40)) n’est possible que si la température est inférieure
a I'espacement en énergie entre les niveaux de Landau, de l'ordre de 1meV x /B (T) pour
les deux premiers niveaux non chiraux.

Jusqu'ici, nous nous sommes concentrés sur le cas oit B || q et ott by = 0. Dans le cas
contraire,l’équation de dispersion (4.28) est inchangée mais on doit modifier les polarisations.
Si on prend by # 0, on doit utiliser les formules (4.25) et (4.26) pour calculer les fonctions de
polarisations. Cela n’a pas d’effet qualitatif important sur la dispersion. On notera cependant
que la variation de w, avec B < BqL peut différer du cas exposé dans les figures 4.7. Il
est par exemple possible d’avoir a la fois |y — by| < A1 mais |y + bo| > A1, auquel cas les
niveaux non chiraux gauche (|'¥,—)) sont au-dessus du niveau de Fermi tandis que les droites
(|'¥n+)) sont en-dessous. Dans ce cas, on est d'une part dans une limite quantique effective
pour les états [¥,,,) et la contribution intrabande du niveau chiral [¥¢; ) fait augmenter
wp de fagon monotone avec B. D’autre part, les croisements entre les niveaux |¥,_) et
I"énergie de Fermi procurent les oscillations montrées sur la figure 4.8. On remarquera de
plus chaque continuum qui était associé a deux niveaux de Landau symétriques (et de
chiralités opposées) se dédouble en deux continuums séparés en fréquence de by/%. On
peut voir ceci en comparant les figures 4.6 (d) et 4.8 (droite).
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Ficure 4.8 Gauche : densité spectrale (4.29) en fonction de w et du champ magnétiquea § = 0,
by = 5meV et p = 12meV. Les autres parameétres sont identiques a ceux de la fi-
gure 4.7. U'échelle des couleurs est logarithmique. La ligne pointillée verte indique
la valeur de B telle que |y — bg| = Aq tandis que la bleue indique |i + bo| = A
(ce qui est équivalent a B = Bqy,). Droite : densité spectrale A (w, |q|) avec les
mémes parameétres que pour la figure 4.6, excepté une séparation en énergie des
noeuds de Weyl non nulle : by = 2meV.

Pour 0 # 0,les formules (4.17-4.20) ne sont plus valides et (4.14-4.15) doivent étre utilisées
a la place (alliées avec (4.25-4.26) si by # 0). Cela apporte deux changements. D’une part la
fréquence de plasmon diminue de pair avec cos 6, similairement a ce qui a été observé dans
la limite quantique. D’autre part, toutes les transitions interbandes (1n,A) — (m # n,\’)
sont maintenant permises, ce qui engendre de nouvelles régions de continuum électron-trou
pouvant amortir la fréquence des phonons. Cependant, il est possible de montrer a partir des
équations (4.14) et (4.16) que les transitions n — m # n sont plus faibles que les transitions

n — n d’un facteur (q? (%) n=m],

4.3.2 Phonons acoustiques

Dans la section précédente, on a identifié 1’hybridation plasmon-phonon induite par
un champ magnétique comme une signature des fermions de Weyl. Cette hybridation
requiert que la fréquence du phonon sans interaction (wp) devienne égale a la fréquence
du plasmon pour une certaine valeur de champ magnétique ou de moment du phonon.
Une telle condition est tres difficilement réalisable avec les phonons acoustiques a grande
longueur d’onde. En effet, la vitesse du son c, est bien inférieure a vr. En particulier dans la

limite quantique, situation ot1 I’hybridation est potentiellement la plus forte, la condition
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¢s|q| = wp (q) ne peut étre satisfaite que si [cos6| < ¢s/vr ~ 1072, ce qui surpasse la

précision atteignable des expériences actuelles.

Dans cette section, on présente une théorie sur la modification de la vitesse du son par
l'interaction avec les fermions de Weyl, sous la motivation des travaux de [119] et de [120].
On montrera notamment que 1’évolution de la vitesse du son sous I'application d’'un champ
magnétique refléte d'une part la présence des niveaux de Landau chiraux, et exhibe d’autre

part des oscillations quantiques propres aux fermions de Weyl.

On se concentre sur un couplage électron-phonon purement scalaire et de type piézo-
électrique, qui est suspecté d’étre le couplage dominant dans les expériences de mesures

ultrasons actuelles. Dans un isolant piezoélectrique, la vitesse du son est donnée par [121,122]
Cs = |5+ ——, (4.41)

ol ¢p est la vitesse du son en absence de piézoélectricité (due seulement aux forces élastiques
du réseau) et d est la constante de couplage piézoélectrique . En présence d’électrons de
conduction, on doit rajouter un couplage |Go|* = (ed/¢e)* /p (voir équation (4.28)) pour

obtenir

142 1
w? = 2<c2—|—>, (4.42)
T\ o ewe(q)

expression qui a été obtenue par une approche différente dans [121,122]. L'expression (4.42)
indique que la vitesse du son diminue d’autant plus que le systéme est conducteur. Du fait
que les phonons acoustiques ont des fréquences petites comparées au taux de diffusion I’
des électrons par des impuretés, on doit prendre le temps de vie électronique fini dans la
fonction diélectrique apparaissant dans (4.42). L'approche la plus simple, et communément
employée, et de remplacer w par w + iI', ce qui malheureusement viole la conservation du
nombre de particules. Ala place, nous utilisons les résultats de [123] qui se traduisent dans

la fonction de polarisation retardée :

(a) + zF) ITyvo (q, w + zF) ITyvo (q, O)
lTHVVO (q, w + zF) + (,L)HVVO (q, 0)

ITyy (qw) = , (4.43)
ou ITyyo (q, w + iI') est la fonction de polarisation calculée en absence de désordre (c’est-
a-dire avec les équations (4.8) et (4.9)). Pour w > T, (4.43) donne le méme résultat que
I'approximation w — w + iI'. Par la suite, on considérera des phonons acoustiques pour
lesquels T >> vf |q| > w ~ ¢ |q, et *¢3 < 1. Dans ce régime, I'équation (4.43) différe dras-
tiquement de I’approximation qui ne conserve pas le nombre de particules. On supposera

6. Généralement, c’est un tenseur appelé tenseur électromécanigue. On supposera ici que c’est une constante.
4
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de plus que la largeur de bandes induite par le désordre est inférieure a la séparation entre
les premiers niveaux de Landau (vpl5"' > T, ou il < 5,/B (T)meV pour v ~ 2 x 10°m/s).
Cela nous permettra de distinguer les propriétés dues a la séparations des niveaux de

Landau dans la vitesse du son.

On commencera par montrer I'impact des niveaux de Landau chiraux sur la vitesse du
son en se plagant dans la limite quantique, puis on étudiera les oscillations quantiques dues

aux croisements des niveaux de Landau non chiraux.

4.3.2.1 Limite quantique

Dans ce régime, I1yy (q, w) est donné par I'équation (4.22). Soulignons que contraire-
ment a [Tyyg (q,w +iT) =~ Iyyo (q,iT) o« cos? 6, ITyyg (q,0) est indépendant de I’angle 6
entre le moment q et le champ magnétique. Supposons c; /vr > vr |q| /T, ce qui est parti-
culierement plausible pour des phonons des trés grande longueur d’onde (|q| ~ 100cm !
[120]). Les équations (4.22) et (4.43) ménent alors a la fonction diélectrique

T 2w %cos?6
e(qw)~1+ <1+1w> Fa%’
B

ot ] = vp/T est le libre parcours moyen électronique. Si v/al cos0/(p > /w /T, la partie
imaginaire de ¢ est bien plus grande que sa partie réelle (elle-méme supérieure a 1). Dans
ce cas, la partie piézoélectrique de la vitesse du son est fortement écrantée par les niveaux
de Landau chiraux et ¢; ~ cg. Inversement, si /al cos0/¢p < v/w/T, alors e (qw)>~1let
la vitesse du son tend vers c¢; définie en (4.41) (cs > cp). Le fait que 'on peut supprimer
la contribution des niveaux de Landau chiraux en variant 6 est une marque de 1’anomalie
chirale. En pratique, pour |q| ~ 100cm ™!, T/w est de 'ordre de 10°. On peut alors s’attendre
a trouver une vitesse du son presque égale a ¢y pour tout 6 sauf dans une région tres resserrée
autour de 7r/2. Comme montré sur la figure 4.9, cette région s’élargit si le matériau est

moins propre. C’est également le cas pour un moment de phonon plus grand.
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Ficure 4.9 Dépendance de la vitesse du son ¢, (§) = |dw/dq| en fonction de I’angle entre
le moment du phonon acoustique et le champ magnétique, dans la limite quan-
tique, pour trois valeurs différentes du taux de diffusion I'. L'axe vertical expose
Acs (8) = cs (0) — cs (0). Le pic étroit a @ = 71/2 provient des niveaux de Landau
chiraux. Sur cette figure, on a choisi B = 10T.

4.3.2.2 Champ intermédiaire et oscillations quantiques

En dehors de la limite quantique, le nombre de niveaux de Landau interceptant le
potentiel chimique varie avec le champ magnétique. Cela se traduit en oscillations quantiques
mesurables dans la vitesse du son avec des mesures ultrasonores de haute précision.

Du fait que I'amplitude des oscillations dépend fortement des parametres microsco-
piques, notamment d, e« et ¢y, il est difficile de faire une prédiction quantitative générale.

Cependant, la figure 4.10 montre que I’enveloppe des oscillations croit en B2,
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Ficure 4.10 Oscillations quantiques dans la vitesse du son, dans le cas ot le champ magné-
tique est paralléle a la direction de propagation de l'onde acoustique. Dans 1’axe
vertical, cs (B) estla vitesse du son calculée & une amplitude de champ B, et ¢5 (0)
est la vitesse du son a champ nul, extrapolée du calcul numérique quand B — 0.
La vitesse du son est ici définie comme |dw/dq| olt w est donnée par 1'équa-
tion (4.42). L'enveloppe des oscillations (en pointillés) varie comme B3/2. Les
paramétres utilisés sont |q| = 1000cm !, 4 = 10meV, T = 1meV, vr = 10°m/s,
co =2 % 10°m/s, p, = 10*%kg.m 3, 0o = 30ep , d = 3.3C.m 2 et kyT = 0.1méV.

Cette variation provient de la partie statique de la fonction de polarisation comme on va

le montrer. Pour cela, on utilise en premier lieu la formule simple de ITyyo (q, w) (équation

(4.22)) dans la limite quantique, qui permet de faire les comparaisons suivantes

RelTy v*q?
— <1 (4.44)
I, I2
ImITy v’ w
m | ~rre T <!
I\ Rell 2
(-) C VD~ 25x10°
w [T, §
T ImITy
w ReHV

o1 on a utilisé les notations simplifiées [Ty = Iyyo (q,w +il') et H(‘)/ = ITyvo (q,0). Ces
comparaisons restent valides hors de la limite quantique puisque les quantités ITy et I,

gardent les mémes ordres de grandeur. Ainsi on trouve

[y (q,w)

ngIV(g%%z+4)
~ v (4.45)

- 7




107

et par suite
1 1
e [7} TE (4.46)
e(q,w) VoITy,

Par ailleurs on peut montrer que pour q || B,

—2
___*B
Iy (g2,0) = 2m2hoF {1+ (4.47)
2y U2 — A2 1 (4p+50) Vi — A3+ horg, \ > Lo hopg. \*
n>1 An + H 6 24(A7’l + l’l)z An An

q. + 2k )}
+2 ,
Z th”lz <|qz — 2ky|

n>1

avec A, = \/Znhvpﬁgl et hork, = Re\/m. La troisieme ligne de (4.47) contient des
termes logarithmiques qui divergent quand A2 = u? + O (g2), cest-a-dire a chaque fois que
le potentiel chimique croise un niveau de Landau supplémentaire. Ces termes dominent les
autres en dehors de la limite quantique. Naturellement, la température finie empéche ces

divergences et diminue I’amplitude des pics correspondant (voir figure 4.11)

1075,

T N T=50 peV
S 5.107%} ' R --- T=0.1 meV
TIe H ,x" - T=0.2 meV
@ S N : R --- T=0.5 meV

Q O-trrﬁ;"::““;"'t::"\‘\-(-::"--.:::\.--—f:,"' T:l meV

2 4 6 8 10 12
B(T)

Ficure 4.11 Oscillations dans la vitesse du son identiques a celles présentées dans la figure
(4.10) mais calculées a différentes températures. On remarque que I'amplitude

des pics d’oscillations diminue quand la température augmente jusqu’a ce que
les oscillations deviennent difficilement visibles quand T ~ 1meV ~ fioplz 1.

On a également vérifié numériquement que le terme linéaire dans le champ magnétique
qui provient des niveaux de Landau chiraux, s’annule avec des termes de la somme sur les

contributions des autres niveaux de Landau. Cette annulation est due a la somme

2y YE TN o).

Ay +u

n>1
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H% peut donc s’écrire I19 ~ Ay + A; x B¥2 o1 Ag et A; sont des constantes. Ainsi, c’est
bien la dépendance en B3/2 de I’enveloppe des oscillations qui domine dans la vitesse du
son. Cette propriété caractéristique marque la présence de Fermions de Weyl. Notons de
plus que, dans la section suivante, on montrera analytiquement que cette dépendance en
B3/2 des pics de Iyy (q, w) ainsi que I'annulation du terme linéaire en B sont aussi valides

dans le régime olt w > vrq,.

4.3.3 Polarisation a bas champ et lien avec les résultats du chapitre 3

Comme nous "avons mentionné dans la sous-section 4.2.2.2, I’action effective des pho-
nons et leurs équations du mouvement obtenues dans ce chapitre et le précédent sont
formellement identiques. On avait cependant calculé la fonction diélectrique et la fonction
de polarisation a champ magnétique nul, ce qui est valide en réponse linéaire a faible champ,
puisque l'ordre le plus bas du développement de ITyy en B est deux (sil’effet des oscillations
quantiques est négligé). On avait ainsi négligé I'importance de I1yy dans la dynamique
des phonons puisque seul Iy, (qui était entrait dans 1’expression de la charge de Born
effective 6Q du chapitre précédent) contenait un pole. Cette approximation de réponse
linéaire n’est plus valable a fort champ puisque I'lyy possede le méme pole que I1y4 dans ce
cas. Il est également intéressant de noter que le calcul a fort champ présenté dans ce chapitre

2 2 = v2q? trouvé dans 6Q. On peut

donne un poéle de ITy4 a w? = v242 au lieu du pdle en w
retrouver cette différence entre les régimes a fort et faible champ magnétique en faisant le
développement du propagateur électronique au premier ordre en B (donné dans [116]) ou
bien en prenant la limite a faible champ de I’expression donnée par [124] (en prenant une

masse des fermions nulle) de ITy,.

Afin de justifier que le travail présenté au chapitre 3 est valide en réponse linéaire en B,
on montre que Ilyy est indépendant du champ magnétique, au premier ordre. Pour cela,
on simplifie le probléme en choisissant le régime 6§ =0, by = 0, et |q| < w < p. Dans ce
cas, I’équation (4.20) alliée aux résultats de [118] nous donne

E(4

UZqZ 5) 7)41]4
208 [1+2 ), V1—ndp +0< 5)42), (4.48)

n=1

VZ

272 (ho)?

ITyy =

avec g = thv%gz/ 2. Le premier terme, qui est linéaire en B, correspond aux niveaux
de Landau chiraux tandis que le second inclue la somme sur tous les autres niveaux. Afin
de développer le résultat (4.48) en puissance de B, on fixe dp = 1/N, out N est un entier
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2
w K
(4.49)
ot { est la fonction zeta (¢ (—1/2) ~ —0.21). La contribution non analytique provenant des

strictement positif. A partir de (4.48), on obtient alors

2u2 2q? 3 (—3 1 1
My = —+ {qu 1+ ¢ 2)+ +(’)(N5>

w? 2N3/2 16N? >

niveaux de Landau chiraux a été supprimée, et I'amplitude des pics croit en B3/2.

Dans la limite # — 0, on ne considére que les contributions interbandes a la polarisation,

ce qui donne

o 1 ¢ (5 A?
HVV(‘M_O>__WT”ZUF <3—|—ln‘w2 %

— i@ (w — qz)> + O (B?) (4.50)

ol A est le cutoff en énergie et © est la fonction de Heaviside.

Contrairement a ITyy, I1y4 garde son comportement singulier a faible champ, notam-
ment sa dépendance en B ainsi que le pole en w = vr |q], ce qui est attendu puisque Iy,
correspond au diagramme VVA a l'origine de 'anomalie chirale, dans la théorie de réponse

linéaire en champ magnétique.



Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté une étude théorique de la dynamique du réseau
dans les semimétaux de Weyl sous champ magnétique. L'objectif initial était de prédire une
empreinte observable de I’anomalie chirale présente dans les semimétaux de Weyl sur la
dynamique du réseau cristallin. Pour cela, nous avons étudié 1'effet des fermions de Weyl
sur les phonons par l'intermédiaire du couplage électron-phonon, sous I’application d'un
champ magnétique statique et uniforme. Nous avons travaillé avec un modele simplifié
d’un semimétal de Weyl en ne considérant que la dispersion linéaire des électrons de basse
énergie. De plus, nous n’avons considéré que deux types de couplages : d"une part un
couplage scalaire qui correspond a une fluctuation du potentiel chimique, d’autre part un
couplage pseudoscalaire qui correspond a la fluctuation de la différence en énergie entre
deux noeuds de Weyl de chiralités opposées. Cette derniére forme de couplage ne peut étre
apportée que par un phonon pseudoscalaire.

Dans le chapitre 3, nous avons analysé 1'influence du champ magnétique sur les phonons
optiques a grande longueur d’onde par l'intermédiaire d"une interaction entre deux champs
vecteurs et un champ axial ou pseudoscalaire. Ce couplage apparait dans I'équation du
mouvement des phonons pseudoscalaires par l'intermédiaire du diagramme triangle VVA.
En particulier, si on néglige le couplage électron-phonon de type vecteur ainsi que la partie
dynamique du champ magnétique, seul la partie longitudinale du diagramme contribue. Ce
diagramme, a l'origine de I’anomalie chirale en théorie des perturbations, donne lieu a une
charge de Born effective induite par le couplage électron-phonon et le champ magnétique.
Par conséquent, I'anomalie chirale peut étre a I'origine d"une activité infrarouge induite par
champ magnétique. La susceptibilité électrique correspondante a la particularité d’avoir
une seule composante non nulle, et ce dans la direction du champ magnétique appliqué.
Additionnellement, la charge de Born induite comporte un péle qui est essentiel a 'anomalie
chirale, mais ce pdle n’est pas atteignable avec des mesures infrarouges. Cependant, il induit
un anticroisement dans la dispersion en fréquence du phonon optique, qui peut s’observer

avec des mesures Raman de haute précision. Lamplitude de cet anticroisement augmente
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avec le champ magnétique et est maximale lorsque celui-ci est paralléle a la direction de
propagation du phonon. Enfin, la partie non longitudinale du diagramme VVA engendre
un tenseur Raman dont la résonance logarithmique, bien que non liée a ’anomalie chirale,
est due a la dispersion particuliere des fermions de Weyl.

Dans ce chapitre, nous avons choisi un semimétal avec un potentiel chimique nul, et
nous avons négligé le décalage en énergie entre les noeuds de Weyl de chiralités opposées.
Dans un tel systéme, le mode de plasmon est inexistant et 'écrantage ne joue pas de rdle
qualitatif dans la dispersion des phonons.

Dans le chapitre 4, afin d’étendre 1'étude a un champ fort et un potentiel chimique fini,
nous nous sommes placés dans le régime des niveaux de Landau pour les états électroniques.
Cela a permis d’inclure le champ magnétique de fagon non perturbative dans les fonctions
de réponse qui entrent dans la dispersion des phonons. Dans ce régime, aussi bien les
couplages scalaire que pseudoscalaire menent a des fonctions de réponse résonantes. Dans
ce cas, on a vu que les podles des fonctions de réponse sont dus a la présence des niveaux de
Landau chiraux. I en résulte que l’anticroisement auparavant associé au podle de la fonction
de réponse VVA est maintenant déterminé par le mode de plasmon. Cette hybridation
plasmon-phonon optique peut donc apparaitre pour tout type de phonon, mais seul un
couplage pseudoscalaire permet une hybridation résonante pour un phonon de moment
nul ou tres faible. C’est cette derniere caractéristique qui peut étre associée a 'existence
de I'anomalie chirale, les autres étant dues a la dispersion particuliere des fermions de
Weyl sous champ magnétique. Dans la limite quantique, ’hybridation est contrélée par
le champ magnétique et le moment du phonon, et le potentiel chimique n’influence pas
qualitativement la dispersion des phonons. Pour un champ magnétique en-dessous de la
limite quantique, des effets supplémentaires apparaissent dans la dispersion du phonon
optique pseudoscalaire. Notamment & forts champ et potentiel chimique, on observe des
anticroisements causés par les contributions intrabandes des niveaux de Landau non chiraux
aux fonctions de réponse. Ces derniers se distinguent facilement de I’anticroisement plasmon-
phonon puisqu’ils ont lieu dans la région w < vrg,, contrairement au premier qui se situe a
W > UFgs.

L'hybridation entre ondes acoustiques et le plasmon est quasiment inexistante. Cepen-
dant, les fermions de Weyl peuvent laisser des traces non triviales dans la vitesse du son.
Nous nous sommes concentrés sur la modification de la vitesse de groupe d’un phonon
acoustique due a l'interaction piezoélectrique. On a montré qu’on peut annuler la contribu-
tion des niveaux de Landau chiraux a la vitesse du son en plagant le champ magnétique
perpendiculaire a la direction de propagation du son. Dans la limite quantique, ot1 1a fonction

diélectrique est dominée par les niveaux chiraux, on peut ainsi passer de la vitesse du son
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d’un systeme métallique o1 la contribution piézoélectrique a la vitesse du son est totalement
écrantée par les électrons dans les niveaux de Landau chiraux, a celle d"un systéme isolant
(c’est-a-dire sans écrantage de la piézoélectricité des électrons de conduction) en plagant
le champ magnétique perpendiculaire a la propagation de 'onde acoustique. Hors de la
limite quantique, a faible champ, les niveaux de Landau non chiraux laissent des oscilla-
tions quantiques dans la variation de la vitesse du son en fonction du champ magnétique.

L’amplitude de ces oscillations quantiques présente une évolution caractéristique en B3/2.

La formulation utilisée dans le chapitre 4 est a priori valide pour n'importe quelle
amplitude du champ magnétique, a condition d’avoir un matériau sans trop de désordre
afin que la quantification des niveaux de Landau reste pertinente. Ces conditions ne sont en
général pas applicables a trop faible champ magnétique. Il pourrait donc étre intéressant
dans un projet futur d’étudier 1'influence du champ magnétique dans un régime semi-
classique, dans une approche similaire a [62] mais appliquée a la dynamique du réseau.

L'idée serait de combiner les formalismes de [62] et [125].

Pour complémenter nos calculs effectués dans le cadre d’'un modeéle jouet, il serait tres
utile de calculer les différents types de couplages électron-phonon dans des semimétaux de
Weyl réalistes. Notamment, nous serions intéressés de connaitre les amplitudes typiques
que pourrait prendre le couplage pseudoscalaire dans différents matériaux, couplage qui
a pris une importance particuliere dans I'influence de I’anomalie chirale sur les phonons.
Egalement, le calcul ab-initio pourrait permettre d’étudier de fagon plus précise le tenseur

Raman et les contributions résonantes des fermions de Weyl discutées au chapitre 3.



Annexes

A. Robustesse du pole de I'anomalie chirale avec le cutoff ultra-violet

Dans la section (3.2.3), nous avons utilisé les résultats de physique de haute énergie afin
d’en extraire le pole en 1/4? directement lié & I’anomalie chirale. Cependant, il faut prendre
en compte qu’en matiere condensée, le cutoff est fini a I'inverse de la situation en physique
des particules. Concretement, nous devons prendre en compte un cutoff en énergie A qui
délimite la zone de la zone de Brillouin dans laquelle la dispersion de type fermion de Weyl
est valide. Nous allons donc dériver le résultat (3.32) en prenant en compte un cutoff. On va
pouvoir ainsi montrer que le diagramme VVA longitudinal se décompose en deux termes :

1'un contient le pdle en 1/4? et I’autre tend vers 0 quand g2/ A% — 0.

Comme nous l’avons fait dans le chapitre (3), nous considérons une température et un
potentiel chimique nul. De plus, afin de présenter le calcul de la fagon la plus simple, on
utilisera une forme de Ty, (k, k') 1égerement différente de (3.32) mais équivalente a une
translation pres :

1 l:kLk/:q

— 17%

1 1 _ 5 o
}7+l%’}7—7/% with . kak’ (4.51)

Top(k K) = /p | ,

et y = 9" p,. Pour la partie longitudinale, il suffit de calculer q*T,,, (k, k). Pour cela, on com-
mence par utiliser ’astuce (y — H~'2f (7 + Ht= (y— N (p+ Ht puis l'invariance
de Ty, sous I'échange des indices p et v : Ty (k, k') = Topuy (k, k') 4 Tavu (K, k). Ensuite, on
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effectue la trace sur les matrice de Dirac pour obtenir

T (k,K') = 4i / ilp) = Al + R + [fa(p) = fo(p +K)] (4.52)
p<A
kok, — 2pok,
— LOPuV 4 [
filp) =€ b kK kiR (4.53)
falp) = 7P Kokp = 2poky (4.54)

(p—k=K)* (p+k—k)’
On utilise ensuite 'hypothese k?, k2 < A2 pour faire le développement
i

[ A0 = A = [ (#3000 + 36683,,3,, () + ghPRK09,,3,,2,,1(0) | +O(1)
p<A p<A

(4.55)
k4

ot( ) est la moyenne sur 'hypersphére (en 3D) définit par p> = A2. On procede identi-
quement pour le terme contenant f>. f1(A) et f2(A) décroissent comme et chaque dérivée
apporte un facteur en 1/ A supplémentaire. On utilise finalement les identités

(Ai) = (AiAjAL) =0

1 3 1 0o
<A1A]> = 727172 /d QAZ'A]‘ = Zgl]A
1 1
(ANAA) = 2 /d3QAiAjAkAl =1 (8ii&k + gik&j1 + Sigik) A%,

pour obtenir

» i [ 92 4 2 1 ,

AS

ce qui impliqueT,,E;,)V « gy /4%, que le cutoff A soit infini ou non. De plus le terme dominant
est indépendant de A.
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B. Dérivation des fonctions Ilyy et I1yx

Le but de cet annexe et de détailler 'origine des expressions (4.14) et (4.15) pour les fonc-
tions de polarisation apparaissant dans la dispersion de phonon. On s’attardera seulement
sur le cas ou1 by = 0 puisqu’il est expliqué dans la sous-section 4.2.2.3 comment utiliser les

expressions valides a by = 0 pour faire les calculs a by # 0.

On commence par utiliser la fonction de Green (4.2) et calculer les traces matricielles

dans les expressions

[yy (q,iw) = tr [G (k,iv) G (K, iv +iw)] (4.57)

§.
P

Iy (q,iw) = tr[G (k,iv)G (K +q,iv+iw) ], (4.58)

<= <N

E.
P

otton utilise lanotation k” = k + q. On fait ensuite la somme sur les fréquences de Matsubara

de la fagon suivante :

1 1
. 2 . . 2
w (hiv+ )" — Ex (7 (iv +iw) +p)” — Eik,z
T A N
B 4Eu E,p 5 o hiv + p — Ay hiv + hicw + p — A'Emk;
1 SOBR) - F (V)
AEwE, ST AEyw, — AN'Ep + hiw
hiv 4 p hiv + hiw + p
. 2 . . 2
w (hiv+p)” —Ex (h(iv+iw) +p)” — Efnk,z
T 1 1
T4 ZV;AZA; hiv + p — AEy, hiv + hiw +p — A'E,

1 SO —f (VEy)

4 Yy /\Enkz — /\/Emklz + hiw
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Avec A, A" = £1. Aprés un peu d’algebre, on trouve

_25 1 (k) f(AEw,) = f(MEpk)
I — e e 2(kut ) G gy : = 4.59
Vv (Q) V nm;vk ( ) AEnkz _ A/Emk’z 4w ( )
x { [Ln ")+ Ly-a ()L (t)]
AN Lk k’ [ a(O)L(#) + Ly—1(£) L1 ()] + 8k - K LY [ (HLL _(#) }
Euk. Enk:,

et

f(AEw.) = f (M Enie)

4.60
AEnkz - A/Emk’z +iw ( )

Tya(q) = e—qif%/Zl Z 672(ki+%)2€§(_1)n+m
nmAA'k

kZ +/\/ k;

Epk. Epuk:

X ho (/\ > (Lu(t) L (t") — Ly—1(£) L1 (¢"))
avec t = 2k7l£% et/ =2(k, +q L)z E‘%. Pour arriver aux résultats (4.14) et (4.15), il manque
la somme sur les quasi-moments k7 . Celle-ci se fait avec l'aide des formules intégrales sur

les polynomes de Laguerre :

(23_[)2 /dsze (kyi- ) (21(2 gZ) (2(k'l)2£%) (4.61)

-2 2\ "™ 2
= il; (—1)"* n" (qi; ) Ly (qi; ) (4.62)

et

2 2+ %) 8k, K\ L) 4 (ZkZMZB) Ly (Z(kl)zﬁé)
7T

_ (EB) nm ! q2 62 o qz Ez n—m q2 62
- 2; (=1) (n—1)!\ 2 Lo 2 ) Ln 2 )

Ces formules d’apparence non triviale ont été vérifiées numériquement. Elles ont été suppo-

sées afin que les expressions (4.14) et (4.15) finales correspondent avec les expressions de
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polarisation qu’on trouverait avec les formules de Kubo

2 f(Eﬁsz) _f(E1/1\l/k/zT)

va(q’ lw 27-[212 EZ/

(MK T| el T | AK, >|

B nn’ ) Ene — Eppor +iw
(4.63)
2 f(E1//l\k T) _f(EA/,k T )
ITya(q, iw) = Z/ dk, Z (nAk T\e’qlr\n NkLT) - 1=t
Zl% nn' v — ‘ ‘ Eﬁk T E/\’k 2 +g2T +iw
(4.64)

et les spineurs des niveaux de Landau définis dans la section 1.2.1.2 (voir équation (1.25)).
Cependant, les formules (4.63) et (4.64) ne sont pas faciles a démontrer a cause de la présence
du champ magnétique qui ne conserve pas les moments. A I'inverse, I’astuce de Schwinger,
qui consiste a séparer la fonction de Green en une phase multipliant une la fonction G
invariante par translation (voir équation (4.1)), permet d’arriver immédiatement aux formules
(4.57) et (4.58).

Il peut étre utile de faire quelques remarques concernant 1’évaluation numérique des

expressions (4.14) et (4.15) du texte principal. Premiérement on peut noter les égalités
Cim(a?) = Cin(a}) et Cina(ad) = Ciui(q? ), ainsi que

Lim (92, iw) = Ly (—q2, —iw) (4.65)
Jum (§z,iw) = Joun (—q2, —iw) (4.66)
Lim (qz,iw) = Ly (—42, iw) (4.67)
Jum (Gz,iw) = Jum (—42, iw), (4.68)

ces derniéres pouvant étre prouvées en faisant une translation du moment interne, k, —
k; — q. (pour les deux premiéres) et k, — —k, (pour les deux dernieres). Cela permet
de rassembler les termes de fréquences opposés de type Ly (42, iw) + Lim (42, —iw) dans
la somme sur les indices n et m de (4.14) et (4.15). Les dénominateurs des intégrandes
résultantes contiennent des termes quadratiques en fréquences et énergies au lieu de termes
linéaires comme il apparait dans (4.14) et (4.15). La somme numérique sur k, converge mieux

dans ce cas.

Deuxiémement, on doit fixer un cutoff dans la somme sur les indices de niveaux de
Landau. Ce dernier, noté N, dépend du champ magnétique comme Ny ~ A/ (hvpﬁgl 2,
ol A est un cutoff en énergie, indépendant du champ. Les résultats pour les fonctions de
réponse sont plus sensibles au cutoff a faible champ. A fort champ, quand les niveaux de

Landau sont bien séparés et que le potentiel chimique en croise seulement quelques uns, on
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peut choisir pour N l'indice du plus haut niveau qui croise le potentiel chimique. Dans ce
cas, ajouter quelques niveaux a la somme ne change pas qualitativement les résultats.
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