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Sommaire

Dans les métaux conventionnels comme le cuivre et l’or, le comportement des électrons est bien
décrit par les méthodes traditionnelles de la physique du solide, comme la théorie des bandes. Ce
n’est pas le cas de certains matériaux, dits fortement corrélés, dans lesquels les interactions entre
les électrons sont importantes. Ces interactions fortes peuvent mener à plusieurs phénomènes
émergents, dont le magnétisme et la supraconductivité.

Le modèle de Hubbard est l’un des modèles les plus utilisés pour l’étude des électrons fortement
corrélés. Sa formulation est d’apparence simple : ce hamiltonien est composé d’un terme d’énergie
cinétique et d’un terme d’interaction, où seules les interactions entre deux électrons se trouvant
sur un même site sont considérées. Malgré le fait qu’il s’agisse de l’une des façons les plus simples
d’inclure l’e�et des interactions électroniques, le modèle de Hubbard ne possède de solution exacte
qu’en une dimension et en dimension infinie.

Cette thèse traite de l’approche auto-cohérente à deux particules (TPSC), une méthode semi-
analytique développée pour le modèle de Hubbard en dimension supérieure à 1.

La première partie de cette thèse présente l’application de la TPSC pour l’étude des cuprates
dopés en électrons. Ces matériaux sont des supraconducteurs non-conventionnels dans lesquels
les interactions électroniques ne peuvent être négligées, d’où l’intérêt d’étudier leurs propriétés
théoriquement avec le modèle de Hubbard. Nous discutons d’abord de l’e�et du désordre dans
les cuprates dopés en électrons. Ensuite, nous appliquons la TPSC à l’étude de la résilience des
quasiparticules du liquide de Fermi et de la force des corrélations électroniques près d’un point
critique quantique antiferromagnétique.

Dans la seconde partie de cette thèse, nous présentons trois extensions de la TPSC. La première
extension consiste en l’étude du modèle d’Emery, un hamiltonien de Hubbard à trois bandes où
seul l’un des trois sites est corrélé. Il s’agit d’une première étape ouvrant la voie à l’application de la
TPSC au cas multibande non-dégénéré. Les deux autres extensions de la TPSC discutées dans cette
thèse sont la TPSC+ et la TPSC+SFM. Ces versions améliorées de la TPSC permettent entre autres
d’étendre son régime de validité à basse température pour le modèle de Hubbard bidimensionnel.
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Introduction

Le modèle de Hubbard pour les électrons fortement corrélés

Lemodèle de Hubbard a été proposé en 1963 simultanément par Kanamori [8], Gutzwiller [9] et
Hubbard [10–12]. Il s’agit de l’un des plus simples modèles permettant la description de fermions en
interaction. Dans ce modèle, les fermions peuvent se déplacer d’un site à l’autre dans un réseau avec
une amplitude de saut qui dépend de la distance entre les sites concernés. Les interactions entre les
électrons sont locales : deux électrons de spins opposés se trouvant sur un même site se repoussent,
mais n’interagissent pas s’ils se trouvent sur deux sites di�érents. Le modèle de Hubbard est une
simplification drastique de la réalité physique, puisque l’on ne considère qu’une seule orbitale et des
interactions purement locales. Malgré sa simplicité apparente, le modèle de Hubbard est devenu
central à l’étude des électrons fortement corrélés, tel que revu dans les références [13–17].

La découverte de la supraconductivité à haute température critique dans les cuprates s’est
produite une vingtaine d’années après l’introduction du modèle de Hubbard [18]. Rapidement, le
modèle de Hubbard a été considéré comme le modèle minimal permettant la description théorique
de ces matériaux aux propriétés non-conventionnelles [19]. Plus précisément, il est très courant
de modéliser les cuprates avec le modèle de Hubbard en deux dimensions sur un réseau carré.
Cette réalisation particulière du modèle de Hubbard a fait l’objet d’études extensives. Entre autres,
l’existence du pseudogap dans les régimes d’interaction faible [20–22] et forte [14, 20, 23–31] a
été montrée par une vaste gamme de méthodes numériques. L’une des définitions du pseudogap
est la perte de poids spectral à certains endroits sur la surface de Fermi. L’un des plus récents
débats entourant le modèle de Hubbard sur le réseau carré concerne la présence ou non de la
supraconductivité dans son diagramme de phase. L’utilisation combinée de plusieurs méthodes
numériques à l’état de l’art a permis de conclure que, bien que le modèle de Hubbard "pur" ne
contenant que des sauts aux premiers voisins ne présente pas de phase supraconductrice à l’état
fondamental [32], la supraconductivité est bel et bien présente dans le modèle admettant des sauts
aux seconds voisins [33].
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L’applicabilité du modèle de Hubbard à l’étude de matériaux quantiques ne se limite pas aux
seuls cuprates. Ce modèle permet entre autres de décrire la transition de Mott, une transition
entre un état métallique et un état isolant due aux interactions entre les électrons. La description
traditionnelle du comportement des électrons dans les solides est celle de la théorie des bandes,
qui di�érencie de façon simple un métal d’un isolant. Suivant cette théorie, nous considérons deux
bandes près du niveau de Fermi, soit la bande de valence et la bande de conduction. Dans un isolant,
les états de la bande de valence sont complètement occupés, et ceux de la bande de conduction sont
vacants. Les deux bandes sont séparées par une zone d’énergie interdite appelée le gap. Dans un
métal, les états de la bande de valence ne sont pas entièrement occupés. Plusieurs matériaux, dont
de nombreux oxydes de métaux de transition, sont prédits comme étant des métaux par la théorie
des bandes alors que les observations expérimentales confirment qu’ils sont plutôt des isolants [34].
La théorie des isolants de Mott a permis de comprendre que les interactions électroniques mènent à
cet état isolant [35–38]. La transition de Mott est un phénomène qu’il est possible d’étudier grâce
au modèle de Hubbard : en augmentant graduellement la force de l’interaction locale entre les
électrons, le système passe d’un état métallique à un état isolant sans que le nombre d’électrons
dans le système où la relation de dispersion ne doivent être modifiés [39].

Le modèle de Hubbard a été utilisé pour modéliser l’e�et des corrélations dans d’autres types
de réseaux, comme le réseau triangulaire [40–44]. Le réseau triangulaire est considéré comme le
modèle minimal pour l’étude des supraconducteurs organiques de la famille des BEDT. Comme
pour les cuprates, la transition de Mott, la supraconductivité non-conventionnelle et le magnétisme
sont des concepts clés dans l’étude des supraconducteurs organiques, nécessitant d’inclure les
interactions électroniques dans la modélisation théorique. Les réseaux en nid d’abeille associé au
graphène [45–52], et Kagomé [40,53–55], le réseau commun à plusieurs candidats à la phase liquide
de spins, ont également été étudiés avec le modèle de Hubbard. Ces travaux mettent en lumière,
entre autres, l’e�et réciproque des interactions électroniques, de la frustration magnétique et des
propriétés topologiques.

Le riche diagramme de phase du modèle de Hubbard et son lien avec plusieurs matériaux réels
ont motivé son étude par de nombreux groupes théoriques, mais ces travaux sont limités par un
défi intrinsèque au modèle. Malgré son apparente simplicité, le modèle de Hubbard est très di�cile
à résoudre. Une solution analytique a été fournie pour le modèle de Hubbard en une dimension en
1968 [56], soit seulement quelques années après son introduction. En dimensions supérieures, une
telle solution n’existe pas, et il est alors nécessaire de se tourner vers des méthodes numériques pour
la résolution du modèle. Une première façon de résoudre le modèle de Hubbard est de simplement
diagonaliser le hamiltonien afin d’obtenir ses états et énergies propres. Cette technique est toutefois
limitée par la taille de l’espace deHilbert. En e�et, chaque site du réseau admet quatre états distincts :
l’état sans particule |0i, les états avec une particule de spin up | "i ou down | #i, et l’état doublement
occupé | "#i. Si N est le nombre de sites dans un réseau, l’espace de Hilbert associé au modèle de
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Hubbard comporte donc 4
N états de base. Cet espace devient rapidement trop grand pour admettre

la résolution du modèle de Hubbard sur un grand réseau par diagonalisation du hamiltonien. C’est
dans ce contexte que sont nées plusieurs méthodes approximatives visant la résolution du modèle
de Hubbard.

La théorie du champ moyen dynamique (DMFT, de l’anglais dynamical mean-field theory) a été
développée au début des années 1990 [57–60]. L’approximation principale de la DMFT est que la
self-énergie, un objet mathématique qui distingue un système avec interaction de sa réciproque sans
interaction, est purement locale : elle est une quantité dynamique qui dépend de la fréquence ou du
temps, mais elle ne dépend pas de la quantité de mouvement. Cette approximation est valide en
dimensions élevées, et o�re même une solution exacte dans la limite de dimension infinie [57]. Or,
l’approximation locale n’est pas toujours appropriée pour l’étude du modèle de Hubbard en deux
dimensions, surtout dans le régime d’interaction faible où les fluctuations magnétiques à grande
longueur d’onde sont importantes. De nouvelles méthodes basées sur la DMFT ont été introduites
afin de remédier à cette limitation de l’approche : les extensions sur amas [23,61–63] et les extensions
diagrammatiques [64]. Ces extensions permettent de retrouver une certaine dépendance en quantité
de mouvement dans les observables comme le poids spectral, ce qui est nécessaire pour observer,
entre autres, le pseudogap.

Un autre paradigme numérique englobe les méthodes de Monte Carlo quantique [65–69]. Dans
ces méthodes, la fonction de partition est calculée par une intégration stochastique. Les résultats
obtenus par les approches Monte Carlo peuvent être considérés comme étant exacts dans la limite
de la précision statistique. Ces approches sont toutefois limitées par le problème de signe dans le
cas des calculs fermioniques, ce qui limite le nombre de modèles et de régimes de paramètres pour
lesquels les calculs peuvent être réalisés de façon e�cace [70].

En plus de la DMFT, un très grand nombre d’approches numériques approximatives pour le
modèle de Hubbard ont été développées au cours des années. L’une d’elles est l’approche auto-
cohérente à deux particules [71–74] (TPSC, de l’anglais two-particle self-consistent approach), que nous
aborderons extensivement dans cette thèse. L’un des progrès des dernières années a été de comparer
les résultats obtenus par plusieurs approches approximatives, incluant la DMFT et ses extensions,
aux résultats obtenus par des méthodes de Monte Carlo quantique dans des projets d’étalonnage de
grande envergure [22,75]. Ces travaux ont permis d’arriver à des consensus concernant le modèle
de Hubbard en deux dimensions, par exemple par rapport au rôle des fluctuations de spin dans le
régime d’interaction faible du modèle [22]. Enfin, ils permettent d’évaluer le degré de validité des
di�érentes approximations, et facilitent également le développement de nouvelles approches.

L’étude du modèle de Hubbard ne se limite pas aux calculs numériques. Depuis le début des
années 2000, le modèle de Hubbard est également simulé expérimentalement sur des gaz de Fermi
dans des réseaux optiques (atomes froids) [76–78]. Di�érents aspects du diagramme de phase
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ont été observés, notamment les fluctuations antiferromagnétiques [79, 80], l’antiferroaimant à
longue portée [81], et l’isolant de Mott [82,83]. De plus, la résistivité a été mesurée dans un système
d’atomes froids modélisant le modèle de Hubbard sur un réseau carré [84]. Ces mesures ont observé
le comportement de mauvais métal à haute température, où la résistivité est linéaire en température
plutôt que de saturer à une valeur constante.

Malgré la pertinence du modèle de Hubbard pour l’étude de plusieurs matériaux, une descrip-
tion plus réaliste de nombreux systèmes est faite par des hamiltoniens multi-orbitaux. C’est le cas
des cuprates, entre autres, dont la physique est mieux représentée par le modèle d’Emery [85, 86].
Le modèle de Hubbard-Kanamori, qui comporte des interactions multi-orbitales comme le couplage
de Hund, est plus adapté à la description de systèmes comme le ruthénate de strontium et les
iridates que le modèle de Hubbard [8, 87, 88]. D’autres supraconducteurs non-conventionnels,
comme les nickelates [89] et les supraconducteurs à base de fer [90, 91] sont également mieux
décrits par des modèles multi-orbitaux que par un modèle à une seule bande. Si le modèle de
Hubbard représente un défi numérique, le cas des modèles multi-orbitaux peut rapidement devenir
encore plus complexe à aborder en raison de leur nombre de degrés de liberté important.

Plan de la thèse

La quantité et la variété d’études portant sur le modèle de Hubbard ne signifie pas que tous les
problèmes l’entourant sont déjà résolus. Dans cette thèse, nous nous intéressons ainsi à la résolution
du modèle de Hubbard par l’approche auto-cohérente à deux particules (TPSC). La TPSC, que nous
décrirons plus en détail dans un chapitre suivant, est une approche numériquement e�cace et sans
paramètre ajustable. Le régime de validité de l’approche est bien délimité, ce qui nous permet tant
de l’utiliser afin d’étudier des phénomènes physiques particuliers que de nous fixer des buts clairs
par rapport à son amélioration. Le travail réalisé dans cette thèse couvre ces deux volets, comme
nous le décrivons au paragraphe suivant.

Cette thèse est divisée en trois parties. Dans la première partie, nous introduisons d’abord le
modèle de Hubbard de façon plus rigoureuse et présentons certaines notions méthodologiques du
problème à N-corps au chapitre 1. Au chapitre 2, nous présentons le formalisme de la TPSC. La
seconde partie concerne l’application de la TPSC à l’étude des cuprates dopés en électrons. Nous
présentons au chapitre 3 certains aspects expérimentaux des cuprates dopés en électrons afin de
mettre en contexte les projets présentés par la suite. Au chapitres 4 et 5, nous présentons les résultats
de deux projets distincts. Le premier projet concerne l’étude de l’e�et du désordre dans le modèle
de Hubbard et son application aux cuprates dopés en électrons. Le second projet se centre autour de
l’étude de la résilience des quasiparticules du liquide de Fermi dans certaines régions de la surface
de Fermi et sur la mesure de la force des corrélations électroniques. La troisième et dernière partie
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de la thèse porte sur des extensions de l’approche TPSC. Nous discutons des nouvelles approches
TPSC+ et TPSC+SFM au chapitre 6. Enfin, au chapitre 7, nous nous intéressons à la formulation
de la TPSC pour le modèle d’Emery, un hamiltonien multi-orbital développé spécifiquement pour
l’étude des cuprates.



Première partie

Modèle de Hubbard et approche

auto-cohérente à deux particules

6



Chapitre 1

Modèle de Hubbard et fonctions de

Green

Les résultats de cette thèse présentés aux chapitres 4, 5 et 6 sont obtenus pour le modèle de
Hubbard à une bande [8–12], que nous avons déjà introduit au chapitre précédent. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons aux aspects plusméthodologiques dumodèle deHubbard. Nous introduisons
le hamiltonien à la section 1.1. Ensuite, à la section 1.2, nous présentons les concepts de fonction de
Green, de poids spectral et de self-énergie. Nous résumons des éléments de notation à la section
1.3. Finalement, aux sections 1.4 et 1.5, nous utilisons le formalisme des dérivées fonctionnelles
pour obtenir des équations exactes pour la self-énergie et les vertex irréductibles dans le modèle de
Hubbard.

Nous considérons également dans cette thèse le modèle d’Emery, aussi appelé "modèle de
Hubbard à trois bandes" [85, 86]. Les détails de ce modèle, comme son hamiltonien et son lien avec
les cuprates, ne seront présentés qu’au chapitre 7.

Tout au long de cette thèse, nous travaillons dans des unités où les constantes de Boltzmann et
de Planck sont égales à l’unité : h̄ = kB = 1.

7
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1.1 Modèle de Hubbard à une bande

Dans cette thèse, nous étudions le modèle de Hubbard en dimension égale ou supérieure à 2

(d � 2). Le hamiltonien d’intérêt est

H = Â
k,s

ekc†

kscks + U Â
i

ni"ni#, (1.1)

où c(†)ks annihile (crée) un électron de spin s et de vecteur d’onde k, nis compte le nombre d’électrons
de spin s au site i, U est la valeur de l’interaction répulsive sur un site, et ek est la relation de
dispersion du modèle sans interaction pour un vecteur d’onde k. La relation de dispersion ek est
alors définie par

Â
k,s

ekc†

kscks = Â
i,j,s

tijc†

iscjs, (1.2)

où tij est l’amplitude de saut entre les sites i et j.

Dans le cas du modèle de Hubbard en deux dimensions sur le réseau carré, nous utilisons la
convention suivante pour les paramètres de saut : t est l’amplitude de saut aux premiers voisins, t0

aux seconds voisins, et t00 aux troisièmes voisins. La relation de dispersion pour ce modèle est

ek = �2t(cos(kxa) + cos(kya))� 4t0 cos(kxa) cos(kya)� 2t00(cos(2kxa) + cos(2kya)), (1.3)

où a est le pas du réseau. De façon générale, nous poserons le pas du réseau égal à l’unité : a = 1.

1.2 Fonctions de Green, notation et définitions

Tel que mentionné dans l’introduction de cette thèse, le modèle de Hubbard n’admet de solution
exacte qu’en une dimension et en dimension infinie. Nous avons recours à une approche approxi-
mative pour la résolution du modèle. Cette approche est basée sur le formalisme des fonctions de
Green plutôt que de la fonction d’onde. La fonction de Green permet de calculer des observables
en l’absence ou en présence d’interaction et nécessite moins de mémoire pour être entreposée
numériquement que la fonction d’onde. Dans cette section, nous définissons d’abord la fonction
de Green et la self-énergie. Nous discutons ensuite du formalisme de Matsubara pour les calculs à
température finie. Les références [92–95] o�rent des revues plus détaillées de la fonction de Green
et de son utilisation dans le cadre du problème à plusieurs corps.
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1.2.1 Fonctions de Green

Nous nous intéressons dans cette thèse à la fonction de Green à une particule en présence
d’interactions. Cette fonction de Green est définie, dans l’espace réel et en fonction du temps, par

GR
s (r, t; r0, t0) = �i

D
{crs(t), c†

r0s(t
0)}
E

q(t � t0), (1.4)

où t et t0 sont des indices de temps, et r et r0 d’espace. Le symbole h. i correspond à une moyenne
thermodynamique, et le symbole {A, B} représente l’anticommutateur des opérateurs A et B.
L’exposant R est utilisé afin de spécifier qu’il s’agit de la fonction de Green retardée, ou causale.
Enfin, la fonction q(t � t0) est la fonction de Heaviside.

Dans la représentation de Heisenberg, la dépendance temporelle des opérateurs est

crs(t) = eiHtcrse�iHt
, (1.5)

et
c†

rs(t) = eiHtc†

rse�iHt
. (1.6)

Nous nous intéressons à des cas invariants sous translation dans le temps. Par conséquent, seule
la di�érence de temps t � t0 importe. Nous considérons ainsi la fonction de Green sous la forme

GR
s (r, r0, t) = �i

D
{crs(t), c†

r0s(0)}
E

q(t). (1.7)

1.2.2 Représentations de la fonction de Green et poids spectral

Dans cette section, nous nous intéressons à des représentations particulières de la fonction de
Green qui nous permettront de définir le poids spectral. Nous débutons avec la définition d’une
base qui diagonalise le hamiltonien et dont les états sont notés |mi

(H � µN)|mi ⌘ Em|mi, (1.8)

e�i(H�µN)t
|mi = e�iEmt

. (1.9)

Dans ce qui précède, µ est le potentiel chimique et N = Âis nis l’opérateur qui compte le nombre
total de particules dans le système. Nous explicitons maintenant la moyenne dans l’ensemble grand
canonique en écrivant la trace sur les états propres du hamiltonien, avec b = 1/T la température
inverse

GR
s (r, r0, t) = �

i
Z Â

m
e�bEmhm|{crs(t), c†

r0s(0)}|miq(t). (1.10)
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Cette équation est évaluée en développant l’anticommutateur. Nous évaluons également les
opérateurs d’évolution dans le temps en insérant la relation de fermeture entre les opérateurs de
création et d’annihilation

GR
s (r, r0, t) = �

i
Z Â

mm0

e�bEm
h
ei(Em�Em0 )thm|crs|m0

ihm0
|c†

r0s|mi

+ ei(Em0�Em)thm|c†

r0s|m
0
ihm0

|crs|mi

i
q(t). (1.11)

Finalement, la dernière étape de ce développement est de faire la transformée de Fourier afin
d’obtenir la fonction de Green en fonction de la fréquence w. Nous obtenons

GR
s (r, r0, w) = �

i
Z Â

mm0

e�bEm

Z •

0

dtei(w+ih)tei(Em�Em0 )thm|crs|m0
ihm0

|c†

r0s|mi

+
Z •

0

dtei(w+ih)tei(Em0�Em)thm|c†

r0s|m
0
ihm0

|crs|mi

�
, (1.12)

) GR
s (r, r0, w) =

1

Z Â
mm0

e�bEm

"
hm|crs|m0ihm0|c†

r0s|mi

w + ih + Em � Em0

+
hm|c†

r0s|m
0ihm0|crs|mi

w + ih � Em + Em0

#
. (1.13)

L’équation obtenue ci-haut est appelée la représentation de Lehmann de la fonction de Green. Sous
cette représentation, nous pouvons voir que la fonction de Green contient des informations sur les
états excités d’un système. Dans la transformée de Fourier, l’exponentielle e�ht est introduite afin
de préserver la causalité de la fonction de Green

Afin de définir le poids spectral, nous réécrivons la fonction de Green dans la représentation de
Lehmann en y insérant une intégrale sur une fréquence w0 et des deltas de Dirac, grâce à l’identité :
f (w) =

R
dw0 f (w0)d(w0 � w).

GR
s (r, r0, w) =

Z •

�•

dw0

2p

1

Z Â
mm0

e�bEm
1

w + ih � w0

h
hm|crs|m0

ihm0
|c†

r0s|mi2pd(w0 + Em � Em0)

+hm|c†

r0s|m
0
ihm0

|crs|mi2pd(w0 + Em0 � Em)
i

.

(1.14)

L’équation obtenue ci-haut nous mène à la définition du poids spectral As(r, r0, w)

As(r, r0, w) ⌘
1

Z Â
mm0

e�bEm
h
hm|crs|m0

ihm0
|c†

r0s|mi2pd(w0 + Em � Em0)

+hm|c†

r0s|m
0
ihm0

|crs|mi2pd(w0 + Em0 � Em)
i

. (1.15)

Nous retournons maintenant à l’équation 1.14. La définition du poids spectral, jumelée à l’équa-
tion 1.14, nous mène à l’obtention d’une seconde représentation de la fonction de Green, soit la



11

représentation spectrale

GR
s (r, r0, w) =

Z •

�•

dw0

2p

As(r, r0, w)
w + ih � w0

. (1.16)

L’équation précédente peut nous donner une seconde définition plus succincte du poids spectral.
Pour y arriver, nous utilisons l’équation de Sokhatsky-Weierstrass

lim
h!0+

1

w + ih
= P

✓
1

w

◆
� ipd(w). (1.17)

En substituant l’équation de Sokhatsky-Weierstrass dans la représentation spectrale de la fonc-
tion de Green, nous obtenons une équation qui relie directement le poids spectral à la partie
imaginaire de la fonction de Green

As(r, r0, w) = �2ImGR
s (r, r0, w). (1.18)

Le poids spectral est un objet physique particulièrement intéressant : il peut être mesuré expéri-
mentalement par la photoémission résolue en angle (ARPES, de l’anglais angle-resolved photoemission

spectroscopy). En ARPES, la quantité mesurée est plus spécifiquement le produit du poids spectral
et de la distribution de Fermi-Dirac : f (w)A(k, w).

1.2.3 Self-énergie

Considérons la limite non-interagissante du modèle de Hubbard. Le hamiltonien est alors
diagonal dans la base des quantités de mouvement

H = Â
ks

ekc†

kscks. (1.19)

La fonction de Green est elle aussi diagonale dans cette base. En e�et, la dépendance en temps de
l’opérateur d’annihilation est

� i
∂cks(t)

∂t
= [H � µN, cks] = �(ek � µ)cks(t) (1.20)

) cks(t) = e�i(ek�µ)tcks. (1.21)
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À partir de cette dernière équation, nous calculons la fonction de Green dans l’espace des quantités
de mouvement

GR,0

s (k, k0
, t) = �i

D
{cks(t), c†

k0s(0)}
E

q(t),

= �ie�i(ek�µ)t
D
{cks, c†

k0s}

E
q(t),

= �ie�i(ek�µ)tdkk0q(t). (1.22)

L’exposant 0 est utilisé afin de préciser que cette fonction de Green est calculée pour le hamiltonien
sans interaction. Nous calculons maintenant sa transformée de Fourier pour obtenir la fonction de
Green qui dépend de la fréquence

GR,0

s (k, w) = �i
Z •

0

dtei(w+ih)tei(ek�µ)t
,

=
1

w + ih � ek + µ
. (1.23)

Nous pouvons alors calculer le poids spectral directement par l’équation 1.18 et la relation de
Sokhatsky-Weierstrass (équation 1.17)

As(k, w) = 2pd(w � ek + µ). (1.24)

Dans le cas avec des interactions, nous ne pouvons pas obtenir de solution si simplement puisque
nous ne connaissons pas la base des états qui diagonalisent le hamiltonien. Nous introduisons ainsi
la self-énergie, notée Ss. Cet objet mathématique relie la fonction de Green sans interaction GR,0 à
la fonction de Green avec interaction GR par le biais de l’équation de Dyson

GR
s (k, w)�1 = GR,0

s (k, w)�1
� SR

s (k, w). (1.25)

En pratique, di�érentes méthodes de résolution du modèle de Hubbard nous permettent
d’obtenir la self-énergie, et donc la fonction de Green avec interactions, à di�érents niveaux d’ap-
proximation. Il est entre autres possible de calculer cette self-énergie en théorie des perturbations.
Tel que mentionné plus tôt, la théorie du champ moyen dynamique (DMFT) est une autre façon
d’obtenir la self-énergie, cette fois en faisant l’approximation qu’elle est purement locale [57–60].

Nous considérons maintenant une image intuitive de la self-énergie [93]. Comme nous l’avons
vu à l’équation 1.24, le poids spectral en l’absence d’interaction est un delta de Dirac centré à
l’énergie propre ek (par rapport au potentiel chimique µ). Une particule dans un état de quantité
de mouvement k demeure dans cet état ; autrement dit, son temps de vie est infini. En présence
d’interactions, nous pouvons nous attendre à un élargissement du pic qui est associé à un temps de
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vie fini. Supposons que la self-énergie est une constante de la forme

SR
s (k, w) = Dek � iGk. (1.26)

Dans ce cas, par l’équation de Dyson, la fonction de Green avec interaction et le poids spectral
sont

GR
s (k, w) =

1

w + ih � ek + µ � Dek + iGk
, (1.27)

As(k, w) =
2Gk

(w � ek � Dek + µ)2 + G2

k
. (1.28)

Avec cette approximation simple de la self-énergie, le poids spectral prend la forme d’une lorent-
zienne centrée autour de l’énergie ek + Dek par rapport au potentiel chimique, avec une largeur liée
à la partie imaginaire de la self-énergie Gk. Ainsi, la partie imaginaire de la self-énergie peut être
associée à un temps de vie, tandis que sa partie réelle correspond à un déplacement du pic.

1.2.4 Calculs en temps imaginaire et en fréquences de Matsubara

Jusqu’à présent, nous avons introduit des fonctions de Green existant dans l’espace des positions,
des quantités de mouvement, du temps et des fréquences. Les résultats présentés dans cette thèse
sont toutefois obtenus dans le formalisme des fréquences de Matsubara et du temps imaginaire.
L’intérêt de travailler dans le formalisme de Matsubara est qu’il permet l’obtention de la fonction
de Green à température finie de façon plus simple, numériquement, que si nous voulions l’obtenir
directement en fréquences réelles. Le temps imaginaire est défini par

t ⌘ it. (1.29)

La définition de la fonction de Green en temps imaginaire est

G(r, r0, t) ⌘ �hTtcrs(t)c†

r0s(0)i. (1.30)

Dans ce qui précède, l’opérateur Tt est l’opérateur d’ordre chronologique. Son action est d’or-
donner les opérateurs qui suivent en ordre chronologique, tout en incluant un signe négatif lorsque
deux opérateurs fermioniques sont interchangés. Mathématiquement, l’action de l’opérateur dans
la fonction de Green est

hTtcrs(t)c†

r0s(0)i = hcrs(t)c†

r0s(0)iq(t)� hc†

r0s(0)crs(t)iq(�t). (1.31)
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L’évolution des opérateurs en temps imaginaire est

crs(t) = e(H�µN)tcrse�(H�µN)t
, (1.32)

c†

rs(t) = e(H�µN)tc†

rse�(H�µN)t
. (1.33)

La fonction de Green en temps imaginaire est antipériodique dans l’intervalle [�b, b], où
b = 1/T est l’inverse de la température T. Nous pouvons montrer cette propriété en développant la
moyenne thermodynamique et en utilisant la propriété cyclique de la trace. Commençons par le cas
où le temps imaginaire est positif (0 < t < b)

G(r, r0, t > 0) = �hcrs(t)c†

r0s(0)i,

= �
1

Z
Tr[e�b(H�µN)crs(t)c†

r0s(0)],

= �
1

Z
Tr[e�b(H�µN)e(H�µN)tcrse�(H�µN)tc†

r0s],

= �
1

Z
Tr[c†

r0se�b(H�µN)e(H�µN)tcrse�(H�µN)teb(H�µN)e�b(H�µN)],

= �
1

Z
Tr[e�b(H�µN)c†

r0scrs(t � b)],

⌘ �G(r, r0, t � b < 0). (1.34)

Nous pouvons faire un développement similaire dans le cas où le temps imaginaire est négatif
(�b < t < 0), pour lequel nous obtenons

G(r, r0, t < 0) = �G(r, r0, b � t > 0). (1.35)

La fonction de Green en temps imaginaire peut être représentée par une transformée de Fourier
particulière qui maintient son antipériodicité. Nous introduisons pour ce faire les fréquences de
Matsubara fermioniques

kn = (2n + 1)pT, (1.36)

où n est un entier positif ou négatif. Le lien entre la fonction de Green en temps imaginaire et la
fonction de Green de Matsubara est

G(r, r0, t) = T
•

Â
n=�•

e�iknt
G(r, r0, ikn), (1.37)

et la transformation inverse est

G(r, r0, ikn) =
Z b

0

dteiknt
G(r, r0, t). (1.38)
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Évidemment, les observables physiques qui dépendent de la fréquence sont mesurées expéri-
mentalement en fréquences réelles plutôt qu’imaginaires. Le passage des fréquences imaginaires
vers les fréquences réelles est appelé le prolongement analytique. La formule du prolongement
analytique relie la fonction de Green de Matsubara au poids spectral défini par l’équation 1.15

G(r, r0, ikn) =
Z •

�•

dw

2p

A(r, r0, w)
ikn � w

. (1.39)

Dans cette thèse, nous nous intéresserons également à des fonctions de corrélation qui incluent
des opérateurs bosoniques. Par exemple, la fonction de corrélation densité-densité est définie par

cnn(r, r0, t) = hTtnr(t)nr0 i � hnrihnr0 i. (1.40)

Les fonctions de corrélation bosoniques en temps imaginaire sont périodiques dans l’intervalle
t 2 [�b, b]. Par conséquent, leur transformée de Fourier est définie avec des fréquences de Matsu-
bara distinctes de celles associées au cas fermioniques. Les fréquences de Matsubara bosoniques
sont

qn = 2npT, (1.41)

où n est un entier positif ou négatif.

1.3 Notation

Dans la suite de cette thèse,nous utilisons plusieurs allègements de la notation qui sont énumérés
dans cette section.

Bosons vs fermions : Lorsque nous considérons des quantités fermioniques, nous noterons
leur quantité de mouvement par k et leurs fréquences de Matsubara par ikn. Pour les quantités
bosoniques, les quantités de mouvement seront notées q et leurs fréquences de Matsubara par iqn.

Espace réel et temps imaginaire : Plusieurs quantités seront écrites en temps imaginaire et en
espace réel. Plutôt que d’écrire, au long, A(r1, t1; r2, t2, . . . ), nous utilisons la notation simplifiée
A(r1, t1; r2, t2) ⌘ A(1, 2).

Espace réciproque et fréquences de Matsubara : Comme pour la simplification précédente,
nous utilisons la notation A(q, iqn) ⌘ A(q) pour les quantités bosoniques, et A(k, ikn) ⌘ A(k) pour
les quantités fermioniques.

Sommes et intégrales : Nous utilisons le symbole 1̄ pour signifier une somme sur tous les
indices représentés par "1" : A(1̄) = Âr1

R
dt1A(r1, t1). Généralement, cette somme n’inclut pas le
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spin ou les indices d’orbitales. Les sommes sur ces indices spécifiques seront également notées par
des symboles surmontés d’une barre : As̄ = Âs As.

Di�érences de temps imaginaire infinitésimales : Dans ce qui suit, nous nous intéressons
souvent à des quantités évaluées à temps et à position égaux. Or, en raison de la présence de
l’opérateur d’ordre chronologique dans les fonctions de corrélations, il est souvent nécessaire de
spécifierune di�érence de temps infinitésimale afin de pouvoir ordonner les opérateurs correctement.
Nous utilisons la notation (1±) pour noter une di�érence de temps imaginaire infinitésimale :
A(1+, 1) = A(r1, t1 + 0

+
; r1, t1), A(1�, 1) = A(r1, t1 � 0

+
; r1, t1).

1.4 Self-énergie dans le modèle de Hubbard

Dans cette section, nous utilisons l’approche des dérivées fonctionnelles en champ source
afin d’obtenir une expression pour la self-énergie dans le modèle de Hubbard [96, 97]. Nous
définissons d’abord une fonction de partition Z en présence d’un champ source f défini dans le
canal longitudinal, tel que f est une matrice diagonale dans l’espace des spins.

Z[f] = hTte�c†
s̄(1̄)cs̄(2̄)fs̄(1̄,2̄)

i. (1.42)

Cette fonction de partition peut être utilisée afin de définir la fonction de Green en présence d’un
champ source

Gs(1, 2)f = �
dlnZ[f]

dfs(2, 1)
, (1.43)

= �hTtcs(1)c†

s(2)if, (1.44)

où le symbole d représente une dérivée fonctionnelle. De plus, nous définissons la moyenne ther-
modynamique d’un opérateur O en présence d’un champ source f par

hOif ⌘
hTte�c†

s̄(1̄)cs̄(2̄)fs̄(1̄,2̄)Oi

Z[f]
. (1.45)

La fonction de Green d’intérêt est obtenue en posant le champ source à zéro dans l’équation 1.43,
soit

Gs(1, 2) = Gs(1, 2)f=0. (1.46)

Pour obtenir une expression pour la self-énergie dans le modèle de Hubbard, nous calculons les
équations dumouvement pour la fonction de Green Gs(1, 2)f. Cette approche nous permet d’obtenir
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l’équation suivante pour la fonction de Green

∂Gs(1, 2)f

∂t1

=� tj̄1Gs(r j̄, t1; 2)f + µGs(1, 2)f � f(1, 2̄)Gs(2̄, 2)f � d(1 � 2)

� UhTtc†

s(2)c
†

�s(1
+)c�s(1)cs(1)if. (1.47)

Nous reviendrons à cette approche au chapitre 7, où nous fournirons davantage de détails de calcul.

À partir de l’équation dumouvement pour la fonction deGreen 1.47, nous définissons la fonction
de Green non-interagissante

G
(0)
s (1, 2̄)�1 = �


∂

∂t1

dr1,r̄2
+ tr1 r̄2

� µdr1,r̄2

�
d(t̄2 � t1). (1.48)

Nous substituons cette expression pour G(0) dans l’équation du mouvement 1.47 et obtenons

G
(0)
s (1, 2̄)�1

Gs(2̄, 2) = d(1 � 2) + f(1, 2̄)Gs(2̄, 2)f

+ UhTtc†

s(2)c
†

�s(1
+)c�s(1)cs(1)if. (1.49)

À partir de l’équation 1.49 et de l’équation de Schwinger-Dyson

Gs(1, 2)�1

f = G
(0)
s (1, 2)�1

� f(1, 2)� Ss(1, 2)f, (1.50)

nous obtenons une définition implicite de la self-énergie dans le modèle de Hubbard à une bande

Ss(1, 2̄)fGs(2̄, 2)f = UhTtc†

s(2)c
†

�s(1
+)c�s(1)cs(1)if. (1.51)

1.5 Vertex irréductibles de spin et de charge

Dans cette section, nous nous intéressons aux susceptibilités de spin et de charge dans le modèle
de Hubbard. Cette étude nous mènera à la définition des vertex irréductibles de spin et de charge
pour ce modèle.

Nous définissons d’abord les opérateurs de densité et de spin. L’opérateur mesurant le nombre
d’électrons de spin s à la position r1 est noté

ns(r1) = c†

s(r1)cs(r1). (1.52)
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Lorsque nous considérons l’opérateur dépendant du temps, nous le notons plutôt

ns(r1, t1) = c†

s(r1, t1)cs(r1, t1),

⌘ ns(1), (1.53)

suivant la notation définie à la section 1.3. Par conséquent, les opérateurs de densité et de spin sont
définis par

n(1) ⌘ n"(1) + n#(1), (1.54)

Sz(1) ⌘ n"(1)� n#(1). (1.55)

Dans cette thèse, nous n’incluons pas de facteur 1/2 dans la définition de l’opérateur de spin.

Les susceptibilités de spin et de charge sont calculées à partir de fonctions de corrélations des
opérateurs définis ci-haut. Plus précisément, la susceptibilité de charge cch est

cch(1, 2) ⌘ hTtn(1)n(2)i � hTtn(1)ihTtn(2)i, (1.56)

et la susceptibilité de spin csp est

csp(1, 2) ⌘ hTtSz(1)Sz(2)i � hTtSz(1)ihTtSz(2)i. (1.57)

Nous pouvons maintenant faire un lien entre le formalisme des fonctions de Green en champ
source détaillé à la section 1.4 et les susceptibilités de spin et de charge. Nous devons d’abord
définir des susceptibilités généralisées à partir d’opérateurs rappelant l’opérateur densité défini par
l’équation 1.53, mais où nous évaluons les opérateurs de création et d’annihilation à deux temps et
positions pouvant être di�érents

ns(1, 2) ⌘ c†

s(2)cs(1), (1.58)

n(1, 2) ⌘ n"(1, 2) + n#(1, 2), (1.59)

Sz(1, 2) ⌘ n"(1, 2)� n#(1, 2). (1.60)

Nous introduisons maintenant les susceptibilités généralisées, qui sont notées c+ et c�, à l’aide
des trois définitions précédentes

c+(1, 2, 3, 4) ⌘ hTtn(1, 2)n(3, 4)i � hTtn(1, 2)ihTtn(3, 4)i,

= Â
ss0

h
hTtc†

s(2)cs(1)c†

s0(4)cs0(3)i � Gs(1, 2)Gs0(3, 4)
i

, (1.61)
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c�(1, 2, 3, 4) ⌘ hTtSz(1, 2)Sz(3, 4)i � hTtSz(1, 2)ihTtSz(3, 4)i, (1.62)

= Â
ss0

ss0

h
hTtc†

s(2)cs(1)c†

s0(4)cs0(3)i � Gs(1, 2)Gs0(3, 4)
i

. (1.63)

Dans l’équation précédente, l’index de spin s est égal à ±1 lorsqu’il est utilisé en tant que variable
dans la somme. La relation entre les susceptibilités généralisées c± et les susceptibilités de spin et
de charge csp,ch est

cch,sp(1, 2) = cch,sp(1, 1
+

; 2, 2
+). (1.64)

Les susceptibilités généralisées sont liées à des dérivées fonctionnelles de la fonction de Green
en champ source. En e�et, nous pouvons calculer

�
dGs(1, 2)f

dfs0(4, 3)
= hTtc†

s(2)cs(1)c†

s0(4)cs0(3)if � Gs(1, 2)fGs0(3, 4)f. (1.65)

Le membre de droite de cette dernière équation est identique au terme entre crochet dans les
équations 1.61 et 1.63, lorsque le champ source s’annule. Les susceptibilités généralisées peuvent
ainsi être réécrites en fonction de ces dérivées

cch(1, 2; 3, 4) = � lim
f!0

Â
s,s0

dGs(1, 2)f

dfs0(4, 3)
, (1.66)

csp(1, 2; 3, 4) = � lim
f!0

Â
s,s0

ss0
dGs(1, 2)f

dfs0(4, 3)
, (1.67)

Les équations 1.66 et 1.67 peuvent être simplifiées en raison de la symétrie d’invariance sous rotation.
Nous obtenons

cch(1, 2; 3, 4) = lim
f!0

�2


dG"(1, 2)f

df"(4, 3)
+

dG"(1, 2)f

df#(4, 3)

�
, (1.68)

csp(1, 2; 3, 4) = lim
f!0

�2


dG"(1, 2)f

df"(4, 3)
�

dG"(1, 2)f

df#(4, 3)

�
. (1.69)

Nous développons maintenant les équations précédentes en utilisant la relation suivante pour
le produit d’une fonction de Green et de son inverse

Gs(1, 3̄)fG
�1

s (3̄, 2)f = d(1 � 2). (1.70)

Il est ainsi possible de calculer la dérivée fonctionnelle de la fonction de Green en champ source à
partir de son inverse

dGs(1, 1
+)f

dfs0(2+, 2)
= �Gs(1, 3̄)f

dG�1
s (3̄, 4̄)f

dfs0(2+, 2)
Gs(4̄, 1

+)f. (1.71)
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Cette manoeuvre nous permet de substituer l’équation de Dyson 1.50 dans l’équation précédente
pour l’inverse de la fonction de Green. Nous obtenons

dGs(1, 1
+)f

dfs0(2+, 2)
= Gs(1, 2)fGs(2, 1)f + Gs(1, 3̄)f

dSs(3̄, 4̄)f

dGs̄00(5̄, 6̄)f

dGs̄00(5̄, 6̄)f

dfs0(2+, 2)
Gs(4̄, 1)f (1.72)

En insérant l’équation 1.72 dans les équations 1.68 et 1.69, les équations pour les susceptibilités de
charge et de spin peuvent être formulées selon

cch(1, 2) = �2Gs(1, 2)Gs(2, 1) + Gs(1, 3̄)Uch(3̄, 4̄; 5̄, 6̄)cch(5̄, 6̄; 2
+

, 2)Gs(4̄, 1
+), (1.73)

csp(1, 2) = �2Gs(1, 2)Gs(2, 1)� Gs(1, 3̄)Usp(3̄, 4̄; 5̄, 6̄)csp(5̄, 6̄; 2
+

, 2)Gs(4̄, 1
+). (1.74)

Dans les équations précédentes, les fonctions Usp et Uch sont les vertex irréductibles de spin et de
charge, respectivement. Ces vertex sont définis comme

Usp(3̄, 4̄; 5̄, 6̄) =
dS"(3̄, 4̄)

dG#(5̄, 6̄)
�

dS"(3̄, 4̄)

dG"(5̄, 6̄)
, (1.75)

Uch(3̄, 4̄; 5̄, 6̄) =
dS"(3̄, 4̄)

dG"(5̄, 6̄)
+

dS"(3̄, 4̄)

dG#(5̄, 6̄)
. (1.76)

Ces expressions pour les vertex Usp et Uch sont exactes. En général, les vertex peuvent dépendre du
temps (des fréquences), ainsi que de la position (des vecteurs d’onde).

1.5.1 Règles de somme pour les susceptibilités de charge et de spin

Les susceptibilités de spin et de charge respectent des règles de somme. Considérons d’abord
la susceptibilité de spin à temps nul et à positions égales, en définissant la densité électronique
moyenne n = hni = hn" + n#i

csp(r = 0, t = 0) =
D�

n" � n#

�2
E

,

=
⌦
n" + n# � 2n"n#

↵
,

= n � 2hn"n#i. (1.77)

Ce résultat exact est obtenu en imposant le principe de Pauli pour les fermions par le biais de
l’égalité : n2

s = ns. La règle de somme pour la susceptibilité de spin locale est obtenue en écrivant
l’équation précédente sous la forme de sa transformée de Fourier, soit

T
N Â

q,iqn

csp(q, iqn) = n � 2hn"n#i. (1.78)
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Des considérations similaires s’appliquent à la susceptibilité de charge. La susceptibilité de
charge locale est, en imposant une fois de plus le principe de Pauli,

cch(r = 0, t = 0) =
D�

n" + n#

�2
E
� hni2

,

=
⌦
n" + n# + 2n"n#

↵
� n2

,

= n + 2hn"n#i � n2
. (1.79)

Nous obtenons la règle de sommepour la susceptibilité de charge en réécrivant l’équation précédente
par sa transformée de Fourier

T
N Â

q,iqn

cch(q, iqn) = n + 2hn"n#i � n2
. (1.80)

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le modèle de Hubbard à une bande. Nous avons obtenu
plusieurs résultats exacts pour ce modèle, notamment pour la self-énergie, les vertex irréductibles
ainsi que les susceptibilités de spin et de charge. Nous n’avons toutefois pas résolu le problème
en son entièreté : bien que nous ayons des équations pour les quantités physiques d’intérêt, nous
n’avons pour l’instant pas de façon de les résoudre en deux dimensions. Nous revenons ainsi au
problème mentionné au début de ce chapitre, soit la nécessité d’utiliser une méthode approximative
pour résoudre le modèle de Hubbard.

Les méthodes approximatives pour le modèle de Hubbard peuvent respecter ou non les règles
de somme introduites dans la dernière section aux équations 1.78 et 1.80. Une méthode qui satisfait
ces règles de somme garantit par le fait même que le principe de Pauli est respecté. C’est le cas de
l’approche auto-cohérente à deux particules, la méthode pour le modèle de Hubbard dont il est
question dans cette thèse. Cette approche sera discutée en détail dans la section suivante.



Chapitre 2

TPSC pour le modèle de Hubbard à une

bande

Dans ce chapitre, nous introduisons l’approche auto-cohérente à deux particules, ou TPSC. Il
s’agit d’une méthode pour le modèle de Hubbard qui est centrale à cette thèse. Avant de passer à
la description détaillée du formalisme à la section 2.2, nous débutons ce chapitre par une courte
introduction à la méthode, ses applications, ses propriétés, ses limitations et ses extensions. Des
revues détaillées de la méthode sont disponibles dans les références [74,98, 99].

2.1 Introduction à l’approche TPSC

La TPSC est une méthode qui a d’abord été formulée pour le modèle de Hubbard à une bande
[71–74]. Dans cette méthode, les susceptibilités de spin et de charge prennent une forme similaire
à celles de l’approche RPA, mais incluent des vertex de spin Usp et de charge Uch renormalisés :
Usp 6= Uch 6= U

cRPA
sp,ch =

c0

1 ⌥
U
2

c0

, (2.1)

cTPSC
sp,ch =

c0

1 ⌥
Usp,ch

2
c0

(2.2)

Les susceptibilités de spin et de charge contribuent à la self-énergie en TPSC, qui dépend alors de la
quantité de mouvement ainsi que de la fréquence. La TPSC est une approche valide pour l’étude du
régime d’interaction faible à intermédiaire du modèle de Hubbard. Dans ce régime, les fluctuations
de spin à grande longueur d’onde jouent un rôle crucial. Leur e�et est bien représenté par la TPSC.

22
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Les résultats de la méthode ont d’ailleurs été comparés de façon systématique à des simulations
Monte Carlo, ce qui a permis de bien délimiter son régime de validité [5, 22, 71–74,99–101].

La TPSC présente plusieurs propriétés intéressantes (pour une liste détaillée, voir la revue [99]).
D’abord, cette approche non-perturbative satisfait le principe de Pauli et les règles de somme pour
les susceptibilités de spin et de charge introduites au chapitre précédent. Elle respecte également le
théorème de Mermin-Wagner (selon lequel les transitions de phase brisant une symétrie continue
sont interdites en dimensions plus petites ou égales à 2) et les lois de conservation du spin et de
la charge. La TPSC présente une cohérence entre des quantités à une et à deux particules, soit
la self-énergie, la fonction de Green et la double occupation. Notons de plus que la TPSC est la
première méthode ayant permis la description quantitative du pseudogap antiferromagnétique du
modèle de Hubbard en deux dimensions par le biais du critère de Vilk [21, 22, 74]. Grâce à cette
méthode, il a été prédit que le pseudogap antiferromagnétique présent dans le diagramme de phase
des cuprates dopés en électrons peut lui aussi être décrit par le critère de Vilk [21]. Cette prédiction
a été vérifiée expérimentalement pour le cuprate dopé en électron Nd2�xCexCuO4 [102]. Nous
discuterons davantage des cuprates dopés en électrons au chapitre 3.

L’approche TPSC a été appliquée à l’étude de plusieurs aspects du modèle de Hubbard. Tel que
revu dans l’introduction de la référence [5], la méthode a été utilisée pour étudier la supraconduc-
tivité non-conventionnelle [103–107], les propriétés magnétiques du modèle de Hubbard à deux
et trois dimensions [108–111], le modèle de Hubbard attractif (U < 0) [101,112], la conductivité
optique [113], et les atomes froids [114]. Deux applications de la TPSC font l’objet de chapitres dans
cette thèse : l’étude de l’e�et du désordre dans le modèle de Hubbard par la TPSC est présentée au
chapitre 4 [2], et l’étude de la persistance des quasiparticules du liquide de Fermi dans certaines
zones de la surface de Fermi est présentée au chapitre 5 [1].

La TPSC présente évidemment certaines limitations. D’abord, elle ne permet pas de décrire
la transition de Mott et n’est valide que dans les régimes d’interaction faible à intermédiaire du
modèle de Hubbard. De plus, sa principale limitation est que son domaine de validité est limité en
deux dimensions : la méthode n’est pas valide à très basse température dans le régime classique
renormalisé. Nous discuterons du régime classique renormalisé et de cette limitation de la TPSC au
chapitre 6.

Depuis sa première formulation, la TPSC a été étendue pour être appliquée au modèle de
Hubbard étendu [115–117], à des modèles multi-orbitaux [105,118–120] et multi-sites [106,121–
123]. L’approche a de plus été adaptée au problème hors-équilibre [124] et a été utilisée pour
complémenter des calculs réalistes par la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT, pour density
functional theory en anglais) [106,119,125].

Les extensions de la TPSC sont rendues possibles par di�érents facteurs. L’une de ces raisons
est que le coût numérique d’un calcul TPSC est très faible : avec une implémentation optimisée, il
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est possible de réaliser un calcul sur un réseau en deux dimensions de 512 ⇥ 512 sites en quelques
secondes à peine sur un ordinateur personnel. Nous avons fourni une implémentation e�cace de la
TPSC en ligne [126]. Un autre facteur facilitant l’extension de la TPSC est que le formalisme de la
méthode peut être directement généralisé à di�érents hamiltoniens – bien qu’une telle généralisation
ne soit pas toujours sans défi. Au chapitre 7, nous présentons notre propre généralisation de la TPSC
au hamiltonien d’Emery (modèle de Hubbard à trois bandes). Nous y verrons que les étapes du
formalisme de la TPSC, que nous présentons à la section 2.2 de ce chapitre, peuvent être transposées
directement à ce hamiltonien di�érent.

Finalement, de récents travaux ont mené à des améliorations notables de la méthode dans
certains régimes de paramètre. La première amélioration de la TPSC, appelée TPSC+DMFT, est une
approche mixte qui inclut les fluctuations à grande longueur d’onde obtenues par la TPSC dans un
calcul DMFT. Cette approche a été développée simultanément pour le modèle de Hubbard à une
bande [5] et pour le modèle de Hubbard-Kanamori multi-orbital [127]. Elle a ensuite été étendue
au problème hors-équilibre [128]. Il a été montré que, pour le modèle de Hubbard à une bande, la
TPSC+DMFT permet de mieux reproduire les résultats obtenus par des simulations Monte Carlo
à basse température. Nous reviendrons à cette approche au chapitre 7 dans le cadre de l’étude
du modèle d’Emery. La seconde amélioration de la TPSC est la TPSC+, ainsi que sa variante la
TPSC+SFM [3,22]. Ces deux approches, détaillées au chapitre 6, étendent le domaine de validité
de la TPSC dans le régime classique renormalisé du modèle de Hubbard en deux dimensions.

2.2 Description détaillée de la méthode

Dans cette section, nous détaillons le formalisme de la TPSC. Les sous-sections 2.2.1, 2.2.2 et
2.2.4 suivent le formalisme présenté, entre autres, aux références [98, 99]. La sous-section 2.2.3,
où nous présentons une analyse détaillée de l’ansatz TPSC et des conséquences de la symétrie
particule-trou, contient des résultats originaux.

2.2.1 Ansatz et premier niveau d’approximation

Le point de départ de l’approche TPSC est l’équation 1.51 définissant la self-énergie dans le mo-
dèle de Hubbard. L’approche TPSC se base sur une factorisation de type Hartree-Fock de l’équation
1.51, dans laquelle nous introduisons une fonctionnelle Af. Ce premier niveau d’approximation
sera dénoté par l’exposant (1). Nous obtenons ainsi

S(1)
s (1, 2̄)fG

(1)
s (2̄, 2)f = AfG

(1)
�s(1, 1

+)fG
(1)
s (1, 2)f, (2.3)
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L’équation 2.3 peut être utilisée afin de définir le vertex de spin irréductible en utilisant la définition
de l’équation 1.75. Grâce à l’invariance par rotation qui annule les dérivées de la fonctionnelle Af⇣

∂Af

∂G"
=

∂Af

∂G#

⌘
, nous obtenons

Usp(3̄, 4̄; 5̄, 6̄) = Af=0d(3̄ � 5̄)d(3̄ � 6̄)d(3̄ � 4̄). (2.4)

Dans l’approche TPSC, nous imposons de plus que l’équation 1.51 soit satisfaite exactement à
temps égaux et à positions égales, soit

Ss(1, 2̄)fGs(2̄, 1
+)f = Uhn"(1)n#(1)if. (2.5)

Les équations 2.5 et 2.3 devant être satisfaites simultanément, nous obtenons une équation pour
la fonctionnelle Af

Af = U
hn"(1)n#(1)if

hn"(1)ifhn#(1)if
. (2.6)

Par conséquent, le vertex de spin défini en posant le champ source à zéro Usp ⌘ Af=0 est

Usp = U
hn"n#i

hn"ihn#i
. (2.7)

En TPSC, le vertex de spin est ainsi local en temps et en position. Il est d’usage de référer à l’équation
2.7 reliant Usp à la double occupation en tant que "l’ansatz de la TPSC". Cet ansatz est inspiré des
travaux de Singwi [129,130], et a été trouvé indépendamment parM.R. Hedayati et G. Vignale [131].

Nous pouvons maintenant écrire une expression explicite pour la self-énergie au premier niveau
d’approximation de la TPSC

S(1)
s (1, 2) = UspG

(1)
�s(1, 1

+)d(1 � 2). (2.8)

À ce stade, l’approche TPSC est incomplète : tant le vertex de spin Usp que la double occupation
hn"n#i sont des inconnues que nous ne pouvons pas déterminer à partir de l’unique équation 2.7.
L’équation manquante pour résoudre le problème au premier niveau d’approximation est la règle
de somme pour la susceptibilité de spin, dont nous discutons à la sous-section suivante.

2.2.2 Règles de somme et auto-cohérence

Nous nous intéressonsmaintenant à la susceptibilité de spin au premier niveau d’approximation
de la TPSC. Nous avons obtenu une expression exacte pour la susceptibilité de spin à l’aide du
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vertex de spin irréductible à l’équation 1.74 pour le modèle de Hubbard. Cette équation peut être
évaluée au premier niveau d’approximation de la TPSC. Nous obtenons

csp(1, 2) = �2G
(1)
s (1, 2)G(1)

s (2, 1)� G
(1)
s (1, 3̄)Uspcsp(3̄, 2)G(1)

s (3̄, 1
+). (2.9)

En transformée de Fourier, dans l’espace des quantités de mouvement et des fréquences de Matsu-
bara, cette équation devient

csp(q, iqn) =
c(1)(q, iqn)

1 �
Usp

2
c(1)(q, iqn)

. (2.10)

Dans ce qui précède, nous avons défini la susceptibilité sans vertex c(1) par

c(1)(q, iqn) = �2
T
N Â

k,ikn

G
(1)
s (k, ikn)G

(1)
s (k + q, ikn + iqn), (2.11)

Nous rappelons que kn = (2n + 1)pT est une fréquence de Matsubara fermionique, alors que
qn = 2npT est une fréquence de Matsubara bosonique. Le facteur 2 provient d’une somme sur les
spins : dans l’état paramagnétique, la fonction de Green satisfait l’identité G(0)

"
= G

(0)
#

.

L’approche TPSC résout le modèle par l’auto-cohérence de l’ansatz reliant le vertex de spin
Usp à la double occupation et de la règle de somme pour la susceptibilité de spin. En e�et, en
substituant la forme de la susceptibilité de spin en TPSC (équation 2.10) dans la règle de somme
pour la susceptibilité de spin (équation 1.78), nous obtenons

T
N Â

q,iqn

c(1)(q, iqn)

1 �
Usp

2
c(1)(q, iqn)

= n � 2hn"n#i, (2.12)

= n � 2
Usp

U
hn"ihn#i, (2.13)

où nous avons procédé à la substitution de la double occupation par l’ansatz TPSC dans la seconde
ligne. En pratique, dans l’état paramagnétique, nous utilisons souvent l’égalité hn"i = hn#i =

n
2
.

Dans l’approche TPSC, nous posons que le vertex de charge est lui aussi local dans le temps et
l’espace. Cette hypothèse nous permet d’obtenir une équation pour la susceptibilité de charge

cch(1, 2) = �2G
(1)
s (1, 2)G(1)

s (2, 1) + G
(1)
s (1, 3̄)Uchcch(3̄, 2)G(1)

s (3̄, 1
+). (2.14)

Dans l’espace réciproque, cette susceptibilité est

cch(q, iqn) =
c(1)(q, iqn)

1 + Uch
2

c(1)(q, iqn)
. (2.15)

Nous pouvons substituer l’équation 2.15 dans la règle de somme pour la susceptibilité de charge
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(équation 1.80). Nous obtenons

T
N Â

q,iqn

c(1)(q, iqn)

1 + Uch
2

c(1)(q, iqn)
= n + 2hn"n#i � n2

. (2.16)

En pratique, dans un calcul TPSC, nous obtenons d’abord la valeur de Usp en résolvant l’équation
auto-cohérente 2.13. Nous utilisons ensuite la valeur résultante de la double occupation pour calculer
le vertex de charge Uch grâce à l’équation 2.16. Rappelons ici que les règles de somme menant aux
équations 2.13 et 2.16 ont été obtenues en imposant le principe de Pauli via n2

s = ns. La TPSC est
ainsi une méthode qui satisfait le principe d’exclusion de Pauli.

Enfin, nous pouvons remarquer que les susceptibilités, vertex et fonctions de Green sont calculés
jusqu’à présent dans le premier niveau d’approximation de la TPSC. La fonction de Green à ce
niveau est, selon l’équation de Dyson

G
(1)
s (1, 2)�1 = G

(0)
s (1, 2)�1

� S(1)(1, 2). (2.17)

Or, la self-énergie au premier niveau d’approximation de la TPSC (équation 2.8) est une constante
qui peut être absorbée dans la définition du potentiel chimique. Il est ainsi d’usage d’e�ectuer les
calculs TPSC avec une fonction de Green non-interagissante G(0). Il su�t alors de choisir le potentiel
chimique de cette fonction de Green de façon à fixer la densité voulue grâce à

n = 2G
(0)
s (1, 1

+). (2.18)

Dans ce qui précède, nous avons utilisé la propriété G(0)
"

= G
(0)
#

de l’état paramagnétique. Nous
calculons ensuite la fonction de Lindhard c(0) à partir de la fonction de Green non-interagissante

c(0)(1, 2) = �2G
(0)
s (1, 2)G(0)

s (2, 1). (2.19)

C’est cette susceptibilité sans vertex qui est utilisée pour le calcul des susceptibilités de spin et de
charge et des règles de somme.

2.2.3 Symétrie particule-trou et ansatz

La symétrie particule-trou est présente dans le modèle de Hubbard en deux dimensions sur un
réseau carré avec un terme de saut aux premiers voisins uniquement (t0 = t00 = 0). Cette symétrie
implique que, pour un dopage p < 1, le vertex de spin obtenu pour une densité sous le demi-
remplissage nh�d = 1 � p doit être égal au vertex de spin obtenu pour la densité correspondante
au-dessus du demi-remplissage ne�d = 1+ p. Or, l’ansatz TPSC présenté à l’équation 2.7 ne respecte
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pas la symétrie particule-trou. Cet ansatz est valide pour des densités égales ou plus petites que le
demi-remplissage n  1. Pour le cas dopé en électrons, où la densité est supérieure à 1, nous devons
appliquer une transformation particule-trou sur l’ansatz : ns ! 1 � ns [74, 113].

Avant la transformation particule-trou, l’ansatz TPSC relie la double occupation au vertex
irréductible de spin par

hn"n#i =
Uspn2

4U
. (2.20)

Dans l’équation précédente, nous avons utilisé la propriété hnsi = n
2
de l’état paramagnétique.

Nous appliquons la transformation particule-trou sur l’ansatz, et nous obtenons

Usp = U
h(1 � n")(1 � n#)i

h(1 � n")ih(1 � n#)i
, (2.21)

) hn"n#i = n � 1 +
Usp

4U
(2 � n)2

. (2.22)

Dans ce qui suit, nous considérons quatre possibilités d’ansatz :
— Ansatz non-transformé : Utiliser l’ansatz décrit par l’équation 2.7 pour toutes les densités,
— Ansatz transformé : Utiliser l’ansatz transformé 2.21 pour toutes les densités,
— Ansatz symétrique : Utiliser l’ansatz non-transformé pour n < 1 et l’ansatz transformé 2.21

pour n < 1,
— Ansatz hybride : Utiliser la valeur moyenne de l’ansatz non-transformé et de l’ansatz trans-

formé.
La quatrième option a été introduite à quelques reprises dans la littérature en tant que solution à la
brisure de la symétrie particule-trou intrinsèque à l’ansatz non-transformé [119,120].

À la figure 2.1, nous montrons le vertex Usp en fonction de la densité n. Les calculs ont été
réalisés pour le modèle de Hubbard en deux dimensions, sur le réseau carré, avec un paramètre de
saut aux premiers voisins t = 1, pour U = 2 et pour la température T = 0.2. Le vertex de spin est
comparé pour trois possibilités d’ansatz : l’ansatz non-transformé, l’ansatz symétrique et l’ansatz
hybride. La figure (a) montre les résultats pour le modèle avec symétrie particule-trou (paramètre
de saut aux seconds voisins nul, t0 = 0). Pour ce modèle, le vertex de spin doit respecter la symétrie
particule-trou. Nous voyons que c’est bien le cas pour les ansatz symétrique et hybride. À la figure
(b), nous montrons les résultats pour un modèle sans symétrie particule-trou (t0 6= 0). Malgré le
fait que ce modèle ne respecte pas la symétrie particule-trou, la ressemblance entre la dépendance
en densité de Usp pour ce modèle et le modèle avec t0 = 0 indique qu’il est également nécessaire
d’utiliser l’ansatz symétrique ou hybride pour ce type de modèle.

La figure 2.1 illustre clairement que le choix de l’ansatz aura de profondes conséquences sur
les résultats obtenus pour les observables d’intérêt. Nous observons que la valeur du vertex de
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F ����� 2.1 Vertex de spin Usp obtenu par trois options d’ansatz : l’ansatz non-transformé (cercles
bleus), l’ansatz symétrique (carrés rouges) et l’ansatz hybride (triangles verts). Les calculs
ont été réalisés pour le modèle de Hubbard sur un réseau carré, avec un paramètre de
saut aux premiers voisins t = 1, pour U = 2 et la température T = 0.2. En (a), le modèle
possède la symétrie particule-trou (t0 = 0). En (b), le paramètre de saut aux seconds
voisins est non-nul (t0 = �0.1).

spin obtenu pour les ansatz symétrique et hybride est très di�érente, et cette di�érence s’exacerbe
lorsque la densité est loin du demi-remplissage. Pensons notamment à la susceptibilité de spin :
puisqu’elle ne dépend que de la fonction de Lindhard et du vertex de spin, utiliser un ansatz plutôt
qu’un autre peut changer drastiquement sa valeur, et par le fait même l’interprétation physique des
résultats d’un calcul.

Nous illustrons cette question à la figure 2.2. Nous y montrons la valeur maximale de la suscep-
tibilité de spin cmax

sp en fonction de U évaluée pour un modèle de Hubbard en deux dimensions
sur un réseau carré, avec un paramètre de saut aux premiers voisins uniquement, à la température
T = 0.25 et au remplissage n = 0.875. Selon la formulation originale de la TPSC, ce cas doit être
étudié par l’ansatz non-transformé puisque la densité est inférieure au demi-remplissage. Nous
comparons dans cette figure les résultats pour trois ansatz di�érents : l’ansatz non-transformé,
l’ansatz transformé, et l’ansatz hybride. Nous montrons également la valeur de cmax

sp obtenue par
CDet, une méthode de simulation Monte Carlo diagrammatique dont les résultats sont exacts (dans
la limite de l’erreur statistique provenant de l’échantillonnage).

La comparaison des résultats à CDet illustre que l’ansatz non-transformé de la TPSC permet
d’obtenir le meilleur résultat. À l’inverse, la valeur de cmax

sp obtenue par l’ansatz transformé s’éloigne
davantage de la valeur de CDet lorsque l’interaction U augmente. L’ansatz hybride donne des
résultats intermédiaires. Cet exemple nous montre que l’ansatz non-transformé est le plus précis
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F ����� 2.2 Valeur maximale de la susceptibilité de spin cmax
sp en fonction de U obtenue par trois

options d’ansatz : l’ansatz non-transformé (cercles bleus), l’ansatz transformé (carrés
roses) et l’ansatz hybride (triangles verts). Les calculs ont été réalisés pour le modèle
de Hubbard sur un réseau carré, avec un paramètre de saut aux premiers voisins t = 1

uniquement, pour la densité n = 0.875 et la température T = 0.25. Les résultats CDet ont
été obtenus de la référence [132].

pour une densité inférieure au demi-remplissage. À l’inverse, l’ansatz transformé sera donc le plus
précis pour des densités supérieures au demi-remplissage, puisque ce modèle respecte la symétrie
particule-trou. Ceci nous mène à la conclusion que l’ansatz symétrique est le choix approprié en
TPSC.

À la figure 2.3, nous illustrons la partie imaginaire de la self-énergie locale obtenue pour le
modèle de Hubbard sur un réseau carré, avec un paramètre de saut aux premiers voisins seulement,
à la température T = 0.1. Les calculs sont réalisés loin du demi-remplissage pour les densités
n = 0.4 et n = 0.8, pour les valeurs de l’interaction de Hubbard U = 2 et U = 4. Nous comparons
les résultats exacts obtenus par des calculs DiagMC (Monte Carlo diagrammatique) à ceux qui ont
été obtenus par trois ansatz pour la TPSC : l’ansatz non-transformé, l’ansatz transformé et l’ansatz
hybride. Nous arrivons à la même conclusion que pour la susceptibilité de spin, soit que l’ansatz
non-transformé permet l’obtention des résultats les plus précis. Encore une fois, pour ce modèle
qui respecte la symétrie particule-trou, cela implique que l’ansatz transformé donnera les meilleurs
résultats pour les cas où la densité est supérieure au demi-remplissage.
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F ����� 2.3 Partie imaginaire de la self-énergie locale en fonction des fréquences de Matsubara ob-
tenue par trois options d’ansatz : l’ansatz non-transformé (pentagones bleus), l’ansatz
transformé (carrés roses) et l’ansatz hybride (cercles verts). Les calculs ont été réalisés
pour le modèle de Hubbard sur un réseau carré, avec un paramètre de saut aux premiers
voisins t = 1 uniquement, pour les densités n = 0.8 et n = 0.4, la température T = 0.1, et
l’interaction U = 2 et U = 4. Les résultats DiagMC ont été obtenus de la référence [133].

Ces observations permettent de conclure que l’ansatz symétrique, soit

Usp =

8
><

>:

U hn"n#i

hn"ihn#i
n  1,

U h(1�n")(1�n#)i
h(1�n")ih(1�n#)i

n > 1,

(2.23)

est le meilleur choix d’ansatz pour la TPSC parmi les options mentionnées plus haut, puisque cet
ansatz satisfait la symétrie particule-trou et permet de mieux reproduire les résultats d’étalonnage
obtenus par Monte Carlo diagrammatique. Nous pouvons comprendre ce résultat en considérant le
développement ayant mené à l’ansatz non-transformé. Pour obtenir cet ansatz, nous avons dû e�ec-
tuer un découplage de type Hartree-Fock sur l’équation de la self-énergie. Ce genre de découplage
devient valide dans la limite diluée, ce qui explique pourquoi l’ansatz non-transformé de la TPSC
donne de meilleurs résultats à densité faible par rapport au demi-remplissage. À l’inverse, l’ansatz
transformé est plus adéquat dans la limite de forte densité, loin du demi-remplissage.
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2.2.4 Second niveau d’approximation pour la self-énergie

Nous avons fait allusion au "premier niveau d’approximation" dans les sections précédentes,
notamment en utilisant l’exposant (1) lorsque nous faisions référence à la fonction de Green et à
la self-énergie. La self-énergie obtenue au premier niveau d’approximation de la TPSC est une
constante qui, au final, est absorbée dans la définition du potentiel chimique. Elle n’est évidemment
pas une très bonne approximation de la véritable self-énergie. La démarche de la TPSC ressemble à
celle de l’approximation GW pour le gaz d’électrons. Les modes collectifs (susceptibilités de spin et
de charge) sont obtenus avec des fonction de Green sans interaction afin de satisfaire les lois de
conservation qui sont importantes à ce niveau. Il est important d’inclure l’e�et de cesmodes collectifs
dans la self-énergie des électrons. C’est ce que nous faisons au second niveau d’approximation de
la TPSC.

Pour y arriver, nous nous concentrons d’abord sur le canal longitudinal et retournons à l’équation
1.51 pour la self-énergie. Nous réécrivons l’équation enmultipliant par une fonction deGreen inverse
de chaque côté de l’égalité afin d’isoler la self-énergie

Ss(1, 2)f = UhTtc†

s(3̄)cs(1)c†

�s(1
+)c�s(1)ifG

�1

s (3̄, 2)f. (2.24)

Nous substituons maintenant la fonction de corrélation à quatre points par une dérivée fonctionnelle
de la fonction de Green,

Sl
s(1, 2)f = U


Gs(1, 3̄)fG�s(1, 1

+)f �
dGs(1, 3̄)f

df�s(1+, 1)

�
G
�1

s (3̄, 2)f. (2.25)

L’exposant l précise que cette expression est valide dans le canal longitudinal. Nous utilisons à
nouveau l’identité G(1, 2̄)G�1(2̄, 3) = d(1� 3) pour substituer la dérivée fonctionnelle de la fonction
de Green par la dérivée de son inverse

dGs(1, 3̄)f

df�s(1+, 1)
= �Gs(1, 4̄)f

dG�1
s (4̄, 5̄)f

df�s(1+, 1)
Gs(5̄, 3̄)f. (2.26)

Nous utilisons ensuite l’équation de Schwinger-Dyson afin de calculer la dérivée fonctionnelle de la
fonction de Green inverse

G
�1

s (4̄, 5̄)f = G
(0)
s (4̄, 5̄)�1

f � fs(4̄, 5̄)� Ss(4̄, 5̄)f. (2.27)
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)
dG�1

s (4̄, 5̄)f

df�s(1+, 1)
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dSs(4̄, 5̄)f

df�s(1+, 1)
, (2.28)

= �
dSs(4̄, 5̄)f

dGs̄00(6̄, 7̄)f

dGs̄00(6̄, 7̄)f

df�s(1+, 1)
. (2.29)

(2.30)

Nous obtenons donc l’équation suivante pour la self-énergie dans le canal longitudinal

Sl
s(1, 2)f = U
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�
G
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(2.31)
Nous utilisons les relations suivantes pour simplifier l’équation 2.31

Uch(4̄, 5̄; 6̄, 7̄)� Usp(4̄, 5̄; 6̄, 7̄) = 2
dSs(4̄, 5̄)f

dGs(6̄, 7̄)f
, (2.32)

Uch(4̄, 5̄; 6̄, 7̄) + Usp(4̄, 5̄; 6̄, 7̄) = 2
dSs(4̄, 5̄)f

dG�s(6̄, 7̄)f
, (2.33)
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+) = �4
dG�s(6̄, 7̄)f
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+) = �4
dGs(6̄, 7̄)f

df�s(1+, 1)
. (2.35)

En TPSC, le deuxième niveau d’approximation pour la self-énergie est obtenu en substituant le
premier niveau d’approximation dans le membre de droite de l’équation 2.31
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(2.36)
En utilisant les relations 2.32 à 2.35, nous obtenons
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En transformée de Fourier, cette équation devient

S(2),l
s (k, ikn) = U

n
2
+

U
4

Â
q,iqn

�
Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

�
G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (2.38)
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Les fluctuations dans le canal transverse contribuent également à la self-énergie. Nous pouvons
calculer la self-énergie dans le canal transverse en suivant une approche similaire à celle que nous
avons décrite ci-haut, mais en introduisant un champ source qui n’est pas diagonal dans la base des
spins

ft =

0

B@
0 f�

f+ 0

1

CA . (2.39)

La fonction de partition définie en présence de ce champ source est ainsi

Z[ft] = hTte�c†

"
(1̄)c#(2̄)f�(1̄,2̄)�c†

#
(1̄)c"(2̄)f+(1̄,2̄)

i, (2.40)

et la fonction de Green en présence du champ source est maintenant une matrice

Gt(1, 2)ft =

0

B@
G""(1, 2)ft G"#(1, 2)ft

G#"(1, 2)ft G##(1, 2)ft

1

CA . (2.41)

Des calculs analogues à ceux e�ectués dans le canal longitudinal peuvent être réalisés dans le canal
transverse, tel que détaillé dans la référence [98]. Le résultat final est

S(2),t
s (k, ikn) = U

n
2
+

U
2

Â
q,iqn

Uspcsp(q, iqn)G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (2.42)

Nous obtenons la forme finale de la self-énergie au second niveau d’approximation en TPSC en
prenant la valeur moyenne des contributions provenant du canal transverse et du canal longitudinal

S(2)
s (k, ikn) = U

n
2
+

U
8

Â
q,iqn

�
3Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

�
G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (2.43)

L’équation 2.43 pour la self-énergie respecte la symétrie de croisement. De plus, comme nous le
verrons plus en détail au chapitre 6, cette équation satisfait le résultat exact

TrS(2)
G
(1) = Uhn"n#i. (2.44)

Finalement, la fonction de Green avec interaction de la TPSC est

G
(2)
s (k) =

1

ikn � ek + µ(2) � S(2)
s (k)

. (2.45)

Le potentiel chimique au deuxième niveau d’approximation µ(2) peut prendre une valeur di�érente
du potentiel chimique µ(1) au premier niveau d’approximation. En e�et, en TPSC, nous mainte-
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nons la densité n constante. Les potentiels chimiques calculés au premier et au deuxième niveaux
d’approximation sont obtenus de façon à ce que les fonctions de Green maintiennent cette densité :
2G

(1)
s (r = 0, t = 0

�) = 2G
(2)
s (r = 0, t = 0

�) = n.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit la TPSC sous ses aspects qualitatifs (section 2.1) et mathé-
matiques (section 2.2). Nous avons énuméré plusieurs applications de la TPSC à des problèmes liés
au modèle de Hubbard, ainsi que ses extensions et limitations. Nous avons obtenu une expression
pour la self-énergie de la TPSC, l’équation 2.43, qui peut être utilisée pour le calcul des propriétés
physiques du modèle de Hubbard. Enfin, fait important, nous avons mis en lumière les bénéfices
d’utiliser l’ansatz TPSC symétrique. Cet ansatz a été retenu pour tous les calculs présentés dans
cette thèse.

Nous référerons au contenu de ce chapitre tout au long de cette thèse puisque l’approche TPSC
y est centrale. Les résultats présentés dans le cadre de cette thèse font partie d’une liste croissante
de travaux récents portant sur l’application, l’extension et l’amélioration de la TPSC, montrant ainsi
la résurgence de l’utilisation de cette approche pour le modèle de Hubbard au cours des dernières
années. Dans les chapitres à venir, nous appliquons la TPSC à des problèmes spécifiques et nous
visitons des extensions visant à élargir son domaine d’application.
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Chapitre 3

Cuprates dopés en électrons

En 1986, la découverte de la supraconductivité dans le composé BaxLa5�xCu5O5(3�y) a ravivé
un engouement exceptionnel pour la recherche en supraconductivité [18]. Les chercheurs Bednorz
et Müller ont reçu le prix Nobel de physique l’année suivante, en 1987, pour leur découverte de la
supraconductivité dans cette céramique. Cette même année, une session organisée à la dernière
minute lors de la conférence duMarchMeeting de l’APS a accueilli une cinquantaine de présentations
concernant la supraconductivité dans les cuprates. Cet événement est aujourd’hui connu sous le
nom de "Woodstock de la physique". L’intérêt initial entourant les cuprates est dû à leur température
critique élevée. Plusieurs de ces matériaux ont en e�et une température critique supérieure à la
température de liquéfaction de l’azote, ce qui facilite grandement leur étude expérimentale, et
permet d’envisager une facilitation de leurs applications concrètes.

La famille des cuprates englobe une vaste gamme de matériaux ayant des structures di�érentes.
La figure 3.1 illustre quatre de ces matériaux : les supraconducteurs HgBa2CuO4, YBa2Cu3O6,
La2�xSrxCuO4 et Tl2Ba2CuO6. Malgré leurs formules chimiques et structures variées, tous ces
cuprates peuvent être décomposés en des éléments communs. Ils comportent tous des plans bi-
dimensionnels de cuivre et d’oxygène, aussi illustrés à la figure 3.1. Les régions entre les plans
de cuivre et d’oxygène sont appelées réservoirs de charges. De plus, à dopage nul, les composés
parents sont des isolants de Mott en raison des corrélations électroniques fortes dans ces plans.
Dans la figure 3.1, tous les matériaux représentés sont des cuprates dopés en trous. À dopage nul, il
est possible de s’attendre à ce que le nombre d’électrons dans la dernière orbitale d du cuivre dans
les plans de cuivre et d’oxygène soit n = 1. Le dopage en trou implique que cette densité décroit
par une quantité généralement notée p : n = 1 � p < 1.

Les cuprates peuvent être séparés en deux familles distinctes : les cuprates dopés en trous
abordés au paragraphe précédent, et les cuprates dopés en électrons. Nous présentons à la figure 3.2
un schéma de la structure d’un cuprate dopé en électrons ayant la formule chimique Re2�xCexCuO4,
où Re est un élément de la classe des terres rares : Nd, Pr, La. Le dopage dans ces matériaux est fait
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F ����� 3.1 Schémas représentant la structure cristalline de quelques cuprates dopés en trous. L’élé-
ment commun à ces cuprates et le plan de cuivre-oxygène, représenté en bas à gauche. La
figure est tirée de la référence [134].

par la substitution d’une proportion des terres rares par du cérium. Dans les cuprates dopés en
électrons, la structure propre inclut deux sites d’oxygène distincts, notés O(1) (oxygène dans le plan
de cuivre et d’oxygène) et O(2) (oxygène dans les réservoirs de charge). Les échantillons observés
expérimentalement contiennent généralement une certaine quantité d’impuretés d’oxygène aux
sites O(3), soit directement au-dessus (ou en-dessous) des atomes de cuivre [135].

Le coeur de la physique des cuprates, qu’ils soient dopés en trous comme en électrons, est associé
aux plans de cuivre et d’oxygène : c’est dans ces plans que la supraconductivité, et également d’autres
ordres comme l’antiferromagnétisme et l’ordre de densité de charge (dans certains matériaux),
sont observés. La surface de Fermi telle que vue en ARPES dans les échantillons dopés possède un
caractère bidimensionnel [136,137]. Cet aspect bidimensionnel des cuprates explique pourquoi il est
courant de les modéliser par le modèle de Hubbard en deux dimensions sur un réseau carré. Dans
cette simplification du problème, on considère une orbitale par cellule unité. Le demi-remplissage,
associé à la densité n = 1 électron par site, correspond au cas non-dopé.

Dans ce court chapitre, nous abordons quelques propriétés expérimentales des cuprates dopés en
électrons afin demettre les chapitres suivants en contexte. Nous présentons d’abord leur diagramme
de phase à la section 3.1. Ensuite, le sujet de la section 3.2 est le pseudogap antiferromagnétique, un
concept clé qui sera au coeur des chapitres de résultats de cette thèse. Les références [136,138, 139]
o�rent des revues complètes concernant les cuprates dopés en électrons.
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F ����� 3.2 Schéma représentant la structure cristalline d’un cuprate dopé en électrons ayant la formule
chimique Re2�xCexCuO4.

3.1 Diagramme de phases des cuprates dopés en électrons

La figure 3.3 illustre le diagramme de phase d’un cuprate dopé en électrons de façon schéma-
tique. Il peut être comparé au diagramme de phase du cuprate dopé en électrons Nd2�xCexCuO4

(NCCO) construit à partir de plusieurs mesures expérimentales présenté dans la référence [102].
Les di�érentes phases présentes dans le matériau y sont illustrées en fonction de la température T
et de la concentration en cérium x. Il est commun d’interpréter la concentration en cérium comme
étant équivalente au dopage en électrons. Notons toutefois que les cuprates dopés en électrons
subissent un processus de recuit afin de pouvoir devenir supraconducteurs et que cette étape de
la croissance peut avoir un e�et sur le dopage [140]. Le dopage peut être catégorisé en régions
distinctes par rapport au dopage dit optimal, correspondant à l’endroit où la température critique de
la supraconductivité est la plus élevée. Dans NCCO, le dopage optimal est x = 0.15. Un matériau est
dit sous-dopé lorsque le dopage est inférieur au dopage optimal, et sur-dopé dans le cas contraire.

À dopage nul, le composé parent Nd2CuO4 est un isolant de Mott antiferromagnétique, reflet
de l’importance des interactions électroniques dans ce matériau. La phase antiferromagnétique
s’étend jusqu’à des dopages élevés. Selon des mesures de di�usion inélastique de neutrons, dans
NCCO, le point critique quantique antiferromagnétique est situé au dopage x ' 0.13, soit dans le
régime sous-dopé. Notons toutefois que plusieurs mesures d’oscillations quantiques ont montré
que la reconstruction de la surface de Fermi, signature de l’ordre antiferromagnétique, persiste dans
le régime sur-dopé des cuprates dopés en électrons jusqu’à au moins x = 0.17 [141–143].

Enfin, la phase supraconductrice de NCCO est caractérisée par son dopage optimal à x = 0.15

et sa forme de dôme. Le début de la phase supraconductrice se situe autour de x = 0.13 et s’étend
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F ����� 3.3 Schéma du diagramme de phases d’un cuprate dopé en électrons en fonction de la tem-
pérature T et du dopage x. Les phases représentées sont l’antiferromagnétisme (ligne
bleue, AFM) et la supraconductivité (ligne rose, SC). La ligne verte pointillée délimite le
pseudogap antiferromagnétique..

jusqu’à la limite de solubilité du cérium dans le matériau, x ' 0.18 [102]. La température critique
maximale dans NCCO ne dépasse pas 30K.

3.2 Pseudogap antiferromagnétique

3.2.1 Signatures expérimentales

Les cuprates supraconducteurs sont très étudiés pour de nombreuses de leurs particularités
allant au-delà de leur supraconductivité à haute température. L’une de leurs propriétés les plus
intrigantes est le pseudogap : dans leur état normal (non-supraconducteur), une perte de poids
spectral se produit à certains vecteurs d’onde k au niveau de Fermi [137]. Dans le cas des cuprates
dopés en électrons, des mesures d’ARPES montrent une perte de poids spectral dans l’état normal
à des vecteurs d’onde appelés les points chauds. Ces vecteurs d’onde correspondent aux endroits
où la surface de Fermi croise la zone de Brillouin antiferromagnétique [144–148]. Nous illustrons
les points chauds à la figure 3.4. Le pseudogap vu par les mesures d’ARPES est représenté par la
figure 3 de la référence [144] et la figure 1 de la référence [146]. Nous appelons le pseudogap tel
qu’il se produit dans les cuprates dopés en électrons, c’est-à-dire aux points chauds, le pseudogap
antiferromagnétique (AFM). La perte de poids spectral a également été détectée par la conductivité
optique [149,150], bien que cette technique ne puisse pas déterminer l’endroit précis sur la surface de
Fermi où elle se produit. Le pseudogap antiferromagnétique a été relié à des fluctuations de densité
d’onde de spin commensurables (au vecteur d’onde Q = (p, p)), que nous appelons fluctuations
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Q = (π,
π)

(π, π)

(0,0)

kx

ky

F ����� 3.4 Schéma représentant les points chauds (points verts) sur la surface de Fermi (courbes
bleues). Les points chauds se situent à l’endroit où la surface de Fermi croise la zone
de Brillouin antiferromagnétique (lignes pointillées). Ils sont ainsi reliés par le vecteur
d’onde antiferromagnétique Q = (p, p) illustré par la flèche grise.

de spins antiferromagnétiques. Ce lien a été fait expérimentalement [102,151] et théoriquement [21,
22,74,152]. Dans le diagramme de phase, la région où le pseudogap antiferromagnétique est observé
est délimitée par une température de crossover appelée T⇤. Enfin, dans le cuprate dopé en électrons
Pr1.3�xLa0.7CexCuO4 (PLCCO), il a étémontré que la disparition du pseudogap antiferromagnétique
par la méthode de recuit protégé (protect annealing en anglais) pourrait être due à l’atténuation des
fluctuations antiferromagnétiques causée par cette méthode de recuit [147].

3.2.2 Lien avec le modèle de Hubbard : critère de Vilk

Tel que mentionné plus tôt, il est courant de modéliser les cuprates par le modèle de Hubbard
sur un réseau carré. Nous montrons à la figure 3.5 un schéma du diagramme de phase obtenu dans
le régime d’interaction faible du modèle, soit pour des valeurs de U faibles qui ne mènent pas à la
transition de Mott.

Dans le modèle de Hubbard en deux dimensions, un pseudogap antiferromagnétique peut
apparaître dans une vaste gamme de températures en tant que précurseur de l’état fondamental anti-
ferromagnétique. L’état antiferromagnétique n’apparaît qu’à température nulle en deux dimensions,
en raison du théorème de Mermin-Wagner qui empêche la formation d’un ordre à longue portée à
température finie. Le pseudogap antiferromagnétique apparaît dans le régime d’interaction faible à
intermédiaire lorsque le critère de Vilk est satisfait, soit lorsque la longueur de corrélation de spin xsp

devient plus grande que la longueur d’onde thermique de de Broglie xth = h̄vF/pkBT, où vF est la
vitesse de Fermi [22,74,152,153]. Comme dans le cas des cuprates dopés en électrons, ce pseudogap
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Fermi

T*

T

x

F ����� 3.5 Schéma du diagramme de phase obtenu pour le modèle de Hubbard en deux dimensions
dans le régime d’interaction faible. À température nulle, une phase antiferromagnétique
s’étend jusqu’à un point critique quantique antiferromagnétique. À température non-nulle,
la température T⇤ délimite une région où les fluctuations de spins mènent à l’ouverture
d’un pseudogap antiferromagnétique (sous la courbe grise). À fort dopage, le système
est un liquide de Fermi.

apparaît aux points chauds sur la surface de Fermi. Nous reviendrons à la démonstration du critère
plus tard dans cette thèse à la section 4.4 du chapitre 4. D’un point de vue phénoménologique,
ce critère compare la taille du paquet d’onde électronique (la longueur d’onde thermique de de
Broglie) à la taille caractéristique d’un ordre antiferromagnétique à courte portée (la longueur de
corrélation antiferromagnétique). Lorsque le critère de Vilk est satisfait (xsp > xth), les électrons
évoluent dans un milieu qui, de façon e�ective, semble être un ordre antiferromagnétique à longue
portée. Cela mène à l’apparition du pseudogap antiferromagnétique défini par une température
de crossover T⇤ et à son association à un précurseur à température non-nulle de l’état fondamental
antiferromagnétique.

Expérimentalement, il a été montré que la température du pseudogap T⇤ d’échantillons sous-
dopés de NCCO satisfait également le critère de Vilk [102]. Plus précisément, pour ces échantillons,
xsp(T⇤) ' 2.6xth(T⇤). Toutefois, le critère de Vilk n’est pas satisfait dans les échantillons au dopage
optimal [102] et surdopés [148] dans lesquels la longueur de corrélation antiferromagnétique est
petite. Il est ainsi pertinent d’étudier comment des fluctuations de spins à courte portée peuvent
mener à un pseudogap antiferromagnétique. Ce sujet sera abordé au chapitre suivant sous la loupe
de l’e�et réciproque du désordre et des fluctuations de spins.



Chapitre 4

E�et du désordre dans les cuprates dopés

en électrons

Ce chapitre est, en majeure partie, une traduction de l’article [2]. Les annexes présentes dans
l’article ont été intégrées au texte et certains développements mathématiques ont été éto�és dans
un but pédagogique.

4.1 Motivation expérimentale : pseudogap antiferromagnétiquedans les

cuprates dopés en électrons

Au chapitre 3, nous avons abordé le concept du pseudogap antiferromagnétique dans les
cuprates dopés en électrons. Nous avons vu que ce même type de pseudogap est présent dans
le régime d’interaction faible du modèle de Hubbard en deux dimensions. Dans le modèle de
Hubbard, le critère de Vilk est associé à l’ouverture du pseudogap : xsp > xth, où xsp est la longueur
de corrélation antiferromagnétique et xth = h̄vF/pkBT est la longueur thermique de de Broglie. Ce
critère est également respecté dans le régime sous-dopé des cuprates dopés en électrons, mais n’est
plus vérifié le long de la température du crossover T⇤ au-delà du dopage optimal. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons à une possible explication pour ce désaccord entre l’expérience et la théorie.

L’un des mécanismes proposés initialement pour expliquer l’échec du critère de Vilk au dopage
optimal dans NCCO est que le désordre pourrait introduire une nouvelle échelle de longueur perti-
nente à basse température dans les cuprates dopés en électrons [102]. Plusieurs facteurs influencent
le niveau de désordre dans ces matériaux, notamment le dopage en cérium, qui introduit des impu-
retés, des déformations locales du réseau et une contraction de l’axe c dans Nd1.85Ce0.15CuO4 [154].
Dans sa forme idéale, la structure des cuprates dopés en électrons comme Pr2�xCexCuO4 (PCCO)
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et NCCO, appelée T0, ne contient que deux sites d’oxygène non-équivalents. La présence d’ions
d’oxygène en position apicale dans une fraction de sites interstitiels qui devraient être vacants
est une autre source de désordre [135]. Nous avons illustré ces oxygènes non-équivalents à la
figure 3.2 du chapitre 3. De plus, les cuprates dopés en électrons ne sont pas supraconducteurs au
terme du processus de croissance et nécessitent une étape supplémentaire de recuit (réduction en
oxygène) [155]. Les conséquences du processus de recuit et ses e�ets sur le désordre demeurent dé-
battus [135,156–160]. Des expériences de di�raction de neutrons sur des monocristaux de Nd2CuO4

montrent que des oxygènes apicaux sont retirés par le processus de recuit, avec un taux d’occupation
passant de⇠ 0.10 dans les échantillons oxygénés à⇠ 0.04 dans les échantillons recuits [135,156]. Des
études de spectroscopie Raman et de transmission infrarouge ont toutefois montré que la réduction
a un e�et di�érent selon le niveau de dopage : les atomes d’oxygène dans les plans (Pr,Nd)O2 sont
retirés par le processus de recuit dans les échantillons sous-dopés, tandis que les atomes d’oxygène
dans les plans CuO2 sont retirés dans les échantillons au dopage optimal [157–159]. Ces études
suggèrent que le retrait d’oxygène dans les plans CuO2 des échantillons dopés atténue l’antiferro-
magnétisme et permet la supraconductivité. Comprendre l’e�et du désordre sur les fluctuations
antiferromagnétiques dans les cuprates dopés en électrons pourrait ainsi être pertinent pour la
compréhension de l’e�et du recuit dans ces matériaux. Plus récemment, la di�usion de phonons
sur des défauts en présence de fluctuations de spins à courte portée a été proposée comme étant le
mécanisme derrière le large e�et Hall thermique des phonons observé dans les cuprates dopés en
électrons [160]. Ce nouveau contexte amène un intérêt renouvelé pour l’étude de l’e�et combiné
du désordre et des fluctuations de spins dans ces matériaux.

D’un point de vue théorique, l’e�et combiné du désordre, des fluctuations de spins et des points
chauds a été étudié de façon phénoménologique [161]. Cette approche est une généralisation d’ap-
proches phénoménologiques pour le cas propre (sans désordre) [162–165] et ne permet pas d’obtenir
un critère clair pour l’ouverture d’un pseudogap. Le désordre a été le sujet de plusieurs autres
études, notamment celles mentionnées dans la revue [166]. Par exemple, l’e�et du désordre dans le
modèle de Hubbard a été étudié avec plusieurs méthodes [167–175], mais aucune d’elle ne s’est
penchée sur la question spécifique de l’e�et du désordre sur la température de crossover T⇤, le point
critique antiferromagnétique, ou le critère pour l’apparition du pseudogap antiferromagnétique.

Dans le projet de doctorat qui fait l’objet de l’article [2], nous nous penchons sur cette question
en généralisant la TPSC au cas incluant le désordre. Pour ce faire, nous utilisons la technique de
la moyenne sur les impuretés. Nous travaillons dans la limite propre et négligeons les e�ets de
localisation faible [176,177]. La limite propre correspond au cas où le désordre est faible, soit lorsque
le libre parcours moyen associé au désordre est beaucoup plus grand que l’inverse de la norme du
vecteur d’onde de Fermi. Puisque le pseudogap antiferromagnétique apparaît comme un précurseur
de l’état antiferromagnétique en deux dimensions, le théorème deMermin-Wagner doit être satisfait.
Cette exigence est satisfaite par la TPSC, tel que mentionné au chapitre 2.
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Dans ce chapitre, nous présentons d’abord la méthodologie pour l’étude du désordre dans le
modèle de Hubbard avec la TPSC dans la section 4.2. Nous discutons ensuite de l’e�et du désordre
sur la température T⇤ et sur le point critique antiferromagnétique à la section 4.3, et de l’e�et du
désordre sur le critère de Vilk à la section 4.4. Enfin, à la section 4.5, nous présentons une approche
phénoménologique pour la fonction de Lindhard en présence de désordre.

4.2 Méthodologie : étude du désordre dans le modèle de Hubbard avec

la TPSC

Nous avons déjà introduit le modèle de Hubbard à une bande au chapitre 1 ainsi que la méthode
TPSC au chapitre 2. Dans cette section, nous précisons les paramètres du modèle que nous étudions
ici avant de décrire l’extension de la TPSC au cas désordonné.

La relation de dispersion que nous considérons est

ek = �2t(cos(kx) + cos(ky))� 4t0 cos(kx) cos(ky)� 2t00(cos(2kx) + cos(2ky)), (4.1)

où le pas du réseau est défini par l’unité a = 1. Nous posons le paramètre de saut aux premiers
voisins t = 1 comme unité d’énergie. Dans le but d’étudier un cas réaliste, nous choisissons les
paramètres de saut aux deuxièmes et troisièmes voisins t0 = �0.175, t00 = 0.05, ainsi que l’interaction
de Hubbard U = 5.75. Ces paramètres permettent d’obtenir un bon accord entre la théorie et
l’expérience pour le spectre ARPES du cuprate dopé en électrons NCCO pour des remplissages
supérieurs à n = 1.1 [21]. Nous travaillons toujours dans un système d’unités où les constantes
fondamentales sont égales à l’unité : h̄ = 1 et kB = 1.

Pour inclure les e�ets du désordre dans la TPSC, nous utilisons la technique de la moyenne sur
les impuretés [178]. Cela résulte en l’addition d’une self-énergie due au désordre dans la fonction
de Green non-interagissante

G
dis
0 (k, ikn) =

1

ikn � ek + µdis
0

� Sdis(ikn)
, (4.2)

Sdis(ikn) = �
i

2pt

✓
arctan

✓
#max

kn

◆
� arctan

✓
#min
kn

◆◆
, (4.3)

où #min est la valeur minimale de ek � µ0, #max est sa valeur maximale, et µdis
0

et µ0 sont les potentiels
chimiques qui permettent d’obtenir les bons remplissages calculés avec les fonctions de Green avec
et sans désordre respectivement. Le paramètre qui détermine le niveau de désordre est le temps de
vie t, qui est fini en présence de désordre et infini dans le cas sans désordre. Pour obtenir la self-
énergie définie à l’équation 4.3, nous négligeons les corrections de vertex dans le diagramme pour
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la di�usion sur les impuretés et ne considérons que les contributions près du niveau de Fermi [178].
Les approximations que nous faisons pour obtenir les équations 4.2 et 4.3 ne sont valides que dans
la limite propre, soit lorsque kFvFt � 1. Le libre parcours moyen associé, l, est relié au temps de
vie par l = vFt. Dans notre modèle, la limite propre correspond approximativement à t > 1.

Nous montrons maintenant les étapes de calcul permettant d’obtenir les équations 4.2 et 4.3, en
suivant la méthode de la moyenne sur les impuretés [178]. Le hamiltonien d’intérêt est

H = H0 + Vdis
, (4.4)

H0 = Â
ks

ekc†

kscks, (4.5)

Vdis = Â
s

Ns

Â
i=1

Ni

Â
j=1

v(ri � Rj)c†

iscis. (4.6)

Dans ce qui précède, i est un indice de site, Ns est le nombre de sites dans le réseau, ri est la position
du site i dans le réseau, j est un indice dénotant une impureté, Ni est le nombre d’impuretés dans le
réseau, Rj est la position de l’impureté j dans le réseau, et v(ri � Rj) est le potentiel au site i dû à
l’impureté j. En transformée de Fourier, le hamiltonien des impuretés est

Vdis =
1

Ns
Â

kk0sj
e�i(k�k0)·Rj v(k � k0)c†

ksck0s, (4.7)

où v(k � k0) est la transformée de Fourier de v(ri � Rj).

Dans la fonction de Green, le potentiel dû aux impuretés apparaît de la façon suivante

G
dis
0 (1, 2) = G0(1, 2) + G0(1, 1̄)V(1̄)G0(1̄, 2) + G0(1, 1̄)V(1̄)G0(1̄, 2̄)V(2̄)G0(2̄, 2) + . . . (4.8)

La technique de lamoyenne sur les impuretés nousmène à devoir calculer hV(r)iimp et hV(r)V(r0)iimp,
où le symbole h.iimp dénote une moyenne sur tous les sites d’impuretés. Par définition, le potentiel
est

V(r) =
1

Ns
Â
qj

v(q)eiq·re�iq·Rj . (4.9)
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La première valeur moyenne d’intérêt est alors

hV(r)iimp =
1

Ns
Â
q

Â
j

v(q)eiq·r
he�iq·Rjiimp,

=
1

Ns
Â
q

v(q)eiq·r Â
j

1

N Â
Rj

e�iq·Rj ,

=
Ni
Ns

Â
q

v(q)eiq·rdq,0,

=
Ni
Ns

v(q = 0). (4.10)

Nous définissons la densité d’impuretés nimp ⌘
Ni
Ns
. Nous posons également v(q = 0) ⌘ 0 sans

perte de généralité. Par conséquent,
hV(r)iimp = 0. (4.11)

Nous calculons maintenant la moyenne sur les impuretés du produit de deux potentiels d’im-
pureté

hV(r1)V(r2)iimp =
1

N2
s

Â
q1q2

Â
jj0

v(q1)v(q2)eiq1·r1 eiq2·r2he�iq1·Rj e�iq2·Rj0 iimp,

=
1

N2
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Â
q1q2
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"

Â
j 6=j0

he�iq1·Rjiimphe
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j
he�i(q1+q2)·Rjiimp

#
.

Ayant posé v(q = 0) ⌘ 0, le premier terme dans les crochets est nul. Nous obtenons donc

hV(r1)V(r2)iimp =
1

N2
s

Â
q1q2

v(q1)v(q2)eiq1·r1 eiq2·r2 Â
j
he�i(q1+q2)·Rjiimp,
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s
Â

q1q2

v(q1)v(q2)eiq1·r1 eiq2·r2 dq1,�q2
,

=
nimp

Ns
Â
q
|v(q)|2eiq·(r1�r2).

Nous faisons ensuite l’approximation que le potentiel est une constante près du niveau de Fermi :
|v(q)|2 ' |v|2. Nous obtenons donc

hV(r1)V(r2)iimp =
nimp

Ns
|v|2 Â

q
eiq·(r1�r2), (4.12)

= nimp|v|2dr1,r2
.

Nous substituons les moyennes sur le potentiel dans la fonction de Green donnée par l’équation
4.8. Nous ne conservons que les moyennes sur le produit de deux potentiels, qui sont les termes
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dominants dans la limite propre. Nous obtenons

G
dis
0 (1, 2) = G0(1, 2) + G0(1, 1̄)Sdis(1̄, 2̄)Gdis

0 (1̄, 2), (4.13)

où la self-énergie due au désordre est

Sdis(1, 2) = hV(1)V(2)iG0(1, 2),

= nimp|v|2dr1,r2
G0(1, 2). (4.14)

En transformée de Fourier, nous obtenons

Sdis(k, ikn) = nimp|v|2 Â
r1�r2

e�ik·(r1�r2)dr1,r2
G0(r1 � r2, ikn),

= nimp|v|2G0(r = 0, ikn),

= nimp|v|2
1

Ns
Â
k0

G0(k0
, ikn). (4.15)

Nous pouvons faire le calcul approximatif de la self-énergie en transformant la somme sur les
vecteurs d’onde en une intégrale, en utilisant la notation ek � µ0 ⌘ #k et en définissant r(#) la
densité d’états,

Sdis(k, ikn) = nimp|v|2
1

Ns
Â
k0

1

ikn � #k0

,

= nimp|v|2
Z #max

#min

d#r(#)
1

ikn � #
,

= �inimp|v|2
Z #max

#min

d#r(#)
kn

k2
n + #2

. (4.16)

Nous sortons maintenant la densité d’états au niveau de Fermi de l’intégrale, et nous obtenons
finalement

Sdis(k, ikn) = �inimp|v|2r(0)


arctan
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� arctan
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◆�
. (4.17)

Cette équation est équivalente à la définition donnée précédemment à l’équation 4.3, où nous posons
de plus la définition suivante pour le temps de vie t

t ⌘
1

2pnimp
|v|2r(0). (4.18)

En pratique, nous ajoutons le désordre dans nos calculs TPSC en remplaçant la fonction de
Green non-interagissante par la fonction de Green avec désordre Gdis

0
(équation 4.2). Nous calculons
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ensuite la fonction de Lindhard non-interagissante par le produit de deux fonctions de Green

cdis
0 (r, t) = �2G

dis
0 (r, t)Gdis

0 (�r,�t). (4.19)

Nous négligeons les corrections de vertex dues au désordre lors du calcul de cdis
0
. Nous avons vérifié

que ces corrections de vertex, nécessaires pour obtenir le pole de di�usion près du vecteur d’onde
q = 0, deviennent moins importantes près du vecteur d’onde antiferromagnétique Q = (p, p) qui
nous est d’intérêt ici [161].

Le reste du calcul TPSC s’e�ectue tel que décrit au chapitre 2, soit par le calcul des susceptibilités
de spin et de charge, l’obtention des vertex irréductibles de spin et de charge par l’auto-cohérence
des règles de somme et de l’ansatz TPSC, puis le calcul de la self-énergie au second niveau d’ap-
proximation. On inclut cette self-énergie dans le calcul de la fonction de Green avec interaction,
ainsi que la self-énergie due au désordre (équation 4.3). Des corrections de vertex dues au désordre
pourraient également être présentes dans l’expression de la self-énergie, mais nous les négligeons
pour maintenir la cohérence avec le calcul des susceptibilités. L’ansatz TPSC (équation 2.23) de-
meure inchangé, mais la double occupation devrait maintenant être vue comme étant moyennée
sur le désordre.

4.3 E�et du désordre sur T* et sur le point critique quantique

4.3.1 Poids spectral aux points chauds

Ayant introduit l’extension de la TPSC au cas désordonné, nous étudions maintenant l’e�et
du désordre sur le diagramme de phase du modèle. Pour ce faire, nous faisons des calculs à
température fixe pour plusieurs valeurs de la densité n et obtenons le poids spectral aux points
chauds A(kF, w). Nous obtenons le spectre en fréquences réelles par le prolongement analytique
Padé. Pour le prolongement analytique de Padé, nous utilisons l’implémentation en libre accès
PyPade [179] basée sur l’algorithme présenté dans la référence [180]. Nous définissons la frontière
du pseudogap antiferromagnétique, T⇤, par la densité minimale à laquelle nous voyons une perte
de poids spectral au niveau de Fermi aux points chauds. Nous illustrons ce processus à la figure
4.1. Nous contraignons nos calculs aux densités supérieures à n = 1.1 en raison de nos choix de
paramètres de saut et de l’interaction U.

Pour inclure le désordre, nous utilisons des valeurs de t basées sur des mesures expérimentales.
Une température de Dingle TD = 14 K a été mesurée par des oscillations Shubnikov-de Haas dans
un échantillon de NCCO au dopage optimal (n = 1.15) [181]. Par la relation entre la température
de Dingle et le taux de di�usion, TD = h̄/2pkBt, en en prenant t = 350 meV [21], nous obtenons
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t = 46 en unités de 1/t. Nous utilisons également le paramètre t = 25 de façon à considérer
des échantillons qui pourraient être plus désordonnés. Par exemple, des mesures de la résistivité
donnent l ' 25a pour des couches minces de PCCO au dopage optimal [139, 182]. En prenant
l = vFt, a = 4 [139], et vF = 2 eV [183], nous obtenons t ' 17.5 en unités de 1/t, une fois de plus
avec t = 350 meV. Dans la gamme de températures et de densités que nous étudions, les valeurs
t = 46 et t = 25 considérées ici correspondent approximativement aux libres parcours moyens
l ' 120a et l ' 65a respectivement dans nos calculs.

Les diagrammes de phase résultants sontmontrés dans la figure 4.2, à gauche. Nous y comparons
les trois cas mentionnés plus haut : sans désordre, t = 46 et t = 25. Nos calculs montrent que
le désordre déplace le crossover T⇤ vers des densités plus faibles. Comme nous le montrerons
maintenant, dans nos calculs pour ce modèle, le point critique quantique antiferromagnétique
coïncide avec la densité où la température de crossover T⇤ peut être extrapolée à 0.

Dans le modèle que nous considérons, un point critique quantique antiferromagnétique est
présent à température nulle à une densité supérieure au demi-remplissage. Toutefois, l’approche
TPSC que nous utilisons pour résoudre le problème est une méthode formulée à température finie.
Nous pouvons tout de même utiliser notre approche pour déterminer le point critique quantique
antiferromagnétique par le calcul de la longueur de corrélation de spin à température finie. Nous
calculons la longueur de corrélation de spin en fonction de la température et de la densité. La
définition de la longueur de corrélation de spin est abordée plus loin dans ce chapitre à la sous-
section 4.3.3. Pour des densités inférieures au point critique quantique, la longueur de corrélation
augmente lorsque la température diminue. Pourdes densités supérieures au point critique quantique,
la longueur de corrélation de spin demeure petite et sature lorsque la température diminue.

Nous montrons nos résultats à la figure 4.3 pour les cas sans désordre, avec t = 46 et avec
t = 25. Nous montrons que le point critique est déplacé vers des densités plus faibles lorsque le
désordre augmente, passant de n ' 1.20 sans désordre à n ' 1.17 pour t = 25. Nous pouvons
également constater que le point critique quantique obtenu par la longueur de corrélation de spin
est cohérent avec l’extrapolation à T = 0 de l’estimé de T⇤ obtenu par le poids spectral montré dans
la figure 4.2, à gauche.

Ainsi, le point critique quantique antiferromagnétique est déplacé vers une densité plus faible
lorsque le désordre augmente. Ce résultat est expliqué par l’élargissement de la surface de Fermi
causé par le désordre, ce qui diminue l’emboîtement de la surface de Fermi et défavorise l’ordre
antiferromagnétique.
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F ����� 4.1 Illustration de l’obtention de la température du pseudogap antiferromagnétique T⇤ par
le poids spectral calculé pour la température T = 0.02 et le temps de vie dû au désordre
t = 25. Les figures (a) et (b) montrent A(k, w = 0), le poids spectral au niveau de
Fermi (w = 0) en fonction du vecteur d’onde k dans un quart de la zone de Brillouin
aux densités n = 1.16 et 1.165 respectivement. Les étoiles sont placées sur l’un des points
chauds kF où la surface de Fermi croise la zone de Brillouin antiferromagnétique. En (a),
le pseudogap antiferromagnétique est clairement visible au point chaud pour n = 1.16.
La figure (c) montre A(kF, w), le poids spectral en fonction de la fréquence w aux points
chauds kF définis par les étoiles dans les figures (a) et (b). Nous montrons que, à cette
valeur de la température, une perte de poids spectral se produit au niveau de Fermi
w = 0 pour n = 1.16, mais pas pour n = 1.165, ce qui définit la frontière du pseudogap
antiferromagnétique à cette température. Figure tirée de la référence [2].



52

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

 1.1  1.15  1.2  1.25

T

n

No disorder
τ=46
τ=25

 1.1  1.15  1.2  1.25

n

No disorder
τ=46
τ=25

F ����� 4.2 Température T⇤ délimitant le pseudogap antiferromagnétique sans désordre (carrés
rouges), avec désordre t = 46 (cercles bleus) et avec désordre t = 25 (triangles verts).
La figure de gauche montre le pseudogap tel qu’obtenu par le poids spectral aux points
chauds A(kF, w). La figure de droite montre la température T⇤

CU
obtenue par la valeur

maximale de la chaleur spécifique divisée par la température CU,n/T pour une densité
donnée. Figure tirée de la référence [2].
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F ����� 4.3 Dépendance en température de la longueur de corrélation de spin en fonction du niveau
de désordre. La figure de gauche montre le cas sans désordre pour les densités n = 1.195,
n = 1.200 et n = 1.205. Le point critique quantique pour ce cas se situe autour de n = 1.2 :
la longueur de corrélation de spin augmente lorsque T ! 0 pour cette densité, mais
demeure très faible à basse température pour une densité légèrement supérieure n = 1.205.
La figure du centre montre le résultat pour t = 46 et la figure de droite pour t = 25, les
deux cas avec désordre. Comme pour le cas sans désordre, nous trouvons le point critique
quantique antiferromagnétique pour ces systèmes en regardant le comportement de la
longueur de corrélation de spin à basse température. Nous trouvons que le point critique
quantique est environ n = 1.195 pour t = 46 et n = 1.170 pour t = 25. Tous les résultats
montrés ici sont obtenus par des calculs où la convergence est atteinte sur un réseau de
1024 ⇥ 1024 sites et avec 2048 fréquences de Matsubara. Figure tirée de la référence [2].



53

4.3.2 Chaleur spécifique

Une seconde façon de construire le diagramme de phase est d’étudier la chaleur spécifique. En
deux dimensions, le théorème de Mermin-Wagner interdit un ordre antiferromagnétique à longue
portée à température finie. Toutefois, des calculs pour le modèle de Hubbard bidimensionnel dans
le régime d’interaction faible ont montré des pics dans la chaleur spécifique à basse température.
Ces pics peuvent correspondre à l’échelle d’énergie des fluctuations de spins à courte portée qui
peuvent être associées au crossover T⇤ [184]. Par conséquent, nous pouvons définir la température
T⇤ à partir de la valeur maximale de la contribution des interactions électron-électron à la chaleur
spécifique.

Nous désirons ainsi obtenir la contribution à la chaleur spécifique venant des interactions
électron-électron que nous noterons Ce�e

n,U . Nous suivons la méthode de l’intégration de la constante
de couplage, et plus précisément la référence [184], pour calculer la chaleur spécifique. En TPSC,
il s’agit de la façon la plus fiable d’obtenir l’énergie libre. Nous commençons par la définition du
grand potentiel canonique (normalisé par le nombre de sites Ns)

W(T, µ, U) = �
T
Ns

ln Tr

h
e�b(H�µN)

i
, (4.20)

où H est le hamiltonien de Hubbard (équation 1.1), et b est l’inverse de la température. Ce potentiel
peut être calculé par une intégrale sur l’interaction de Hubbard U. En e�et, la dérivée du grand
potentiel par rapport à U est la double occupation

✓
∂W(T, µ, U)

∂U

◆

T,µ

= hn"n#i. (4.21)

Alors, en intégrant sur U, nous obtenons

Z U

0

dU0

✓
∂W(T, µ, U)

∂U0

◆

T,µ

= W(T, µ, U)� W0(T, µ),

) W(T, µ, U) = W0(T, µ) +
Z U

0

dU0
hn"n#i, (4.22)

où W0(T, µ) est le grand potentiel canonique calculé par le hamiltonien non-interagissant, et la
double occupation hn"n#i est une fonction de U et de la température. Nous calculons l’énergie libre
normalisée par site par la transformée de Legendre

F(T, n, U) = W(T, µ(T, n, U), U) + µ(T, n, U)n. (4.23)
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À partir de l’énergie libre, nous obtenons l’expression suivante pour la chaleur spécifique

Cn,U(T, n, U) = �T
✓

∂2F(T, n, U)
∂T2

◆

U,n
,

= C0

n(T, n)� T
Z U

0

dU0

 
∂2hn"n#i

∂T2

!

n,U0

, (4.24)

où la chaleur spécifique non-interagissante peut être calculée avec l’énergie par site

C0

n(T, n) =
1

Ns

✓
∂E0(T, n)

∂T

◆

n
. (4.25)

La contribution de l’interaction électron-électron à la chaleur spécifique, Ce�e
n,U (T, n, U), est donc

Ce�e
n,U (T, n, U) = �T

Z U

0

dU0

 
∂2hn"n#i

∂T2

!

n,U0

. (4.26)

En pratique, nous calculons la double occupation hn"n#i à densité fixe n pour plusieurs valeurs de
U afin d’e�ectuer une intégrale numérique par la règle de Simpson. Les dérivées par rapport à la
température sont calculées par des di�érences finies.

Nous calculons donc Ce�e
n,U en fonction de la température T pour plusieurs valeurs de la densité n.

Nous définissons T⇤

CU
comme la température à laquelle Ce�e

n,U /T est maximale à une certaine densité
n. Les résultats de T⇤

CU
sont montrés à la figure 4.2, à droite. Nous y montrons les résultats pour

les cas sans désordre, ainsi qu’avec les niveaux de désordre définis par t = 46 et t = 25. Nous
montrons qu’il y a un bon accord entre la tendance de T⇤ définie préalablement par le poids spectral
et T⇤

CU
. L’e�et du désordre est toutefois plus marqué dans le calcul du poids spectral que dans celui

de la chaleur spécifique. Ce résultat est dû au fait que la chaleur spécifique implique tous les degrés
de liberté. À l’inverse, la température T⇤ obtenue par le poids spectral n’implique que les points
chauds.

4.3.3 Longueur de corrélation

Nous nous intéressons maintenant à la longueur de corrélation de spin afin de mieux com-
prendre l’e�et du désordre sur les fluctuations de spins. Dans le régime où les fluctuations de
spins sont fortes, et où la fréquence caractéristique des fluctuations de spins est plus petite que la
température (le régime classique renormalisé, dont nous parlerons plus en détail à la section 6.4.1),
la susceptibilité de spin peut être écrite sous la forme Ornstein-Zernicke [74]

csp(q, 0) '
1

Uspx2

0

2

(q � Q)2 + x�2
sp

, (4.27)
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où xsp est la longueur de corrélation de spin, et où la longueur de corrélation particule-trou x0 est
définie par

x2

0 = �
1

2c0(Q, 0)
∂2c0(q)

∂q2
x

����
q=Q

. (4.28)

Dans l’équation 4.27, la longueur de corrélation de spin est définie par

xsp = x0

r
Usp

dU
, (4.29)

où

dU = Um f � Usp,

Um f =
2

c0(Q, 0)
. (4.30)

Ici,Um f est la valeur critique du vertex irréductible de spin Usp qui mènerait, en RPA, à une transition
de phase vers la phase antiferromagnétique qui est interdite en deux dimensions à température
non-nulle.

En pratique, nous faisons le calcul TPSC pour obtenir Usp et csp(q, iqn) de façon auto-cohérente.
Nous calculons ensuite la longueur de corrélation de spin xsp à partir de la largeur à mi-hauteur
de csp(q, 0) autour du vecteur d’onde antiferromagnétique Q = (p, p). Nous obtenons également
Um f à partir du calcul TPSC. Nous utilisons ces trois résultats pour extraire x0 à partir de l’équation
4.29.

Nousmontrons l’e�et du désordre sur xsp, dU,Usp,Um f et x0 à la figure 4.4, où nous augmentons
le temps de vie dû au désordre de t = 30 à t = 100. Tous les résultats montrés dans cette figure ont
été obtenus à la température T = 0.04 et à la densité n = 1.20, la densité associée au point critique
quantique antiferromagnétique dans le modèle sans désordre. Nous montrons que la longueur de
corrélation de spin est atténuée lorsque le désordre augmente. Ceci provient du comportement
combiné de dU et de x0 dans l’expression de la longueur de corrélation 4.29. En e�et, dU diminue
de façon significative puisque le point critique quantique est déplacé vers une densité plus petite
que n = 1.2 avec le désordre. De plus, x0 diminue également en raison de la forme plus arrondie de
c0 due au désordre. À l’inverse, Usp et Um f ne sont a�ectés que légèrement par le désordre. Nous
montrons à la section 4.5 que l’e�et du désordre sur Um f et x0 peut être expliqué qualitativement
par une approche phénoménologique.

Nous notons que le taux de di�usion total ne peut pas être calculé comme la somme de la partie
élastique venant du désordre Gel. et de la partie inélastique obtenue par un calcul sans désordre Gpur

inel..
En e�et, nous pouvons nous attendre à l’inégalité Gtot 6= Gel. + Gpur

inel., puisque le taux de di�usion
inélastique Ginel. est modifié par le désordre même dans la limite propre que nous considérons ici.



56

 0
 1
 2
 3

 20  30  40  50  60  70  80  90  100 110

τ

∆ Usp
∆Umf

 5

 15

 25

 35

∆
 f 

(%
)

−∆ ξsp
∆ δU
−∆ ξ0 

F ����� 4.4 E�et du désordre sur les fluctuations de spins. Sur l’axe des abscisses, t dénote le niveau
de désordre : le désordre diminue lorsque t augmente. Les calculs ont été réalisés pour
la température T = 0.04 et la densité n = 1.20, la densité associée avec le point critique
antiferromagnétique pour le cas sans désordre. La notation D f = ( f dis � f )/ f dénote la
déviation relative entre les résultats avec et sans désordre. Les carrés bleus et les cercles
verts montrent la déviation relative de Usp et de Um f respectivement en raison du désordre.
Ces deux quantités sont seulement légèrement modifiées par le désordre. La grande
augmentation de dU (triangles rouges) et la diminution de x0 (losanges roses) en raison
du désordre atténuent la longueur de corrélation xsp (triangles bleus). Figure tirée de la
référence [2].

En e�et, comme nous pouvons le voir par l’équation 2.43, la self-énergie calculée en TPSC (et donc
le taux de di�usion inélastique) dépend directement des fluctuations de spins par le vertex de spin
Usp et la susceptibilité de spin csp. Ces quantités sont modifiées par le désordre, d’où : Gpur

inel. 6= Ginel..
Cette violation de la règle de Matthiessen a également été mentionnée dans la référence [174].

4.4 Critère pour T* en présence de désordre

Tel que mentionné au chapitre 3, plusieurs méthodes pour le modèle de Hubbard ont montré
que le modèle en deux dimensions, dans le régime d’interaction faible, présente un pseudogap
antiferromagnétique aux points chauds lorsque le critère de Vilk xsp > xth est satisfait [22]. Ici,
nous vérifions si ce critère est maintenu en présence du désordre. Nous montrons dans la figure
4.5 le ratio xsp/xth évalué à la température de crossover T⇤ obtenue par le poids spectral (figure
4.2, à gauche). Dans le cas sans désordre, le critère est satisfait tout au long de T⇤, tel qu’attendu
par des calculs TPSC précédents. La même observation peut être faite pour le cas avec t = 46.
Dans ces deux cas, nous observons que le ratio xsp/xth croît rapidement au-delà de 1 lorsque la
densité augmente vers le point critique quantique antiferromagnétique. Cela pourrait être dû au
fait que, contrairement au cas sous-dopé où xsp augmente bien plus rapidement que xth lorsque
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F ����� 4.5 Ratio de la longueur de corrélation de spin xsp et de la longueur d’onde thermique de
de Broglie xth évaluée à T⇤. Le critère de Vilk x⇤sp � x⇤th, montré par la ligne pointillée
dans la figure, est satisfait dans le cas sans désordre (carrés rouges) et avec le niveau de
désordre t = 46 (cercles bleus). Pour le niveau de désordre supérieur t = 25 (triangles
verts), le critère n’est pas satisfait aux densités près du point critique quantique, même si
un pseudogap antiferromagnétique peut être vu dans le poids spectral pour cette gamme
de paramètres (voir la figure 4.1). Figure tirée de la référence [2].

la température décroit, au point critique quantique tant xsp que xth ont la même dépendance en
température 1/T [185]. Cette dépendance en 1/T de xsp au point critique quantique est dû au
pseudo-emboîtement de la surface de Fermi vu dans la figure 3 de la référence [185].

La figure 4.5 montre toutefois que, pour le cas t = 25, le ratio xsp/xth tombe sous 1 à T⇤ lorsque
la densité augmente vers le point critique quantique. Par conséquent, le critère de Vilk n’a pas à être
satisfait pour qu’un pseudogap antiferromagnétique ouvre aux points chauds lorsqu’un niveau de
désordre su�samment grand est présent.

Pour comprendre la distinction entre le cas t = 25 et les deux autres cas,nous suivons la référence
[74] pour obtenir une expression analytique pour la self-énergie Scl(kF, 0) aux points chauds. Nous
rappelons l’équation de la self-énergie en TPSC (où nous laissons tomber la contribution de Hartree)

S(k, ikn) =
U
8

T
N Â

q,iqn

⇥
3Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

⇤
G

dis
0 (k + q, ikn + iqn). (4.31)

Dans le régime classique renormalisé, la principale contribution à la self-énergie vient des fluc-
tuations de spins à fréquence de Matsubara nulle q0 = 0. Nous simplifions donc la forme de la



58

self-énergie par ses contributions dominantes

Scl(k, ikn) '
3UUsp

8

T
N Â

q
csp(q, 0)Gdis

0 (k + q, ikn). (4.32)

Ensuite, nous e�ectuons le prolongement analytique ikn ! w + ih pour obtenir la self-énergie
retardée SR

cl et nous évaluons cette expression à fréquence nulle, w = 0. Nous obtenons

SR
cl(k, w = 0) '

3UUsp

8

T
N Â

q
csp(q, 0)

1

�ek+q + µ � Sdis , (4.33)

où la self-énergie due au désordre prend la forme Sdis = �i/2t après le prolongement analytique.
Ensuite, nous utilisons la forme de Ornstein-Zernicke (équation 4.27) pour la susceptibilité de spin,
qui est valide dans ce régime où les fluctuations de spins sont importantes

csp(q, 0) '
1

Uspx2

0

2

(q � Q)2 + x�2
sp

, (4.34)

et nous transformons la somme sur les vecteurs d’onde q en une intégrale avec le changement de
variable q � Q ! q

SR
cl(k, 0) =

3UT
4x2

0

Z d2q
(2p)2

1

q2 + x�2
sp

1

�ek+q+Q + µ + i/2t
. (4.35)

Nous évaluons cette équation aux points chauds k = kF où la surface de Fermi croise la zone de
Brillouin antiferromagnétique. Ce vecteur d’onde est donc caractérisé par kF,y = p � kF,x, ce qui
implique également que l’énergie aux points chauds est liée au potentiel chimique par ekF+Q =

ekF = µ. Nous faisons également une approximation pour l’énergie : ekF+q+Q = ekF+Q + q · vF.
Nous obtenons

SR
cl(kF, 0) =

3UT
4x2

0

Z d2q
(2p)2

1

q2

?
+ q2

k
+ x�2

sp

1

i/2t � qkvF
, (4.36)

où nous avons défini qk (q?) comme la composante du vecteur d’onde q qui est parallèle (perpen-
diculaire) à la vitesse de Fermi vF. Nous faisons maintenant le calcul de l’intégrale sur q? dans le
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plan complexe

SR
cl(kF, 0) =

3UT
16p2x2

0

Z
dqkdq?

2

4 1
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+ x�2
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�
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q
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1

i/2t � qkvF
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16p2x2
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Z
dqk(�2pi)
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q
q2
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+ x�2

sp

1

i/2t � qkvF
,

=
3UT

16px2

0

Z
dqk

1q
q2

k
+ x�2

sp

1

i/2t � qkvF
. (4.37)

Nous nous concentrons maintenant sur la partie imaginaire de la self-énergie, et nous faisons
l’intégrale sur qk en faisant d’abord le changement de variable x ⌘ qkxsp

ImSR
cl(kF, 0) = �

3UT
16px2

0

Z
dqk

1q
q2

k
+ x�2

sp

1/2t

(1/2t)2 + (qkvF)2
,

= �
3UT

16px2

0

1

2v2

Ft

Z
dqk

xspq
(qkxsp)2 + 1

x2
sp

(xsp/2vFt)2 + (qkxsp)2
,

= �
3UT

16px2

0

x2
sp

2v2

Ft

Z
dx

1
p

x2 + 1

1

(xsp/2vFt)2 + x2
. (4.38)

Nous intégrons ensuite de �• à •

ImSR
cl(kF, 0) = �

3UT
8px2

0

xsp

vF

arccosh(xsp/2vFt)
q
(xsp/2vFt)2 � 1

,

= �
3U

8p2x2

0

xsp

xth

arccosh(xsp/2vFt)
q
(xsp/2vFt)2 � 1

, (4.39)

où nous avons introduit la longueur d’onde de de Broglie xth = vF/pT. Nous obtenons finalement
la partie imaginaire de la self-énergie

ImScl(kF, 0, t) = �
3U

8p2x2

0
(t)

xsp

xth
F
✓

xsp

vFt

◆
. (4.40)

Dans ce qui précède, la fonction F(x) est définie par

F(x) =

8
><

>:

p
2

x = 0 (Sans désordre),

arccosh(x)
p

x2�1
x > 0,

(4.41)

où la valeur de arccosh doit être calculée dans le plan complexe. Elle est purement imaginaire pour
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x < 1. Le résultat 4.40 est en accord avec la forme phénoménologique obtenue dans la référence [161],
mais ne comporte pas de paramètre ajustable.

L’e�et du désordre sur la self-énergie n’est pas évident au premier regard, puisque le désordre
intervient dans la fonction F(x) définie à l’équation 4.41 ainsi que dans le préfacteur x�2

0
(t). Tel

que vu à la figure 4.4, x0 est atténuée par le désordre. Nous montrerons également à la section
4.5 que x0(t) diminue quand le désordre augmente dans la limite propre lorsque la valeur sans
désordre de x0(t ! •) est petite par rapport à la longueur d’onde thermique de de Broglie, ce qui
est en pratique toujours satisfait dans nos cas d’étude. Dans nos calculs, x2

0
(t) prend des valeurs

dans l’intervalle 0.65 < x2

0
(t)/x2

0
(t ! •) < 0.9 pour des valeurs de t entre 30 et 100, à la densité

n = 1.20 et pour la température T = 0.04.

Pour comprendre en quoi le résultat ci-haut pour ImScl(kF, 0, t)modifie le critère de Vilk, nous
débutons par noter que le pseudogap antiferromagnétique apparaît aux points chauds lorsque la
partie imaginaire de la self-énergie devient grande (en valeur absolue). Dans le cas sans désordre,
cela se produit lorsque la longueur de corrélation de spin devient plus grande que la longueur
thermique de de Broglie, comme on peut le voir avec l’équation 4.40 et l’évaluation de l’équation
4.41 pour x = 0

|ImScl(kF, 0, t ! •)| =
3U

16px2

0
(t ! •)

xsp

xth
,

� 1 ,
xsp

xth
> 1. (4.42)

L’équation 4.42 est la formulation originale du critère de Vilk.

Prenons alors
|ImScl(kF, 0, t)| �

3U
16px2

0
(t ! •)

. (4.43)

en tant que critère pour la valeurminimale de la partie imaginaire de la self-énergie pour l’ouverture
du pseudogap antiferromagnétique. Même si nous avons déduit le résultat 4.43 du cas sans désordre
(t ! •), il demeure valide pour les cas avec des valeurs finies du temps de vie t.

Ainsi, à partirdu critère 4.43 et de l’équation 4.40 pour la self-énergie,nous obtenons une nouvelle
formulation du critère de Vilk qui inclut les e�ets du désordre. Un pseudogap antiferromagnétique
peut ouvrir aux points chauds lorsque

xsp

xth
�

p

2

x2

0
(t)

x2

0
(t ! •)

1

F( xsp
vFt )

(4.44)

Le critère de Vilk original est rétabli en prenant la limite t ! • dans l’équation 4.44.

Nous traçons le ratio obtenu par l’égalité stricte de l’équation 4.44 à la figure 4.6 en fonction du
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0
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libre dans le calcul analytique. La ligne noire pointillée correspond au critère de Vilk
original. Les trois autres lignes sont calculées avec du désordre : vFt = xsp/2 (ligne rose),
vFt = xsp (ligne verte), vFt = 10xsp (ligne bleue). Figure tirée de la référence [2].

ratio x2

0
(t)/x2

0
(t ! •). Le critère de Vilk original correspond à la ligne noire pointillée constante

à xsp/xth = 1. Nous considérons également trois cas avec des niveaux de désordre variés selon le
ratio xsp/vFt qui entre la fonction F définie par l’équation 4.41 : vFt = xsp/2 (ligne rose), vFt = xsp

(ligne verte) et vFt = 10xsp (ligne bleue).

Nos calculs analytiques et leur illustration à la figure 4.6 montrent que l’e�et du désordre sur le
pseudogap antiferromagnétique est subtil. La première modification à la self-énergie par le désordre
dépend du ratio de la longueur de corrélation de spin xsp et du libre parcours moyen vFt qui
apparait dans l’argument de la fonction F(x) définie à l’équation 4.41. Cette modification semble
favoriser l’ouverture du pseudogap antiferromagnétique lorsque xsp � xth, de façon analogue au cas
sans désordre. Toutefois, le désordre atténue également x2

0
(t), ce qui a l’e�et inverse sur le critère

pour le pseudogap. Les deux e�ets combinés impliquent que le pseudogap antiferromagnétique
peut exister lorsque xsp < xth, tel qu’illustré à la figure 4.6.
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4.5 Approche phénoménologique pour la fonction de Lindhard avec

désordre

L’atténuation des fluctuations antiferromagnétiques par le désordre peut être comprise de
façon plus profonde par une approche phénoménologique. C’est ce que nous montrons dans cette
section. Les calculs présentés ici sont analogues à la théorie Abrikosov-Gor’kov des impuretés
non-magnétiques dans les supraconducteurs.

Nous débutons en considérant la fonction de corrélation densité-densité non-interagissante
(fonction de Lindhard) c0(Q, iq0 = 0), où Q = (p, p) est le vecteur d’onde antiferromagnétique.
Nous considérons le cas spécifique avec un paramètre de saut aux premiers voisins uniquement
(t = 1, t0 = t00 = 0), au demi-remplissage (potentiel chimique µ = 0). Nous étudions ce cas
puisqu’il nous est possible de calculer c0(Q, iq0 = 0) exactement sans désordre

c0(Q, iq0 = 0) = �2
T
N Â

k,ikn

G0(k, ikn)G0(k + Q, ikn),

= �2
T
N Â

k,ikn

1

ikn � ek

1

ikn � ek+Q
. (4.45)

Dans le réseau carré, nous utilisons la relation ek = �ek+Q. Nous pouvons alors faire la somme sur
les fréquences de Matsubara ikn, puis la somme sur les vecteurs d’onde k. Nous obtenons

c0(Q, iq0 = 0) = 2r(eF)


ln

✓
2W
pT

◆
+ g

�
, (4.46)

où W est une énergie de coupure, r(eF) est la densité d’états au niveau de Fermi, et g est la constante
d’Euler. Ici, nous avons supposé que la densité d’états au niveau de Fermi est une constante afin de
simplifier les calculs.

Avec désordre, nous calculons

cdis

0 (Q, iq0 = 0) = �2
T
N Â

k,ikn

G
dis

0 (k, ikn)G
dis

0 (k + Q, ikn),

= �2
T
N Â

k,ikn


1

ikn � ek � isgn(kn)/(2t)

⇥
1

ikn � ek+Q � isgn(kn)/(2t)

�
. (4.47)

Puisque la self-énergie due au désordre isgn(kn)/2t dépend des fréquences de Matsubara, nous ne
pouvons pas faire la somme sur les fréquences de Matsubara analytiquement avant la somme sur
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les vecteurs d’onde. Nous contournons ce problème en calculant

cdis

0 = c̄dis

0 � c̄0 + c0, (4.48)

où la quantité c̄ est calculée en e�ectuant la somme sur les vecteurs d’onde en premier, tandis que
c est calculée en faisant la somme sur les fréquences de Matsubara d’abord. Nous obtenons ainsi

cdis

0 (Q, iq0 = 0) = c0(Q, 0)� 2r(eF)a(0, 4pTt). (4.49)

Nous avons défini la fonction a par

a(n, x) = y(n)
✓

1

2
+

1

x

◆
� y(n)

✓
1

2

◆
, (4.50)

où y(n) est la fonction polygamma d’ordre n.

Dans la limite propre, nous pouvons faire le développement t � 1 dans l’équation 4.49, ce qui
nous donne

cdis

0 (Q, iq0 = 0) ' c0(Q, iq0 = 0)�
r(eF)p

4Tt
. (4.51)

Ce dernier résultat implique que les fluctuations antiferromagnétiques sont réduites par la présence
de désordre. Ce résultat analytique est cohérent avec notre étude précédente de Um f = 2/c0(Q, 0),
montrée à la figure 4.4 : Um f augmente avec le niveau de désordre.

Au niveau RPA, la température de transition vers la phase antiferromagnétique en champ
moyen TRPA

N est obtenue par le critère de Stoner 1 = Uc0(Q, iq0 = 0)/2. En utilisant ce critère, et
en notant TN et Tdis

N les températures de transition sans désordre et avec désordre respectivement,
nous obtenons

Tdis
N exp

"
p

8Tdis
N t

#
= TN . (4.52)

Puisque nous nous intéressons à la limite propre, nous pouvons évaluer l’exponentielle autour de
t ! •, ce qui résulte en

Tdis
N = TN �

p

8t
. (4.53)

À partir de l’équation 4.53, nous montrons que le désordre diminue la température de Néel obtenue
en RPA (dans la limite propre).

Nous nous tournons maintenant vers le calcul de la longueur de corrélation x2

0
, définie par

x2

0 = �
1

2c0(Q, 0)
∂2c0(q)

∂q2
x

����
q=Q

. (4.54)
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Nous pouvons faire le calcul de c0(Q + q) à petites valeurs de q de façon analogue au calcul fait
plus tôt pour c0(Q). Nous calculons ensuite la dérivée seconde par rapport à q. Nous obtenons

xdis 2

0

x2

0

=
1

cdis
0
(Q, 0)

"
c0(Q, 0)�

r(eF)
48

x2

th
x2

0

a(2, 4pTt)

#
, (4.55)

où a(2, 4pTt) est définie par l’équation 4.50. À partir des équations 4.55 et 4.49, nous trouvons que
la longueur x0 est atténuée par le désordre lorsque

x2

th
x2

0

> 96
a(0, 4pTt)
a(2, 4pTt)

, (4.56)

& 5. (4.57)

Ce critère est toujours satisfait dans nos calculs, pour les paramètres choisis.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le pseudogap antiferromagnétique peut apparaitre
aux points chauds dans le modèle de Hubbard même lorsque la longueur de corrélation antiferro-
magnétique xsp est plus petite que la longueur d’onde thermique de de Broglie xth lorsqu’un niveau
de désordre su�sant est atteint. Cette violation du critère de Vilk pourrait être une explication de
l’observation expérimentale du pseudogap dans NCCO près du dopage optimal [102]. La présente
étude suggère la pertinence d’une étude expérimentale systématique de l’e�et du désordre sur les
points chauds. Toutefois, une comparaison complète à l’expérience pourrait nécessiter l’inclusion de
l’e�et combiné de la supraconductivité et des fluctuations de spins [186]. Une autre étape possible
serait d’inclure un taux de di�usion élastique ayant une dépendance en vecteur d’onde, ce qui
pourrait être plus approprié pour l’étude du désordre hors du plan CuO2.



Chapitre 5

Quasiparticules résilientes et forces des

corrélations électroniques près d’un

point critique quantique

antiferromagnétique

Ce chapitre est essentiellement une traduction de l’article [1]. Les annexes de l’article ont été
intégrées au texte et plusieurs développements mathématiques ont été éto�és.

5.1 Motivation expérimentale : Mesures d’ARPES dans les cuprates do-

pés en électrons

Dans les métaux normaux où les interactions entre les électrons ne sont pas très importantes,
la théorie des liquides de Fermi de Landau permet de décrire le comportement des électrons. Le
concept du liquide de Fermi mène à la description de quasiparticules qui ont une masse e�ective et
une vitesse renormalisées par les interactions. Ces quantités peuvent dépendre de la quantité de
mouvement sur la surface de Fermi. Toutefois, dans les matériaux fortement corrélés, les propriétés
de transport peuvent diverger de celles attendues par la théorie des liquides de Fermi. C’est le
cas notamment dans les matériaux où la résistivité électronique est linéaire à basse température,
alors que celle d’un liquide de Fermi est quadratique [187,188]. Dans ce contexte, les notions de
non-liquide de Fermi et de liquide de Fermi marginal ont émergé [189–191]. Le comportement non-
liquide de Fermi est souvent associé à la présence d’un point critique quantique magnétique [190].

65
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L’analyse détaillée des quasiparticules de la surface de Fermi par l’extraction de la self-énergie
à partir de mesures d’ARPES a été e�ectuée pour plusieurs matériaux, tels que Sr2RuO4 [192], des
métaux organiques [193], les cuprates dopés en trous Bi2Sr2CaCu2O8 et La2�xSrxCuO4 (LSCO)
[194,195], et le cuprate dopé en électrons Pr1.3�xLa0.7CexCuO4 (PLCCO) [183]. Dans tous ces cas,
il a été montré que des quasiparticules du liquide de Fermi persistent dans certains segments de
la surface de Fermi, particulièrement loin des points critiques quantiques dans des échantillons
sur-dopés.

Dans le projet qui a fait l’objet de l’article [1], nous étudions le cas spécifique des cuprates dopés
en électrons, qui ont fait l’objet de plusieurs études expérimentales [102, 138, 144]. Nous montrons
que les quasiparticules du liquide de Fermi sont persistantes sur de grandes portions de la surface
de Fermi pour des dopages à proximité d’un point critique quantique antiferromagnétique. Bien
que plusieurs études théoriques se soient concentrées sur les points chauds où le comportement
non-liquide de Fermi est observé [196, 197], nous nous concentrons ici sur les segments où les
quasiparticules persistantes du liquide de Fermi ont des propriétés intéressantes qui peuvent
dominer le transport électronique [198–200]. En particulier, nous montrons que les propriétés de
ces quasiparticules mènent à une nouvelle façon de quantifier la force des corrélations électroniques,
au-delà de propositions précédentes qui étaient basées sur des règles de somme [201].

Nous présentons les paramètres dumodèle étudié à la section 5.2. À la section 5.3, nous étudions
l’évolution des quasiparticules le long de la surface de Fermi en fonction du dopage. Ensuite, à la
section 5.4, nous comparons des façons de quantifier la force des interactions électroniques à l’aide
des paramètres du liquide de Fermi.

5.2 Modèle et paramètres

Nous étudions le modèle de Hubbard sur un réseau carré en deux dimensions. Tel que décrit au
chapitre 1, la relation de dispersion dans ce modèle peut être caractérisée par des paramètres de saut
aux premiers voisins t, aux seconds voisins t0 et aux troisièmes voisins t00. Nous choisissons ici les
paramètres t = 1, t0 = �0.175 et t00 = 0.05 qui ont déjà été utilisés pour modéliser le cuprate dopé
en électrons NCCO [21]. La majorité des résultats présentés ont été obtenus pour U = 5.75, une
valeur de l’interaction de Hubbard qui a été utilisée pour reproduire le spectre ARPES de NCCO au
dopage x = 0.15 [21]. Le paramètre de saut aux premiers voisins t = 1 définit l’unité d’énergie. Ces
paramètres sont identiques à ceux qui ont été utilisés pour l’étude présentée au chapitre 4.

Pour étudier l’e�et des fluctuations antiferromagnétiques sur les quasiparticules du liquide
de Fermi, nous étudions trois dopages di�érents : x = 0.15 dans le régime sous-dopé (sous le
point critique quantique antiferromagnétique), x = 0.20 près du point critique quantique antifer-
romagnétique [185], et x = 0.25 dans le régime sur-dopé (au-dessus du point critique quantique
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F ����� 5.1 Poids spectral au niveau de Fermi dans un quart de la zone de Brillouin calculé à la
température T = 0.04t pour les dopages x = 0.15 (en haut, à gauche), x = 0.20 (en haut,
à droite) et x = 0.25 (en bas). L’échelle de couleur représente l’intensité du poids spectral.
Figure tirée de la référence [1].

antiferromagnétique). Tel que montré à la figure 5.1, dans le régime de température faible (mais
non-nulle), le pseudogap antiferromagnétique aux points chauds est seulement présent à x = 0.15.
La surface de Fermi pour les dopages est bien définie pour les dopages x = 0.20 et x = 0.25.

5.3 Résilience des quasiparticules du liquide de Fermi

Dans cette section, nous étudions l’évolution des quasiparticules sur la surface de Fermi en
fonction du dopage et de l’angle sur la surface de Fermi. Dans la sous-section 5.3.1, nous vérifions
d’abord si elles prennent la forme attendue par la théorie du liquide de Fermi et, si c’est le cas, nous
analysons la dépendance en angle sur la surface de Fermi des coe�cients qui les caractérisent. Nous
étudions la renormalisation de la masse des quasiparticules à la sous-section 5.3.2. Finalement,
nous utilisons une loi d’échelle pour déterminer la dépendance en température de la self-énergie
au noeud et à l’antinoeud en fonction du dopage à la sous-section 5.3.3.

5.3.1 Dépendance en angle des propriétés des quasiparticules du liquide de Fermi

Nous étudions d’abord le comportement des quasiparticules en fonction de l’angle q sur la
surface de Fermi, qui est défini dans la figure 5.4. Dans un liquide de Fermi, la forme attendue de la
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self-énergie à basse fréquence est

S00(w, T) = a0(T)� a2w2
, w < wc (5.1)

où T est la température, w est la fréquence, et wc est une fréquence de coupure. Les paramètres a2,
a0 et wc peuvent être extraits de mesures d’ARPES [183,195]. En général, la self-énergie dépend de
la quantité de mouvement, même si nous ne l’écrivons pas explicitement ici.

Nous travaillons en fréquences de Matsubara où le développement de la self-énergie à basse
fréquence est

S(kn, T) = ia0(T) + b0(T) + ia1kn + ia2k2

n +O(k3

n), (5.2)

où kn = (2n + 1)pT est une fréquence de Matsubara fermionique, et les paramètres a0, b0, a1 et a2

sont réels. Nous pouvons obtenir la partie imaginaire (équation 5.1) ainsi que la partie réelle de la
self-énergie sur l’axe réel en faisant le prolongement analytique kn ! �i(w + i0+) de l’expression
en fréquences de Matsubara (équation 5.2). La partie réelle de la self-énergie est

S0(w, T) = b0(T) + a1w. (5.3)

Nous pouvons extraire le poids de quasiparticule Z à partir de la partie réelle de la self-énergie
(équation 5.3)

Z =

✓
1 �

∂S0(w)
∂w

◆�1
�����
w=0

,

=
1

1 � a1

. (5.4)

Nous décrivons maintenant la procédure de lissage nous permettant d’obtenir les paramètres a0, b0,
a1 et a2 à partir de la self-énergie en fréquences de Matsubara.

En raison de la relation simple entre la partie imaginaire de la self-énergie en fréquences
réelles S00 (équation 5.1) et l’expression correspondante en fréquences de Matsubara (équation
5.2), il est possible d’extraire les paramètres de la self-énergie a0(T), a1 et a2 à partir d’un lissage
polynomial de la self-énergie en fréquences de Matsubara que nous obtenons d’un calcul TPSC. Ce
processus n’est pas tout à fait direct en raison de la nature discrète des fréquences de Matsubara et
de leur dépendance en température. Pour éviter ces problèmes, nous considérons la dépendance en
température attendue pour la partie imaginaire de la self-énergie retardée pour un liquide de Fermi,
qui est (en négligeant les corrections logarithmiques qui devraient apparaître pour un système en
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F ����� 5.2 Partie imaginaire de la self-énergie évaluée à la première fréquence de Matsubara. Les
calculs sont réalisés pour le dopage x = 0.15, pour U = 5.75, en fonction de la température
et du vecteur d’onde : l’antinoeud à gauche, q = 25

�au centre et le noeud à droite.

deux dimensions avec une surface de Fermi cylindrique [202])

a0(T) = �a(pT)2
,

a2 = a,

) S00(w, T) = �a(pT)2
� aw2

. (5.5)

En fréquences de Matsubara, cette relation entre les coe�cients a0 et a2 nous permet d’obtenir,
lorsque nous évaluons la self-énergie à la première fréquence de Matsubara k0 = pT,

ImS(k0, T) = �a(pT)2 + a1pT + a(pT)2
,

= a1pT. (5.6)

Ainsi, notre première étape dans le calcul des paramètres est d’extraire le paramètre a1 par le
biais d’un lissage de ImS(k0, T) en fonction de la température. À la figure 5.2, nous montrons
la partie imaginaire de la self-énergie évaluée à la première fréquence de Matsubara en fonction
de la température, ImS(k0, T). Les calculs présentés sont réalisés pour le dopage x = 0.15, aux
vecteurs d’onde associés aux angles q = 0

�(l’antinoeud), q = 25
�et q = 45

�(le noeud). Nous
pouvons remarquer que, pour ces trois exemples, seul le calcul à l’antinoeud suit la forme décrite par
l’équation 5.6 : l’extrapolation des résultats à température nulle pour les deux autres vecteurs d’onde
ne passe pas par l’origine. Pour le noeud, le coe�cient a1 obtenu par le lissage de ImS(k0, T) n’a pas
le bon signe. Nous constatons ainsi que l’extraction du coe�cient a1 par un lissage de ImS(k0, T)
en température permet non seulement d’obtenir la valeur de a1, mais également de déterminer si la
self-énergie en fréquences de Matsubara pour un certain cas a bien une forme liquide de Fermi ou
non.

Par la suite, pour les cas où le coe�cient a1 peut être correctement obtenu par la forme liquide
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F ����� 5.3 Lissages avec la forme liquide de Fermi de la partie imaginaire de la self-énergie en
fréquences de Matsubara. Nous montrons la self-énergie en fréquences de Matsubara
obtenue par les calculs TPSC (points) ainsi que le lissage (courbes hachurées en couleur).
Les lignes verticales sont placées aux valeurs de la fréquence de coupure wc. Ces résultats
sont obtenus pour le dopage x = 0.20, à l’antinoeud, avec U = 1 (à gauche) et U = 5 (à
droite). Figure tirée de la référence [1].

de Fermi de la self-énergie, nous calculons les paramètres restants a0(T) et a2 avec un lissage de

ImS(kn, T)� a1kn = a0(T) + a2k2

n. (5.7)

Nous faisons ce lissage sur les deux premières fréquences deMatsubara pour plusieurs températures.
Nous obtenons la valeur finale du paramètre a2 en prenant la moyenne des valeurs obtenues à
chaque température. Des exemples des lissages sont montrés à la figure 5.3.

À la figure 5.4, nous montrons le poids de quasiparticule Z et le coe�cient a2 en fonction de
l’angle sur la surface de Fermi q pour les dopages x = 0.15, x = 0.20 et x = 0.25. Au plus grand
dopage étudié, loin du point critique quantique antiferromagnétique, tant Z que a2 montrent une
dépendance très faible par rapport à l’angle q. Nous observons un comportement qualitativement
di�érent au dopage x = 0.20. Même si la surface de Fermi est toujours bien définie à ce dopage dans
le régime de températures que nous étudions, l’e�et des fluctuations antiferromagnétiques peut
être vu dans la dépendance en angle de Z et a2. Les deux paramètres sont relativement constants
pour des angles q près de l’antinoeud (q = 0

�). Toutefois, lorsque q augmente vers le point chaud
et le noeud, nous observons une augmentation marquée du coe�cient a2 qui n’est pas présent dans
le cas de fort dopage (x = 0.25).

Au dopage x = 0.15, tant Z que a2 sont non-définis pour des angles près du point chaud. La
forme liquide de Fermi de la self-énergie n’est pas valide près du point chaud et du noeud lorsque
le pseudogap antiferromagnétique est présent [74]. En e�et, pour ces paramètres d’angle et de
dopage, le coe�cient a1 dans la partie réelle de la self-énergie S0 ne peut pas être calculé par la
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méthode de lissage décrite précédemment : ce coe�cient change de signe près des points chauds,
dénotant la destruction des quasiparticules [73]. Nous avons déjà discuté de ces cas à la figure 5.2.
Toutefois, même en présence du pseudogap antiferromagnétique au dopage x = 0.15, tant Z que a2

demeurent bien définis près de l’antinoeud. La partie imaginaire de la self-énergie à l’antinoeud
conserve la forme attendue par la théorie du liquide de Fermi à ce dopage, bien qu’il soit situé sous
le point critique quantique antiferromagnétique.

Cette étude de Z et de a2 en fonction de l’angle sur la surface de Fermi montre une destruction
anisotrope des quasiparticules sur la surface de Fermi. Ceci est illustré par la persistance de quasi-
particules bien définies à l’antinoeud sous le point critique quantique antiferromagnétique. De plus,
cette destruction semble graduelle en fonction du dopage. Les fluctuations antiferromagnétiques
influencent déjà les quasiparticules même lorsque le pseudogap antiferromagnétique n’est pas
encore présent, tel qu’illustré par l’augmentation de a2 avec l’angle q près du point chaud au dopage
x = 0.20.

Une dépendance en angle du coe�cient a2 analogue à ce que nous avons observé ici a déjà été
mesurée par ARPES dans le cuprate dopé en trous LSCO dans le régime sur-dopé, à l’extérieur de la
phase pseudogap [195]. Ces résultats sont présentés à la figure 3 (c) de la référence [195]. Dans le
cas de LSCO, le coe�cient a2 est stable autour du noeud et augmente lorsque l’angle diminue vers
l’antinoeud, avant de disparaître complètement près d’un angle ' 15

�sur la surface de Fermi. Ce
comportement est analogue à celui que nous décrivons ici, mais les rôles du noeud et de l’antinoeud
sont inversés. Dans les cuprates dopés en trous, le pseudogap apparaît dans la région antinodale de
la surface de Fermi, alors qu’il apparaît aux points chauds (près du noeud) dans les cuprates dopés
en électrons. Le cas de LSCO illustre ainsi que di�érentes portions de la surface de Fermi peuvent
être influencées de façon drastiquement di�érentes par les interactions, de façon analogue à ce que
nous avons vu dans nos calculs.

Des mesures d’ARPES plus récentes ont montré que le coe�cient a2 dans le cuprate dopé
en électrons PLCCO est constant en fonction de l’angle sur la surface de Fermi dans le régime
sur-dopé [183]. Ces résultats sont présentés à la figure 2 (g) de la référence [183]. Ces résultats
expérimentaux sont similaires à nos résultats pour x = 0.25, loin du point critique quantique
antiferromagnétique. Notons que la méthode de recuit protégé a été utilisée pour l’échantillon sur
lequel ces mesures ont été réalisées. Cette méthode de recuit mène à une atténuation des fluctuations
antiferromagnétiques [147]. La surface de Fermi bien définie obtenue pour cet échantillon est
analogue à la surface de Fermi que nous obtenons pour nos calculs au dopage x = 0.25.
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F ����� 5.4 Paramètres du liquide de Fermi en fonction de l’angle sur la surface de Fermi q. Les
résultats sont montrés pour les trois dopages : x = 0.15 (bleu), x = 0.20 (vert) et x = 0.25

(rouge). La figure supérieure montre le poids de quasiparticule Z. La figure inférieure
montre le coe�cient du terme en w2 de la self-énergie en unités de 1/t. Les lignes poin-
tillées et hachurées montrent l’angle correspondant au point chaud pour les dopages
x = 0.15 et x = 0.20 respectivement. L’angle sur la surface de Fermi q est défini tel qu’illus-
tré dans l’encart de la figure supérieure, avec q = 0

� l’antinoeud et q = 45
� le noeud. Les

calculs sont réalisés dans la gamme de températures T = 0.02t à T = 0.04t pour x = 0.20

et x = 0.25. Pour x = 0.15, nous avons fait les calculs entre T = 0.04t et T = 0.05t parce
que l’approche TPSC n’est pas valide lorsque la température est très basse par rapport à
la température T⇤ d’ouverture du pseudogap. Figure tirée de la référence [1].
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5.3.2 Renormalisation de la masse des quasiparticules

Nous passons maintenant à une seconde façon de déterminer si les quasiparticules sont bien
définies le long de la surface de Fermi, soit par le calcul de la masse e�ective m⇤. La masse e�ective
est calculée en fonction du poids de quasiparticule Z et de la dépendance en vecteur d’onde de la
self-énergie

m
m⇤

= Z
✓

1 +
∂S0(k, w = 0)

∂xk

◆
, (5.8)

∂S0(k, w = 0)
∂xk

=
êk ·rkS0(k, w = 0)

êk ·rkxk
. (5.9)

Nous calculons les gradients par des petites di�érences en vecteur d’onde Dk : rkS0(k) ' (S0(k ±

Dk)� S0(k))/Dk. Nous déterminons si la masse e�ective est bien définie ou non en comparant les
dérivées calculées avec des valeurs positives et négatives de Dk.

Pour obtenir la correction à la masse e�ective (équation 5.9), nous faisons un lissage polynomial
de second degré sur les trois premières fréquences de Matsubara de la partie réelle de la self-énergie
pour en extraire une valeur approximative de S0(k, w = 0). Nous répétons ce processus pour
plusieurs valeurs du vecteur d’onde k dans des directions perpendiculaires aux vecteurs d’onde
d’intérêt, soit le noeud et l’antinoeud. Ensuite, nous calculons les gradients de la self-énergie par
di�érences finies

rkS0(k) ' (S0(k ± Dk)� S0(k))/Dk. (5.10)

Les valeurs que nous obtenons à partir de l’équation 5.9 sont montrées à la figure 5.5. Nous pouvons
y voir un désaccord significatif entre les dérivées obtenues par les valeurs positive et négative de Dk
pour le dopage x = 0.15 au noeud.

Nous énumérons également nos résultats des corrections à lamasse e�ective au tableau 5.1. Nous
y observons que la correction à la masse e�ective est bien définie à l’antinoeud pour les trois dopages
d’intérêt, puisque les dérivées calculées avec des valeurs positive et négative de Dk sont égales et
que les corrections sont relativement petites, de l’ordre de 5%. Ces considérations s’appliquent
également au noeud pour le dopage x = 0.25, loin du point critique quantique. Toutefois, au noeud
pour le dopage x = 0.20, la correction est plus grande d’un ordre de grandeur. Ceci indique une
forte dépendance en vecteur d’onde pour ce dopage au noeud, même si ce cas est dépourvu de
pseudogap antiferromagnétique. Pour le dopage x = 0.15, au noeud, la correction est beaucoup
plus grande, et les dérivées calculées avec ±Dk sont en désaccord. Ces résultats sont cohérents
avec notre discussion de la dépendance en angle et en dopage de Z et de a2, et renforcent notre
conclusion que les quasiparticules du liquide de Fermi persistent à l’antinoeud pour x = 0.15.
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F ����� 5.5 Correction à la masse e�ective définie par l’équation 5.9 en fonction du dopage et de la
valeur de la di�érence finie Dk. La figure de gauche montre les corrections à l’antinoeud,
tandis que la figure de droite montre les corrections au noeud. La correction au noeud
pour x = 0.15 est divisée par 10 dans la figure pour l’illustrer sur le même axe que les
corrections pour les autres dopages. Les calculs ont été faits à T = 0.02 pour les dopages
x = 0.20 et x = 0.25, et à T = 0.04 pour le dopage x = 0.15. Figure tirée de la référence [1].

x = 0.15 x = 0.20 x = 0.25

AN, �Dk 2.6 5.2 5.7

AN, +Dk 2.8 5.3 5.7

N, �Dk 28 15 7.8

N, +Dk 77 14 7.8

T������ 5.1 Corrections à la masse e�ective, en pourcentage, calculées par l’équation 5.9. Les calculs
ont été faits à T = 0.02 pour les dopages x = 0.20 et x = 0.25, et à T = 0.04 pour le
dopage x = 0.15. Les valeurs de Dk sont 0.12 pour l’antinoeud et 0.17 pour le noeud.
Tableau tiré de la référence [1].
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5.3.3 Loi d’échelle pour la dépendance en température de la self-énergie

Dans cette section, nous étudions la dépendance en température de la self-énergie puisque
nous pouvons y déceler une autre signature de l’anisotropie entre les quasiparticules au noeud et
à l’antinoeud. Pour ce faire, nous suivons l’annexe B de la référence [22]. Nous commençons par
supposer que la partie imaginaire de la self-énergie suit une loi d’échelle en w/T

S00(w) = a(pT)nf
⇣ w

pT

⌘
, (5.11)

où a est une constante. L’exposant n permet de caractériser le type de quasiparticule : n = 2

correspond à un comportement associé au liquide de Fermi, tandis que n < 2 correspond au cas
non-liquide de Fermi.

Nous décrivons maintenant la procédure permettant d’obtenir l’exposant n à la fréquence nulle
w = 0. Si nous supposons que la loi d’échelle de la forme décrite par l’équation 5.11 est valide, alors
la dépendance en température Tn de la partie imaginaire de la self-énergie peut être déduite d’un
lissage de la self-énergie en fréquences de Matsubara. Pour ce faire, nous utilisons la représentation
spectrale de la self-énergie

S(ikn) =
Z dw

p

S00(w)
w � ikn

. (5.12)

Ensuite, nous faisons un lissage linéaire sur les deux premières fréquences de Matsubara k0 = pT
et k1 = 3pT

ImSfit(ikn) = a0(T) + a1(T)kn, (5.13)

où les coe�cients ai sont définis par

a0 =
3ImS(ik0)� ImS(ik1)

2
, (5.14)

a1 =
ImS(ik1)� ImS(ik0)

2pT
. (5.15)

En substituant ImSfit(ik0) et ImSfit(ik1) dans la représentation spectrale de la self-énergie (équa-
tion 5.12), et en utilisant la loi d’échelle 5.11, nous pouvons obtenir la dépendance en température
Tn par le paramètre a0. En e�et, nous calculons

S(ikn) = a(pT)n
Z dw

p

f( w
pT )

w � ikn
, (5.16)

) ImS(ikn) = a(pT)n
Z dw

p

knf( w
pT )

w2 + k2
n

, (5.17)

Nous pouvons faire le changement de variable x ⌘ w/pT dans l’intégrale précédente, en utilisant
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l’antinoeud et au noeud. Les points sont obtenus par l’équation 5.14. Les lignes pointillées
sont des lissages sous la forme de l’équation 5.20, soit ATn. Figure tirée de la référence [1].

la définition des fréquences de Matsubara fermioniques kn = (2n + 1)pT

ImS(ikn) = a(pT)n
Z dw

p3T2

(2n + 1)pTf( w
pT )

( w
pT )

2 + (2n + 1)2
,

= a(pT)n (2n + 1)
p

Z dw

pT
f( w

pT )

( w
pT )

2 + (2n + 1)2
,

= a(pT)n (2n + 1)
p

Z
dx

f(x)
x2 + (2n + 1)2

. (5.18)

Nous obtenons ainsi

a0(T) = a(pT)n 3

2p

Z
dx

f(x)
x2 + 1

�

Z
dx

f(x)
x2 + 9

�
. (5.19)

Par conséquent, la dépendance en température du paramètre de lissage a0 est

a0 µ Tn
. (5.20)

Nous pouvons ainsi obtenir l’exposant n en traçant le paramètre a0 en fonction de la température.
La figure 5.6 montre le paramètre a0 obtenu en fonction de la température, pour les dopages x = 0.20

et x = 0.25, à l’antinoeud et au noeud. Les points sont les résultats obtenus par l’équation 5.14,
tandis que les lignes pointillées correspondent au lissage en Tn.

Nous pouvons également évaluer la dépendance en température Tn en utilisant un lissage
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quadratique sur les trois premières fréquences de Matsubara

ImSfit(ikn) = ã0(T) + ã1(T)kn + ã2(T)k2

n, (5.21)

où le paramètre ã0 est

ã0 =
1

16
[ 30ImS(ik0)� 20ImS(ik1) + 6ImS(ik2)] . (5.22)

Nous pouvons substituer la loi d’échelle (plus précisément, l’équation 5.18) dans l’équation précé-
dente pour obtenir une nouvelle expression pour ã0

ã0 =
30a(pT)n

16p

Z
dx

f(x)
x2 + 1

� 2

Z
dx

f(x)
x2 + 9

+
Z

dx
f(x)

x2 + 25

�
, (5.23)

) ã0 µ Tn
. (5.24)

Ainsi, l’équation 5.20 est valide tant pour le lissage linéaire que pour le lissage quadratique, mais
la constante de proportionnalité dépend du degré du polynôme du lissage. En revanche, l’exposant
n ne dépend pas du type de lissage e�ectué.

Nous montrons au tableau 5.2 les exposants n obtenus pour le lissage linéaire sur les deux
premières fréquences de Matsubara et le lissage quadratique sur les trois premières fréquences
de Matsubara. Les résultats sont obtenus au noeud et à l’antinoeud pour les dopages x = 0.20

et x = 0.25. Nous pouvons voir que les exposants calculés ne dépendent pas fortement du type
de lissage. Nous montrons que n ' 2 aux deux dopages à l’antinoeud. Au noeud, nous obtenons
également n ' 2 pour le dopage x = 0.25. Ce n’est pas le cas pour le dopage x = 0.20, où nous
obtenons n ' 1.4 au noeud. De façon analogue à nos calculs de a2 en fonction de l’angle sur la
surface de Fermi, cette analyse de la dépendance en température de la self-énergie montre que
les quasiparticules du liquide de Fermi sont persistantes près de l’antinoeud, alors que les signes
d’instabilité apparaissent au noeud à x = 0.20.

5.4 Force des corrélations électroniques

Dans cette section, nous tentons de déterminer des façons de quantifier la force des interactions
électroniques dans les matériaux à partir des propriétés du liquide de Fermi. Il a été suggéré que la
fréquence de coupure du liquide de Fermi wc, soit la fréquence à laquelle le comportement en w2

de la partie imaginaire de la self-énergie disparait, peut indiquer la force des interactions dans un
matériau corrélé [183]. Nous débutons cette section par le calcul de la fréquence de coupure wc à la
sous-section 5.4.1. Ensuite, à la sous-section 5.4.2, nous analysons une formulation spectroscopique
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x = 0.20 x = 0.25

Antinoeud Noeud Antinoeud Noeud

Lissage linéaire 1.8 1.4 1.9 1.8

Lissage quadratique 2.0 1.4 2.0 1.9

T������ 5.2 Exposant n pour la dépendance en température Tn de la partie imaginaire de la self-
énergie, en supposant qu’elle respecte une loi d’échelle w/T. Les exposants sont obtenus
par les méthodes de lissage linéaire et quadratique décrites entre les équations 5.11 et
5.20.

du ratio de Kadowaki-Woods et proposons un ratio alternatif permettant de mesurer la force des
corrélations.

5.4.1 Fréquence de coupure

Dans cette section, nous cherchons à calculer la fréquence de coupure wc. Évidemment, déter-
miner la fréquence de coupure wc est quelque peu arbitraire. Nous considérons que nous pouvons
obtenir des résultats cohérents pourvu que nous adhérons à une définition claire. Nous utilisons
d’abord la self-énergie en fréquences de Matsubara obtenue par les calculs TPSC, où nous incluons
une interpolation linéaire entre les points aux fréquences discrètes. Nous faisons de plus un lissage
avec la forme liquide de Fermi attendue pour la self-énergie (équation 5.2). Nous calculons ensuite
la déviation entre ces deux quantités, soit la self-énergie interpolée et le lissage. Nous définissons
la fréquence de coupure wc comme étant la fréquence à laquelle cette déviation atteint une valeur
précise (en pratique, 10%, 15% ou 20%) à la température fixe T = 0.02.

Tel que mentionné plus tôt, il a été proposé expérimentalement que la fréquence de coupure
wc peut être utilisée pour quantifier la force des corrélations électroniques dans un matériau. Afin
de vérifier si l’approche TPSC peut reproduire cette proposition expérimentale, nous calculons la
fréquence de coupure pour les trois dopages x = 0.15, x = 0.20 et x = 0.25, à l’antinoeud, pour des
valeurs de U allant de 1 à 5.

À la figure 5.7, nous montrons la fréquence de coupure wc en fonction de l’interaction U et
du poids de quasiparticule Z. Dans ce graphique, nous montrons les valeurs de wc obtenues
par une déviation de 15% entre la self-énergie en fréquences de Matsubara et le lissage sous la
forme liquide de Fermi. Utiliser une déviation de 10% ou de 20% pour déterminer wc ne change pas
qualitativement nos résultats. Nous voyons que la fréquence de coupure diminue quandU augmente
et, réciproquement, qu’elle augmente avec Z. De plus, pour une valeur fixe de U, la fréquence de
coupure augmente avec le dopage : wc est une mesure des corrélations électroniques dans un sens
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F ����� 5.7 Fréquence de coupure wc (en unités du paramètre de saut t) en fonction de la force de

l’interaction U (à gauche) et du poids de quasiparticle Z (à droite). Tous les calculs ont
été faits à l’antinoeud, pour les dopages x = 0.25 (rouge), x = 0.20 (vert) et x = 0.15

(bleu). Figure tirée de la référence [1].

plus large que la seule valeur de U. Expérimentalement, des mesures de la fréquence de coupure ont
été faites pour le cuprate dopé en trous LSCO [195] et le cuprate dopé en électrons PLCCO [183]. Il a
été montré que la fréquence wc est plus petite dans LSCO que dans PLCCO [183]. Cette observation
est cohérente avec des propositions théoriques antérieures suggérant que les cuprates dopés en
trous sont plus fortement corrélés que les cuprates dopés en électrons [20,203,204].

Il est toutefois di�cile de déterminer une relation précise entre la fréquence de coupure wc et U
ou Z. Le problème principal vient du calcul de wc en lui-même, que nous faisons en fréquences
de Matsubara. La partie imaginaire de la self-énergie en fréquences de Matsubara comporte des
termes de l’ordre O(k3

n) qui, après le prolongement analytique, contribuent à la partie réelle de
la self-énergie en fréquence réelle S0 et non à sa partie imaginaire S00. Il est donc possible que
nous sous-estimions la valeur de wc en raison de ces termes dans la self-énergie en fréquences de
Matsubara. Finalement, tant le poids de quasiparticule Z que la fréquence de coupure wc dépendent
du vecteur d’onde. Il est donc di�cile d’établir une relation unique entre ces quantités et la force de
l’interaction locale U.

5.4.2 Ratio de Kadowaki-Woods spectroscopique

Dans sa formulation originale, le ratio de Kadowaki-Woods [205, 206] est calculé à partir de
la résistivité et de la chaleur spécifique d’un matériau et n’est pas réellement universel. Il dépend
fortement du matériau, et peut même varier significativement au sein d’une même famille de
matériaux [207]. Dans la référence [183], un analogue spectroscopique du ratio de Kadowaki-
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leurs di�érentes de U (montrées à la figure 5.7), à l’antinoeud, pour les dopages x = 0.25

(rouge), x = 0.20 (vert) et x = 0.15 (bleu). Figure tirée de la référence [1].

Woods reliant le coe�cient a2 au poids de quasiparticule Z a été proposé en tant que mesure des
corrélations électroniques. Ce ratio est

a2 µ Z�2
. (5.25)

Nous expliquons plus bas, en détail, d’où provient cette relation de proportionnalité. Elle est reliée
au ratio de Kadowaki-Woods A/g, où A est le coe�cient du terme en T2 de la résistivité et g le
coe�cient du terme linéaire en température de la chaleur spécifique, par le fait que ces coe�cients
peuvent être calculés à partir de la self-énergie, tout comme les paramètres a2 et Z [207].

Ayant calculé les paramètres Z et a2 du liquide de Fermi en fonction de U à trois dopages, nous
les traçons à la figure 5.8 sous la forme proposée (équation 5.25). Nous montrons que ce ratio
n’est pas universel dans nos calculs : le facteur de proportionnalité (la pente) dépend fortement du
dopage. Nous nous intéressons maintenant à la cause de la non-universalité du ratio donné par
l’équation 5.25, et proposons une formulation alternative du ratio spectroscopique.

Afin d’étudier le sens de l’équation 5.25, nous utilisons le formalisme de la référence [207].
Nous écrivons la self-énergie d’un liquide de Fermi comme

S00(w, T) =

8
><

>:

�a
�
(pT)2 + w2

�
w < wc,

F( w
wc
) w > wc.

(5.26)
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Dans l’équation précédente, F(w/wc) est une fonction qui tombe à 0 lorsque la fréquence est
grande et conserve la continuité de S00(w, T) à la fréquence de coupure w = wc. Nous supposons
également que cette fonction est symétrique : F(w/wc) = F(�w/wc). Nous calculons maintenant
la self-énergie en fréquences de Matsubara en utilisant la représentation spectrale

S(ikn) =
Z •

�•

dw

p

S00(w, T)
w � ikn

. (5.27)

Nous y substituons la forme liquide de Fermi de la self-énergie (équation 5.26)

S(ikn) =
Z wc

�wc

dw

p

(�a(pT)2 � aw2)
w � ikn

+
Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)

w � ikn
+
Z

�wc

�•

dw

p

F( w
wc
)

w � ikn
, (5.28)

que nous réécrivons en multipliant au numérateur et au dénominateur par le complexe conjugué
w + ikn

S(ikn) =
Z wc

�wc

dw

p

(�a(pT)2 � aw2)(w + ikn)
w2 + k2

n
+
Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)(w + ikn)

w2 + k2
n

+
Z

�wc

�•

dw

p

F( w
wc
)(w + ikn)

w2 + k2
n

.

(5.29)
Nous nous intéressons à la partie imaginaire uniquement, qui est

ImS(ikn) = kn

Z wc

�wc

dw

p

(�a(pT)2 � aw2)
w2 + k2

n
+ 2kn

Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)

w2 + k2
n

. (5.30)

La première intégrale peut être résolue analytiquement. En e�et, nous pouvons calculer

kn

Z wc

�wc

dw

p

(�a(pT)2 � aw2)
w2 + k2

n
= �

2akn

p


(pT)2

kn
� kn

�
arctan

✓
wc

kn

◆
�

2aknwc

p
. (5.31)

Cette équation peut être simplifiée. En e�et, puisque nous voulons obtenir le développement de la
self-énergie du liquide de Fermi, nous nous intéressons au cas kn ⌧ wc. L’arctangente peut être
développée dans cette limite : arctan(y) ' p/2� 1/y pour y � 1. L’équation précédente peut ainsi
être réécrite comme

kn

Z wc

�wc

dw

p

(�a(pT)2 � aw2)
w2 + k2

n
' �

2akn

p


(pT)2

kn
� kn

� ✓
p

2
�

kn

wc

◆
�

2aknwc

p
,

= �a(pT)2 + 2apT2
kn

wc
+ ak2

n �
2ak3

n
pwc

�
2aknwc

p
. (5.32)

La seconde intégrale ne peut être résolue exactement puisque nous ne connaissons pas la
forme de la fonction de coupure F(y). Toutefois, nous pouvons la simplifier en développant le
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dénominateur

2kn

Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)

w2 + k2
n
= 2kn

Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)

w2

1

1 + ( kn
w )2

,

= 2kn

Z •

wc

dw

pw2
c

F( w
wc
)

(w/wc)2

1

1 + ( kn/wc
w/wc

)2
,

= 2
kn

pwc

Z •

1

dx
F(x)

x2

1

1 + ( x0
x )

2
. (5.33)

Dans la dernière équation, nous avons posé x0 ⌘ kn/wc. Puisque nous voulons obtenir le déve-
loppement de la self-énergie du liquide de Fermi, nous nous intéressons uniquement aux basses
fréquences de Matsubara. Dans l’intégrale précédente, comme w > wc, nous utilisons le développe-
ment (1 + y2)�1 ' 1 � y2 +O(y4). Nous obtenons ainsi

2kn

Z •

wc

dw

p

F( w
wc
)

w2 + k2
n
= 2

kn

pwc

Z •

1

dx
F(x)

x2
� 2

k3
n

pw3
c

Z •

1

dx
F(x)

x4
. (5.34)

Nous regroupons les équations 5.32 et 5.34 pour obtenir une expression pour la partie imaginaire de
la self-énergie, dans laquelle nous négligeons les termes en k3

n ainsi que le terme linéaire en kn qui
dépend de la température (une approximation valide à basse température). La partie imaginaire de
la self-énergie est finalement

ImS(ikn) = �a(pT)2 + ak2

n + kn
4awc

p


�

1

2
+

1

2aw2
c

Z •

1

dx
F(x)

x2

�
. (5.35)

À partir de ce qui précède, les coe�cients a0, a1 et a2 que nous avons définis plus tôt prennent la
forme

a0(T) = �a(pT)2
, (5.36)

a1 = �
4awcz

p
, (5.37)

a2 = a, (5.38)

où z est une "constante" qui dépend de la fonction de coupure F(w/wc). Cette constante est

z =
1

2

✓
1 �

1

aw2
c

Z •

1

dy
F(y)

y2

◆
. (5.39)

Dans la référence [207], Jacko et al considèrent une fonction de coupure qui décroit de façon
monotone entre la fréquence de coupure w = wc et la limite de grande fréquence w ! •. Par
définition, la fonction de coupure maintient la continuité à la fréquence de coupure wc, ce qui
implique que F(y = 1) = aw2

c . Cela implique que 1/2 < z < 1 pour une fonction de coupure qui
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décroit monotonement. Cette hypothèse pour la forme de la fonction de coupure n’est pas valide
pour la self-énergie que nous obtenons de nos calculs TPSC. Nous obtenons plutôt que z prend
des valeurs entre 2 et 4, selon le dopage, le vecteur d’onde et le choix de fréquence de coupure. Le
paramètre z n’est donc pas une constante universelle. Dans nos calculs TPSC, cela pourrait être dû
au fait que la fonction de coupure ne décroit pas de façon monotone.

Pour vérifier la cohérence de nos calculs, nous utilisons une relation de Kramers-Kronig pour
calculer, en fréquences réelles, la partie réelle de la self-énergie à partir de sa partie imaginaire (don-
née par l’équation 5.26). Cette évaluation est distincte du calcul précédent utilisant la représentation
en fréquences de Matsubara. La relation de Kramers-Kronig est, à température nulle,

S0(w, 0) = S0(w ! •, 0) +
1

p
P

Z •

�•
dw0 S00(w0

, 0)
w0 � w

. (5.40)

Nous y substituons la forme liquide de Fermi de la self-énergie à température nulle et obtenons

S0(w, 0) = S0(w ! •, 0)�
a
p
P

Z wc

�wc

dw0 w02
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+

1
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Afin de clarifier les étapes de calcul, nous détaillons le calcul des trois intégrales une à la fois. La
première peut être résolue analytiquement

a
p
P

Z wc

�wc

dw0 w02

w0 � w
=

a
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����
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wc + w

����+ 2wwc
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. (5.41)

Dans la limite de basse fréquence w ⌧ wc, le logarithme s’annule et nous obtenons

a
p
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Z wc

�wc

dw0 w02
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' 2

a
p

wwc. (5.42)

Pour la seconde intégrale, ne connaissant pas la forme de la fonction de coupure, nous nous intéres-
sons une fois de plus au cas w ⌧ wc et calculons
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Nous faisons un développement similaire pour le calcul de la dernière intégrale
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La somme de la deuxième intégrale et de la troisième intégrale mène à l’annulation de plusieurs
termes. En ne conservant que le terme d’ordre inférieur en w/wc, nous obtenons

S0(w, 0) = S0(w ! •, 0)� 2
a
p

wwc +
2w

pwc

Z •

1

dx0
F(x0)

x02
. (5.45)

Dans l’équation précédente, nous reconnaissons le coe�cient de la dépendance en w de la partie
réelle de la self-énergie. Nous obtenons en e�et

) S0(w, 0) = S0(w ! •, 0) + a1w. (5.46)

où le coe�cient a1 obtenu par la relation de Kramers-Kronig est le même que celui qui est défini par
l’équation 5.37, qui avait été obtenu par la représentation spectrale de la self-énergie en fréquences
de Matsubara. Il s’agit d’une vérification de la cohérence de nos calculs.

Ainsi, à partir de l’expression pour le poids de quasiparticule en fonction de a1 (équation 5.4),
nous obtenons

Z�1

k � 1 =
4zk
p

wc,ka2,k. (5.47)

Nous avons écrit explicitement la dépendance en vecteur d’onde dans l’équation précédente. Dans
la référence [207], la relation Z�2 µ a2 avec un coe�cient de proportionnalité qui ne dépend pas de
la fréquence de coupure wc provient de l’équation 5.47 en faisant les hypothèses suivantes : (1) Les
interactions sont fortes (Z ⌧ 1), ce qui implique que Z�1 � 1 ' Z�1, et (2) Le coe�cient a2 est
défini par l’équation a2 = s/w2

c , où s est une quantité dépendant du matériau et ayant des unités
d’énergie. Dans nos calculs, cependant, aucune de ces hypothèses n’est valide.

Pour ces raisons, nous étudions plutôt l’équation 5.47 sans faire davantage d’approximation, en
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traçant directement le produit a2wc (un nombre sans dimension) en fonction de (Z�1 � 1). Ce ratio
est un résultat général qui, comme nous venons de le montrer, émerge naturellement de la relation
de Kramers-Kronig. Le nombre a2wc peut en principe être extrait de mesures d’ARPES.

Nous montrons nos résultats à la figure 5.9. La figure de gauche montre le nombre a2wc en
fonction de (Z�1 � 1) à l’antinoeud pour les dopages x = 0.15, x = 0.20 et x = 0.25, ainsi qu’au
noeud pour x = 0.25. Les calculs ont été e�ectués en faisant varier la force de l’interaction U entre 1

et 5. La fréquence de coupure wc a été obtenue pour une déviation de 15% entre le lissage liquide
de Fermi et la self-énergie en fréquences de Matsubara. Nous réitérons que le coe�cient zk qui
entre dans l’équation 5.47 dépend du matériau, du vecteur d’onde, ainsi que du critère qui définit
la fréquence de coupure wc. Ceci explique pourquoi les pentes dans la figure 5.9 sont légèrement
di�érentes les unes des autres.

À la figure 5.9 à droite, nous montrons à nouveau a2wc en fonction de (Z�1 � 1), mais cette
fois-ci, sur une échelle log-log. Nous illustrons trois séries de données, chacune correspondant à une
valeur di�érente de la déviation limite permettant de déterminer wc : 10%, 15% et 20%. Chacune
des séries de données contient les données pour les trois dopages, à l’antinoeud. Nous constatons
que, sur cette échelle, seul le choix de la déviation limite pour le calcul de wc a une influence visible
sur le résultat. Notre conclusion générale est que le produit a2wc peut être utile pour quantifier la
force des corrélations dans un matériau, bien qu’il ne soit pas lié au poids de quasiparticule par une
relation strictement universelle.

La figure 5.9 illustre une façon de quantifier la force relative des interactions dans di�érents
systèmes. Les deux quantités en jeu, soit le coe�cient a2 de la dépendance en w2 de la self-énergie,
et wc la fréquence de coupure pour la dépendance en w2, peuvent être obtenues expérimentalement
par des mesures d’ARPES. Il serait possible de comparer la force des corrélations dans di�érents
matériaux en utilisant la relation de proportionnalité entre a2wc et Z�1 � 1. Une telle comparaison
nécessite toutefois un accord entre les groupes de recherche surunemanière communededéterminer
la fréquence de coupure wc. Au moment d’écrire cette thèse, nous ne pouvons pas comparer
quantitativement nos résultats aux mesures expérimentales puisque nous avons obtenu wc à partir
de la self-énergie en fréquences de Matsubara. Tout de même, en utilisant les données présentées
dans les références [183] et [195], nous obtenons a2wc = 0.90 ± 0.07 pour PLCCO, et 1.0 ± 0.4 <

a2wc < 1.7 ± 0.2 selon l’angle sur la surface de Fermi pour LSCO. Une fois de plus, notre analyse
est en accord avec des prédictions théoriques selon lesquelles les cuprates dopés en trous sont plus
fortement corrélés que les cuprates dopés en électrons [20,203,204].
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F ����� 5.9 Ratio pour la force des interactions reliant la fréquence de coupure, le coe�cient a2 et
le poids de quasiparticule. Le produit de a2, le coe�cient du terme en w2 dans la partie
imaginaire de la self-énergie S00, et de wc, la fréquence de coupure, est relié au poids de
quasiparticule par une relation de Kramers-Kronig. Ici, tous les points sont calculés pour
di�érentes valeurs de U (montrées à la figure 5.7). La figure de gauchemontre les données
à l’antinoeud pour les dopages x = 0.25 (rouge), x = 0.20 (vert) et x = 0.15 (bleu), ainsi
qu’au noeud pour x = 0.25 (rose). La fréquence de coupure y est calculée par une
déviation relative de 15% entre le lissage liquide de Fermi et la self-énergie en fréquences
de Matsubara. La figure de droite montre les données pour les dopages mentionnés plus
tôt, sur une échelle log-log, avec wc calculée pour trois di�érentes déviations limites : 10%
(orange), 15% (vert) et 20% (bleu). Notons que, pour une déviation limite donnée pour
la définition de wc, tous les dopages dans la figure de gauche tombent sur la même ligne
droite lorsque tracés sur une échelle log-log. Figure tirée de la référence [1].

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats d’un projet portant sur la caractérisation
des quasiparticules sur la surface de Fermi dans le modèle de Hubbard en deux dimensions. Nous
nous sommes intéressés à un modèle qui rappelle le cuprate dopé en électrons NCCO. Cette
étude nous a permis de conclure que les quasiparticules du liquide de Fermi sont persistantes
sur la portion antinodale de la surface de Fermi, même dans le régime où un pseudogap apparaît
aux points chauds où la surface de Fermi croise la zone de Brillouin antiferromagnétique. Nous
avons également montré que la relation de proportionnalité entre le nombre sans dimension a2wc,
accessible par ARPES, et le poids de quasiparticule peut être utilisé pour quantifier la force des
corrélations électroniques dans un matériau.
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Chapitre 6

Amélioration de l’approche

auto-cohérente à deux particules : TPSC+

et TPSC+SFM

Ce chapitre est essentiellement une traduction de la section IV de l’article [3]. Des détails
supplémentaires sont inclus dans ce chapitre, notamment une définition du régime classique
renormalisé, une explication éto�ée des lois de conservation, et une comparaison avec la théorie
des perturbations au second ordre.

6.1 Introduction

Au cours des chapitres précédents, nous avons introduit l’approche auto-cohérente à deux
particules sous sa forme originale. Le chapitre 2 a présenté les détails théoriques de l’approche,
ainsi que ses propriétés principales. Nous avons exploré deux applications de la TPSC à l’étude du
modèle de Hubbard pour les cuprates dopés en électrons aux chapitres 4 et 5.

Tout le travail présenté jusqu’à présent nous mène à la question qui motive la seconde partie
de cette thèse : est-il possible d’étendre le domaine d’applicabilité de la TPSC et d’améliorer la
précision de ses résultats tout en conservant son faible coût numérique ?

Dans ce chapitre, nous discutons les approches TPSC+ et TPSC+SFM, deux méthodes basées
sur la TPSC. L’une des principales limitations de la TPSC est le fait qu’elle n’est pas valide à basse
température dans le régime classique renormalisé du modèle de Hubbard bidimensionnel. Les
approches TPSC+ et TPSC+SFM sont proposées afin de résoudre cette limitation de la TPSC. La
base de l’approche TPSC+ provient d’une idée de Yury Vilk, co-auteur de l’article [3].
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Nous présentons d’abord le formalisme de la TPSC+ et de la TPSC+SFM dans la section
6.2. Ensuite, nous montrons que ces approches satisfont au théorème de Mermin-Wagner dans la
section 6.3. La validité de la TPSC+ et de la TPSC+SFM dans le régime classique renormalisé est
montrée dans la section 6.4. Nous discutons ensuite de la cohérence entre les quantités à une et
à deux particules calculées par la TPSC+ et la TPSC+SFM dans la section 6.5, et du pseudogap
antiferromagnétique dans la section 6.6. Finalement, nous montrons à la section 6.7 que la TPSC+
ne respecte pas la règle de somme f et certaines lois de conservation, des limitations qui ne sont pas
présentes pour la TPSC+SFM.

Dans ce chapitre, nous montrons plusieurs résultats obtenus numériquement. Tous les calculs
ont été réalisés pour lemodèle deHubbard bidimensionnel sur un réseau carré, au demi-remplissage
(densité n = 1), avec des sauts aux premiers voisins uniquement (t = 1, t0 = t00 = 0). Les valeurs
de la température T et de l’interaction U choisies pour chaque calcul seront précisées en temps et
lieu. Comme c’était le cas dans les chapitres précédents, nous travaillons dans des unités où les
constantes de Planck et de Boltzmann sont égales à 1, tout comme le paramètre de saut aux premiers
voisins t et le pas du réseau a.

6.2 Formulation des méthodes

6.2.1 Formulation de l’approche TPSC+

L’approche TPSC+ est construite sur les mêmes fondations que la TPSC. En particulier, la
self-énergie S(2) qui entre dans la fonction de Green interagissante G(2) est définie de la même façon
qu’en TPSC, soit

S(2)
s (k, ikn) = Un�s +

T
N

U
8

Â
q,iqn

⇥
3Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

⇤
G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (6.1)

Toutefois, les susceptibilités de charge et de spin qui entrent dans le calcul de la self-énergie via
l’équation 6.1 ne sont plus définies par la susceptibilité non-interagissante c(1), mais plutôt par

csp(q, iqn) =
c(2)(q, iqn)

1 �
Usp

2
c(2)(q, iqn)

, (6.2)

cch(q, iqn) =
c(2)(q, iqn)

1 + Uch
2

c(2)(q, iqn)
. (6.3)

Les vertex irréductibles de spin et de charges sont calculés de la même façon qu’en TPSC, soit à partir
de la relation d’auto-cohérence entre les règles de somme locales et de l’ansatz TPSC, l’équation
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2.23. La susceptibilité c(2) utilisée dans le calcul sera dite partiellement habillée. En TPSC+, elle est
définie par

c(2)
TPSC+(q, iqn) =�

T
N Â

k,ikn

⇣
G
(2)
s (k, ikn)G

(1)
s (k + q, ikn + iqn)

+ G
(2)
s (k, ikn)G

(1)
s (k � q, ikn � iqn)

⌘
. (6.4)

Dans l’équation 6.4, G(1) est la fonction de Green non-interagissante tandis que G(2) est la
fonction de Green avec interactions qui inclut la self-énergie définie à l’équation 6.1.

L’approche TPSC+est auto-cohérente de deux façons : (a) l’auto-cohérence entreUsp et la double
occupation par la règle de somme et l’ansatz TPSC est toujours présent dans cette approche, et (b)
la self-énergie S(2)

s , la fonction de Green G
(2)
s et la susceptibilité c(2) sont toutes inter-dépendantes

et peuvent être calculées par un processus itératif.

6.2.2 Formulation de l’approche TPSC+SFM

Les susceptibilités calculées dans la formulation originale de la TPSC respectent les lois de
conservation du spin et de la charge. Cela se reflète par le fait que les susceptibilités de spin et de
charge sont nulles lorsqu’elles sont évaluées au vecteur d’onde q = 0 et à fréquence de Matsubara
non-nulle : csp,ch(q = 0, iqn 6= 0) = 0. La TPSC satisfait également la règle de somme f calculée
avec la distribution de Fermi-Dirac. Puisque les susceptibilités de spin et de charge en TPSC+ sont
construites à partir d’une susceptibilité partiellement habillée c(2), nous pouvons anticiper que
cette méthode ne respecte ni les lois de conservations ni la règle de somme f. Ces limitations seront
discutées en détail à la section 6.7. Nous introduisons dans cette section une approche intermédiaire
entre la TPSC et la TPSC+, appelée TPSC+SFM. Cette méthode est construite de façon à satisfaire
les lois de conservation et la règle de somme f au même niveau que la TPSC, tout en présentant les
mêmes améliorations que la TPSC+.

La TPSC+SFM est construite de façon analogue à la TPSC+, c’est-à-dire que les susceptibilités
de spin et de charge sont calculées à partir d’une susceptibilité partiellement habillée. Cette dernière
prend une forme distincte de la susceptibilité calculée en TPSC+, soit

c(2)
TPSC+SFM

(q, iqn) =

8
><

>:

�
T
N Âk,ikn

⇣
G̃
(2)
s (k � q, ikn)G

(1)
s (k, ikn) + G̃

(2)
s (k + q, ikn)G

(1)
s (k, ikn)

⌘
, qn = 0

c(1)(q, iqn) qn 6= 0.

(6.5)
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Ici, G̃(2) est une fonction de Green avec interactions dans laquelle la self-énergie ne contient que
la contribution venant des fluctuations de spins (dans le canal longitudinal, d’où le facteur 1/4

plutôt que 3/8). Ainsi, la distinction entre les fonctions de Green avec interactions G(2) et G̃(2) est

G
(2)

) S(2)(k, ikn) =
T
N

U
8

Â
q,iqn

⇥
3Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

⇤
G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (6.6)

G̃
(2)

) S̃(2)(k, ikn) =
T
N

U
4

Â
q,iqn

Uspcsp(q, iqn)G
(1)
s (k + q, ikn + iqn). (6.7)

Notons que la fonction de Green finale obtenue par l’approche TPSC+SFM est toujours celle qui
inclut tant les fluctuations de spins que de charge, définie par l’équation 6.1. Seule la self-énergie
utilisée dans le calcul de la susceptibilité partiellement habillée prend la forme définie par l’équation
6.7.

6.2.3 Justification phénoménologique

Sachant que l’utilisation d’une susceptibilité partiellement habilléemène à la violation de la règle
de somme f et des lois de conservation, quel est l’intérêt de formuler la TPSC+ de cette façon? Dans
cette courte sous-section, nous présentons un argument phénoménologique expliquant l’utilisation
d’une telle susceptibilité. Nous détaillerons de façon plus rigoureuse les propriétés de la TPSC+
dans les sections à suivre. L’intérêt de cette section est de justifier cette approche de façon intuitive,
avant de la justifier de façon mathématique. Notons également que cette justification de la TPSC+ a
été introduite dans l’annexe D.7 de la référence [22].

L’approche TPSC+ est similaire dans sa formulation à l’approximation d’appariement (théorie
GG0) pour la susceptibilité de paire développée par Kadano� et Martin [208–210]. Tel que décrit
dans la section 1.4 de cette thèse, dans l’approche des champs source, les susceptibilités sont obtenues
par des dérivées fonctionnelles de la fonction de Green. Ces susceptibilités peuvent être réécrites en
utilisant l’identité G(1, 3̄)G�1(3̄, 2) = d(1 � 2)

dG
df

= �G
dG�1

df
G, (6.8)

où dG�1

df est le vertex. Nous supposonsmaintenant que les fonctions de Green peuvent être exprimées
avec un formalisme de quasiparticules, c’est-à-dire à partir du produit du poids de quasiparticule
Z et d’une fonction de Green sans interaction G0 : G = ZG0. Ainsi, dans cette approximation, la
dérivée fonctionnelle de la fonction de Green devient, en négligeant la dérivée fonctionnelle de Z,

dG
df

= �G0

dG�1

0

df
G. (6.9)
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Cette forme est analogue aux susceptibilités décrites par les équations 6.2, 6.3 et 6.4, qui étaient
obtenues par le produit d’une fonction de Green non-interagissante G(1), d’une fonction de Green
avec interactions G(2) et d’un vertex Usp,ch.

6.3 Théorème de Mermin-Wagner

Dans cette section, nous montrons que les approches TPSC+ et TPSC+SFM respectent le
théorème de Mermin-Wagner. Plus précisément, nous montrons que ces méthodes ne permettent
pas l’existence d’une phase antiferromagnétique à température finie en deux dimensions. Cette
preuve est essentiellement identique au cas de l’approche TPSC détaillée dans la référence [74].

Rappelons d’abord que la susceptibilité de spin obtenue par les trois approches TPSC prend
une forme de type "RPA"

csp(q, iqn) =
c(i)(q, iqn)

1 �
Usp

2
c(i)(q, iqn)

. (6.10)

Le modèle de Hubbard admet une transition de phase vers une phase antiferromagnétique à la
température de Néel TN = 0 en deux dimensions, et TN � 0 en dimensions supérieures à d = 2.
Cette transition de phase est caractérisée par une susceptibilité de spin divergente au vecteur
d’onde antiferromagnétique q = Q et à fréquence de Matsubara nulle iq0 = 0. La divergence de
la susceptibilité de spin se produit lorsque le dénominateur de l’équation 6.10 devient nul. Nous
pouvons obtenir une forme asymptotique de la susceptibilité de spin en substituant au dénominateur
le développement de la susceptibilité c(i). Ce développement est

c(i)(q, 0) ' c(i)(Q, 0) +
(q � Q)2

2

∂c(i)(q, 0)2

∂q2

�����
q=Q

, (6.11)

où nous avons utilisé le fait que la susceptibilité c(i) étant maximale à q = Q, iq0 = 0, sa dérivée
première est nulle lorsqu’elle est évaluée à ce point.

En substituant ce développement dans l’équation 6.10, nous obtenons la forme dite de Ornstein-
Zernicke de la susceptibilité de spin, que nous avons déjà utilisée dans des chapitres précédents
sans la démontrer, évaluée à un vecteur d’onde q près de Q et à la fréquence iq0 = 0

csp(q ' Q, 0) '
2

Uspx2

0

1

q2 + x�2
sp

, (6.12)
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où q2 = |Q � q|2. De plus, la longueur de corrélation particule-trou x0 est définie par

x2

0 =
�1

2c(2)(Q, 0)

∂2c(2)(q, 0)
∂q2

x

�����
q=Q

, (6.13)

et la longueur de corrélation de spin est

xsp = x0

vuut Usp
2

c(2)(Q,0)
� Usp

. (6.14)

Nous écrivons ensuite la règle de somme pour la susceptibilité de spin locale en explicitant la forme
de Ornstein-Zernicke

n � 2hn"n#i =
2

Uspx2

0

Â
q,q<L

1

q2 + x�2
sp

+ C, (6.15)

où la constante C contient toutes les contributions à la règle de somme dues aux fréquences de
Matsubara non-nulles et aux vecteurs d’onde dont la norme est supérieure à une certaine coupure
L. Ces contributions sont positives et prennent des valeurs finies, ce qui peut être vérifié grâce à la
représentation spectrale de la susceptibilité. La coupure L reflète le fait que la forme de Ornstein-
Zernicke n’est valide que pour des vecteurs d’onde q près du vecteur d’onde antiferromagnétique Q.
Notons également que la valeur maximale que peut prendre la double occupation est la valeur sans
interaction : hn"n#i0 = hn"ihn#i = n2

/4. Ainsi, le terme n � 2hn"n#i � C obtenu par l’équation 6.15
prend une valeur finie. Nous nous concentrons maintenant sur le terme restant de l’équation 6.15,
et transformons la somme en l’intégrale

Â
q

csp(q ' Q, 0) '
2

Uspx2

0

Z ddq
(2p)d

1

q2 + x�2
sp

, (6.16)

où d est la dimension spatiale.

Considérons d’abord le cas tridimensionnel d = 3, où l’élément d’intégration est d3q =

q2
sin qdqdqdf. Supposons également qu’un ordre magnétique est atteint : la longueur de corrélation

de spin prend ainsi une valeur infinie. Nous obtenons

Z
d3q

1

q2 + x�2
sp

µ
Z L

0

dq, (6.17)

Cette intégrale converge vers une valeur finie. Ainsi, en trois dimensions d = 3, la somme dans
l’équation 6.15 prendune valeurfiniemême lorsque la longueurde corrélation de spin est infinie, tout
comme les autres termes de l’équation. L’absence d’incohérence dans l’équation 6.15 indique que
l’ordre antiferromagnétique est permis en trois dimensions par les approches TPSC+ et TPSC+SFM.
Ce résultat est également vrai en dimensions supérieures à 3.
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En deux dimensions d = 2, le théorème de Mermin-Wagner interdit le développement d’un
ordre magnétique à longue portée. Nous vérifions ici ce qui se produit si nous supposons qu’un tel
ordre peut tout de même être prédit par les approches TPSC+ et TPSC+SFM. En deux dimensions,
l’élément d’intégration est d2q = qdqdf. Lorsque nous imposons un ordre magnétique en prenant
la limite infinie pour la longueur de corrélation de spin xsp ! •, la somme transformée en intégrale
(équation 6.16) devient Z

d2q
1

q2 + x�2
sp

µ
Z L

0

dq
q

. (6.18)

Cette intégrale diverge de façon logarithmique lorsque le vecteur d’onde tend vers 0 (q ! 0). Nous
observons ainsi une contradiction dans l’équation 6.15 : le côté gauche de l’équation prend toujours
une valeur finie, alors que le côté droit est infini en deux dimensions si nous autorisons la longueur
de corrélation à devenir infinie. Par conséquent, en deux dimensions, la longueur de corrélation de
spin obtenue par la TPSC+ ou la TPSC+SFM ne peut jamais diverger à température finie, en accord
avec le théorème de Mermin-Wagner.

6.4 Validité dans le régime classique renormalisé

L’une des principales limitations de l’approche TPSC est que cette méthode n’est pas valide à
basse température dans le régime classique renormalisé dumodèle de Hubbard en deux dimensions.
Dans cette section, nous définissons d’abord ce régime à la sous-section 6.4.1. Nous étudions ensuite
l’exemple spécifique du modèle de Hubbard avec un paramètre de saut aux premiers voisins
seulement (t0 = t00 = 0) au demi-remplissage. Nous montrons que la TPSC mène à des résultats
non-physiques pour la double occupation et le vertex de spin, contrairement à la TPSC+ et à la
TPSC+SFM, à la sous-section 6.4.2. Finalement, nous montrons que la TPSC+ et la TPSC+SFM
prédisent un état fondamental antiferromagnétique avec un critère de Stoner renormalisé à la sous-
section 6.4.3. Ces éléments nous permettent de conclure que la TPSC+ et la TPSC+SFM sont valides
dans le régime classique renormalisé.

6.4.1 Régime classique renormalisé

Nous débutons cette section par une définition du régime classique renormalisé. Nous étu-
dions d’abord ce régime d’un point de vue mathématique. Pour ce faire, nous procédons à un
développement similaire à la démarche menant à l’obtention de la forme Ornstein-Zernicke de
la susceptibilité de spin (sous-section 6.3). Plus précisément, nous développons la susceptibilité
c(i) au dénominateur de csp, cette fois en conservant sa dépendance en fréquence. La variable
i = 1, 2 distingue les susceptibilités non-interagissante et partiellement habillée. Nous suivons les
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démarches présentées à l’annexe D de la référence [74]. Ce calcul est fait en fréquences réelles, soit
en appliquant le prolongement analytique pour obtenir la susceptibilité de spin retardée cR

sp

cR
sp(q, w) = lim

iqn!w+ih
csp(q, iqn). (6.19)

Nous obtenons

c(i),R(q, w) ' c(i),R(Q, 0) +
(q � Q)2

2

∂c(i),R(q, 0)2

∂q2

�����
q=Q

+ w
∂c(i),R(Q, w)

∂w

�����
w=0

. (6.20)

Nous substituons ensuite ce développement au dénominateur de la susceptibilité de spin

cR
sp(q, w) =

c(i),R(Q, 0)

1 �
Usp

2

✓
c(i),R(Q, 0) + (q�Q)2

2

∂c(i),R(q,0)2

∂q2

���
q=Q

+ w ∂c(i),R(Q,w)
∂w

���
w=0

◆ ,

=
c(i),R(Q, 0)

c(i),R(Q,0)
2

✓
2

c(i),R(Q,0)
� Usp � Usp

(q�Q)2

2c(i),R(Q,0)
∂c(i),R(q,0)2

∂q2

���
q=Q

�
Usp

c(i),R(Q,0)
w ∂c(i),R(Q,w)

∂w

���
w=0

◆ ,

=
2

Usp

⇣
dU
Usp

+ (q � Q)2x2

0
� wt0

⌘ ,

=
2

Uspx2

0

⇣
x�2

sp + (q � Q)2 � w t0

x2

0

⌘ ,

=
2x2

sp

Uspx2

0

⇣
1 + (q � Q)2x2

sp �
w

wSF

⌘ . (6.21)

Dans ce qui précède, nous avons défini l’énergie caractéristique des fluctuations de spins wSF par

wSF ⌘
x2

0

x2
spt0

, (6.22)

où le temps de relaxation t0 est défini par

t0 =
1

c(i),R(Q, 0)

∂c(i),R(Q, w)
∂w

�����
w=0

. (6.23)

Nous remarquons ainsi que l’énergie caractéristique des fluctuations de spins est inversement
proportionnelle au carré de la longueur de corrélation de spin : wSF µ x�2

sp . Or, dans ce régime
où la susceptibilité de spin est très grande en deux dimensions, la longueur de corrélation de
spin croît exponentiellement lorsque la température diminue : xsp µ eA/T [74] (xsp µ eA/T3 au
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demi-remplissage pour le cas d’emboîtement parfait [109]).

Ces observations nous mènent à une définition plus qualitative du régime classique renormalisé.
Pensons à l’analogie suivante : dans le cas de l’oscillateur harmonique, nous atteignons un régime
classique lorsque la température est beaucoup plus grande que l’espacement entre les niveaux
d’énergie. Un phénomène similaire se présente ici. La susceptibilité de spin possède autour de la
fréquence nulle w = 0 un pic de largeur wSF. Lorsque l’énergie caractéristique des fluctuations de
spins wSF est beaucoup plus petite que la température (h̄wSF ⌧ kBT), le système se trouve dans
un régime "classique", par analogie à l’oscillateur harmonique. Or, ce régime n’est pas un régime
classique ordinaire : il apparaît à basse température lorsque la longueur de corrélation antiferroma-
gnétique devient exponentiellement grande en raison d’e�ets quantiques, comme l’emboîtement et
l’e�et des interactions.

6.4.2 Vertex de spin et double occupation dans le régime classique renormalisé : cas

t0 = t00 = 0

Nous considérons dans cette sous-section le cas spécifique du modèle de Hubbard en deux
dimensions, au demi-remplissage, avec un paramètre de saut aux premiers voisins uniquement
(t0 = t00 = 0).

Tel que montré précédemment à la section 6.3, les approches TPSC, TPSC+ et TPSC+SFM
respectent le théorème de Mermin-Wagner. Cela implique que la susceptibilité de spin évaluée
au vecteur d’onde Q = (p, p) doit prendre des valeurs finies à température non-nulle en deux
dimensions. Considérant la forme de type "RPA" des susceptibilités de spin calculées par ces
méthodes, cela mène à une contrainte sur la valeur du vertex de spin Usp, soit

Usp <
2

c(i)(Q, 0)
, (6.24)

où i = 1 (i = 2) dans le cas de l’approche TPSC (TPSC+, TPSC+SFM). Ce critère empêche la
divergence de la susceptibilité de spin.

Considérant cette contrainte, nous posons la question suivante : le vertex de spin Usp peut-il
être contraint à être nul, ou autrement dit à prendre une valeur non-physique, afin que le théorème
de Mermin-Wagner soit bel et bien satisfait par la TPSC, la TPSC+ et la TPSC+SFM? Pour pouvoir
répondre à cette question, nous calculons la valeur de c(i)(Q, 0) en fonction de la température.

Considérons d’abord le cas de la TPSC. Dans l’exemple qui est d’intérêt ici, la fonction de
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Lindhard (c(1)) à fréquence nulle est, au vecteur d’onde Q = (p, p),

c(1)(Q, 0) = �2
T
N Â

k,ikn

G
(1)(k, ikn)G

(1)(k + q, ikn),

= �2
T
N Â

k,ikn

1

ikn � ek + µ(1)

1

ikn � ek+Q + µ(1)
, (6.25)

= �
2

N Â
k

f (ek � µ(1))� f (ek+Q � µ(1))

�ek+Q + ek
. (6.26)

Dans le modèle que nous considérons dans cette section, le potentiel chimique est nul µ(1) = 0 et
la relation de dispersion est telle que les énergies aux vecteurs d’onde k et k + Q sont reliées par
ek = �ek+Q. Nous obtenons donc

c(1)(Q, 0) = �
1

N Â
k

f (ek)� f (�ek)
ek

,

=
1

N Â
k

tanh(ek/2T)
ek

.

Nous pouvons maintenant changer la somme sur les vecteurs d’onde k en une intégrale sur les
énergies e : 1

N Âk !
R

der(e). Nous obtenons l’équation suivante pour la fonction de Lindhard

c(1)(Q, 0) =
Z

der(e)
tanh(e/2T)

e
. (6.27)

Dans cette équation, r(e) est la densité d’états et est définie par

r(e) =
1

2p2t
K

"r
1 �

⇣ e

4t

⌘2

#
, (6.28)

avec K l’intégrale elliptique de la première espèce [211].

L’intégrale 6.27 peut être calculée numériquement en fonction de la température T. Dans la
figure 6.1, nous montrons que c(1)(Q, 0) diverge à basse température, lorsque T décroit vers 0.
Cette divergence est observée tant à partir de l’intégration numérique de l’équation 6.27 (Fi-
gure 6.1 (a), courbe rose), que dans l’évaluation numérique de l’équation 2.11 : c(1)(Q, 0) =

�2
T
N Âk G(0)(k)G(0)(k + Q, ikn) (Figure 6.1 (b) et (c), courbes roses). Cette divergence peut être

comprise par l’évaluation analytique approximative de l’équation 6.27.

La contribution principale à l’intégrale elliptique de la première espèce K est

K
hp

1 � x2

i
! � ln x, x ! 0. (6.29)

Ainsi, dans ce modèle, la densité d’états comporte une singularité de Van Hove au niveau de Fermi



98

 0  0.5  1

(c) TPSC+SFM

T

U=0
U=2
U=3
U=4
U=5

 0  0.5  1

(b) TPSC+

T

U=0
U=2
U=3
U=4
U=5

 0

 1

 2

 3

 0  0.5  1

(a) Analytic eq.

χ
(i

) (Q
,0

)

T

∆=0.00
∆=0.10
∆=0.25
∆=0.50
∆=0.75
∆=1.00

F ����� 6.1 Fonction de Lindhard c(1)(Q, 0) (en rose) et susceptibilité partiellement habillée c(2)(Q, 0)
(en bleu et vert) en fonction de la température T. Les lignes de la figure (a) proviennent
de l’intégration numérique de l’équation 6.27 pour D = 0 et de l’équation 6.39 pour D > 0.
Les points dans les figures (b) et (c) sont obtenus par l’intégration numérique de (b)
l’équation 6.4 pour la TPSC+ et de (c) l’équation 6.5 pour la TPSC+SFM. Les calculs sont
faits pour la densité n = 1. Figure tirée de la référence [3].

(eF = 0).

Nous substituons la densité d’états par son terme dominant et e�ectuons ensuite le changement
de variable u = e/2T dans l’intégrale 6.27. Nous obtenons

c(1)(Q, 0) ⇠


�

Z L/2T

1

du
ln u

u
+ C

�
,

⇠ � ln
2 L

2T
, (6.30)

où C inclut les termes non-dominants qui contribuent à l’intégrale (incluant certains termes sin-
guliers, mais qui divergent plus lentement que le terme écrit explicitement), et L est une coupure
à haute énergie. Ainsi, la fonction de Lindhard diverge comme le carré d’un logarithme pour ce
modèle lorsque la température diminue vers 0.

Retournons maintenant à la contrainte sur la valeur de Usp due au théorème deMermin-Wagner
6.24. Nous constatons que, afin de satisfaire la contrainte, le vertex de spin obtenu par la TPSC doit
diminuer vers 0 lorsque la température décroit vers 0, puisque la fonction de Lindhard diverge à
basse température.

La figure 6.2 (a) présente le vertex de spin Usp obtenu par la TPSC en fonction de la température.
Les valeurs de U choisies pour ces calculs sont U = 1, 2, 3 et 4. Pour chacun de ces cas, la valeur
de Usp chute vers 0 lorsque la température décroit. Nous remarquons également que les courbes
obtenues pour ces quatre valeurs de U se recouvrent à basse température. Cette indépendance
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de Usp par rapport à la valeur de la force de l’interaction de Hubbard U est due au fait que Usp

devient limité par la fonction de Lindhard, une quantité non-interagissante. Nous montrons ce
phénomène dans la figure 6.2 (a) en incluant la ligne pointillée noire, qui est la valeur limite de
Usp : Umax

sp = 2/c(1)(Q, 0). À su�samment basse température, la valeur de Usp coïncide avec cette
valeur limite, peu importe la valeur de U.

Nous montrons maintenant que les approches TPSC+ et TPSC+SFM ne sont pas soumises à
cette même limitation. Nous évaluons d’abord c(2)(Q, 0) dans le régime classique renormalisé où les
fluctuations de spins sont fortes. Pour ce faire, nous calculons une forme approchée de la self-énergie
qui entre dans le calcul de la fonction de Green avec interaction G(2). Puisque les fluctuations de
spins sont dominantes dans ce régime, nous faisons les approximations suivantes : (a) nous ne
conservons que la contribution provenant de la susceptibilité de spin à la self-énergie, et (b) nous
utilisons la forme de Ornstein-Zernicke pour la susceptibilité de spin. Ces approximations sont
valides tant pour la TPSC+ que pour la TPSC+SFM. En deux dimensions, nous obtenons

S(k, ikn) '
3UT
4x2

0

Z d2q
(2p)d

1

q2 + x�2
sp

1

ikn � ek+Q+q + µ(1)
. (6.31)

Puisque la longueur de corrélation de spin xsp est très grande dans ce régime, le terme 1/(q2 + x�2
sp )

n’est non-négligeable que dans la limite où la norme du vecteur d’onde q est petite. Nous remarquons
également que le terme ek+Q+q + µ(1) est non-nul pour les vecteurs d’onde à l’extérieur de la surface
de Fermi. Or, le calcul de c(2) requiert une somme sur l’ensemble de la zone de Brillouin. Pour ces
raisons, nous négligeons la dépendance en vecteur d’onde q de ek+Q+q dans l’équation 6.31. Cela
mène à

S(k, ikn) =
D2

ikn � ek+Q + µ(1)
, (6.32)

où le paramètre D2 est défini par

D2 =
3UT
4x2

0

Z d2q
(2p)d

1

q2 + x�2
sp

. (6.33)

Nous obtenons maintenant une expression pour c(2) dans la limite T ! 0 dans le régime classique
renormalisé

c(2)(Q, 0) = �
T
N Â

k,ikn

h
G
(2)(k, ikn)G

(1)(k + Q, ikn)

+ G
(2)(k, ikn)G

(1)(k � Q, ikn)
i

, (6.34)

= �
T
N Â

k,ikn

2⇣
ikn � #(1)k+Q

⌘ ⇣
ikn � #(2)k

⌘
� D2

, (6.35)
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où nous avons utilisé l’égalité eq+Q = eq�Q, et où nous définissons #(i)k = ek � µ(i) pour alléger
l’écriture. Rappelons que, tel qu’expliqué à la section 2.2.4, les potentiels chimiques évalués au
premier et au second niveaux d’approximation de la TPSC peuvent être di�érents. La somme sur
les fréquences de Matsubara discrètes peut être réalisée analytiquement. En e�et, le dénominateur
peut être réécrit suivant

⇣
ikn � #(1)k+Q

⌘ ⇣
ikn � #(2)k

⌘
� D2 =

�
ikn � E+

k
� �

ikn � E�

k
�

, (6.36)

où les énergies E±

k sont définies par

E±

k =
1

2

 
#(2)k + #(1)k+Q ±

r⇣
#(2)k � #(1)k+Q

⌘2

+ 4D2

!
. (6.37)

Nous faisons la somme sur les fréquences de Matsubara, et nous obtenons

c(2)(Q, 0) = �
2

N Â
k

f (E+
k )� f (E�

k )

E+
k � E�

k
, (6.38)

où f (e) est la distribution de Fermi-Dirac. Jusqu’à présent, nous avons obtenu des résultats généraux.
Nous utilisons maintenant une propriété de l’exemple d’intérêt dans cette section, avec emboitement
parfait, où le potentiel chimique est nul au demi-remplissage : µ(1) = µ(2) = 0,

c(2)(Q, 0) =
Z

der(e)
tanh(

p
e2 + D2/2T)

p
e2 + D2

. (6.39)

L’équation 6.39 est analogue à l’équation 6.27 obtenue pour la fonction de Lindhard. Comme dans
le cas de c(1)(Q, 0), nous e�ectuons la résolution de l’équation 6.39 pour c(2)(Q, 0) numériquement.
Nous varions le paramètre D afin de représenter di�érentes forces d’interaction. À la figure 6.1
(a), nous comparons nos résultats pour c(1)(Q, 0) et c(2)(Q, 0) par intégration numérique. Nous
montrons que la présence d’une self-énergie dans la susceptibilité partiellement habillée, via le
paramètre D2, élimine la divergence à basse température. Plutôt que de diverger lorsque la tempéra-
ture décroit, c(2)(Q, 0) sature vers une valeur finie. Par conséquent, la contrainte sur la valeur du
vertex de spin exprimée par l’équation 6.24 peut être satisfaite par une valeur finie et non-nulle de
Usp dans les approches TPSC+ et TPSC+SFM.

Nous montrons nos résultats pour c(1)(Q, 0) et c(2)(Q, 0) obtenus par des calculs TPSC+ dans
la figure 6.1 (b), et par la TPSC+SFM dans la figure 6.1 (c). Nous notons ici que, au moment de
rédiger cette thèse, nos calculs TPSC+ et TPSC+SFM sont limités par des problèmes de convergence
à basse température. Cela implique que nous n’avons pas réussi à obtenir des résultats pour les
températures les plus basses qui étaient toutefois accessibles en TPSC. Néanmoins, nous observons
tout de même une diminution de la valeur de c(2)(Q, 0) à basse température à mesure que U



101

augmente. Cette observation est en accord avec les résultats d’intégration numérique présentés à la
figure 6.1 (a), où c(2)(Q, 0) diminue à mesure que le paramètre D augmente.

Nous illustrons ensuite, à la figure 6.2 (b), les valeurs de Usp calculées par la TPSC+ en fonction
de la température. Les résultats obtenus par TPSC+ sont illustrés à la figure 6.2. Les calculs ont
été e�ectués pour des valeurs de l’interaction de Hubbard U = 1, 2, 3 et 4. Contrairement aux
résultats obtenus par la TPSC, aucune chute drastique du vertex de spin Usp ne peut être vue à
basse température. De plus, Usp dépend fortement de la valeur de U même à basse température.
Nous remarquons tout de même que, pour U > 2, et dans le régime de convergence de nos calculs,
le vertex de spin Usp calculé par TPSC+ et TPSC+SFM devient limité par sa valeur maximale
Umax

sp = 2/c(2)(Q, 0) à basse température. La valeur maximale de Usp est illustrée sur ces figures
par les lignes pointillées et dépend de la valeur de U.

La faible diminution de Usp observée à basse température pour toutes les valeurs de U par les
trois approches TPSC peut être comprise par la proportionnalité entre le vertex de spin et la double
occupation due à l’ansatz TPSC. Notons d’abord que la figure 6.3 présente une comparaison de la
double occupation obtenue par les trois méthodes : (a) TPSC, (b) TPSC+ et (c) TPSC+SFM. Dans la
figure (a), la double occupation obtenue par TPSC chute rapidement vers 0 pour toutes les valeurs
de U considérées lorsque la température décroit. Cette chute est due aux valeurs non-physiques
prises parUsp dans ce régime de paramètre. Dans les figures (b) et (c), la double occupation obtenue
par TPSC+ et TPSC+SFM décroit lorsque la température diminue, mais de façon moins prononcée
que pour la TPSC. Dans le régime d’interaction faible du modèle de Hubbard en deux dimensions,
une diminution de la double occupation est observée lorsque la température décroit due à une
augmentation des corrélations antiferromagnétiques. Ces corrélations mènent à une augmentation
des moments magnétiques locaux et à une diminution de la double occupation [22,212].

Les trois approches TPSC décrivent cette physique. Toutefois, la TPSC n’est plus valide à basse
température à partir du moment où Usp devient limité par le théorème de Mermin-Wagner. En
contraste, dans les approches TPSC+ et TPSC+SFM, le vertex de spin est toujours limité par le
théorème de Mermin-Wagner, mais n’est pas forcé à diminuer rapidement vers une valeur nulle
non-physique.

6.4.3 Critère de Stoner renormalisé

Dans cette section, nous nous intéressons à la transition de phase vers la phase antiferromagné-
tique dans le modèle de Hubbard. Cette transition de phase est caractérisée par la divergence de la
susceptibilité de spin à la température de Néel TN . La température de Néel est nulle en deux dimen-
sions,mais peut prendre une valeur finie en dimensions supérieures. En TPSC+ et en TPSC+SFM, la
divergence de la susceptibilité de spin évaluée au vecteur d’onde antiferromagnétique Q = (p, p),
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F ����� 6.2 Vertex de spin irréductible Usp obtenu par (a) la TPSC, (b) la TPSC+ et (c) la TPSC+SFM,
pour U = 1, 2, 3 et 4. La TPSC prédit une chute non-physique de Usp lorsque la tem-
pérature décroit vers zéro. Les valeurs de Usp obtenues par la TPSC+ et la TPSC+SFM
ne montrent pas de chute drastique à basse température dans les limites du régime de
convergence de nos calculs. Les lignes pointillées dans les figures représentent la valeur
maximale de Usp : Umax

sp = 2/c(i)(Q, 0). Pour (a) la TPSC, la valeur de Umax
sp ne dépend

pas de U puisque la limite est imposée par la fonction de Lindhard. À l’inverse, pour
(b) la TPSC+ et (c) la TPSC+SFM, la valeur de Umax

sp dépend de U. Les calculs sont faits
pour la densité n = 1. Une figure similaire, sans les courbes pointillées, se trouve dans la
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F ����� 6.3 Double occupation D = hn"n#i obtenue par (a) la TPSC, (b) la TPSC+et (c) la TPSC+SFM,
pour U = 1, 2, 3 et 4. La TPSC prédit une chute non-physique de la double occupation
lorsque la température diminue en raison de la contrainte imposée par le théorème de
Mermin-Wagner sur le vertex de spin. Ce phénomène n’est pas observé dans nos résultats
pour la TPSC+ et la TPSC+SFM, dans la limite du régime de convergence de nos calculs.
Les calculs sont faits pour la densité n = 1. Figure tirée de la référence [3].
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à la température de Néel TN et à la fréquence de Matsubara nulle q0 = 0, est définie par le critère

2

Usp
= c(2)(Q, 0). (6.40)

Nous substituons le critère 6.40 dans l’expression obtenue pour c(2)(Q, 0) à la section précédente,
6.38. Nous obtenons alors, à la température de Néel TN ,

1

Usp
= �

1

N Â
k

f (E+
k )� f (E�

k )

E+
k � E�

k
. (6.41)

Dans le cas spécifique où la dimension est d = 2, et où la température de Néel est nulle TN = 0,
la fonction de Fermi-Dirac f(x) est une fonction de Heaviside q(�x). Ainsi, la relation en deux
dimensions devient

1

Usp
= �

1

N Â
k

q(�E+
k )� q(�E�

k )

E+
k � E�

k
, (6.42)

Tant le résultat à température finie 6.41 que le résultat à température nulle 6.42 sont analogues à
l’équation du gap dans l’état antiferromagnétique obtenu par un calcul Hartree-Fock en champ
moyen [213]. La di�érence entre ces résultats est que, dans les approches TPSC+ et TPSC+SFM,
le terme de gauche fait intervenir le vertex de spin renormalisé Usp plutôt que le U de Hubbard
non-renormalisé.

Notons également que, d’après les définitions des énergies propres E±

k de l’équation 6.37, le gap
antiferromagnétique prend la valeur 2D dans le cas particulier où µ(1) = µ(2) = ekF = 0, comme
le cas sur un réseau carré en deux dimensions, au demi-remplissage, où seul le terme de saut aux
premiers voisins est permis.

En somme, les approches TPSC+ et TPSC+SFM connectent le régime classique renormalisé
du modèle de Hubbard bidimensionnel à un état fondamental antiferromagnétique décrit par un
critère de Stoner renormalisé. Comme ces méthodes peuvent décrire une physique qualitativement
adéquate jusqu’à température nulle, nous concluons qu’elles sont valides dans le régime classique
renormalisé, contrairement à la TPSC.
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6.5 Cohérence entre quantités à une et deux particules

Nous vérifions la cohérence entre les quantités à une et à deux particules à partir de l’équation
2.5. Cette équation fait le lien entre la trace du produit de la self-énergie et de la fonction de Green,
deux quantités à une particule, et la double occupation, une quantité à deux particules. En TPSC, la
relation suivante est respectée [74]

S(2)
s (1, 2̄)G(1)

s (2̄, 1
+) = Uhn"n#i, (6.43)

mais l’égalité n’est pas respectée lorsque l’on utilise la fonction de Green au deuxième niveau
d’approximation G(2) plutôt qu’au premier niveau d’approximation G(1). Dans l’approche TPSC
originale, la déviation entre les résultats obtenus avec la fonction de Green G(1) et avec G(2) peut
être utilisée comme un critère de validité : lorsque la déviation est trop importante, les calculs ne
sont pas considérés comme étant valides. Une grande déviation est obtenue hors du régime de
validité de l’approche (par exemple, lorsque la force de l’interaction U est trop grande, ou dans le
régime classique renormalisé).

Nous considérons maintenant le cas de la TPSC+ et calculons directement la trace d’intérêt
dans le second niveau d’approximation, soit

S(2)
s (1, 2̄)G(2)

s (2̄, 1
+) =

T
N Â

k,ikn

S(2)
s (k, ikn)G

(2)
s (k, ikn). (6.44)

En insérant l’équation pour la self-énergie 6.1 et en utilisant la propriétécsp,ch(q, iqn) = csp,ch(�q,�iqn),
nous obtenons

S(2)
s (1, 2̄)G(2)

s (2̄, 1
+) =

Un2

4

�
UT
16N Â

q,iqn

⇥
3Uspcsp(q, iqn) + Uchcch(q, iqn)

⇤
c(2)(q, iqn). (6.45)

Cette équation peut être simplifiée en utilisant les deux propriétés suivantes :

csp(q, iqn)� c(2)(q, iqn) =
Usp

2
csp(q, iqn)c

(2)(q, iqn), (6.46)

c(2)(q, iqn)� cch(q, iqn) =
Uch

2
cch(q, iqn)c

(2)(q, iqn). (6.47)

Nous substituons ces relations dans l’équation 6.45 et nous utilisons les règles de somme pour csp,ch

et c(2). Nous obtenons ainsi
S(2)

s (1, 2̄)G(2)
s (2̄, 1

+) = Uhn"n#i, (6.48)

ce qui est le résultat exact attendu par l’équation 2.5. Ainsi, l’approche TPSC+présente une cohérence
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F ����� 6.4 Déviation relative entre les traces TrS(2)G(i) et le résultat exact attendu par l’équation 2.5
pour l’approche TPSC+SFM. À gauche, la trace est calculée avec la fonction de Green
non-interagissante G(1), tandis qu’à droite, elle est calculée avec la fonction de Green
avec interaction G(2). Les calculs sont faits au demi-remplissage n = 1. Figure tirée de la
référence [3].

entre les quantités à une et à deux particules. Contrairement à la TPSC originale, cette cohérence
existe au second niveau d’approximation de l’approche. Il s’agit ainsi d’une amélioration de la méthode.

Ce résultat n’est pas valide pour l’approche TPSC+SFM : les traces du produit de la self-
énergie et de la fonction de Green, tant la fonction non-interagissante G(1) que la fonction de Green
interagissante G(2), ne permettent pas d’obtenir le résultat exact 2.5. Nous montrons toutefois à
la figure 6.4 que cette déviation se situe sous 10% pour des valeurs de U entre 1 et 4 et au demi-
remplissage. La déviation est plus faible dans le cas de la trace évaluée avec G(2) qu’avec G(1).

6.6 Pseudogap dans le modèle de Hubbard

Plusieurs méthodes numériques ont permis d’établir que le pseudogap dans le régime d’in-
teraction faible du modèle de Hubbard est dû aux fluctuations antiferromagnétiques [22]. Son
existence a d’abord été prédite par la TPSC, qui a d’ailleurs permis d’établir le critère de Vilk pour
le pseudogap antiferromagnétique [21, 74]. Nous avons abordé ce critère en détail au chapitre 4.
Dans cette section, nous montrons que la même phénoménologie est obtenue par les approches
TPSC+ et TPSC+SFM.

Le pseudogap antiferromagnétique apparaît sous une température de crossover notée T⇤. Dans
ce régime, nous pouvons utiliser la forme de Ornstein-Zernicke (équation 6.12) pour la susceptibilité
de spin et, ainsi, la forme de la self-énergie obtenue à l’équation 6.31.

Nous évaluons la self-énergie aux points chauds, là où la surface de Fermi croise la zone de
Brillouin antiferromagnétique, en suivant la méthode décrite par la référence [74] et détaillée à la
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section 4.4 du chapitre 4. Ce calcul est e�ectué à fréquence nulle w = i0+. Nous obtenons

ImScl(kF, 0) = �
3UT
16x2

0

xsp

xth
, (6.49)

où xth = vF
pT est la longueur d’onde thermique de de Broglie. Rappelons que le poids spectral

A(k, w) peut être écrit en fonction de la self-énergie

A(k, w) = �2
ImS(k, w)

(w � ek + µ � ReS(k, w))2 + (ImS(k, w))2
. (6.50)

Au niveau de Fermi, si la valeur absolue de la partie imaginaire de la self-énergie est grande, le
poids spectral est atténué. À l’inverse, le poids spectral prend une valeur importante au niveau de
Fermi lorsque la partie imaginaire de la self-énergie est petite. Les approches TPSC+ et TPSC+SFM
prédisent ainsi une perte de poids spectral au points chauds lorsque la longueur de corrélation xsp

est plus importante que la longueur d’onde de de Broglie. Il s’agit une fois de plus du "critère de
Vilk" qui correspond à l’apparition d’un pseudogap antiferromagnétique dû aux fluctuations de
spins. De plus, nous pouvons utiliser les arguments présentés dans la section V.B de la référence [74]
pour montrer que le poids spectral possède deux pics à fréquence finie, de part et d’autre du niveau
de Fermi, lorsque le critère de Vilk est satisfait.

Ayant présenté les arguments analytiques et phénoménologiques qui justifient l’apparition du
pseudogap antiferromagnétique par la TPSC+ et la TPSC+SFM, nous présentons maintenant des
résultats numériques obtenus par ces approches. La figure 6.5 montre la partie imaginaire de la self-
énergie évaluée au point antinodalk = (p, 0) en fonction des fréquences deMatsubara. Les résultats
sont obtenus à di�érentes températures, pour l’interaction de Hubbard U = 2. Dans ce modèle avec
emboîtement parfait, la surface de Fermi coïncide avec la zone de Brillouin antiferromagnétique :
tous les points sur la surface de Fermi, incluant le point antinodal, sont donc des points chauds. La
figure montre que les trois approches TPSC prédisent e�ectivement l’ouverture d’un pseudogap
antiferromagnétique. Cette ouverture correspond à la température T⇤ où la partie imaginaire de
la self-énergie est plus grande (en valeur absolue) à la première fréquence de Matsubara qu’à
la seconde. Nous remarquons que les trois approches prédisent des valeurs di�érentes de T⇤.
Des calculs en Monte Carlo diagrammatique (DiagMC) prédisent une valeur inférieure pour la
température de crossover vers le pseudogap, soit T⇤ = 0.065 à l’antinoeud [22]. La température
T⇤ obtenue par la TPSC+ est ainsi la plus près de la valeur exacte obtenue par DiagMC. Les trois
approches TPSC o�rent tout de même une solution qualitativement adéquate du problème.
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F ����� 6.5 Partie imaginaire de la self-énergie calculée par (a) TPSC, (b) TPSC+ et (c) TPSC+SFM
pour n = 1,U = 2, au point antinodal k = (p, 0). Les trois méthodes prédisent l’ouverture
d’un pseudogap lorsque la température décroit, tel qu’illustré par la valeur de la partie
imaginaire de la self-énergie à la fréquence w0 qui devient plus négative que sa valeur à
w1. Figure tirée de la référence [3].
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6.7 Règle de somme f

Nous présentons dans cette section une première limitation de la TPSC+ : la violation de la
règle de somme f. Dans le modèle de Hubbard, la règle de somme f pour les susceptibilités de
charge et de spin est [74, 113]

Z dw

p
wc00

sp,ch(q, w) =
1

N Â
k,s

�
ek+q + ek�q � 2ek

�
n(2)

k,s, (6.51)

où n(2)
k,s est la fonction de distribution résolue en spin et en quantité de mouvement. Cette quantité

peut être calculée avec la fonction de Green interagissante G(2)

n(2)
k,s = �G

(2)(k, t = 0
�). (6.52)

Nous montrons maintenant que la règle de somme f donnée par l’équation 6.51 est satisfaite à
un certain niveau par la TPSC [74] et la TPSC+SFM, mais pas par la TPSC+. Nous commençons
par écrire les susceptibilités dans leur représentation spectrale

csp,ch(q, iqn) =
Z dw

p

c00

sp,ch(q, w)

w � iqn
,

=
1

q2
n

Z dw

p

wc00

sp,ch(q, w)

1 + (w/qn)2
, (6.53)

ce qui, à haute fréquence, se réduit à

csp,ch(q, iqn) '
1

q2
n

Z dw

p
wc00

sp,ch(q, w). (6.54)

Nous devons ainsi calculer le coe�cient du terme 1/q2
n du développement à haute fréquence pour

la susceptibilité de spin (ou de charge) afin de déterminer si les approches TPSC respectent la règle
de somme f. En e�et, tel qu’illustré par l’équation 6.54, ce coe�cient correspond au terme de gauche
de l’équation 6.51. Nous notons ce coe�cient a(i), où i correspond à la méthode TPSC, TPSC+ ou
TPSC+SFM.

csp,ch(q, iqn) '
qn�1

a(i)

q2
n

. (6.55)

Rappelons également la forme des susceptibilités obtenues par les approches TPSC

csp,ch(q, iqn) =
c(i)(q, iqn)

1 ⌥
Usp,ch

2
c(i)(q, iqn)

. (6.56)

Puisque les susceptibilités non-interagissante et partiellement habillée c(i) ont également un com-
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portement en 1/q2
n à haute fréquence, seuls les numérateurs des susceptibilités de spin et de charge

(équation 6.56) contribuent aux coe�cients a(i)

csp,ch(q, iqn) '
qn�1

c(i)(q, iqn) '
qn�1

a(i)

q2
n

. (6.57)

Nous devons ainsi calculer le développement à haute fréquence de c(i). Pour ce faire, nous utilisons
la représentation spectrale des fonctions de Green

G
(i)
s (k, ikn) =

Z •

�•

dw

2p

A(i)
s (k, w)

ikn � w
, (6.58)

où A(i)
s est le poids spectral, et i = 1, 2 correspond aux cas sans interaction et avec interaction

respectivement.

Afin d’alléger la notation du calcul à suivre, nous écrivons l’équation pour c(i)(q, iqn) comme

c(i)(q, iqn) = �
T

2N Â
k,s

[G(1)
s (k)G(i)

s (k + q) + G
(1)
s (k)G(i)

s (k � q)],

= �
T

2N Â
k,s

G
(1)
s (k)G(i)

s (k + q) + [q $ �q]. (6.59)

En remplaçant les fonctions de Green par leur représentation spectrale dans la définition des
susceptibilités c(i), nous obtenons

c(i)(q, iqn) = �
T

2N Â
k,s

G
(1)
s (k)G(i)

s (k + q) + [q $ �q],

= �
T

2N Â
k,s

Z dwdw0

(2p)2

A(1)
s (k, w)A(i)

s (k + q, w0)
(ikn � w)(ikn + iqn � w0)

+ [q $ �q],

= �
T

2N Â
k,s

Z dwdw0

(2p)2

A(1)
s (k, w)A(i)

s (k + q, w0)
iqn � w0 + w


1

ikn � w
�

1

ikn + iqn � w0

�
+ [q $ �q],

= �
1

2N Â
k,s

Z dwdw0

(2p)2

A(1)
s (k, w)A(i)

s (k + q, w0)
iqn � w0 + w

( f (w)� f (w0)) + [q $ �q],

= �
1

2N Â
k,s

Z dwdw0

(2p)2

A(1)
s (k, w)A(i)

s (k + q, w0)
q2

n + (w � w0)2
( f (w)� f (w0))(w � w0) + [q $ �q]. (6.60)

Nous pouvons ainsi déterminer les coe�cients a(i)

a(i) =�
1

2N Â
k,s

Z dwdw0

(2p)2
A(1)

s (k, w)A(i)
s (k + q, w0)( f (w)� f (w0))(w � w0) + [q $ �q]. (6.61)
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Cette dernière équation peut être résolue en utilisant les relations suivantes [74]
Z dw

2p
A(i)

s (k, w) = 1, (6.62)

Z dw

2p
A(i)

s (k, w) f (w) = n(i)
k,s, (6.63)

Z dw

2p
A(i)

s (k, w)w = ek � µ(i) + U
n
2

di,2, (6.64)

1

N Â
k

Z dw

2p
A(i)

s (k, w)w f (w) = Uhn"n#idi,2
1

N Â
k
(ek � µ(i))n(i)

k,s. (6.65)

Ici, µ(i) est le potentiel chimique, et n(i)
k,s est la fonction de distribution résolue en quantité de

mouvement et en spin calculée à partir de la fonction de Green sans interaction (i = 1) ou avec
interaction (i = 2). Dans le cas non-interagissant, il s’agit de la distribution de Fermi-Dirac. Notons
que l’équation 6.65 n’est valide au niveau i = 2 que lorsque l’équation Tr[S(2)G(2)] = Uhn"n#i est
satisfaite, ce qui est le cas en TPSC+. Nous trouvons ainsi que le coe�cient du terme en 1/q2

n est

a(i) =
1

2N Â
k,s

(ek+q + ek�q � 2ek)(n
(1)
k,s + n(i)

k,s) + U
n2

2
di,2 � 2Uhn"n#idi,2. (6.66)

En TPSC, avec i = 1, nous obtenons

a(TPSC) =
1

N Â
k,s

(ek+q + ek�q � 2ek)n
(1)
k,s. (6.67)

Le coe�cient obtenu en TPSC+SFM est identique à celui que nous obtenons en TPSC puisque, à
haute fréquence, les susceptibilités de spin et de charge sont calculées à partir de la fonction de
Lindhard c(1) (voir l’équation 6.5). Ce terme di�ère du membre de droite de la règle de somme
f présentée à l’équation 6.51 en raison de la fonction de distribution de particules : la TPSC et
la TPSC+SFM satisfont la règle de somme f au niveau non-interagissant (avec la distribution de
Fermi-Dirac n(1)). La règle de somme f est satisfaite exactement au vecteur d’onde nul q = 0 tant
par la TPSC que la TPSC+SFM.

Pour la TPSC+, où i = 2, nous obtenons plutôt

a(TPSC+) =
1

2N Â
k,s

(ek+q + ek�q � 2ek)(n
(1)
k,s + n(2)

k,s) + U
n2

2
� 2Uhn"n#i. (6.68)

Le coe�cient obtenu par la TPSC+ di�ère ainsi de la valeur attendue pour la règle de somme f
(membre de droite de l’équation 6.51) par le terme U n2

2
� 2Uhn"n#i au vecteur d’onde nul q = 0.

Nous présentons maintenant une évaluation quantitative des déviations des coe�cients 6.67 et
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6.68 par rapport à la règle de somme f. En pratique, nous évaluons : (a) les coe�cients 6.67 et 6.68,
(b) les valeurs attendues de la règle de somme f par le membre de droite de l’équation 6.51, et (c)
le membre de gauche de l’équation 6.51. Ce dernier résultat est obtenu par une dérivée en temps
imaginaire de la susceptibilité de spin

Z dw

p
wc00

sp,ch(q, w) = lim
h!0

T Â
iqn

(e�iqnh
� eiqnh)iqncsp,ch(q, iqn), (6.69)

= �2
∂csp,ch(q, t)

∂t

����
t=0+

. (6.70)

Nous calculons cette dérivée numériquement en utilisant des di�érences finies

� 2
∂csp,ch(q, t)

∂t

����
t=0+

' �2

✓
csp,ch(q, t1)� csp,ch(q, 0)

t1

◆
, (6.71)

où la valeur t1 est choisie près de 0 (t1 = 10
�5).

Il est possible de vérifier que l’évaluation des coe�cients a(i) menant aux résultats 6.67 et 6.68 est
correcte en comparant leur évaluation numérique à l’évaluation de la dérivée 6.70. Nous montrons
ces résultats à la figure 6.6, où les points sont obtenus par le développement à haute fréquence, et
les lignes pointillées par la dérivée. Nous observons un recouvrement parfait entre les résultats
obtenus par ces deux méthodes de calculs qui sont considérablement di�érentes.

Ayant validé les calculs présentés jusqu’à présent dans cette section, nous procédons maintenant
à l’évaluation de la violation de la règle de somme f par les trois approches TPSC. Nous montrons
la déviation relative des coe�cients obtenus par l’équation 6.70 et la valeur attendue de la règle de
somme f (membre de droite de l’équation 6.51).

Nous présentons à la figure 6.7 cette déviation au vecteur d’onde q = (2p/N, 0) où N = 256

est le nombre de sites dans une direction de l’espace, puisque nous nous attendons à ce que la
déviation soit plus importante à de faibles valeurs du vecteur d’onde q, où la règle de somme f
devrait être petite. Les calculs ont été faits pour des températures entre T = 0.2 et T = 1, et des
valeurs de U entre 1 et 4. Nous montrons que, pour les trois approches TPSC, l’écart avec la règle
de somme f augmente avec la valeur de l’interaction U. Les sous-figures (a) et (b) présentent les
résultats obtenus par la TPSC et la TPSC+SFM. Pour ces deux méthodes, les déviations relatives
sont inférieures à 18% pour la plus grande valeur de U considérée. Ces petites déviations sont dues
au fait que les deux approches satisfont la règle de somme f au niveau non-interagissant. La TPSC+
o�re des résultats bien di�érents : les déviations à la règle de somme f atteignent des ordre des
grandeur de 10

5
%. Ces énormes écarts sont attendus : tel que discuté plus haut, l’écart à la règle de

somme f prend la valeur U n2

2
� 2Uhn"n#i à q = 0.

La déviation à la règle de somme f par la TPSC+ est moins importante lorsque le vecteur d’onde
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F ����� 6.6 Dérivée de la susceptibilité de spin par rapport au temps imaginaire. Les points sont obte-
nus par le calcul de la dérivée par di�érences finies (équation 6.70). Les lignes pointillées
sont obtenues par l’évaluation des coe�cients du terme en 1/q2

n du développement à
haute fréquence de c(i) donnés par l’équation 6.67 pour la TPSC et la TPSC+SFM, et par
l’équation 6.68 pour la TPSC+. Les figures (a), (b) et (c) présentent le calcul pour le
vecteur d’onde q = (2p/N, 0) avec N = 256 le nombre de sites dans une direction de
l’espace. Les figures (d), (e) et (f) présentent le calcul pour le vecteur d’onde Q = (p, p).
Les calculs sont faits pour la densité n = 1.
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F ����� 6.7 Violation de la règle de somme f évaluée au vecteur d’onde q = (2p/N, 0) avec N = 256

sites dans une direction de l’espace. Les résultats sont obtenus par les approches (a) TPSC,
(b) TPSC+SFM et (c) TPSC+ pour plusieurs valeurs de l’interaction U en fonction de
la température T. Plus précisément, les figures présentent la déviation relative obtenue
entre les coe�cients calculés par la dérivée en temps imaginaire de la susceptibilité de
spin (équation 6.70) et la règle de somme f 1

N Âk,s

�
ek+q + ek�q � 2ek

�
n(2)

k,s. Les calculs
sont faits pour la densité n = 1. Figure tirée de la référence [3].

est grand. En particulier, la figure 6.8 présente cette déviation relative évaluée au vecteur d’onde
antiferromagnétique Q = (p, p). La déviation à ce vecteur d’onde atteint ⇠ 25% pour U = 4, soit
le même ordre de grandeur que les déviations observées pour les approches TPSC et TPSC+SFM.
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F ����� 6.8 Violation de la règle de somme f évaluée au vecteur d’onde Q = (p, p). Les résultats sont
obtenus par l’approche TPSC+ pour plusieurs valeurs de l’interaction U en fonction de la
température T. Plus précisément, la figure présente la déviation relative obtenue entre
les coe�cients calculés par la dérivée en temps imaginaire de la susceptibilité de spin
(équation 6.70) et la règle de somme f 1

N Âk,s

�
ek+Q + ek�Q � 2ek

�
n(2)

k,s. Les calculs sont
faits pour la densité n = 1.

6.8 Lois de conservation

En raison des lois de conservation du spin et de la charge, les susceptibilités de spin et de
charge évaluées au vecteur d’onde nul et à fréquence de Matsubara non-nulle doivent être nulles :
csp,ch(q = 0, iqn 6= 0) = 0. En e�et, la charge et le spin sont des quantités conservées dans le modèle
de Hubbard, ce qui implique que les opérateurs de charge et de spin au vecteur d’onde q = 0 (soit
le nombre de particules total et le spin total) ne dépendent pas du temps. Considérons d’abord la
densité. L’opérateur densité dans l’espace des vecteurs d’onde est

nq = Â
j

e�iq·rj nj,

= Â
js

e�iq·rj c†

jscjs,

=
1

N Â
kk0

Â
js

e�i(q+k�k0)·rj c†

ksck0s,

= Â
kk0s

dk+q,k0c†

ksck0s,

= Â
ks

c†

ksck+qs. (6.72)

Nous calculons la dérivée en temps imaginaire de cet opérateur, sachant que [nis, njs0 ] = 0 )
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[nis, nq] = 0,

∂nq(t)

∂t
= [H, nq(t)],

= Â
ks

(ek � ek+q)c†

ksck+qs,

)
∂nq=0(t)

∂t
= 0. (6.73)

Nous pouvons procéder au même calcul pour l’opérateur de spin Sz
q, qui est défini par

SZ
q = Â

js
e�iq·rj njss,

= Â
ks

c†

ksck+qss, (6.74)

où s = ±1 correspond au signe du spin lorsqu’elle est utilisée comme une variable dans la somme
(plutôt que comme un indice d’opérateur). Par conséquent, l’opérateur Sz

q=0
est également constant

en temps imaginaire

∂Sz
q(t)

∂t
= [H, Sz

q(t)], (6.75)

= Â
ks

s(ek � ek+q)c†

ksck+qs, (6.76)

)
∂Sz

q=0
(t)

∂t
= 0. (6.77)

Puisque les opérateurs de spin et de charge au vecteur d’onde nul Sz
q=0

et nq=0 sont constants
en temps imaginaire, les susceptibilités de charge et de spin correspondantes le sont également

cch(q, t) =
1

N
hnq(t)n�qi �

1

N
hnqihn�qi, (6.78)

) cch(q = 0, t) =
1

N
hn2

q=0i �
1

N
hnq=0i

2 = Constante indpendante de t, (6.79)

csp(q, t) =
1

N
hSz

q(t)S
z
�qi (6.80)

) csp(q = 0, t) =
1

N
h(Sz

q=0)
2
i = Constante indpendante de t. (6.81)

Comme ces fonctions de corrélation sont constantes en temps imaginaire, seule la composante à
fréquence de Matsubara nulle (iq0 = 0) de leur fonction réciproque en transformée de Fourier est
non-nulle. Ceci prouve le résultat mentionné au début de cette section, soit csp,ch(q = 0, iqn 6= 0) =

0.
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En TPSC, ces lois de conservation sont respectées puisque la susceptibilité non-interagissante
c(1) est nulle au vecteur d’onde q = 0 pour toutes les fréquences de Matsubara non-nulles

c(1)(q = 0, iqn 6= 0) = �2
T
N Â

k,ikn

G
(1)(k, ikn)G

(1)(k, ikn + iqn),

= �2
T
N Â

k,ikn

1

ikn � ek + µ(1)

1

ikn + iqn � ek + µ(1)
,

= �
2

N Â
k

f (ek)� f (ek)
iqn

,

= 0 8 qn 6= 0. (6.82)

Cette propriété est également vérifiée en TPSC+SFM, puisque nous utilisons la susceptibilité
c(1) dans le calcul des susceptibilités de spin et de charge à fréquence de Matsubara non-nulle.
Toutefois, ce n’est pas le cas en TPSC+ : la susceptibilité partiellement habillée c(2) prend des valeurs
non-nulles à q = 0 pour des fréquences de Matsubara non-nulles. Par exemple, nous avons obtenu
à la section précédente le développement à haute fréquence de c(2). À q = 0, ce développement
prend la forme

c(2)(q = 0, iqn) '
qn�1

1

q2
n


U

n2

2
� 2Uhn"n#i

�
. (6.83)

Ce terme n’est nul que dans le cas particulier où U = 0, et décroit lorsque la fréquence de Matsubara
augmente.

Nous pouvons nous attendre à ce que la plus grande déviation soit observée pour la première
fréquence de Matsubara non-nulle q1. Ainsi, à la figure 6.9, nous montrons le ratio de la valeur
de la susceptibilité partiellement habillée c(2)(q = 0, iqn) évaluée aux fréquences de Matsubara
q1 et q0 en fonction de la température. Les calculs ont été réalisés pour des forces d’interaction
allant de U = 1 à U = 4. La violation des lois de conservation par la TPSC+ augmente lorsque
la température décroit et lorsque la valeur de l’interaction U augmente. Bien que la valeur de la
susceptibilité partiellement habillée à la fréquence de Matsubara q1 soit petite pour U  2 (un ordre
de grandeur plus petit que la valeur à la fréquence de Matsubara q0), elle atteint près de 20% de la
valeur à la fréquence de Matsubara q0 à basse température pour U = 3 et U = 4.
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sont faits pour la densité n = 1. Figure tirée de la référence [3].

6.9 Comparaison à la théorie des perturbations au second ordre

Dans cette section, nous nous intéressons à la self-énergie obtenue par la théorie des perturba-
tions au second ordre pour le modèle de Hubbard (S2PT). Le but de cette section est de montrer
que les résultats obtenus par la TPSC, la TPSC+ et la TPSC+SFM ne sont pas triviaux, au sens où
ces approches ne font pas que retrouver les résultats de la théorie des perturbations.

La self-énergie S2PT est donnée par

S2PT(r, t) = U2
G
(0)(r, t)2

G
(0)(�r,�t), (6.84)

où G(0) est la fonction de Green non-interagissante. Notons que le produit de deux fonctions de
Green correspond à la fonction de Lindhard

c(0)(r, t) = �2G
(0)(r, t)G(0)(�r,�t). (6.85)

La self-énergie obtenue par les trois approches TPSC a une forme qui peut à première vue
sembler similaire à celle de S2PT

STPSC(r, t) ⇠ U(Uspcsp(r, t) + Uch(r, t)cch(r, t))G(0)(�r,�t). (6.86)

Nous comparons la partie imaginaire de la self-énergie obtenue par la théorie des perturbations
et celles qui sont obtenues par la TPSC, la TPSC+ et la TPSC+SFM à la figure 6.10 pour U = 2 à
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F ����� 6.10 Comparaison de la partie imaginaire de la self-énergie obtenue par les trois approches
TPSC et par la théorie des perturbations au second ordre. Les résultats sont présentés
pour l’antinoeud k = (p, 0), pour U = 2, aux températures (a) T=0.2, (b) T=0.1 et (c)
T=0.079. Les approches TPSC prédisent l’ouverture d’un pseudogap antiferromagné-
tique, phénomène qui n’est pas observé pour S2PT . Les calculs sont faits pour la densité
n = 1.

trois températures di�érentes : (a) T = 0.2, (b) T = 0.1 et (c) T = 0.079. Une telle comparaison
permet de visualiser en quoi les approches TPSC se distinguent de l’approche perturbative. La plus
grande di�érence entre ces résultats est que, tel que mentionné à la section 6.6, les trois approches
TPSC prédisent l’ouverture d’un pseudogap antiferromagnétique (à di�érentes températures T⇤).
Pour les trois températures présentées à la figure 6.10, la théorie des perturbations au second ordre
ne retrouve pas ce phénomène.

Sachant que la température à laquelle le pseudogap antiferromagnétique doit apparaître dans
ce modèle est T = 0.065 selon des simulations en Monte Carlo diagrammatique (DiagMC) [22],
nous comparons à la figure 6.11 la self-énergie obtenue par DiagMC à T = 0.065 à celle obtenue
par T = 0.065, T = 0.06 et T = 0.05. Même à ces basses valeurs de la température, la théorie
des perturbations au second ordre ne retrouve pas la phénoménologie attendue. Nous pouvons
ainsi conclure que la TPSC et ses améliorations TPSC+ et TPSC+SFM sont des approches qui,
bien qu’elles puissent sembler analogues à une méthode perturbative, o�rent un meilleur accès
à la description de la physique du régime d’interaction faible du modèle de Hubbard en deux
dimensions.

Notons toutefois que la self-énergie S2PT converge vers la valeur exacte à grande fréquence [74].
Ce n’est pas le cas de la self-énergie obtenue par les trois approches TPSC.
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F ����� 6.11 Partie imaginaire de la self-énergie obtenue par la théorie des perturbations au second
ordre pour U = 2, à l’antinoeud k = (p, 0), aux températures T = 0.065, T = 0.06 et
T = 0.05. Les points noirs sont obtenus par DiagMC [22]. La théorie des perturbations au
second ordre ne permet pas de décrire le phénomène du pseudogap antiferromagnétique.
Les calculs sont faits pour la densité n = 1.

6.10 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les approches TPSC+ et TPSC+SFM, deux variantes de la
TPSC originale. Nous avons décrit les aspects théoriques de ces méthodes. Les études analytiques
et numériques présentées dans ce chapitre ont pu montrer que les approches TPSC+ et TPSC+SFM
sont valides dans le régime classique renormalisé du modèle de Hubbard en deux dimensions. Il
s’agit d’une amélioration par rapport à la TPSC. Nous avons toutefois montré que la TPSC+ ne
respecte pas les lois de conservation du spin et de la charge. Malgré cette limitation, la TPSC+,
comme la TPSC et la TPSC+SFM, décrit l’apparition du pseudogap antiferromagnétique dans le
modèle de Hubbard en deux dimensions.

Nous avons comparé les résultats des approches TPSC+ et TPSC+SFM à ceux obtenus par des
méthodes numériquement exactes (DiagMC et CDet) dans la référence [3]. Ce travail d’étalonnage
nous a permis de conclure que l’approche TPSC+SFM permet d’obtenir les résultats les plus
précis pour les susceptibilités de spin et de charge, tandis que l’approche TPSC+ o�re la meilleure
approximation de la self-énergie. De façon générale, les approches TPSC+ et TPSC+SFM améliorent
les résultats obtenus à basse température pour le modèle de Hubbard en deux dimensions.



Chapitre 7

Étude du modèle d’Emery par l’approche

TPSC+DMFT

Dans les chapitres 4 et 5 de cette thèse, nous avons utilisé l’approche TPSC pour le modèle de
Hubbard à une bande afin de modéliser di�érents phénomènes physiques dans les cuprates dopés
en électrons. Or, comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 3, l’élément minimal des cuprates
dopés en électrons est le plan d’oxyde de cuivre (CuO2). Certains phénomènes physiques observés
dans les cuprates nécessitent la considération des orbitales p des atomes d’oxygène présents dans
ces plans bidimensionels. C’est le cas du dopage dans les cuprates dopés en trous, qui semble se
produire sur les orbitales p de l’oxygène plutôt que sur les orbitales d du cuivre [214].

Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle d’Emery-VSA [85, 86], un hamiltonien qui inclut
deux orbitales non-corrélées et une orbitale corrélée par maille élémentaire. Nous débutons par la
description du hamiltonien et de son application aux cuprates à la section 7.1. À la section 7.2, nous
revisitons l’approche des dérivées fonctionnelles que nous avons introduite au chapitre 1, mais nous
l’appliquons ici à un modèle multi-orbital simple. Nous appliquons ensuite le formalisme de la
TPSC au modèle d’Emery à la section 7.3. Finalement, à la section 7.4, nous appliquons l’approche
développée dans ce chapitre à une réalisation du modèle d’Emery.

Notons que des extensions de la TPSC au cas multi-orbital ont déjà été proposées [105, 118–
120, 122], et l’une d’elle a même été appliquée au modèle d’Emery [105]. La distinction entre le
travail présenté dans le cadre de cette thèse et les extensions proposées précédemment est que
nous développons l’approche en conservant l’idée centrale d’un modèle où les orbitales sont non-
dégénérées. Ce focus nous mènera à des conclusions di�érentes des travaux qui ont été réalisés par
le passé.

Ce projet fait l’objet de l’article [4], soumis pour publication après le dépôt initial de cette thèse.

120
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Paramètre Définition

tpd Saut entre les orbitales p et d

tpp Saut entre les orbitales py et px orbitals

tpp0 Saut entre deux orbitales px ou deux orbitales py

ep Énergie de site des orbitales px et py

ed Énergie de site des orbitales d

T������ 7.1 Paramètres du hamiltonien sans interaction du modèle d’Emery.

7.1 Motivation : Modèle d’Emery et application aux cuprates

7.1.1 Hamiltonien

Dans le modèle d’Emery, nous considérons un réseau carré bidimensionnel où chaque cellule
unité contient trois orbitales distinctes : une orbitale d corrélée, et deux orbitales non-corrélées px et
py. Les opérateurs d’annihilation (de création) associés seront notés d(†)is , p(†)x,is et p(†)y,is dans l’espace
réel, où i est un indice de cellule unité et s un indice de spin. Dans l’espace réciproque, l’indice de
cellule unité i est remplacé par un indice de quantité de mouvement k.

Le hamiltonien du modèle d’Emery est

H = Â
k,s

C†

ksh(0)(k)Cks + Ud Â
i

ndi"ndi#, (7.1)

où C(†)
ks = (d(†)ks , p(†)x,ks, p(†)y,ks) est un vecteur d’opérateurs d’annihilation (de création), nais est l’opé-

rateur nombre pour l’orbitale a dans la cellule unité i, et h(0)(k) est une matrice de dimensions
3 ⇥ 3 représentant la partie non-interagissante du hamiltonien. Ce hamiltonien sans interaction est,
en unités où le pas du réseau est a = 1,

h(0)(k) =

0

BBBBB@

ed tpd(1 � e�ikx) tpd(1 � e�iky)

tpd(1 � eikx) ep + 2tpp0 cos(kx) tpp(1 � eikx)(1 � e�iky)

tpd(1 � eiky) tpp(1 � e�ikx)(1 � eiky) ep + 2tpp0 cos(ky)

1

CCCCCA
, (7.2)

où les divers paramètres sont définis dans le Tableau 7.1.

Dans la figure 7.1, nous montrons une représentation schématique du modèle d’Emery [4, 215].
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F ����� 7.1 Représentation schématique du modèle d’Emery [4,215].

7.1.2 Application aux cuprates et motivation

Le modèle d’Emery, parfois appelé modèle de Hubbard à trois bandes ou modèle d’Emery-
VSA, a été introduit dans le cadre de l’étude de la supraconductivité dans les cuprates [85, 86].
Depuis, de nombreux aspects du modèle ont été étudiés par di�érentes techniques numériques
et théoriques. Par exemple, la supraconductivité dans le modèle d’Emery a été étudiée par de
nombreuses méthodes [216–223]. De plus, des études élargies du diagramme de phase [224, 225],
de l’antiferromagnétisme [216], du pseudogap [218,219] et de l’isolant deMott [226] ont été réalisées.
Le modèle d’Emery a permis d’étudier la force des corrélations électroniques dans les cuprates
[204,227,228] ainsi que l’asymétrie entre les cuprates dopés en trous et en électrons [105,204].

Certains aspects des cuprates semblent être bien décrits par le modèle de Hubbard à une bande.
C’est le cas, comme nous l’avons vu lors de notre discussion des cuprates dopés en électrons, du
pseudogap antiferromagnétique de ce côté du diagramme de phase. Toutefois, d’autres aspects de
la physique de ces matériaux nécessitent de tenir compte de la présence des orbitales d’oxygène.
Entre autres, une récente étude du modèle a établi un lien entre le dopage en trou sur les orbitales
d’oxygène [229], le gap de transfert de charge [217, 230, 231] et la température critique optimale
de la phase supraconductrice, validant aussi l’hypothèse du mécanisme de super-échange pour la
supraconductivité dans les cuprates [221].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au développement d’une approche TPSC construite
spécifiquement pour ce modèle, à l’image de la formulation originale de la TPSC pour le modèle de
Hubbard à une bande. Nous nous intéressons au développement de cette approche pour plusieurs
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raisons. La première est que, en l’absence d’une solution exacte, le développement de nouvelles
méthodes numériques pour le modèle d’Emery permet de comparer les résultats et d’atteindre des
conclusions concernant ses propriétés fondamentales. Ensuite, nous avons déjà vu que la TPSC
a permis de comprendre des aspects importants du diagramme de phase des cuprates dopés en
électrons à partir du modèle de Hubbard à une bande. Il serait important de déterminer si la
même approche permet d’atteindre les mêmes conclusions pour le modèle d’Emery, notamment
concernant le pseudogap antiferromagnétique.

Enfin,de façon générale, l’étude demodèlesmulti-orbitaux est nécessaire pour la compréhension
de plusieurs autres matériaux, comme le ruthénate de strontium et les supraconducteurs à base
de fer. Ces matériaux peuvent être décrits par des hamiltoniens plus compliqués que le modèle
d’Emery, incluant par exemple le couplage de Hund. Plutôt que de développer une méthode
universelle permettant d’étudier n’importe quel hamiltonien multi-orbital, nous nous concentrons
ici sur le modèle d’Emery en raison de sa simplicité (une seule orbitale corrélée) et de la particularité
suivante : dans ce modèle, les orbitales sont non-dégénérées. En étudiant le formalisme de la TPSC
pour le modèle d’Emery, nous espérons pouvoir apprendre comment généraliser cette approche de
façon robuste à d’autres types de hamiltoniens multi-orbitaux.

7.2 Approche des dérivées fonctionnelles pour un modèle de Hubbard

multi-orbital simple

Le but de cette section est d’obtenir une équation définissant la self-énergie pour un hamiltonien
ayant la forme

H = Â
ij

Â
s

Â
ab

tij,abc†

iascjbs + Â
iab

Uabnia"nib#, (7.3)

où a et b sont des indices d’orbitales. Le modèle d’Emery correspond au cas particulier où l’in-
teraction est uniquement sur les orbitales d : Uab = daddbdUd. Nous définirons ainsi Udd = Ud, et
Uab = 0 pour toutes les autres combinaisons d’indices d’orbitales.

Pour obtenir la self-énergie, nous utilisons le formalisme des dérivées fonctionnelles en présence
d’un champ source [96,97].
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7.2.1 Équations du mouvement des opérateurs de création et d’annihilation

Nous calculons d’abord les équations du mouvement pour l’opérateur d’annihilation clgs(t),
où l est un indice de cellule unité, g un indice d’orbitale, et t le temps imaginaire. Cette dérivée est
calculée grâce au commutateur

∂clgs(t)

∂t
=

" 
H � µ Â

ia
nia

!
, clgs(t)

#
. (7.4)

Nous évaluons ce commutateur grâce aux identités

[AB, C] = A{B, C}� {A, C}B, (7.5)

) [c†

iascjbs, clgs0 ] = �dildagdss0cjbs. (7.6)

Nous évaluons l’équation 7.4 et obtenons, pour chacun des termes du hamiltonien,

Â
ij

Â
ab

Â
s

tij,ab[c†

iascjbs, clgs0 ] = �Â
jb

tlj,gbcjbs0 , (7.7)

� µ Â
i

Â
a

Â
s

[c†

iascias, clgs0 ] = µclgs0 , (7.8)

Â
i

Â
ab

Uab[nia"nib#, clgs0 ] = Â
i

Â
ab

Uab

�
nia"[nib#, clgs0 ] + [nia", clgs0 ]nib#

�
, (7.9)

= �Â
a

Uagnla�s0clgs0 . (7.10)

Ainsi, le résultat final pour la dérivée temporelle de l’opérateur d’annihilation est, en utilisant la
notation ā = Âa,

∂clgs0(t)

∂t
= �tl j̄,b̄gcj̄b̄s0(t) + µclgs0(t)� Ub̄gnlb̄�s0(t)clgs0(t). (7.11)

Nous procédons maintenant au calcul de la dérivée temporelle de l’opérateur de création

∂c†

lgs0(t)

∂t
=

" 
H � µ Â

ia
nia

!
, c†

lgs0(t)

#
. (7.12)

Cette fois, les identités que nous utiliserons sont

[AB, C] = A{B, C}� {A, C}B, (7.13)

) [c†

iascjbs, c†

lgs0 ] = djldbgdss0c†

ias. (7.14)
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L’évaluation du commutateur nous permet d’obtenir les équations suivantes

Â
ij

Â
ab

Â
s

tij,ab[c†

iascjbs, c†

lgs0 ] = Â
ia

til,agc†

ias0 , (7.15)

� µ Â
i

Â
a

Â
s

[c†

iascias, c†

lgs0 ] = �µc†

lgs0 , (7.16)

Â
i

Â
ab

Uab[nia"nib#, c†

lgs0 ] = Â
i

Â
ab

Uab

⇣
nia"[nib#, c†

lgs0 ] + [nia", c†

lgs0 ]nib#

⌘
, (7.17)

= Â
a

Uagnla�s0c†

lgs0 . (7.18)

Finalement, la dérivée temporelle de l’opérateur de création est, en rétablissant la notation où l’on
somme les symboles surmontés d’une barre,

∂c†

lgs0(t)

∂t
= tl j̄,b̄gc†

j̄b̄s0(t)� µc†

lgs0(t) + Ub̄gnlb̄�s0(t)c†

lgs0(t). (7.19)

7.2.2 Équations du mouvement pour la fonction de Green

Nous calculons maintenant la fonction de Green en présence d’un champ source f. Les étapes
présentées ici sont analogues au développement de la TPSC pour le modèle à une bande détaillé au
chapitre 2. Nous introduisons d’abord la fonction de partition Z en présence d’un champ source f

Z[f] =
D

Tt exp [�c†

ās̄(1̄)fāb̄s̄(1̄, 2̄)cb̄s̄(2̄)]
E

, (7.20)

à partir de laquelle nous définissons également, dans le but d’alléger la notation,

S[f] = exp [�c†

ās̄(1̄)fāb̄s̄(1̄, 2̄)cb̄s̄(2̄)]. (7.21)

À partir de ces définitions, la fonction de Green en fonction d’un champ source f est définie par

Gabs(1, 2)f = �
d ln (Z[f])
dfbas(2, 1)

, (7.22)

= �

D
Ttcas(1)c†

bs(2)
E

f
, (7.23)

où la valeur moyenne d’un opérateur O(t1, t2, . . . , tN) en présence d’un champ source est définie
par

hO(t1, t2, . . . , tN)if ⌘
1

Z[f]
hTtO(t1, t2, . . . , tN)S[f]i . (7.24)
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Afin d’obtenir une expression pour la self-énergie, nous calculons d’abord la dérivée temporelle de
la fonction de Green par rapport au temps imaginaire t1 : ∂Gabs(1,2)f

∂t1
. Cette dérivée mène à plusieurs

termes : un terme provenant de la dérivée de l’opérateur d’annihilation par rapport au temps
imaginaire t1, un terme provenant de la dérivée des fonctions de Heaviside associées à l’opérateur
d’ordre dans le temps, ainsi qu’un terme provenant de la dérivée des bornes de l’intégrale dans
S[f] dû à l’action de l’opérateur de l’ordre dans le temps. Nous obtenons

∂Gabs(1, 2)f

∂t1

= �tj̄x1aḡGḡbs(x̄j, t1, 2)f + µGabs(1, 2)f + Uaḡ

D
Ttc†

ḡ�s(1
+)cḡ�s(1)cas(1)c†

bs(2)
E

f

� dabd(1 � 2)� faḡs(1, 3̄)Gḡbs(3̄, 2)f. (7.25)

Nous réarrangeons les termes dans l’équation précédente afin de définir le produit d’une fonction
de Green non-interagissante G(0) et d’une fonction de Green avec interaction G

✓
∂

∂t1

� µ

◆
d(x̄j � x1)daḡ + tj̄x1aḡ

�
Gḡbs(x̄j, t1, 2)f = �dabd(1 � 2)� faḡs(1, 3̄)Gḡbs(3̄, 2)f

+ Uaḡ

D
Ttc†

ḡ�s(1
+)cḡ�s(1)cas(1)c†

bs(2)
E

f
,

(7.26)

⌘ �G
(0)
aḡs(1, 3̄)�1

Gḡbs(3̄, 2)f. (7.27)

La fonction de Green satisfait à l’équation de Dyson en présence d’un champ source

Gabs(1, 2)�1

f = G
(0)
abs(1, 2)�1

� fabs(1, 2)� Sabs(1, 2)f, (7.28)

ce qui nous permet d’identifier la self-énergie dans l’équation 7.26

Saḡs(1, 3̄)fGḡbs(3̄, 2)f = �Uaḡ

D
Ttc†

ḡ�s(1
+)cḡ�s(1)cas(1)c†

bs(2)
E

f
. (7.29)

Nous constatons ainsi que la self-énergie est obtenue à partir du commutateur entre le terme
d’interaction du hamiltonien et l’opérateur d’annihilation.

Il est également possible de reproduire cette démarche en considérant la dérivée par rapport
au temps imaginaire t2 plutôt que t1. Dans ce cas, la self-énergie provient du commutateur entre
le hamiltonien d’interaction et l’opérateur de création. La seconde expression implicite pour la
self-énergie est

Gaḡs(1, 3̄)fSḡbs(3̄, 2)f = �Uḡb

D
Ttc†

ḡ�s(2
+)cḡ�s(2)cas(1)c†

bs(2)
E

f
. (7.30)

Les deux équations pour la self-énergie, 7.29 et 7.30, doivent être satisfaites simultanément.
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7.2.3 Susceptibilités et vertex

Dans cette section, nous définissons les susceptibilités de spin et de charge dans un modèle
multi-orbital.

Nous définissons d’abord quelques opérateurs utiles, soit les opérateurs densités généralisés

nabs(1, 2) ⌘ c†

bs(2)cas(1), (7.31)

nab(1, 2) ⌘ nab"(1, 2) + nab#(1, 2), (7.32)

et l’opérateur de spin généralisé

Sz
ab(1, 2) ⌘ nab"(1, 2)� nab#(1, 2). (7.33)

Ensuite, nous définissons les susceptibilités généralisées

c+
abdg(1, 2; 3, 4)f ⌘

⌦
Ttnab(1, 2)ndg(3, 4)

↵
f
�
⌦

Ttnab(1, 2)
↵

f

⌦
Ttndg(3, 4)

↵
f , (7.34)

c�

abdg(1, 2; 3, 4)f ⌘

D
TtSz

ab(1, 2)Sz
dg(3, 4)

E

f
�

D
TtSz

ab(1, 2)
E

f

D
TtSz

dg(3, 4)
E

f
. (7.35)

Nous notons c(0) la susceptibilité qui n’est calculée que par le produit de deux fonctions de Green,
c’est-à-dire qui n’inclut pas de vertex

c(0)
abdg(1, 2; 3, 4)f ⌘ �2Gags(1, 4)fGdbs(3, 2)f. (7.36)

En présence d’un champ source, les susceptibilités généralisées peuvent être écrites en fonction de
dérivées fonctionnelles de la fonction de Green

c+
abdg(1, 2; 3, 4)f = �Â

ss0

dGabs(1, 2)f

dfgds0(4, 3)
, (7.37)

c�

abdg(1, 2; 3, 4)f = �Â
ss0

ss0
dGabs(1, 2)f

dfgds0(4, 3)
. (7.38)

Ces équations peuvent être réécrites grâce à l’équation de Dyson, à partir de laquelle nous obtenons
une expression pour la dérivée fonctionnelle de la fonction de Green

dGabs(1, 2)f

dfgds0(4, 3)
= �Gah̄s(1, 5̄)f

dGh̄x̄s(5̄, 6̄)�1

f

dfgds0(4, 3)
Gx̄bs(6̄, 2)f, (7.39)

dGh̄x̄s(5̄, 6̄)�1

f

dfgds0(4, 3)
= �dh̄gdx̄dd(5̄ � 4)d(6̄ � 3)dss0 �

dSh̄x̄s(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄s̄(7̄, 8̄)f

dGµ̄n̄s̄(7̄, 8̄)f

dfgds0(4, 3)
. (7.40)
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En utilisant cette relation dans les équations 7.37 et 7.38, nous obtenons de nouvelles expressions
pour les susceptibilités généralisées

c±

abdg(1, 2; 3, 4)f = c(0)
abdg(1, 2; 3, 4)f ⌥

1

2
c(0)

abx̄h̄
(1, 2; 6̄, 5̄)fG±

h̄x̄ n̄µ̄
(5̄, 6̄, 8̄, 7̄)fc±

µ̄n̄dg(7̄, 8̄; 3, 4)f, (7.41)

où les vertex G±

h̄x̄ n̄µ̄
(5̄, 6̄, 8̄, 7̄)f sont définis par l’équation

G±

h̄x̄ n̄µ̄
(5̄, 6̄, 8̄, 7̄)f =

dSh̄x̄#(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f
±

dSh̄x̄"(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f
. (7.42)

7.2.4 Application au modèle d’Emery

Dans le modèle d’Emery, l’interaction locale prend la forme

Uab = Udddaddb. (7.43)

Utilisant cette forme pour l’interaction locale dans les équations 7.29 et 7.30 pour la self-energie,
nous obtenons

Saḡs(1, 3̄)fGḡbs(3̄, 2)f = �Udddaddḡ

D
Ttc†

ḡ�s(1
+)cḡ�s(1)cas(1)c†

bs(2)
E

f
,

) Sab(1, 2)f = �Uddda

D
Ttc†

a�s(1
+)ca�s(1)cas(1)c†

ḡs(4̄)
E

f
Gḡbs(4̄, 2)�1

f , (7.44)

et

Gaḡs(1, 3̄)fSḡbs(3̄, 2)f = �Udddbddḡ

D
Ttc†

ḡ�s(2
+)cḡ�s(2)cas(1)c†

bs(2)
E

f
,

) Sab(1, 2)f = �UdddbGaḡs(1, 4̄)�1

f

D
Ttc†

a�s(2
+)ca�s(2)cas(4̄)c†

ḡs(2)
E

f
. (7.45)

Comme les équations 7.44 et 7.45 doivent être satisfaites simultanément, notre premier résultat
pour le modèle d’Emery est que le seul élément non-nul de la matrice de la self-énergie est celui qui
correspond aux orbitales d :

Sabs(1, 2)f µ dabdad. (7.46)

Les vertex introduits à la sous-section précédente prennent ainsi une forme simplifiée, soit

G±

h̄x̄ n̄µ̄
(5̄, 6̄, 8̄, 7̄)f =

dSh̄x̄#(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f
±

dSh̄x̄"(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f
,

= dh̄ddx̄d

✓
dSdd#(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f
±

dSdd"(5̄, 6̄)f

dGµ̄n̄"(7̄, 8̄)f

◆
. (7.47)
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7.2.5 Modèle à une bande e�ectif

Puisque seules les orbitales d sont corrélées dans le modèle d’Emery, il est possible de transposer
ce problème en un modèle à une bande e�ectif. Nous écrivons d’abord l’équation de Dyson sous
forme matricielle

G(k)�1 = G(0)(k)�1
� S(k). (7.48)

Nous utilisons la notation suivante pour définir les éléments des matrices

A =

0

BBBBB@

Add Adpx Adpy

Apxd Apx px Apx py

Apyd Apy px Apy py

1

CCCCCA
, (7.49)

⌘

0

B@
Ad Adp

Apd Ap

1

CA . (7.50)

Suivant cette notation, les matrices de la fonction de Green sans interaction, de la self-énergie et de
la fonction de Green avec interaction sont définies par

G(0)(k)�1 = (ikn + µ)1 � h(0)(k), (7.51)

S(k) =

0

B@
Sd(k) Sdp(k)

Spd(k) Sp(k)

1

CA , (7.52)

G(k)�1 =

0

B@
ikn + µ � h(0)d (k)� Sd(k) �h(0)

dp (k)� Sdp(k),

�h(0)
pd (k)� Spd(k) ikn + µ � h(0)

p (k)� Sp(k)

1

CA . (7.53)

Afin de reformuler le modèle d’Emery comme un problème à une bande e�ectif, nous utilisons
l’identité

G(k)�1G(k) = 1. (7.54)

Nous utilisons également le fait que la self-énergie n’a qu’un seul élément non-nul, soit

S(k) =

0

BBBBB@

Sd(k) 0 0

0 0 0

0 0 0

1

CCCCCA
. (7.55)
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Le produit matriciel G(k)�1G(k) mène à un système d’équations à partir duquel nous pouvons
obtenir une expression pour Gd. Plus précisément, nous utilisons les équations

⇣
ikn + µ � h(0)d (k)� Sd(k)

⌘
Gd(k)� h(0)

dp (k)Gpd(k) = 1, (7.56)

�h(0)
pd (k)Gd(k) +

⇣
ikn + µ � h(0)

p (k)
⌘

Gpd(k) = 0, (7.57)

où h(0)
dp (k) = h(0)†

pd (k). À partir de ces deux équations, nous obtenons

Gd(k) =


ikn + µ � h(0)d (k)� Sd(k)� h(0)
dp (k)

⇣
ikn + µ � h(0)

p (k)
⌘�1

h(0)
pd (k)

��1

. (7.58)

Ainsi, la fonction de Green pour les orbitales d contient la self-énergie des orbitales d Sd ainsi qu’une
fonction d’hybridation entre les orbitales p et d, D, que nous définissons par

D(k, ikn) ⌘ �h(0)
dp (k)

⇣
ikn + µ � h(0)

p (k)
⌘�1

h(0)
pd (k). (7.59)

La forme de la fonction de Green pour les orbitales d est analogue à la fonction de Green qui aurait
été obtenue dans un modèle à une bande, si ce n’est de la contribution des orbitales p qui se retrouve
dans la fonction d’hybridation. Il doit ainsi être possible de résoudre le modèle d’Emery par les
méthodes usuelles du modèle de Hubbard à une bande, qui doivent tout de même être adaptées
via l’inclusion de la fonction d’hybridation.

7.3 TPSC pour le modèle d’Emery

7.3.1 Premier niveau d’approximation pour la self-énergie

Suivant la formulation originale de l’approche TPSC pour le modèle de Hubbard à une bande,
nous rappelons d’abord la forme de la self-énergie obtenue pour le modèle d’Emery. Nous considé-
rons l’équation obtenue à partir de la dérivée par rapport au temps imaginaire t1 :

Saḡs(1, 3̄)fGḡbs(3̄, 2)f = �Uddda

D
Ttc†

a�s(1
+)ca�s(1)cas(1)c†

bs(2)
E

f
. (7.60)

Le premier niveau d’approximation, en TPSC, est obtenu en postulant un découplage de type
Hartree-Fock dans l’équation précédente, soit

S(1)
aḡs(1, 3̄)fG

(1)
ḡbs(3̄, 2 6= 1)f = Aab

f ddaG
(1)
aa�s(1, 1

+)fG
(1)
abs(1, 2)f, (7.61)
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où l’exposant (1) dénote le premier niveau d’approximation. En multipliant de chaque côté de
l’équation par une fonction de Green inverse, nous obtenons

S(1)
abs(1, 2)f = Aab

f ddaG
(1)
aa�s(1, 1

+)fdabd(1 � 2). (7.62)

Nous pouvons maintenant obtenir une équation pour le vertex généralisé G� au premier niveau
d’approximation, en posant que la dérivée fonctionnelle de Aab

f par rapport à la fonction de Green
est nulle. Nous obtenons

G�

abgd(1, 2, 4, 3)f =
dS(1)

abs(1, 2)f

dG(1)
dg�s(3, 4)f

�

dS(1)
abs(1, 2)f

dG(1)
dgs(3, 4)f

, (7.63)

= Aab
f daddagd(3 � 1)d(4 � 1)dabd(1 � 2)dda. (7.64)

Nous constatons ainsi que le vertex est local, et que le seul élément non-nul est celui pour lequel
tous les indices d’orbitales sont d. Nous définissons le vertex de spin en posant le champ source
égal à 0 dans l’équation précédente, soit

Gsp
abgd(1, 2, 4, 3) = Usp

d daddbdddddgdd(3 � 1)d(4 � 1)d(1 � 2). (7.65)

Comme dans le cas de l’approche TPSC pour le modèle à une bande, nous obtenons la valeur du
vertex de spin en nous assurant que la règle de somme pour la susceptibilité de spin est satisfaite.

Nous calculons ainsi les susceptibilités c± obtenues à la section 7.2.3 avec le premier niveau
d’approximation de la fonction de Green, de la self-énergie et des vertex. Nous venons de déterminer
que, dans l’approche TPSC, le vertex de spin est local. Nous étendons cette propriété au vertex de
charge, notant qu’il s’agit d’un postulat plutôt que d’une dérivation formelle,

G±

h̄x̄ n̄µ̄
(5̄, 6̄, 8̄, 7̄) = Gch,sp

h̄x̄ n̄µ̄
d(5̄ � 6̄)d(5̄ � 7̄)d(5̄ � 8̄). (7.66)

Dans ce cas, l’équation 7.41 pour les susceptibilités généralisées devient

c±

abdg(1, 2; 3, 4) = c(1)
abdg(1, 2; 3, 4)⌥

1

2
c(1)

abx̄h̄
(1, 2; 5̄, 5̄+)Gch,sp

h̄x̄ n̄µ̄
c±

µ̄n̄dg(5̄, 5̄+; 3, 4). (7.67)

Dans l’équation précédente, et dans ce qui suit, nous utilisons la notation c(1) pour spécifier que les
fonctions de Green utilisées dans le calcul de cette susceptibilité sans vertex, provenant du produit
direct de deux fonctions de Green, sont évaluées au premier niveau d’approximation de l’approche
TPSC :

c(1)
abdgs(1, 2; 3, 4) ⌘ �2G

(1)
ags(1, 4)G(1)

dbs(3, 2). (7.68)

Les susceptibilités de spin et de charges sont obtenues en prenant les limites 2 ! 1
+ et 4 ! 3

+
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dans l’équation 7.67. De plus, nous simplifions l’écriture avec les définitions suivantes :

c±

abdg(1, 1
+

; 2, 2
+) ⌘ c

ch,sp
abdg(1, 2), (7.69)

c(1)
abdg(1, 1

+
; 2, 2

+) ⌘ c(1)
abdg(1, 2). (7.70)

Par conséquent, les susceptibilités de spin et de charge sont

c
ch,sp
abdg(1, 2) = c(1)

abdg(1, 2)⌥
1

2
c(1)

abx̄h̄
(1, 3̄)Gch,sp

h̄x̄ n̄µ̄
c

ch,sp
µ̄n̄dg(3̄, 2). (7.71)

Nous pouvons e�ectuer les transformées de Fourier vers l’espace des quantités de mouvement et
des fréquences de Matsubara. Nous obtenons, utilisant la notation q ⌘ (q, iqn),

c
ch,sp
abdg(q) = c(1)

abdg(q)⌥
1

2
c(1)

abx̄h̄
(q)Gch,sp

h̄x̄ n̄µ̄
c

ch,sp
µ̄n̄dg(q). (7.72)

Enfin, nous avons obtenu que le seul élément non-nul du vertex de spin pour le modèle d’Emery
dans l’approche TPSC est celui des orbitales d. Nous posons une forme identique pour le vertex de
charge, ce qui nous permet d’obtenir

c
ch,sp
abdg(q) = c(1)

abdg(q)⌥
1

2
c(1)

abdd(q)U
ch,sp
d c

ch,sp
dddg(q). (7.73)

Les susceptibilités de charge et de spin pour les orbitales d sont ainsi complètement découplées
des autres éléments des matrices, soit

c
ch,sp
d (q) = c(1)

d (q)⌥
1

2
c(1)

d (q)Uch,sp
d c

ch,sp
d (q), (7.74)

) c
ch,sp
d (q) =

c(1)
d (q)

1 ±
1

2
Uch,sp

d c(1)
d (q)

. (7.75)

À partir de cette dernière équation, nous pouvons écrire les règles de somme pour les susceptibilités
de spin et de charge locales

T
N Â

q

c(1)
d (q)

1 �
Usp

d
2

c(1)
d (q)

= hndi � 2hnd"nd#i, (7.76)

T
N Â

q

c(1)
d (q)

1 +
Uch

d
2

c(1)
d (q)

= hndi+ 2hnd"nd#i � hndi
2
. (7.77)

Maintenant que nous avons obtenu les équations des règles de somme pour les susceptibilités
locales, nous pouvons les utiliser afin de calculer les valeurs des vertex de spin et de charge. La
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première option est d’utiliser l’ansatz de la TPSC original, qui est de poser que le découplage menant
au premier niveau d’approximation pour la self-énergie (équation 7.61) doive satisfaire le résultat
exact à temps égal (t2 = t+

1
). Ce résultat exact est

Saḡs(1, 3̄)Gḡbs(3̄, 1
+) = Uddda

⌦
Ttnaa�s(1)nabs(1)

↵
. (7.78)

Afin que cette équation soit satisfaite, le vertex de spin doit prendre la forme

Usp
d = Ud

⌦
nd"nd#

↵

hnd"ihnd#i
. (7.79)

Il est alors possible d’obtenir une solution pour le vertex de spin ainsi que pour la double occupation
de façon auto-cohérente, en résolvant de façon simultanée l’équation précédente et la règle de
somme pour la susceptibilité de spin.

La seconde option est d’utiliser l’approche TPSC+DMFT introduite dans la référence [5]. Dans
cette approche, les valeurs des vertex de spin et de charge sont toujours obtenues en satisfaisant les
règles de somme. Toutefois, plutôt que d’utiliser l’ansatz TPSC reliant la double occupation à la
valeur du vertex de spin, la double occupation utilisée pour le calcul des règles de somme est obtenue
par un calcul DMFT. Cette méthode peut également être utilisée dans le cas du modèle d’Emery
puisque, tel que mentionné auparavant, ce modèle peut être résolu de façon e�ective comme un
problème à une bande par di�érentes méthodes, incluant la DMFT. Il su�t alors d’inclure la fonction
d’hybridation 7.59 dans la fonction de Green du réseau entrant dans la relation d’auto-cohérence
de la DMFT à un site.

7.3.2 Problématiques : potentiel chimique et densités

Puisque nous avons obtenu un modèle à une bande e�ectif, il est tentant de suivre le formalisme
de la TPSC développé pour le modèle de Hubbard à une bande. Les étapes menant à la résolution
du premier niveau d’approximation sont :

— Calculer la fonction de Green sans interaction à partir d’une densité choisie
— Calculer la fonction de corrélation sans interaction c(1)

— Calculer le vertex de spin Usp
d à partir de la règle de somme pour la susceptibilité de spin et

de l’ansatz TPSC ou de la double occupation DMFT
— Calculer le vertex de charge Uch

d à partir de la règle de somme pour la susceptibilité de charge
et de l’ansatz TPSC ou de la double occupation DMFT.

La première di�culté que nous rencontrons en tentant de suivre cette étape concerne les règles
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de somme, qui prennent les formes

T
N Â

q

c(1)
d (q)

1 �
Usp

d
2

c(1)
d (q)

= hndi � 2hnd"nd#i, (7.80)

T
N Â

q

c(1)
d (q)

1 +
Uch

d
2

c(1)
d (q)

= hndi+ 2hnd"nd#i � hndi
2
. (7.81)

Dans le cas du modèle à une bande, nous prenons la densité comme un paramètre d’entrée et
calculons le potentiel chimique de sorte que la fonction de Green au premier niveau d’approximation
retourne la densité voulue. La self-énergie au premier niveau d’approximation étant une constante,
elle peut être absorbée dans le potentiel chimique de cette fonction de Green. Les extensions de la
TPSC au cas multi-orbital ont conservé cette méthodologie, calculant les règles de somme avec des
densités orbitales hnai0 qui sont obtenues à partir d’une densité totale n choisie comme paramètre.
Ainsi, dans ces formulations, la densité totale est maintenue constante et est utilisée pour calculer le
potentiel chimique d’une fonction de Green non-interagissante G(0). C’est à partir de ce potentiel
chimique que les densités orbitales sont déduites. Ensuite, la fonction de Green non-interagissante
G(0) est utilisée pour le calcul des susceptibilités. Cette approche est valide dans le cas spécifique où
toutes les orbitales du problème sont dégénérées. Toutefois, cette approximation n’est pas valide de
façon générale en raison de deux facteurs reliés :

1 - Premier niveau d’approximation vs problème sans interactionDans l’approche TPSC pour
le modèle de Hubbard à une bande, la self-énergie au premier niveau d’approximation est une
constante qui est normalement absorbée dans la définition du potentiel chimique. Dans la section
précédente, nous avons vu que, pour le modèle d’Emery (et pour les modèles multi-orbitaux en
général), la self-énergie S(1)

ab est une constante dans le sens où elle ne dépend ni de la fréquence ni
de la quantité de mouvement. Toutefois, cette self-énergie dépend des indices d’orbitales. La façon
habituelle pour la TPSC de calculer les susceptibilités avec des fonctions de Green sans interaction
qui contiennent un potentiel chimique ajusté ne devrait ainsi plus être valide, à l’exception du cas
des orbitales dégénérées. Ces considérations sont traduites mathématiquement par

G
(1)
aa (k, ikn)

�1 = ikn + µ(1)
� h(0)aa (k)� S(1)

aa , (7.82)

G
(0)
aa (k, ikn)

�1 = ikn + µ(0)
� h(0)aa (k), (7.83)

6= G
(1)
aa (k, ikn)

�1
. (7.84)

Ainsi, formuler la TPSC pour un modèle multi-orbital à partir d’une densité totale et d’un potentiel
chimique unique au niveau "zéro" correspond à poser une self-énergie au premier niveau d’approxi-
mation identique pour toutes les orbitales : S(1)

aa = C 8 a. Cette approximation n’est certainement
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pas valide pour le modèle d’Emery, où la self-énergie est non-nulle pour les orbitales d, et nulle
pour les orbitales p.

2 - Densités avec ou sans interaction Les densités qui apparaissent dans les règles de somme
pour les susceptibilités de charge et de spin devraient être calculées en présence d’interactions. Dans
le cas du modèle à une bande, encore une fois, il n’y a qu’une seule densité et elle est maintenue
constante tout au long du calcul : hni0 = hni = n. Une propriété similaire peut être attendue des
problèmes dans lesquels toutes les orbitales sont dégénérées, soit hnai0 = hnai. Ce n’est toutefois pas
le cas du modèle d’Emery, tel que montré par des calculs de la théorie du champ moyen dynamique
sur amas (CDMFT) pour le modèle d’Emery [218]. La figure 2 (a) de la référence [218] montre les
densités des orbitales p et d obtenues avec et sans interaction. Les densités sont modifiées de façon
significative par la présence d’interactions. Par exemple, pour une densité totale n = 5, la densité
orbitale hndi avec interactions est de l’ordre de 1.9, alors qu’elle est de 1.2 sans interaction.

Ainsi, la méthode suggérée au début de cette section ne semble pas adaptée pour e�ectuer un
calcul TPSC pour le modèle d’Emery. Nous présentons à la section suivante l’alternative que nous
avons développée afin de résoudre les problèmes mentionnés ici.

7.3.3 Approche TPSC+DMFT

Afinde résoudre les problèmes soulevés à la section précédente concernant le potentiel chimique,
la self-énergie au premier niveau d’interaction et le choix de densité, nous utilisons la méthode
TPSC+DMFT développée par Nicolas Martin [5] pour le modèle à une bande. Nous étendons cette
approche en utilisant comme paramètres d’entrée du calcul TPSC trois quantités obtenues d’un
calcul DMFT :

— Les densités des orbitales p et d, hnpiDMFT et hndiDMFT,
— La double occupation des orbitales d, hnd"nd#iDMFT.
Avec les densités hnpiDMFT et hndiDMFT provenant de la DMFT, qui sont calculées avec interactions,

nous pouvons fixer le potentiel chimique et la self-énergie au premier niveau d’approximation dans
un calcul TPSC. Il su�t de résoudre les deux équations suivantes de façon simultanée

2G
(1)
ds (r = 0, t = 0

�) = hndiDMFT =
2T
N Â

k,ikn

G
(1)
ds (k, ikn)e�ikn0

�

, (7.85)

2G
(1)
pxs(r = 0, t = 0

�) = hnpiDMFT =
2T
N Â

k,ikn

G
(1)
pxs(k, ikn)e�ikn0

�

. (7.86)

Les fonctions de Green au premier niveau d’approximation TPSC sont évaluées avec les équa-
tions suivantes

G
(1)
ds (k, ikn) = [G(1)]dd, (7.87)
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G
(1)
pxs(k, ikn) = [G(1)]px px , (7.88)

G(1) = (ikn + µ(1))1 � h0(k)� S(1)
, (7.89)

S(1)
ab = S(1)

d daddbd. (7.90)

Les deux inconnues à déterminer sont ainsi le potentiel chimique au premier niveau d’approximation
µ(1) et la self-énergie au premier niveau d’approximation S(1)

d des orbitales d, qui est une constante.

Les densités et la double occupation provenant du calcul DMFT peuvent ensuite être utilisées
pour calculer les règles de somme, et ainsi obtenir les vertex de spin et de charge. Notons que la
référence [127] propose une approche TPSC+DMFT pour un modèle multi-orbital. Cette référence
ne discute toutefois pas la nécessité de réaliser les calculs avec les densités avec interaction, et aborde
plutôt des modèles avec des orbitales dégénérées ou quasi-dégénérées.

Enfin, la self-énergie obtenue au second niveau d’approximation pour les orbitales d peut être
calculée par l’équation 2.43 puisque, à ce stade, le problème est formulé sous la forme d’un modèle
à une bande e�ectif. Pour les orbitales p, la self-énergie est toujours nulle. Les self-énergies des
orbitales d et p au deuxième niveau d’approximation sont ainsi

S(2)
ds (k, ikn) = Ud

hndi

2
+

U
8

Â
q,iqn

⇣
3Usp

d c
sp
d (q, iqn) + Uch

d cch
d (q, iqn)

⌘
G
(1)
ds (k + q, ikn + iqn), (7.91)

S(2)
pxs(k, ikn) = S(2)

pys(k, ikn) = 0. (7.92)

7.4 Résultats

Dans cette section, nous appliquons laméthode détaillée plus haut à unmodèle spécifique. Notre
but ici n’est pas de produire de nouveaux résultats permettant d’approfondir la compréhension
du modèle d’Emery, mais plutôt de comparer les résultats obtenus par les approches TPSC et
TPSC+DMFT pour ce modèle. Nous considérons le modèle d’Emery introduit à la section 7.1.1.
Nous prenons le paramètre de saut tpp = 1 en tant qu’unité d’énergie. Les autres paramètres de
sauts sont tpd = 2.15, tpp0 = 0.2, et les énergies de site sont ed = �5.92 et ep = 0. Ces paramètres
sont inspirés des paramètres de sauts obtenus par des calculs de théorie de la fonctionnelle de
la densité (DFT) pour le cuprate dopé en électrons Nd2�xCexCuO4 (NCCO) [204]. La valeur du
paramètre tpp0 est inspirée de travaux ultérieurs sur les cuprates dopés en trous [217] et NCCO [105].
Dans ce qui suit, nous fixons la valeur de l’interaction de Hubbard sur les orbitales d à Ud = 10, ce
qui est plus faible que la valeur suggérée dans la référence [204] (Ud ' 14.82). Nous choisissons
cette valeur afin de nous éloigner de la transition de Mott qui se produit à une valeur plus forte de
l’interaction. Tous les calculs présentés ici sont réalisés à la température T = 0.1.
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Nous commençons cette section par une discussion de la di�érence entre les densités orbitales
calculées avec et sans interactions dans la sous-section 7.4.1. Ensuite, nous étudions la double
occupation et le vertex irréductible de spin Usp

d à la sous-section 7.4.2, et la self-énergie à la sous-
section 7.4.3. Dans notre discussion de la self-énergie, nous incluons un commentaire sur une étape
additionnelle de l’approche TPSC+DMFT qui est de substituer la partie locale de la self-énergie
obtenue par la TPSC par la self-énergie locale obtenue par la DMFT.

Les calculs de DMFT sont réalisés avec la bibliothèque TRIQS [232,233], et avec le solutioneur
d’impureté Monte Carlo quantique en temps continu CT-HYB [234, 235]. Les calculs TPSC sont
réalisés avec la bibliothèque sparse-ir [236–238].

7.4.1 Densités avec et sans interactions

Nous calculons d’abord les densités avec (Ud = 10) et sans (Ud = 0) interactions avec la
DMFT sur un site. Pour les calculs DMFT, nous choisissons un potentiel chimique et nous obtenons
les densités orbitales correspondantes à la fin du calcul. Nous prenons ensuite la densité totale
associée à ces densités orbitales, et nous calculons les densités orbitales du problème sans interaction
correspondant.

Nous montrons nos résultats à la figure 7.2, où nous illustrons la densité sur les orbitales d en
(a) et celles sur les orbitales px et py en (b) en fonction de la densité totale n. Nous montrons que la
densité sur les orbitales d décroit lorsque l’interaction Ud est introduite, alors que la densité sur les
orbitales p augmente. Ce changement est dû à l’asymétrie des énergies de site ed 6= ep, ainsi qu’à
l’interaction électron-électron Ud. Sans cette interaction, la densité sur une orbitale p est plus petite
que sur une orbitale d puisque l’énergie de site de ces dernières est plus petite que celle des orbitales
p. Lorsque l’interaction Ud est prise en compte, la double occupation sur les orbitales d décroit,
ce qui implique une diminution de la densité sur ces orbitales. Nous pouvons prendre l’exemple
spécifique du cas non-dopé avec une densité totale n = 5.0069 ' 5. Dans le cas sans interaction, les
densités orbitales sont hndi0 ' 1.82 et hnpx + npyi0 ' 3.18. Avec interaction, les densités orbitales
sont plutôt hndiDMFT ' 1.47 et hnpx + npyiDMFT ' 3.53. Il devient évident que de réaliser un calcul
TPSC basé sur la densité sans interaction hndi0 ' 1.82 devrait produire des résultats incorrects et
drastiquement di�érents de ceux obtenus par un calcul TPSC basé sur la densité avec interaction
hndiDMFT ' 1.47.

7.4.2 Double occupation et vertex de spin

Nous calculons maintenant la double occupation sur les orbitales d, notée D = hnd"nd#i. Tel
que mentionné dans la section 7.3.1, la double occupation peut être obtenue soit par l’ansatz TPSC,
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F ����� 7.2 Densités (a) sur les orbitales d hndi et (b) sur les orbitales p hnpx + npyi en fonction

de la densité totale n. Les densités orbitales sont calculées à partir du hamiltonien sans
interaction (carrés bleus) ou par un calcul DMFT avec le hamiltonien interagissant (cercles
rouges). La densité sur l’orbitale d décroit lorsque les interactions sont présentes, tandis
que la densité sur l’orbitale p augmente. Les paramètres de calcul sont définis au début
de la section 7.4. Cette figure a été incluse dans la référence [4] après le dépôt initial de
cette thèse.



139

Type de calcul Notation Couleur dans les graphiques

(1) Densité sans interaction et ansatz TPSC hndi0 Bleu

(2) Densité avec interaction et ansatz TPSC hndiDMFT Rouge

(3) Densité avec interaction et double occupation DMFT DDMFT Vert

T������ 7.2 Types de calculs TPSC pour le modèle d’Emery.

ou alors peut être calculée par une autre méthode, comme la DMFT. Ainsi, nous faisons les calculs
TPSC de trois façons di�érentes : (1) par la densité sans interaction hndi0 et l’ansatz TPSC, (2) par
la densité avec interaction obtenue par DMFT hndiDMFT et l’ansatz TPSC, et (3) par la densité avec
interaction et la double occupation obtenues par la DMFT, que nous noterons DDMFT. Les trois types
de calculs sont résumés au tableau 7.2 pour référence future.

À la figure 7.3 (a), nous montrons la double occupation obtenue par les trois types de calculs
mentionnés ci-haut en fonction de la densité totale n. La double occupation obtenue par la densité
sans interaction hndi0 est beaucoup plus élevée que celles obtenues par la densité interagissante
hndiDMFT. Ce résultat n’est pas surprenant, considérant que la densité sur les orbitales d est plus
élevée sans interaction qu’avec interaction. Nous notons que la double occupation obtenue par
l’ansatz TPSC et la densité interagissante est très similaire à celle que l’on obtient par la DMFT,
DDMFT.

Nous nous intéressonsmaintenant au vertex irréductible de spinUsp
d obtenu par les trois types de

calculs. Nousmontrons nos résultats à la figure 7.3 (b). Malgré les valeurs très similaires de la double
occupation obtenue par la densité avec interaction de la DMFT avec l’ansatz TPSC et de la double
occupation obtenue par la DMFT, nous observons que les valeurs résultantes de Usp

d sont distinctes.
La valeur de Usp

d obtenue par la densité avec interaction et l’ansatz TPSC est systématiquement
inférieure à la valeur obtenue par la densité avec interaction et la double occupation de la TPSC,
bien que les résultats des deux méthodes suivent la même tendance qualitative. Encore une fois, les
résultats obtenus par la densité sans interaction sont drastiquement di�érents des autres.

Ainsi, dans le modèle que nous considérons ici, l’impact d’utiliser la densité sans interaction
plutôt que la densité avec interaction dans le calcul de TPSC est plus grand que celui dû à l’utilisation
de l’ansatz TPSC ou de la double occupation de la DMFT.

7.4.3 Self-Énergie

Dans cette section, nous calculons la self-énergie au second niveau d’approximation de la TPSC
à partir de l’équation 2.43. Nous présentons d’abord l’impact de l’utilisation de la densité avec
ou sans interaction. Ensuite, nous étudions l’anisotropie de la self-énergie sur la surface de Fermi.
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F ����� 7.3 E�et de la densité orbitale sur (a) la double occupation et (b) le vertex irréductible de spin.
Pour les carrés bleus, le calcul TPSC est fait à partir de la densité sans interaction. Pour
les cercles rouges, il est fait avec la densité avec interaction de la DMFT et l’ansatz TPSC.
Pour les losanges verts, il est fait avec la densité avec interaction et la double occupation
de la DMFT. Les paramètres de calcul sont définis au début de la section 7.4. Cette figure
a été incluse dans la référence [4] après le dépôt initial de cette thèse.

Enfin, nous considérons une étape additionnelle à l’approche TPSC+DMFT, soit la substitution de
la self-énergie locale de la TPSC par celle de la DMFT.

Impact de la densité avec ou sans interaction

Comme nous l’avons fait pour le calcul de la double occupation et du vertex irréductible de spin,
nous débutons notre discussion de la self-énergie en comparant les résultats obtenus par les trois
types de calculs résumés au tableau 7.2. Afin d’illustrer l’impact du type de calcul sur la self-énergie,
nous considérons un cas spécifique, soit celui de la densité totale n = 5.0069. Nous étudions la
self-énergie calculée au point antinodal sur la surface de Fermi en fonction des fréquences de
Matsubara. Le point antinodal est représenté schématiquement dans l’encart de la figure 7.4 (a) par
une étoile rose.

Comme c’était le cas pour le calcul de la double occupation et du vertex de spin, le choix
de la densité d’entrée, soit avec ou sans interaction, a l’e�et le plus important sur la self-énergie.
Qualitativement, les résultats obtenus par les deux types de calculs avec la densité avec interaction,
soit avec l’ansatz TPSC et avec la double occupation de la DMFT, ont un comportement analogue.

Nous pouvons étudier la di�érence quantitative entre les trois méthodes de calcul par le calcul

du poids de quasiparticule défini par Zk =
⇣

1 �
∂ReS(k,w)

∂w

���
w=0

⌘�1

. Nous utilisons ici une méthode
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F ����� 7.4 E�et du type de calcul TPSC sur la self-énergie, illustré ici pour le vecteur d’onde antinodal.
La figure (a) montre la dépendance en fréquences de Matsubara de la self-énergie, et la
figure (b) montre un zoom sur les premières fréquences de Matsubara. Ces résultats sont
obtenus pour une densité totale n = 5.0069. En bleu, le calcul TPSC est réalisé avec les
densités orbitales sans interaction. En rouge, il est réalisé avec les densités orbitales avec
interaction obtenues par la DMFT. En vert, le calcul TPSC est fait avec les densités avec
interaction et la double occupation de la DMFT. Les paramètres de calcul sont définis au
début de la section 7.4. Cette figure a été incluse dans la référence [4] après le dépôt initial
de cette thèse.

qui, bien que moins robuste que l’approche détaillée au chapitre 5, permet tout de même d’obtenir
une évaluation approximative du poids de quasiparticule. Nous obtenons ces valeurs par un lissage
polynomial de degré 2 de la self-énergie sur les trois premières fréquences de Matsubara

ImSd(k, iwn) ' a0(T) + a1wn + a2w2

n, (7.93)

Zk '
1

1 � a1

. (7.94)

Cette approximation est justifiée lorsque la self-énergie a une forme liquide de Fermi à basse
fréquence. Nous obtenons les poids de quasiparticule ZAN ' 0.98 pour le calcul avec la densité
sans interaction, ZAN ' 0.68 pour le calcul avec la densité avec interaction et l’ansatz TPSC, et
ZAN ' 0.66 pour le calcul avec la densité avec interaction et la double occupation de la DMFT.

Anisotropie : noeud vs antinoeud
La self-énergie obtenue par la TPSC dépend du vecteur d’onde, contrairement à la self-énergie

purement locale de la DMFT. L’approche TPSC peut ainsi être utilisée pour étudier l’anisotropie de
la self-énergie à di�érents vecteurs d’onde sur la surface de Fermi. L’anisotropie entre la self-énergie
au noeud et à l’antinoeud est un thème que nous avons déjà abordé au chapitre 5, et est un concept
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F ����� 7.5 Partie imaginaire de la self-énergie en fonction des fréquences de Matsubara. Les résultats
sont obtenus à l’antinoeud (carrés, ligne pleine) et au noeud (cercles, ligne hachurée),
pour les densités totales (a) n = 5.0069 et (b) n = 5.1107. Les calculs TPSC présentés ici
sont réalisés avec les densités avec interaction et la double occupation obtenues par la
DMFT. Les paramètres de calcul sont définis au début de la section 7.4. Cette figure a été
incluse dans la référence [4] après le dépôt initial de cette thèse.

clé pour l’étude de phénomènes comme le pseudogap dans les cuprates.

À la figure 7.5, nous illustrons ce phénomène en comparant la self-énergie obtenue aux points
antinodal et nodal sur la surface de Fermi. Ces points (vecteurs d’onde) sont indiqués dans l’encart
de la figure 7.5 (a) par des étoiles rose et jaune respectivement. Les résultats montrés dans la
figure sont obtenus par le calcul TPSC utilisant tant la densité avec interaction que la double
occupation de la DMFT. En (a), nous montrons les résultats pour la densité totale n = 5.0069, et
en (b), pour n = 5.1107. Pour ces deux densités, les self-énergies nodale et antinodale coïncident
à haute fréquence, tel qu’attendu d’après des calculs théoriques précédents [74]. Toutefois, nous
remarquons une anisotropie entre les self-énergies nodale et antinodale à basse fréquence (wn < 4)
pour la densité n = 5.0069. Une telle anisotropie est également présente pour la densité n = 5.1107,
mais dans une moindre mesure.

Nous obtenons une description quantitative de l’anisotropie entre les self-énergies nodale et
antinodale en étudiant leur comportement à la première fréquence de Matsubara, w0 = pT, où
l’écart entre les résultats aux deux vecteurs d’onde est le plus grand. À la figure 7.6, nous montrons
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F ����� 7.6 Déviation relative entre la self-énergie locale et la self-énergie calculée au noeud (N,
cercles et lignes pointillées) et à l’antinoeud (AN, carrés et lignes pleines), à la première
fréquence deMatsubara, en fonction de la densité totale n. Les déviations sont calculées en
utilisant l’équation 7.95. Les calculs TPSC sont réalisés (a) avec les densités orbitales sans
interaction, (b) avec les densités orbitales avec interaction et l’ansatz TPSC et (c) avec les
densités orbitales avec interaction et la double occupation de la DMFT. Les paramètres de
calcul sont définis au début de la section 7.4. Cette figure a été incluse dans la référence [4]
après le dépôt initial de cette thèse.

la déviation relative entre la self-énergie locale et la self-énergie obtenue aux points antinodal et
nodal sur la surface de Fermi. La déviation est calculée selon

DImSd(k, iw0) =
ImSd(k, iw0)� ImSd,loc(iw0)

ImSd,loc(iw0)
. (7.95)

Nous illustrons la déviation relative à la figure 7.6 en fonction de la densité totale n pour les calculs
TPSC réalisés par les trois types de calculs résumés au tableau 7.2 : (a) avec la densité sans interaction
et l’ansatz TPSC, (b) avec la densité avec interaction obtenue par la DMFT et l’ansatz TPSC, et (c)
avec la densité avec interaction et la double occupation obtenues par la DMFT.

Dans les calculs avec la densité sans interaction, la déviation est de l’ordre de �1 à 5% en valeur
absolue et très similaire au noeud et à l’antinoeud. Ces résultats indiquent que la self-énergie est
quasi-isotrope le long de la surface de Fermi. Pour les deux autres types de calculs TPSC réalisés
avec la densité avec interaction, les déviations atteignent ' 40%. De plus, pour ces deux méthodes,
les déviations au noeud et à l’antinoeud sont distinctes, indiquant une anisotropie de la self-énergie
le long de la surface de Fermi.

En somme, utiliser l’approche TPSC pour le modèle d’Emery mène à l’obtention d’une self-
énergie anisotrope le long de la surface de Fermi. Cette physique n’est pas accessible par la DMFT
sur un site.
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Étape TPSC+DMFT additionnelle : substitution de la self-énergie locale de la DMFT

Dans la référence [5], l’approche TPSC+DMFT pour le modèle de Hubbard à une bande a
été introduite en deux étapes distinctes. La première étape, que nous avons considérée jusqu’à
présent, est d’utiliser la double occupation de la DMFT pour obtenir le vertex de spin Usp

d plutôt
que d’utiliser l’ansatz TPSC. Nous considérons maintenant la seconde étape, qui est de substituer la
self-énergie locale obtenue par le calcul TPSC par celle que l’on obtient avec la DMFT

Sd(k, iwn) ! STPSC

d (k, iwn)� STPSC

d,loc
(iwn) + SDMFT

d,loc
(iwn). (7.96)

Pour le modèle de Hubbard à une bande, la substitution de la self-énergie locale de la DMFT
permet d’obtenir de meilleurs résultats lorsque nous les comparons aux résultats exacts obtenus par
la méthode Monte Carlo diagrammatique [5]. Nous explorons ainsi cette approche pour le modèle
d’Emery, bien que nous n’ayons pas de résultats exacts auxquels comparer ceux que nous obtenons
ici. Nous illustrons le processus de substitution de la self-énergie locale à la figure 7.7 pour le cas de
la densité totale n = 5.0069.

À la figure 7.7 (a), nous comparons la self-énergie locale obtenue par la DMFT à la self-énergie
locale obtenue par la TPSC. À nouveau, nous illustrons les résultats de la TPSC pour les trois types
de calculs résumés au tableau 7.2. La comparaison à la self-énergie locale de la DMFT montre
clairement que l’utilisation de la densité avec interaction dans les calculs TPSC est nécessaire afin
d’obtenir une self-énergie locale qualitativement adéquate.

À la figure 7.7 (b), nous montrons la self-énergie au noeud et à l’antinoeud après la substitution
de la self-énergie locale de la DMFT (équation 7.96). Cette substitution corrige le comportement à
haute fréquence de la self-énergie tout en préservant l’anisotropie entre le noeud et l’antinoeud à
basse fréquence. Puisqu’il a été montré que cette substitution permet d’obtenir des résultats plus
précis pour le modèle de Hubbard à une bande [5], au moins dans la limite de validité de l’approche
TPSC, elle devrait également être une façon adéquate d’inclure des fluctuations non-locales à la
DMFT pour le modèle d’Emery.
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F ����� 7.7 Substitution de la self-énergie locale de la DMFT pour la densité n = 5.0069. (a) Partie
locale de la self-énergie obtenue par les calculs TPSC (lignes pleines) et par la DMFT (ligne
noire pointillée). Les calculs TPSC sont faits avec la densité sans interaction et l’ansatz
TPSC (carrés bleus), avec la densité avec interaction et l’ansatz TPSC (cercles rouges) et
avec la densité avec interaction et la double occupation de la DMFT (losanges verts). (b)
Partie imaginaire de la self-énergie calculée au noeud (N, cercles) et à l’antinoeud (AN,
carrés) après la substitution de la self-énergie locale de la DMFT (équation 7.96). Les
paramètres de calcul sont définis au début de la section 7.4. Cette figure a été incluse dans
la référence [4] après le dépôt initial de cette thèse.
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé l’approche des dérivées fonctionnelles et des fonctions de
Green en champ source pour obtenir deux équations pour la self-énergie dans le modèle d’Emery.
Nous avons ensuite utilisé ce formalisme pour définir les équations du premier niveau d’approxi-
mation de la TPSC pour le modèle d’Emery. Cette étude nous a permis de conclure que, dans les
modèles multi-orbitaux où les orbitales sont non-dégénérées, les étapes de calcul habituelles de la
TPSC ne sont pas directement applicables : la self-énergie au premier niveau d’approximation n’est
pas identique pour les orbitales di�érentes, et les densités avec interaction doivent être utilisées
dans le calcul des règles de somme.

Nous avons ensuite appliqué le formalisme TPSC+DMFT au modèle d’Emery afin de vérifier
numériquement l’importance des points soulevés ci-haut. Nous avons constaté que les résultats
obtenus par la densité sans interaction, soit en suivant les étapes habituelles d’un calcul TPSC pour
le modèle à une bande, sont physiquement incorrects.

Nous concluons cette section avec une mention brève des cuprates dopés en électrons dont
il était question aux chapitres 3, 4 et 5 de cette thèse. L’un des grands succès de la TPSC est sa
prédiction qualitative et quantitative du pseudogap antiferromagnétique. Dans le modèle d’Emery,
puisque la self-énergie des orbitales d au second niveau d’approximation de la TPSC est identique à
celle que l’on obtient pour le modèle de Hubbard à une bande, nous pouvons nous attendre à ce
que le critère de Vilk soit également applicable. Nous pouvons ainsi imaginer de futurs travaux
entourant l’étude du crossover et du pseudogap antiferromagnétique dans un modèle de Emery
représentant un cuprate dopé en électrons comme NCCO. Cette étude dépasse le cadre de cette
thèse, où nous avons plutôt mis l’e�ort sur le développement d’une méthode robuste pour l’étude
du modèle.
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Dans cette thèse, nous avons présenté les résultats de quatre projets distincts. Les quatre projets
dont il était question ici se rejoignent autour de la question de l’approche auto-cohérente à deux
particules (TPSC), une méthode pour le modèle de Hubbard que nous avons présentée en détail.

Nous avons d’abord appliqué la TPSC au modèle de Hubbard sur un réseau carré afin d’étudier
des questions liées aux cuprates dopés en électrons. Nous avons d’abord inclus le désordre dans
nos calculs. Cela nous a permis d’étudier l’e�et combiné du désordre et des fluctuations antiferro-
magnétiques sur le pseudogap dans les cuprates dopés en électrons. Ce projet, qui a fait l’objet de
l’article [2], a également été présenté dans quelques conférences : la conférence de l’Association
Canadienne des Physiciens et Physiciennes en 2022, leMarchMeeting de l’American Physical Society
en 2022, et le colloque de l’Institut quantique en 2023. Ensuite, nous avons présenté un projet portant
sur l’étude de la résilience des quasiparticules du liquide de Fermi et sur la mesure de la force
des interactions par un ratio accessible avec des mesures d’ARPES. Ce projet a été inspiré par des
discussions avec le groupe expérimental du professeur Johan Chang. Les résultats du projet ont
mené à la publication de l’article [1], et ont été présentés à la conférence du March Meeting en 2021
ainsi qu’à la conférence M2S en 2022.

Dans la dernière partie de cette thèse, nous avons introduit des extensions de la TPSC. Nous
avons d’abord abordé les méthodes TPSC+ et TPSC+SFM. Ces améliorations de la TPSC permettent
d’accéder au régime classique renormalisé du modèle de Hubbard. Le travail présenté dans cette
thèse entourant la TPSC+ et la TPSC+SFM a mené à la rédaction de l’article [3], ainsi qu’à des
présentations au March Meeting en 2023 et à l’atelier en ligne Two-Particle Correlation Functions
of Many-Particle Systems en 2022. Finalement, nous avons présenté une extension de la TPSC au
modèle multi-orbital d’Emery. Ce travail nous a permis de conclure que l’approche TPSC+DMFT
pour les modèles multi-orbitaux non-dégénérés comporte des avantages non-négligeables, pourvu
que les calculs TPSC soient réalisés avec les densités avec interaction obtenues par la DMFT.

Les applications et extensions de la TPSC réalisées dans cette thèse ont été grandement ac-
célérées par l’introduction récente de la bibliothèque sparse-ir pour les calculs en fréquences de
Matsubara [237]. Notre propre implémentation de la TPSC disponible en ligne est basée sur cette
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bibliothèque [126]. Nous avons maintenant accès à des programmes numériquement e�caces
et dont l’implémentation et l’utilisation sont très simples. Pour ces raisons, il nous est possible
d’imaginer plusieurs futurs axes de recherche concernant la TPSC. Entre autres, l’application de
l’approche TPSC+DMFT pour le modèle d’Emery pourrait être utilisée pour étudier des modèles
réalistes des cuprates dopés en électrons, et plus précisément leur pseudogap antiferromagnétique.
Une approche similaire pourrait être utilisée pour l’étude des supraconducteurs à base de nickel
(nickelates), dont le hamiltonien minimal ne contient également qu’une orbitale corrélée. Ce travail
ouvre également la voie vers l’application de l’approche TPSC+DMFT à des calculs de structure
électronique réalistes (DFT). Enfin, les approches TPSC+ et TPSC+SFM peuvent être utilisées
pour étudier le régime classique renormalisé du modèle de Hubbard. Dans cette thèse, nous avons
présenté les fondements de ces méthodes nouvelles sans les appliquer à des systèmes réalistes. Le
régime classique renormalisé du modèle de Hubbard demeure une région du diagramme de phase
di�cilement accessible par les approches numériques disponibles, ce qui fait de la TPSC+ et de la
TPSC+SFM des approches prometteuses.
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