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Sommaire

Plusieurs algorithmes ont été marquants dans le développement de l’informatique
quantique : on peut penser notamment à l’algorithme de Shor ou à l’algorithme de Gro-
ver. Bien que pour ce dernier, par exemple, nous ayons une accélération quadratique
prouvée, il n’est pas clair que ce sera suffisant pour offrir un avantage pratique par
rapport aux algorithmes classiques. D’abord, celui-ci est formulé en termes d’oracle,
une boîte noire qui cache une sous-routine non comprise dans le calcul du coût. En-
suite, lorsque l’on prend en considération le surcoût engendré notamment par la
correction d’erreur quantique, il est possible de perdre l’accélération promise. Mais
également, la durée d’une porte logique quantique est considérablement plus long que
son homologue classique. Quel est le coût réel d’un algorithme quantique lorsque l’on
prend en considération toutes les sous-routines? À quand un ordinateur quantique
utile qui surpassera les performances d’un superordinateur?

Dans cette thèse, nous présenterons trois projets visant tous à estimer et réduire
le coût d’algorithmes ou sous-routines quantiques. Les algorithmes abordés sont issus
d’une discrétisation de l’évolution adiabatique. Le premier se concentre sur un algo-
rithme de préparation d’état d’un système à N corps par une évolution adiabatique via
l’effet Zénon. Le second porte sur une version quantique des algorithmes de marches
aléatoires et de recuit simulé pouvant, par exemple, préparer un état stationnaire. Le
dernier décrit un nouvel algorithme : une évolution adiabatique basée sur la réflexion.
Celui-ci permet, entre autres, de résoudre des problèmes MAX-kSAT, une classe de
problèmes NP-difficile. Avec ces projets, nous voulons, d’une part, proposer des algo-
rithmes efficaces ainsi que leur implémentation de A à Z et, d’autre part, estimer les
caractéristiques nécessaires à un ordinateur quantique utile (p. ex. taille, résistance
au bruit, vitesse d’opération).

Les résultats présentés démontrent le coût élevé associé aux algorithmes tolérants
aux fautes. Bien qu’on s’attende à avoir une accélération par rapport au classique,
lorsque l’on prend en considération le nombre de qubits physiques, le nombre d’opé-
rations physiques et la durée de chacune de ces opérations, en incluant la correction
d’erreur notamment, la taille des instances offrant un avantage réel est loin d’être
atteignable pour les processeurs quantiques à court terme. Toutefois, en combinant
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des méthodes astucieuses et au moyen de différents procédés d’optimisation, il est
possible de réduire considérablement le coût des algorithmes quantiques, et donc de
réduire le délai pour atteindre la suprématie quantique.
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Introduction

Let us stop trying to explain what this means, but try to do something with it. It is
weird. It obeys different laws of probabilities, different laws of logic, and computation

is all about probabilities and logic. So if we build computers out of these systems,
maybe, you know, the rules would change and indeed they do.

– Poulin, 2018 [1]

L’ordinateur classique programmable fait son apparition dès le début de la décen-

nie de 1940 [2]. Cet outil fait boule de neige. En effet, que ce soit pour la modélisation

de systèmes complexes, pour tester des théories ou pour la synthèse d’images, il est

clair que cette technologie facilite les avancements dans une multitude de domaines.

C’est l’avènement du transistor, en 1947, qui déclenche une progression monstre

en informatique. Présente dans tous les dispositifs électroniques modernes, cette

composante fondamentale des circuits électriques permet entre autres de construire

les portes logiques ou encore d’amplifier le signal électrique. Depuis, le transistor

devient de plus en plus performant, petit et abordable. Le boum de développement

engendré par celui-ci nous a permis d’obtenir les ordinateurs d’aujourd’hui toujours

plus petits et plus puissants. Connue sous le nom de loi de Moore [3], et observée

pour la première fois par Gordon E. Moore en 1965, on remarque qu’à chaque deux

ans tout au plus, les puces électroniques contiennent deux fois plus de transistors,

toujours plus efficaces que les précédents. Toutefois, cette tendance a ses limites :

nous avons atteint la taille à laquelle les effets de la mécanique quantique sont non

négligeables. Si nous voulons accroître notre potentiel de calculs, il faut maintenant

augmenter le nombre de composantes en augmentant nécessairement aussi la taille

de l’ordinateur — à moins, bien sûr, de concevoir un nouveau type d’appareil nous

1



2

FIGURE 1 – Croissance de la puissance des supercalculateurs, mesurée par le nombre
d’opérations à virgule flottante effectuées par seconde (FLOPS) [4]

permettant éventuellement d’avoir un outil dont les composantes seraient en deçà de

la limite classique-quantique actuelle.

Toutefois, le progrès matériel n’est pas l’unique responsable de l’augmentation des

performances dans le domaine informatique. Au contraire, les coûts algorithmiques

ont des conséquences majeures sur l’efficacité. Il est évident que si, pour une même

tâche, deux algorithmes ont des différences notables de complexité, l’algorithme de

complexité inférieure aura un avantage sur le second. À tout le moins, pour les pro-

blèmes de grandes tailles. De manière plus surprenante, si l’on utilisait un algorithme

moderne sur un système d’autrefois, les performances seraient supérieures à celles

d’un algorithme désuet exécuté sur un système à la fine pointe de la technologie. Le

nombre d’opérations effectuées par seconde n’est qu’un facteur sur le temps total

d’un calcul. En 1993, l’appareil le plus puissant pouvait effectuer 124 milliards d’opé-

rations à virgule flottante par seconde (FLOPS) alors qu’en 2020, on parle de 442

mille billions de FLOPS, soit un dispositif près de 3.5 millions de fois plus performant

(voir la figure 1). Bien que le ratio soit impressionnant, il n’en reste pas moins qu’un

algorithme nécessitant 2n opérations sur le plus récent superordinateur serait rapi-

dement surpassé par un algorithme quadratiquement plus rapide (nécessitant 2n/2
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opérations), même si ce dernier était effectué sur un supercalculateur de 1993. En

fait, dans cet exemple, dès que n ≥ 44, la seconde option se révèle la plus efficace.

La mécanique quantique a été introduite au début du 20e siècle pour tenter

d’expliquer les phénomènes connus aujourd’hui comme le rayonnement du corps noir,

l’effet photoélectrique et l’effet Compton [5]. Ces expériences furent les premières à

esquisser la nécessité de la discrétisation de certaines quantités physiques comme

l’énergie et le moment cinétique. Cette nouvelle vision de la physique de l’infiniment

petit devait ouvrir les portes à de nouveaux domaines de recherche, notamment

l’informatique quantique.

Les technologies quantiques promettent de résoudre des problèmes hors d’atteinte

pour nos appareils actuels. Bien qu’on puisse imaginer la continuation de la progres-

sion des processeurs et l’augmentation de la mémoire, il existe tout de même une

limite infranchissable du point de vue pratique. L’information quantique exige toute-

fois un renouveau dans nos méthodes de résolution de problèmes. Les algorithmes

ne seront plus alors basés simplement sur la logique binaire conventionnelle comme

leurs homologues classiques.

Au début des années 80, Feynman fut le premier à proposer une nouvelle forme

d’ordinateur, un ordinateur basé sur les principes de la mécanique quantique [6].

En mettant à profit ses particularités non déterministes, telles que la superposition

d’états et l’intrication, Feynman affirmait déjà à l’époque qu’un tel outil pourrait

simuler de manière efficace un système quantique ;

Can a quantum system be probabilistically simulated by a classical [ ... ] universal
computer ? [...] No ! [Y]ou must directly generate the probabilities [,] we have no way to

store all the numbers, we have to just imitate the phenomenon directly
– Feynman, 1982 [6]

Quoi de mieux qu’un système quantique pour simuler un système quantique? Il

obéit aux mêmes règles et évite la représentation vectorielle de sa fonction d’onde qui

nécessite un coût exponentiel, en matière de stockage notamment. On estime qu’un

ordinateur classique ne peut guère simuler la dynamique de systèmes quantiques

au-delà de quelques dizaines de sites [7]. Le calculateur quantique permettra donc de



4

résoudre des problèmes étant autrement impossibles à solutionner par un appareil

classique. Il va sans dire que ces simulations ne sont pas l’unique motivation.

Plusieurs algorithmes ont marqué la recherche dans les dernières décennies. On

pense notamment à l’algorithme de Grover [8] qui possède une accélération quadra-

tique démontrable. Ainsi qu’à celui de Shor [9] (algorithme de factorisation) ayant

— pour l’instant — une accélération exponentielle si on le compare au meilleur al-

gorithme classique connu. Ou encore aux algorithmes d’optimisation (NISQ [10] 1

ou non [12]) qui ont le potentiel d’offrir une meilleure solution que leur contrepartie

classique. Sans oublier la simulation de systèmes quantiques où nous avons une accé-

lération exponentielle espérée (ou accélération potentielle, voir Tab. 1.1 ). Par contre,

chacun de ces exemples est formulé en termes d’oracles ou omet le coût de certaines

sous-routines pouvant être cruciales. L’importance de la complexité algorithmique

est indéniable, mais il ne faut tout de même pas négliger les préfacteurs, autant au

niveau matériel que logiciel. Ceci est particulièrement important lorsqu’on considère

les premières applications quantiques potentielles. Les premiers ordinateurs tolérant

aux fautes seront probablement aussi limités en qubits et en nombre d’opérations.

Dans ce contexte, un facteur deux peut être déterminant ; un problème d’une certaine

taille pourra ou non être résolu avec la technologie accessible. L’optimisation, dans

le détail, est donc nécessaire. Ainsi, la table est mise pour la question de recherche

centrale de cette thèse :

Quel est le coût réel d’un algorithme quantique?

Cette question permet d’établir les bases de réponses à une autre question de grand

intérêt : à quand un ordinateur quantique utile ? Évidemment, on ne peut répondre à

l’une ou l’autre de ces questions de manière générale. Le but premier de cette thèse

est donc de se pencher sur des problèmes d’intérêt et d’étudier, dans le détail, le

coût nécessaire à l’obtention d’une solution. Nous allons ainsi nous consacrer à trois

algorithmes : un algorithme de préparation d’état, un algorithme de marche aléatoire

quantique, et un algorithme d’optimisation. Les trois routines étudiées sont dérivées

d’algorithmes ayant une accélération quadratique démontrable. Celles-ci, comme

1. L’appellation NISQ (de l’anglais, Noisy Intermediate-Scale Quantum [11]) est attribuée aux
algorithmes qui pourront être réalisés à court ou moyen terme sur des ordinateurs quantiques de taille
intermédiaire. Ces derniers, ayant des ressources plus limitées, n’utiliseront pas de code de correction
d’erreur et, conséquemment, seront plus susceptibles au bruit, d’où le qualificatif Quantique Bruyant à
Échelle Intermédiaire.
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c’est le cas pour la plupart des accélérations quadratiques, peuvent être interprétées

comme des cas particuliers de l’algorithme de Grover.



Chapitre 1

Motivation et fondement du projet

Instead of looking at quantum systems purely as phenomena to be explained as they
are found in nature, [pioneers of quantum information] looked at them as systems that

can be designed
— Nielsen and Chuang, 2010 [13]

1.1 Coût de l’ordinateur quantique

Pour concevoir un ordinateur quantique, il faut tenir compte des différents niveaux,

depuis les qubits physiques jusqu’à l’interface utilisateur (voir Fig. 1.1). Chaque

niveau est construit en considérant les niveaux qui le précèdent. Pour comprendre la

surenchère de ressources nécessaires à un ordinateur tolérant aux fautes, considérons

les ressources requises du premier niveau jusqu’au dernier.

Le premier niveau est formé des bits quantiques permettant de stocker l’informa-

tion. Souvent représenté sur une sphère de Bloch, l’état d’un qubit |Ψ〉 est donné par

une superposition dans une base orthonormale |Ψ〉 =∑
jα j | j〉 où α j ∈C et

∑
j |α j|2 = 1 ;

〈i| j〉 =
{

1 si i = j
0 sinon.

(1.1)

La base communément utilisée, aussi appelée base de calcul, est la base |0〉 et |1〉.
Pour une introduction au domaine, consulter [13].

6
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Qubits physiques1.

Contrôle quantique  / compilateur quantique compatible2.

Correction d'erreur quantique3.

Compilation au niveau logique / optimisation du circuit4.

Algorithmes quantiques / applications5.

Interface utilisateur6.

FIGURE 1.1 – Niveaux relatifs à la conception d’un ordinateur quantique

Le second niveau concerne le contrôle quantique permettant la manipulation de

l’information. Cela nécessite notamment un compilateur qui traduit les commandes,

ou portes quantiques, en opérations physiques (une impulsion sur un qubit de spin par

exemple). À ce niveau, les portes quantiques sont données comme une séquence d’élé-

ments de l’ensemble universel de portes. Cet ensemble discret permet de reproduire

une opération unitaire quelconque sur les qubits à une précision ε arbitrairement

petite. L’ensemble universel le plus couramment utilisé est Clifford+T. Il est constitué

des générateurs 1 du groupe de Clifford, soient la porte de Hadamard (H), racine de

pauli Z (S) et la porte à deux qubits Controle-Non (CNOT), représentées respective-

ment par les matrices

H = 1p
2

[
1 1

1 −1

]
, S =

[
1 0

0 i

]
, CNOT =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 .

1. Notons que l’ensemble des générateurs d’un groupe n’est pas unique. Pour cette thèse, nous
donnons en exemple les portes H, S et CNOT puisqu’elles sont plus couramment utilisées dans la
littérature. Par contre, il convient d’utiliser un ensemble qui soit natif au système physique ; une porte
aisément effectuée sur le système. Il est possible notamment de remplacer la porte à deux qubits CNOT
par la porte C-Z.
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La porte

T =
[

1 0

0 eiπ/4

]

est la racine de la porte S. Ainsi, le compilateur physique traduit la séquence de

portes par une série d’impulsions appropriées sur les qubits d’intérêts.

Le troisième niveau se consacre à la correction d’erreur quantique. Comme

nous pouvons manipuler l’information, l’environnement le peut aussi. Il faut donc

la protéger. Pour un ordinateur quantique tolérant aux fautes, on utilise un prin-

cipe de redondance pour mieux préserver notre information. Grossièrement, l’idée

est d’utiliser plusieurs qubits physiques, qui sont bruyants, pour encoder un qubit

logique, qui aura ainsi une meilleure résistance aux fautes. En ajoutant des qubits

physiques, on augmente la taille de l’espace de Hilbert accessible à notre système.

Par contre, on restreint les états utilisés à un sous-espace défini par symétrie (ou

propriété des états). Les opérateurs pourraient, par exemple, conserver la parité de

l’état des qubits physiques. Ainsi, une mesure permet de vérifier si aucune erreur

n’est introduite pendant une opération ; elle certifie que l’état obtenu est toujours

dans le sous-espace. Si ce n’est pas le cas, il faut idéalement déterminer et corriger

l’erreur, le tout sans provoquer l’effondrement de la fonction d’onde logique. Les portes

logiques devront donc avoir un équivalent en termes de portes physiques. Toutefois,

une telle implémentation n’est pas simple : le théorème de Eastin et Knill stipule

qu’il n’existe aucun code stabilisateur 2 qui possède un ensemble universel de portes
transversales 3, soit la porte T pour une majorité de codes. Il faut donc introduire

d’autres méthodes permettant de conserver la tolérance aux fautes. Pour ce faire, on

utilise l’injection et la distillation d’états magiques. Un état magique est un état qui,

par injection, permet d’appliquer une porte sur le reste du système. Par exemple, l’état

magique associé à la porte T est l’état |π/4〉 = (|0〉+ eiπ/4 |1〉) /
p

2. L’injection, illustrée à

2. Les codes stabilisateurs sont des codes de corrections d’erreur quantique. Soient n opérateurs de
Pauli indépendants formant un ensemble complet d’observables qui commutent. Un sous-ensemble de
n−k opérateurs spécifie un sous-espace de dimension 2k, c’est-à-dire un sous-espace à k qubits. Ces
n−k opérateurs sont les stabilisateurs qui définissent le code.

3. Les portes sont dites transversales si une erreur (sur un qubit physique) ne se propage pas à
plus d’une erreur par bloc après l’opération. Une erreur corrigible reste corrigible après l’application
d’une porte transversale.
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|π/4⟩ = 1
2

( |0⟩ + eiπ/4 |1⟩)

|Ψ⟩ = α0 |0⟩ + α1 |1⟩

1
2 ((α0 |0⟩ + eiπ/4α1 |1⟩) |0⟩

+(α1 |0⟩ + eiπ/4α0 |1⟩) |1⟩)

T |Ψ⟩X

FIGURE 1.2 – Circuit de l’injection équivalent à la porte T. L’état avant la mesure
(ligne pointillée) est donné sous le circuit.

la Fig. 1.2, consiste à intriquer le système avec l’état magique, puis à faire une mesure

suivie d’une correction si nécessaire. Obtenir l’état magique peu bruyant est une

tâche coûteuse réalisée par la distillation. Ce procédé prend plusieurs états magiques

bruyants pour en faire un qui le soit moins. En itérant le processus, on peut atteindre

une erreur arbitrairement petite. Pour une précision ε, la distillation ajoute un coût

en O
(
logγ(1/ε)

)
, où γ= log2

(3k+8
k

)
et k est le nombre d’états magiques distillés obtenus

après le protocole [14]. En somme, ce niveau ajoute son lot de surcoûts. Simplement

pour la conversion physique-logique tolérante aux fautes, ce niveau augmente consi-

dérablement le nombre de qubits et le nombre d’opérations. De plus, chaque opération

logique doit être suivie d’un cycle de correction d’erreur (détection et correction) qui

accroît aussi le nombre de qubits et d’opérations, en plus d’un calcul (classique) pour

décoder l’erreur la plus probable.

Le quatrième niveau est un compilateur au niveau logique. Il traduit un circuit

quantique quelconque en une séquence de portes selon un ensemble universel de

portes logiques tolérantes aux fautes accessibles à notre appareil. Cet ensemble peut

être déterminé notamment par le code de correction d’erreur utilisé au troisième

niveau et par les portes natives du système physique. Il existe des algorithmes

efficaces qui permettent la décomposition de n’importe quel unitaire en une série de
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portes Clifford+T, et ce, de manière à réaliser l’unitaire à une précision ε avec un

nombre minimal de portes T, soit environ 3log2(1/ε) [15]. Évidemment, la traduction

d’une porte unitaire arbitraire dans un ensemble discret de portes ajoute un coût.

Aussi, plus le circuit est long, plus on doit être résistant au bruit (nécessite des codes

de corrections d’erreur plus coûteux). Il convient donc de réduire autant que possible le

nombre de portes à effectuer – particulièrement les portes non transversales – par une

optimisation de circuit. Qui plus est, on doit tenir compte de la connectivité des qubits.

Est-il possible de réaliser une porte à deux qubits sur toutes les paires? Si ce n’est

pas le cas, il faut considérer l’addition de portes SWAP (échange l’information entre

deux qubits) pour rendre voisins les qubits qui ne l’étaient pas ou bien l’ajout d’un

bus quantique, c’est-à-dire des qubits ancillaires connectant l’entièreté des qubits de

données. Différents registres d’optimisations peuvent être faits dans les deux cas pour

réduire le coût de cet ajout : position des qubits logiques et physiques, parallélisation

de portes commutantes, etc.

Le cinquième niveau concerne les algorithmes quantiques et leurs applications.

On peut voir les algorithmes comme un ensemble de sous-routines, un paquetage per-

mettant de réaliser ou construire les fonctions nécessaires à la résolution d’une classe

de problèmes. On doit pouvoir exploiter les principes de superposition et d’intrication

de manière à avoir un avantage sur le classique.

Le sixième niveau, le niveau le plus élevé, est simplement l’interface utilisa-

teur. Celle-ci permet de communiquer la séquence de commandes ou les paramètres

d’entrées pour une instance d’une classe de problèmes et de lancer le calculateur.

Pour pouvoir comprendre le coût réel d’un calcul et s’assurer d’avoir un avantage une

fois le tout pris en compte, il faut d’abord comprendre quels types de problèmes un

ordinateur quantique peut résoudre de manière efficace, ou au moins, en offrant un

gain par rapport à sa contrepartie classique. Autrement dit, il faut comprendre la

complexité algorithmiques des problèmes étudiés.

Les travaux de recherches de cette thèse se situent principalement au cinquième

niveau, au niveau des algorithmes quantiques et de leurs applications. Par contre,

comme chaque niveau ajoute bon nombre de complications et de surcoûts, il faut

avoir en tête le portrait global afin d’obtenir des résultats qui soient intéressants. Il

faut comprendre à quelle taille de problème un algorithme quantique surpassera les
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performances classiques, non seulement en termes d’opérations, mais également de

temps réel. En effet, le temps d’exécution d’une porte logique quantique est consi-

dérablement plus long que son homologue classique. En outre, l’addition de qubits

peut augmenter le bruit, la diaphonie (de l’anglais « crosstalk ») et la complexité de

contrôle. Si l’on ne s’attarde qu’à la complexité d’un algorithme, on oublie le détail qui

en pratique pourrait faire la différence entre une application (ou instance) faisable

avec les ressources à notre disposition et une qui soit simplement hors d’atteinte.

Notons que nous nous sommes consacrés aux ordinateurs quantiques basés sur

un modèle en circuit plutôt qu’un modèle analogique. Bien que les deux modèles

soient équivalents d’un point de vue algorithmique à un facteur polynomial près [16],

nous croyons que pour un usage universel, un calculateur basé sur les circuits a un

potentiel légèrement supérieur. Nous ne remettons pas en cause la possibilité d’avoir

un calculateur analogique plus performant pour certaines tâches spécifiques [17]. Par

contre, le modèle en circuit permet notamment l’usage de la correction d’erreur (offrant

un calcul tolérant aux fautes potentiellement plus long) et l’usage de procédures non
physiques pouvant offrir un gain intéressant (par exemple la méthode de qubitisation,

voir chap 2). Notons également qu’un ralentissement polynomial peut causer la perte

de tout avantage attendu par rapport au calcul classique.

1.2 Accélération quantique

Il existe différents types d’accélération quantique, certains plus concrets, voire indé-

niables, d’autres plutôt circonstanciels. Dans [18], les auteurs font une synthèse de

différentes définitions de l’accélération. On y retrouve notamment comment mesurer

ces gains quantiques et aussi comment repérer des situations cachant ou donnant

de fausses accélérations. Ces accélérations quantiques sont exprimées en fonction de

la taille du problème n. Elles sont définies simplement par le ratio entre les temps

nécessaires à la résolution d’un problème pour l’ordinateur classique et quantique. No-

tons qu’on ne s’intéresse qu’à l’ordre de grandeur dominant : polynomial, exponentiel,

etc. Évidemment, il y a quelques ambiguïtés au niveau notamment des algorithmes

comparés. C’est pourquoi il est nécessaire de faire une distinction entre les différentes

méthodes de comparaison. Pour de plus amples détails, consulter le tableau 1.1.
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Accélération quantique Définition Exemple

Démontrable Existence d’une preuve
qu’aucun algorithme clas-
sique ne peut surpas-
ser l’algorithme quan-
tique en question

Algorithme de Grover

Simple Accélération par rapport
au meilleur algorithme
classique connu

Algorithme de factori-
sation (Shor)

Potentielle Accélération par rapport
à un ou un ensemble d’al-
gorithmes classiques spé-
cifiés

Simulation de l’évo-
lution d’un système
quantique

Limitée Accélération par rapport
à un algorithme classique
correspondant à la même
approche algorithmique

Recuit quantique en
comparaison avec le
recuit quantique si-
mulé

TABLEAU 1.1 – Définition des cinq grandes catégories d’accélérations quantiques
selon [18]

Cette thèse se consacre à l’étude d’heuristiques basées sur des algorithmes ayant

une accélération quadratique démontrable. Bien que l’utilité (particulièrement à court

terme) de ce genre de gain soit remise en doute considérant le surcoût d’implémen-

tation lié notamment à la correction d’erreur [19], un usage heuristique pourrait

apporter un avantage à moyen et long terme. Par exemple, la majorité des algorithmes

offrant des gains quadratiques démontrables sont soit une généralisation, soit un cas

particulier de l’algorithme de Grover. Or, cet algorithme s’intéresse aux problèmes

non structurés. Il est tout à fait possible, voire même probable, que la structure des

problèmes facilite les calculs, particulièrement si l’on utilise un algorithme basé sur

une évolution ou le recouvrement entre états, comme c’est le cas pour les algorithmes

étudiés dans cette thèse.
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1.3 Évolution adiabatique

Les trois algorithmes développés dans cette thèse sont tous basés, de près ou de

loin, sur une discrétisation de l’algorithme d’évolution adiabatique.

Le principe d’évolution adiabatique peut être utilisé directement en tant que

calculateur quantique ou en tant qu’algorithme pour un ordinateur en circuit. Un

calculateur adiabatique est une version analogique d’un ordinateur quantique où l’on

utilise l’évolution d’un Hamiltonien pour arriver au résultat. L’idée est d’encoder un

problème où la solution est l’état fondamental, par exemple, d’un hamiltonien Hfinal.

En initialisant l’ordinateur dans l’état fondamental d’un Hamiltonien plus simple,

Hinitial, le calcul se fait par l’évolution du système sous un Hamiltonien dépendant du

temps qui relie ces deux derniers, par exemple :

H(t)=
(
1− t

τ

)
Hinitial +

t
τ

Hfinal (1.2)

où τ est un paramètre adiabatique définissant la vitesse d’évolution.

Ainsi, les outils de contrôle du calculateur sont en fait des hamiltoniens physiques.

À t = τ, on mesure l’état du système pour obtenir l’état désiré. Si l’évolution est

suffisamment lente (τ suffisamment grand), le système restera à tout moment dans

l’état fondamental du Hamiltonien instantané. Ceci est garanti par le théorème

adiabatique. Le théorème met en relation la vitesse d’évolution et le gap instantané

du hamiltonien ; plus le gap est petit, plus l’évolution devra être lente pour assurer

que le système ne sautera pas à un état excité. Il existe différentes versions du

théorème adiabatique. Différentes hypothèses permettent différentes garanties de

succès que l’on mesure à l’aide de la fidélité entre l’état obtenu et l’état recherché. Il

est important de comprendre que les garanties de performance des théorèmes sont

des bornes supérieures sur le temps minimal requis pour atteindre une certaine

fidélité [20]. En d’autres mots, la fidélité croît avec le temps d’évolution (le nombre

d’itérations). Par contre, avoir un temps court n’implique pas nécessairement une

petite fidélité. Ce dernier point indique la possibilité d’utiliser des méthodes similaires

de manière heuristique (pour des temps plus courts) dans l’espoir de réduire le coût
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moyen d’un algorithme en pratique.

Pour une revue plus complète de ces concepts de calcul adiabatique quantique,

voir [20].

Théorème 1 (Théoème adiabatique [21]) Soient H(t)= (1−A(t))Hinitial+A(t)Hfinal

un hamiltonien aux vecteurs propres |Ek(t)〉 satisfaisant l’équation aux valeurs propres
H(t) |Ek(t)〉 = Ek(t) |Ek(t)〉, où A(0)= 0, A(τ)= 1, Ek(t) est la valeur propre correspon-
dant au kième vecteur propre et E0(t)< E1(t)≤ ...≤ Em(t). Soit ∆≤∆(t)= E1(t)−E0(t)
le gap minimal pour 0≤ t ≤ τ. Si à t = 0 un système est dans l’état fondamental |E0(0)〉,
qu’il évolue sous H(t) pour un temps τ et que

1
∆2 max

0≤t≤τ

∣∣∣∣〈E1(t)| dH
dt

|E0(t)〉
∣∣∣∣≤ ε (1.3)

alors

∣∣〈E0(τ)
∣∣ψ(τ)

〉∣∣2 ≥ 1−ε2 (1.4)

où
∣∣ψ(τ)

〉
est l’état du système au temps τ.

Un calculateur adiabatique (analogique) est universel. Il est équivalent, à un

coût polynomial près, au calculateur basé sur un modèle en circuit. En effet, il a été

démontré que le modèle en circuit peut simuler efficacement le modèle adiabatique [22]

et l’inverse, c’est-à-dire que le modèle adiabatique peut simuler de manière efficace le

modèle en circuit [16].

Une méthode pour prouver que l’évolution adiabatique peut offrir une accélération

quadratique démontrable consiste à formuler l’algorithme de Grover dans le cadre de

l’évolution adiabatique. En effet, il est simple de démontrer le gain avec un algorithme

en circuit, par contre le facteur polynomial permettant le passage d’un modèle à l’autre

pourrait apriori mettre en péril le gain quadratique. Dans les sections suivantes,

nous présentons une revue de l’algorithme de Grover et démontrons que le modèle

analogique conserve l’accélération du modèle en circuit.
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1.4 Algorithme de Grover

L’algorithme de Lov Grover [8], proposé en 1996, permet de trouver un élément

dans une base de données non structurée. Étant donné une banque de données de taille

N, l’algorithme nécessite un nombre de qubits O (log2 N) et trouve une solution en un

temps O (
p

N). En 1999, Christof Zalka démontre que l’algorithme est en fait optimal ;

aucun algorithme quantique ne peut avoir une accélération super-quadratique pour

les problèmes de recherche non structurés [23].

L’algorithme utilise un oracle qui indique la solution du problème. Lorsqu’il y a

plus d’une solution possible, on considère alors la version généralisée de l’algorithme :

l’amplification d’amplitude [24]. Le fonctionnement étant le même, nous utilisons les

noms d’amplification d’amplitude et d’algorithme de Grover de manière interchan-

geable.

En pratique, l’oracle de Grover est un opérateur unitaire diagonal dans la base

représentant l’ensemble des données {x0, ..., xN−1} ;

R f |x〉 = (−1) f (x) |x〉 . (1.5)

où

f (x)=
{

1 si x est solution

0 sinon.
(1.6)

La condition essentielle pour le fonctionnement efficace de la procédure est que cet

oracle fasse bon usage de la superposition d’états. En d’autres mots, l’oracle doit

évaluer f (x) pour chaque état d’une superposition, sans provoquer l’effondrement de

la fonction d’onde.

Le choix de la représentation d’un état quelconque dans une base orthonormale

est arbitraire. Nous pouvons donc décomposer l’état initial
∣∣ψ〉

dans la base de l’état

succès,
∣∣ψ〉=α |Succès〉+β ∣∣Succès⊥

〉
, où

∣∣Succès⊥
〉

est un état représentant une su-

perposition de tous les états perpendiculaires à |Succès〉. Pour simplifier, et sans perte

de généralité, imaginons une représentation dans un espace à deux dimensions, où
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(a) État initial (b) État après R f (c) État après R0

FIGURE 1.3 – Représentation géométrique d’une itération de Grover dans un espace
à deux dimensions.

les amplitudes sont réelles ;

|Initial〉 = sin
θ

2
|Succès〉+cos

θ

2

∣∣Succès⊥
〉

.

Une représentation géométrique est illustrée à la Fig. 1.3(a). L’état initial est un

état typiquement loin de l’état succès (ayant un petit recouvrement avec ce dernier).

L’augmentation de la probabilité de succès se fait à l’aide de deux réflexions : une

réflexion par rapport à l’état solution (l’état succès) et une autre par rapport à l’état

initial, respectivement 4 R f = I−2 |Succès〉〈Succès| et R0 = 2
∣∣ψ〉〈

ψ
∣∣− I. L’opérateur R f

(resp. R0) agit comme réflexion par rapport à l’état succès (resp. l’état initial), en lui

ajoutant une phase −1, voir Fig. 1.3(b) (resp.Fig. 1.3(c)). Cette phase est calculée grâce

au marqueur des éléments solutions, f (x), tel que décrit à l’équation 1.5.

On représente les N données à l’aide de n = log(N) bits en les identifiant à leur

indice dans la base de données. La préparation d’une superposition uniforme sur cet

ensemble se fait par l’application d’une tour d’Hadamard sur l’état |0〉⊗n. Dans ce cas,

l’état initial est défini simplement par

∣∣ψ〉= H⊗n |0〉⊗n (1.7)

= 1p
N

N−1∑
x=0

|x〉 (1.8)

4. Les représentations peuvent avoir une phase globale −1. Nous avons choisi cette représentation
pour avoir une correspondance plus visuelle pour la Fig. 1.3.
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Naturellement, la réflexion autour de cet état est donc

R0 = 2
∣∣ψ〉〈

ψ
∣∣− I

= H⊗n(2 |00...0〉〈00...0|− I)H⊗n.

Notons que la tour d’Hadamard pour la préparation de l’état initial peut être rem-

placée par n’importe quelle sous-routine unitaire U (et son inverse U†). Il est donc

possible de procéder à l’amplification d’amplitude sur un état de plus grand recouvre-

ment, ou simplement sur un état non uniformément distribué.

L’algorithme de Grover procède donc ainsi :

1. Préparation d’une superposition d’états de l’ensemble des données

2. Répétition des unitaires suivants O (
p

N) fois :

(a) Application de l’oracle qui inverse la phase des états solutions

(b) Application d’une réflexion autour de la superposition initiale

3. Mesurer l’état résultant et répéter toute la procédure jusqu’à obtention de

f (x)= 1.

Le circuit est illustré à la Fig. 1.4. Ainsi à chaque itération de l’étape 2, l’amplitude de

l’état succès augmente d’un angle correspondant à θ ;

∣∣ψ〉= sin
(
θ

2

)
|Succès〉+cos

(
θ

2

)∣∣Succès⊥
〉

R f−−→−sin
(
θ

2

)
|Succès〉+cos

(
θ

2

)∣∣Succès⊥
〉= cos(θ)

∣∣ψ〉−sin(θ)
∣∣ψ⊥〉

R0−−→−cos(θ)
∣∣ψ〉−sin(θ)

∣∣ψ⊥〉=−sin
(
3θ
2

)
|Succès〉−cos

(
3θ
2

)∣∣Succès⊥
〉

. . . (r−1) itérations

= sin
(
θ(

1
2
+ r)

)
|Succès〉+cos

(
θ(

1
2
+ r)

)∣∣Succès⊥
〉

Pour maximiser la probabilité de succès, on choisit idéalement

r =
⌈
π

2θ
− 1

2

⌉
, (1.9)
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Réflexion par rapport à l’état initial

|0〉 /n H⊗n Rf H⊗n 2 |0n〉 〈0n| − In H⊗n · · ·

Répéter O(
√
N) fois

︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸

FIGURE 1.4 – Circuit de l’algorithme de Grover

et donc, si sin
(
θ
2

) = 1p
N

, r ≈ π
p

N
4 . Notons qu’il s’agit d’une fonction cyclique. L’équa-

tion 1.9 dénote donc le nombre d’itérations minimal offrant une mesure optimale. Il

est possible de réduire en moyenne le nombre d’appels à l’oracle, en effectuant une

mesure avant d’avoir le recouvrement maximal. Le risque de devoir recommencer à

zéro sera plus grand, mais le nombre d’appels à l’oracle peut ainsi être réduit d’environ

12,14% par rapport au résultat ci-dessus [23]. Notons que cette réduction ne change

pas la complexité qui reste en O (
p

N).

On constate que dans le cas classique, on ne peut pas faire la recherche d’un

élément avec une complexité en deçà de O (N). En effet, il faudra en moyenne N/2

appels à l’oracle et N−1 appels dans le pire cas. Intuitivement, l’accélération quantique

vient du fait qu’on travaille avec les amplitudes, plutôt que les probabilités. Elle

s’interprète également d’un point de vue d’exploration de l’espace des solutions. Le fait

de pouvoir évaluer la fonction f sur l’entièreté du domaine, de la liste, en superposition

en un seul appel à l’oracle, nous permet en quelque sorte de pouvoir classer notre liste

selon une densité de probabilité piquée sur les solutions du problème.

1.5 Algorithme adiabatique de Grover

Le calcul adiabatique, étant universel, peut ainsi exécuter tout algorithme en

circuit à un surcoût, au pire, polynomial. Il est donc d’intérêt de confirmer si un gain

quadratique dans le modèle en circuit – comme celui de Grover – sera perdu ou non

lors d’un calcul analogique.
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Dans le cadre de l’algorithme adiabatique, définissons les hamiltoniens initial et

final du problème décrit par Grover comme étant

Hinitial = I− ∣∣ψ〉〈
ψ

∣∣ , et (1.10)

Hfinal = I−|Succès〉〈Succès| . (1.11)

Nous pouvons réécrire le hamiltonien dépendant du temps dans la base {|Succès〉 ,
∣∣Succès⊥

〉
},

nous permettant de calculer le gap :

∆(s)=
√

2s2 cos(2θ)+2s2 −2scos(2θ)−2s+1, (1.12)

où, pour alléger la notation, nous avons fait le changement de variable s = t/τ. Le

gap minimal, se trouvant à s = 1/2, est de |sin(θ)|. On constate que, selon le théorème

adiabatique, pour avoir une grande probabilité de succès, il faut un temps τÀ 3
∆2

min
,

perdant ainsi tout gain. Or, ce développement considère un chemin de vitesse constante

(interpolation linéaire entre Hinitial et Hfinal), alors que le gap est petit seulement pour

s = 1/2. En utilisant un chemin plus rapide, mais qui ralentit près du gap minimal,

nous pouvons obtenir une amélioration substantielle [21,25]. En choisissant un chemin

astucieux A(t) 6= t/τ, de sorte que A(0) = 0, A(τ) = 1 et ∂t A = ε∆2[A(t)] [21, 26], nous

pouvons retrouver le même gain que le modèle en circuit. En effet, en intégrant

∂t A = ε∆2[A(t)] sur t et en isolant pour τ, nous obtenons

τ= 1
ε

csc(θ)sec(θ)arctan(cot(θ))−−−→
NÀ1

π

2ε|sin(θ)| , (1.13)

Ainsi, nous constatons l’impact important de la vitesse d’évolution, mais également

du chemin choisi. Comme on le voit pour Grover adiabatique, un chemin à vitesse

constante n’accorde pas d’accélération par rapport au chemin classique, alors qu’un

chemin plus rapide là où le gap est plus grand (et plus court là où il se referme), permet

de conserver le gain démontré pour l’algorithme en circuit. Il est également possible

de retrouver la preuve d’optimalité de l’algorithme dans le contexte adiabatique, pour

plus d’information, consulter [21].

Certes, l’évolution adiabatique analogique a le potentiel d’offrir un gain quadra-

tique par rapport à l’algorithme classique, mais qu’en est-il d’une discrétisation de

l’algorithme ? Comme mentionné précédemment, les modèles en circuit et analogique



20

sont équivalents à un facteur polynomial près. Bien qu’il puisse y avoir différents fac-

teurs pour différents algorithmes, et qu’il convient de choisir une méthode astucieuse

pour traduire un algorithme d’un système à un autre, il est tout de même justifié de

vérifier si, de manière générale, le facteur polynomial lié à la discrétisation fait perdre

une accélération polynomiale.

La méthode usuelle de passage du modèle adiabatique au modèle en circuit est

basée principalement sur une discrétisation du chemin adiabatique suivi par une

trotterisation. Par contre, dans cette thèse, nous nous intéressons à une approche

fondée sur l’effet Zénon quantique.

1.6 Effet Zénon quantique

L’effet Zénon tient son nom du philosophe présocratique Zénon d’Élée, connu

pour ses paradoxes voulant démontrer que le mouvement est impossible et donc que

nos sens sont trompeurs. Ses paradoxes sont fondés principalement sur le concept

d’infinité. Par exemple, le paradoxe de la flèche – probablement celui s’apparentant le

plus à l’effet quantique en question – est une expérience de pensée sur une flèche en

vol. La prémisse implicite est qu’une somme infinie d’éléments nuls soit zéro. L’idée

est que le temps est une succession d’instants où la flèche est immobile. En somme,

le mouvement devrait donc être impossible. Évidemment, le calcul infinitésimal

démontre le non fondé du paradoxe ; la somme d’une infinité d’instants résulte bien à

une valeur finie et non nulle.

L’effet Zénon quantique est le précepte selon lequel nous pouvons arrêter le mouve-

ment d’un système grâce au principe d’effondrement de la fonction d’onde. L’état exact

est connu au moment de la mesure. Un peu dans l’idée du paradoxe de la flèche, si à

chaque instant on observe le système, aucune évolution n’est possible. En appliquant

une série de mesures projectives identiques (selon la même base) et suffisamment

rapprochées les unes des autres, nous empêchons le système d’évoluer dans le temps.

Plus les mesures sont fréquentes, moins le système subit de changement, et donc, plus

le recouvrement est grand entre les états obtenus après deux mesures consécutives.

Nous pouvons ainsi conserver un état avec une grande probabilité, soit arrêter le
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mouvement, figer l’état dans le temps.

Ici, nous nous intéressons à une variante de l’effet Zénon quantique. Plutôt que

d’empêcher le système d’évoluer, nous guidons l’évolution dans la direction désirée. En

résumé, l’idée est d’approcher une évolution adiabatique par un effet stroboscopique.

Le chemin adiabatique est décomposé en une séquence de mesures définies par

les hamiltoniens instantanés. Pour assurer une grande probabilité de succès, l’état

d’intérêt aux instants i et i+1 doivent avoir un grand recouvrement. Ces états sont

respectivement états propres des mesures Mi, associée au hamiltonien instantané Hi,

et Mi+1, associée à Hi+1.

Définition : Mesure projective pour un état [27]
Une opération de mesure projective sur

∣∣ψ(l)
〉

est une opération quantique de la

forme :

Ml(ρ)= PlρPl +ε
(
(1−Pl)ρ(1−Pl)

)
où Pl =

∣∣ψ(l)
〉〈
ψ(l)

∣∣ et ε est une opération quantique arbitraire qui peut varier selon

l.

Lemme : Effet Zénon [27]
Soient {

∣∣ψ(l)
〉
}l∈[0,L] un chemin continu d’états et une valeur d donnée, tel que ∀δ :

|〈ψ(l)
∣∣ψ(l+δ)

〉 |2 ≥ 1−d2δ2

Alors l’état
∣∣ψ(L)

〉
peut être préparé à partir de

∣∣ψ(0)
〉

avec une fidélité p > 0 par L2d2

1−p

mesures projectives intermédiaires.

Plutôt qu’une évolution adiabatique standard, la version discrète de l’algorithme

effectue une série de mesures projectives sur les états propres instantanés du hamilto-

nien avec, par exemple, l’algorithme d’estimation de phase (pour une revue, voir A.1).

On doit donc choisir une discrétisation du chemin du hamiltonien. Le potentiel gain
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offert par l’effet Zénon quantique est fondé sur la relation entre la diminution de l’er-

reur et le raffinement de la discrétisation ; pour un petit déplacement δ, la probabilité

de projetée
∣∣ψ(s)

〉
sur

∣∣ψ(s+δ)
〉

diminue avec δ2 alors que la distance est linéaire en

δ. Ainsi, pour un chemin d’états {
∣∣ψ(l)

〉
}, l’état final

∣∣ψ(1)
〉

peut être préparé avec une

grande fidélité à partir de
∣∣ψ(0)

〉
par l’entremise d’une séquence de mesures projec-

tives sur les états intermédiaires
∣∣ψ(s1)

〉
, . . . ,

∣∣ψ(sq)
〉
, pour 0< s1 < . . .< sq = 1 [27]. On

observe que

∏
i
| 〈Ψ(si)|Ψ(si+1)〉 |2 ≥ (1−d2δ2)d1/δe

≥ 1−dδ

En fait, le problème se reformule encore plus clairement en fonction du gap.

Lemme : Distance des états fondamentaux [28]
Soient Hi,H f deux hamiltoniens tels que ||H f − Hi|| ≤ η et dont le gap est borné

inférieurement ∆i,∆ f ≥∆. Alors,

∣∣∣〈ψ0
i

∣∣∣ψ0
f

〉∣∣∣≥ 1− 4η2

∆2

où
∣∣ψ0

i

〉
et

∣∣∣ψ0
f

〉
sont respectivement les états fondamentaux de Hi et H f .

En prenant une discrétisation plus raffinée, permettant de borner chaque in-

tervalle ||Hi+1 −Hi|| ≤ η

R , où R est le nombre de mesures projectives, le lemme ci-

dessus nous permet de reformuler la probabilité de succès de chaque projection∣∣∣〈ψ0
i

∣∣∣ψ0
f

〉∣∣∣2 ≥ (
1− 4η2

R2∆2

)2
[28]. En choisissant R ≥ 2η

∆ +1, nous obtenons

∏
i
| 〈Ψ(si)|Ψ(si+1)〉 |2 ≥

(
1− 4η2

R2∆2

)2R

≥ 1− 8η2

∆2 .
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Une mesure projective sur les états propres des hamiltoniens instantanés doit

différencier l’état d’intérêt, soit l’état fondamental, des autres états. Ainsi, une telle

mesure doit avoir une précision plus grande que la différence d’énergie entre le premier

état excité et l’état fondamental, c’est-à-dire le gap. En prenant en considération le

nombre de répétitions moyen pour atteindre la solution, soit l’inverse de la probabilité

de succès, et le coût par répétition (en supposant des mesures par estimation de

phase), le coût moyen de l’algorithme se révèle être

Coût
ps

≤ 1
ps

∑
R

1
∆

(1.14)

≤ 2η+∆
∆2 −8η2 . (1.15)

En somme, la discrétisation de l’algorithme adiabatique devrait offrir le même poten-

tiel que la version analogique, soit une complexité en O
(

1
∆2

)
.

1.7 Récapitulatif et présentation des projets

Le but de la thèse est de présenter des algorithmes qui soient optimisés pour des

ordinateurs quantiques tolérants aux fautes. Comme la conception de ces appareils

est ardue, nous devons réduire autant que possible les ressources nécessaires (qubits

et opérations) particulièrement si nous voulons un gain réel sur l’algorithme classique

à moyen terme. Les ressources les plus coûteuses sont les portes non transversales

représentées dans cette thèse par la porte T ou plus généralement comme les portes

du troisième niveau de la hiérarchie de Clifford.

Les algorithmes étudiés sont tous des heuristiques basés sur une discrétisation de

l’évolution adiabatique. La discrétisation en elle-même peut s’apparenter à un choix

de chemin, linéaire ou non. Un choix astucieux peut permettre de meilleures perfor-

mances. C’est entre autres une des approches utilisées pour le premier algorithme

présenté au chapitre suivant : un algorithme de préparation d’état par une évolution

adiabatique discrète utilisant l’effet Zénon. Nous étudions également l’impact de

différentes techniques sur le coût total de l’algorithme.
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Le second algorithme est une version quantique des marches aléatoires. Ces der-

nières sont très similaires à l’algorithme de Grover. Combiné à l’évolution adiabatique,

cet algorithme offre un gain potentiellement quadratique pour la préparation d’une

distribution stationnaire. Toujours dans l’optique d’optimiser les ressources, nous

présentons un usage heuristique et comparons sa performance à son homologue clas-

sique.

Le dernier algorithme présenté est semblable au premier, à l’exception que les

mesures projectives sont remplacées par des réflexions. En ce sens, cet algorithme

est très ressemblant à Grover. Nous avons évalué ses performances pour un type de

problème NP-difficile, soit MAX 2-SAT. Par contre, rien n’indique qu’il ne pourrait pas

également être utilisé pour de la préparation d’état.



Chapitre 2

Préparation d’état par évolution
adiabatique discrète

Hilbert space is gratuitously big
— Caves and Fuchs, 1996 [29]

L’une des méthodes pour laquelle le gain attendu est le plus grand est la simula-

tion d’un système quantique dont la dynamique est décrite par un hamiltonien. On

cherche alors à modéliser l’évolution temporelle d’un tel système pour un état initial

donné. Contrairement aux cas bosoniques, pouvant généralement être étudiés par

du Monte-Carlo quantique par exemple, la simulation de systèmes fermioniques est

particulièrement difficile, ou non-efficace, à cause du problème de signe [30]. L’antisy-

métrie des fonctions d’onde fermioniques implique qu’à chaque permutation de deux

particules, une phase −1 apparait. La complexité d’une simulation augmente alors

non seulement avec la taille du système et le nombre d’orbitales ou d’atomes, mais

aussi avec le nombre d’arrangements possibles des fermions.

Pour certaines méthodes de simulation, il peut être requis d’initialiser le système

dans un état d’intérêt, par exemple dans son état fondamental. Il faut donc traiter

le problème statique d’abord, soit l’équation de Shrödinger indépendante du temps,

avant de pouvoir résoudre la dynamique. Or, cette initialisation n’est pas triviale

pour l’ordinateur quantique ; elle est en fait plus naturelle pour le calcul classique.

Dans l’article présenté dans ce chapitre, nous analysons le coût associé à une telle

25
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préparation par un algorithme d’évolution adiabatique discrète. L’idée est en quelque

sorte de reformuler le problème statique en un problème dynamique, un problème

d’évolution.

Puisque trouver l’état fondamental d’un hamiltonien est en soit un problème

statique, les méthodes classiques peuvent être utilisées pour résoudre cette première

partie du problème et ainsi nous aider à calculer le coût associé à la préparation

d’état sur un appareil quantique. À noter que connaître l’état fondamental du système

n’indique pas comment préparer un tel état. Les méthodes classiques peuvent donc,

d’une part, calculer les ressources nécessaires à la préparation d’état et, d’autre part,

assister la procédure quantique en optimisant certains paramètres. Toutefois, elles ne

remplacent pas l’initialisation sur l’ordinateur quantique, puisqu’elles ne permettent

pas de résoudre la dynamique du problème.

Nous avons choisi de faire l’étude de notre algorithme appliqué au modèle de

Hubbard [31]. Celui-ci est d’un grand intérêt en physique de l’état solide et est

difficile à résoudre. En effet, il n’existe aucune solution analytique du modèle en plus

d’une dimension. Pour une revue du modèle de Hubbard, voir A.2. Afin de pouvoir

étudier des réseaux 2D, nous avons utilisé des méthodes approximatives pour calculer

les quantités d’intérêt comme l’état fondamental et le gap à plusieurs particules

d’un hamiltonien instantané. La technique choisie est une méthode variationnelle de

réseaux de tenseurs : la DMRG [32]. Pour une revue des réseaux de tenseurs, voir [33].

L’article combine et compare différentes méthodes afin de réduire au maximum

les ressources nécessaires à la préparation d’état. Parmi ces techniques, on compte

l’estimation de phase (pour une revue, voir A.1), une méthode d’optimisation des pas,

une méthode de rembobinage [34] ainsi que la qubitisation [35].
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2.1 Article

L’idée originale est du professeur David Poulin, principal superviseur du projet.

Nous avons défini le projet ensemble puis j’ai fait les simulations, calculs et démonstra-

tions nécessaires aux résultats qui ont été certifiés en partie par chacun des co-auteurs.

Les co-auteurs et moi-même avons tous participé aux discussions techniques du projet

ainsi qu’à l’écriture de l’article.

Cet article a été publié au journal Physical Review A :

Jessica Lemieux, Guillaume Duclos-Cianci, David Sénéchal et David Poulin. Resource

estimate for quantum many-body ground-state preparation on a quantum computer.

Physical Review A, 103(5), 052408 (2021), doi :10.1103/PhysRevA.103.052408.
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We estimate the resources required to prepare the ground state of a quantum many-body system on a quantum
computer of intermediate size. This estimate is made possible using a combination of quantum many-body
methods and analytic upper bounds. Our routine can also be used to optimize certain design parameters for
specific problem instances. Lastly, we propose and benchmark an improved quantum state preparation procedure.
We find that it reduces the circuit T -depth by a factor as large as 106 for intermediate-size lattices.
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I. INTRODUCTION

Quantum many-body systems are notoriously difficult to
simulate on classical computers. This observation led Feyn-
man to suggest that they could be efficiently simulated using
quantum computers instead [1]. The dynamics of quantum
systems are dictated by Schrödinger’s equation, which results
in a unitary time evolution. Beginning with Lloyd [2] and
Aharonov and Ta-Shma [3], the design of increasingly ef-
ficient quantum circuits solving Schrödinger’s equation has
been an intensive area of research in the past decade (see, e.g.,
Refs. [4–15]).

Beyond the dynamics, the simulation of a quantum system
also requires setting initial conditions. Of particular interest
are properties at low temperature, where, to a good approx-
imation, the system is initially in its ground state. Thus, to
solve the static problem, a quantum circuit must be con-
structed that maps a fiducial initial state to the ground state
of the system of interest. This problem is generally QMA-
complete [16–19], so the existence of a general-purpose
efficient procedure is believed to be impossible. Nonetheless,
heuristic methods have been proposed [3,20–23] that could be
efficient for specific physical systems, and exponential-time
algorithms [24,25] could be sufficiently fast for intermediate-
size problems.

The situation is somewhat reversed when it comes to clas-
sical computers. There, a host of methods have been devised
to approximately solve the static problem. These include
density-functional theory, quantum Monte Carlo, and tensor-
network methods, to name a few (see, e.g., Refs. [26–28] for
reviews). However, the growth of entanglement in time typi-
cally makes it impossible to classically simulate the dynamics
of quantum many-body systems.

The goal of this article is to compare and optimize various
approaches to provide an estimate of the resources (number
of gates) required to solve a quantum simulation problem on
an intermediate-size quantum computer, say of a few hundred
qubits. For the sake of concreteness, we study the Hubbard

model, the paradigmatic model of strongly correlated elec-
trons. We will also focus on a specific, generally nonefficient
algorithm to prepare the ground state of this model; it is a dis-
crete version [20] of the quantum adiabatic state preparation
[3,29,30] with basic components that have also been presented
in Ref. [31]. For simplicity, we consider a linear interpola-
tion with an optimized schedule. The latter provides a rough
upper bound that can surely be improved, e.g., by adding
a symmetry-breaking field to lift gapless modes [32]. The
runtime of this algorithm depends on properties of the sys-
tem usually unknown analytically. We employ tensor-network
methods to (approximately) solve the static problem on a clas-
sical computer. Aside being useful to benchmark the quantum
algorithm, this classical side computation could also be used
to optimize certain parameters of the adiabatic state prepara-
tion algorithm, such as deciding on an interpolation schedule.
This idea of combining classical and quantum algorithm is
often seen in Quantum Approximate Optimization Algorithm
(QAOA), for example [33].

II. THE HUBBARD MODEL

The Hubbard model is defined by the Hamiltonian

H (Thub,U ) = Thub

∑
σ 〈i, j〉

(c†
iσ c jσ + c†

jσ ciσ ) + U
∑

i

ni↑ni↓,

(1)
where the operator c†

iσ creates an electron of spin σ = {↑,↓}
at site i, its adjoint ciσ is the corresponding annihilation op-
erator, and niσ = c†

iσ ciσ is the number operator. The notation
〈i, j〉 indicates nearest-neighbor sites on a lattice. The con-
stant Thub in the kinetic term defines the energy unit and is
henceforth set to Thub = 1. U is the strength of the Coulomb
interaction, limited to electrons on the same site.

The kinetic term tends to delocalize electrons, and in-
deed the limit U/Thub = 0 is easily solved as a free Fermi
gas. At the other extreme (Thub/U = 0), the electrons are
perfectly localized on each site at half filling. In between

2469-9926/2021/103(5)/052408(8) 052408-1 ©2021 American Physical Society
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these two extremes, the kinetic and Coulomb energies are in
competition and the solution is highly nontrivial. In fact, in
the thermodynamic limit, the ground-state phase diagram of
the two-dimensional Hubbard model is expected to feature
various broken-symmetry states (antiferromagnetic, super-
conducting, etc.) depending on the electron density, with a
vanishing energy gap.

In this work, we set the value of U to be twice the num-
ber of neighbors—e.g., U = 4 for a one-dimensional (1D)
chain, U = 6 for a ladder and U = 8 for a two-dimensional
(2D) rectangular lattice—and consider a 10% electron doping
above half filling, with an approximately equal number of
up and down spins. For small system sizes, we found that
this doping has the smallest gap at fixed number of spins.
Therefore, with these parameters, the systems should have a
small gap along the adiabatic path chosen, which defines hard
instances for the state preparation algorithm.

III. DISCRETE ADIABATIC STATE PREPARATION

The adiabatic algorithm [29,30] leverages a quantum com-
puter’s ability to simulate Schrödinger’s equation in order to
prepare the ground state of a target Hamiltonian H (τ ) using
the adiabatic theorem. This is made possible by beginning
with a Hamiltonian H (0) with a known and easy-to-prepare
ground state, and slowly morphing it into the Hamiltonian of
interest H (τ ). The algorithm is efficient if H (t ) has a gap,
�(t ) = E1(t ) − E0(t ), polynomial in the system size at all
times 0 � t � τ .

In this work, we will use a discrete version of the adiabatic
algorithm [20], reminiscent of the quantum Zeno effect. Re-
call that the latter employs projective measurements to freeze
the unitary evolution of a quantum system. Here, we instead
use a sequence of time-dependent measurements to drag the
state of a quantum system that is otherwise static. If the
change in the measurement basis is small at every step, the
outcome is almost deterministic.

Concretely, we choose a discrete sequence of Hamiltonians
Hj , j = 0, 1, . . . , L with corresponding ground states |ψ0

j 〉.
Given the fidelity Fj = |〈ψ0

j−1|ψ0
j 〉|2 between two consecutive

ground states, we can express∣∣ψ0
j−1

〉 = √
Fj

∣∣ψ0
j

〉 + √
1 − Fj

∣∣ψ0
j

〉
,

where |ψ0
j 〉 denotes a state orthogonal to the ground state

of Hj . We define a binary projective measurement by the
projectors Qj = |ψ0

j 〉〈ψ0
j | and Q̄ j = I − Qj . If the system is in

state |ψ0
j−1〉, then a measurement of {Qj, Q̄ j} will produce the

outcome Qj with probability Fj , causing the state to collapse
into |ψ0

j 〉. Successively measuring for j = 1 to L will produce
the desired state |ψ0

L〉 with a global success probability p =∏L
j=1 Fj . The main interest of using projective measurements

instead of adiabatic evolution is that errors do not accumulate.
The error is limited to the one of the last projective measure-
ment.

The binary measurement {Qj, Q̄ j} is a coarse-grained en-
ergy measurement and can in principle be performed from
quantum phase estimation [34–36] using the operator Uj =
e−iHj . Recall that this algorithm is an effective way of esti-
mating the eigenvalues eiφk of a unitary operator U . Thus, to

ensure that the quantum phase estimation algorithm differenti-
ates all eigenstates, we normalize Hj such that its eigenvalues
are between 0 and 2π . A measurement accuracy ε requires a
simulation time of O(1/ε). In the present setting, we are in-
terested in distinguishing the ground state of Hj from the rest
of the spectrum. Based on the above properties of quantum
phase estimation, the binary measurement {Qj, Q̄ j} requires
in general simulating the time evolution under Hj for a time
t j = 1/� j , where � j is the spectral gap of Hj .This can be
though of as a manifestation of the Heisenberg time-energy
uncertainly relation.

Note that, because nondestructive energy measurements
are central to many quantum algorithms, other methods have
been devised recently to realize them [37]. Since the relation
between the complexities of these methods is relatively well
understood, our results can be easily translated to any of
these alternative methods by replacing t j by the appropriate
complexity metric. Whether based on a simulation of time
evolution or otherwise, in all cases, a circuit implementation
of the binary measurement {Qj, Q̄ j} requires knowing the
ground-state energy E0

j and the spectral gap � j . We will
return to this requirement when describing the simulation
method.

In the following, we will estimate the complexity of state
preparation in terms of the total simulation time. For a given
Hamiltonian sequence {Hj}L

j=0, the duration of a successful
state preparation is simply

ttotal =
L∑

j=1

t j =
L∑

j=1

1

� j
. (2)

The algorithm succeeds with probability p. To achieve any de-
sired overall success probability 1 − ε, it needs to be repeated
log(ε)/ log(1 − p) times, resulting in a total time to solution
(TTS) [38] of

TTS(ε, {Hj}) = log (ε)

log
(
1 − ∏L

j=1 Fj
)

L∑
j=1

1

� j
. (3)

The TTS needs to be minimized over some Hamiltonian
sequences, achieved by the following procedure: We initialize
the sequence with {H0, H1} where H0 is the simple Hamil-
tonian (U = 0 in our case) and H1 is the Hamiltonian of
interest. At iteration L, we have the sequence {Hj}L

j=0 and the
corresponding fidelities {Fj}L

j=1, and for k = argmin jFj , we
perform the assignation

Hj ← Hj for j = 0, . . . , k − 1, (4)

Hk ← (Hk−1 + Hk )/2, (5)

Hj+1 ← Hj for j = k, . . . , L + 1. (6)

In other words, we add a Hamiltonian halfway between the
two Hamiltonians with the lowest fidelity in the sequence. We
end the procedure when TTS(ε, {Hj}) has stopped decreasing
for a few iterations, i.e., when we are convinced that the
algorithm found the minimum. The latter defines the optimal
trade-off between space and time cost: Few repetitions of
a long high-fidelity iteration or several shorter iterations of
lower fidelity.
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Fi

Fi

1 − Fi1 − Fi

ψ0
j

Δi

ψ0
j−1

Δi−1

ψ0
j

Δi

ψ0
j−1

Δi−1

FIG. 1. The cost of the rewind procedure for one step will be the
sum of all paths that start at the top-right state and end at the top-left
one. The probability to follow an arrow is given by the fidelity F and
its cost is given by the gap � where the arrow ends.

IV. REWIND PROCEDURE

The above procedure has a finite probability of failure,
and in case of failure the whole state preparation must be
restarted from scratch. Here, we propose a modification to the
algorithm which avoids such hard reboots. The technique was
introduced in Ref. [39] and used in Refs. [21,32].

At step j, the register is in state |ψ0
j−1〉 and the mea-

surement {Qj, Q̄ j} is performed. The outcome Qj (resp. Q̄ j)
occurs with probability Fj (resp. 1 − Fj) and yields the state

|ψ0
j 〉 (resp. |ψ0

j 〉). Instead of rejecting this outcome and re-
booting to j = 0, we alternate measurements of {Qj−1, Q̄ j−1}
and {Qj, Q̄ j} and halt whenever Qj occurs.

It can easily be shown [39] that the probability of a Qj−1 ↔
Qj or a Q̄ j−1 ↔ Q̄ j transition is Fj , while the other transitions
Qj−1 ↔ Q̄ j and Q̄ j−1 ↔ Qj have complementary probabili-
ties 1 − Fj . Thus, each step in the Hamiltonian sequence can
be seen as a random walk on the graph depicted on Fig. 1,
with initial condition |ψ0

j−1〉 and absorbing state |ψ0
j 〉. The

cost of each transition is given by the inverse of the spectral
gap � of the target state. These considerations lead to a simple
geometric series for the average time Aj to realize step j:

Aj = Fj

�J
+ 2

∞∑
k1=1

k1∑
k2=0

(1 − Fj )
2k1 F 2k2+1

j

×
(

k1 + k2 + 1

� j
+ k1 + k2

� j−1

)
. (7)

The average of the TTS is TTS({Hj}) = ∑L
j−1 Aj and can

be minimized over Hamiltonian sequences {Hj} following the
procedure described in the previous section.

V. QUBITIZATION

The preparation cost is a function of the gap and path of
evolution, but the complexity of the whole preparation also
depends on the implementation of the time-evolution operator.
In Ref. [37], a unitary walk operator W = exp{i acos(H̄t )} is
introduced with an efficient implementation. The spectrum
of the Hamiltonian is reversed and renormalized, H̄j = I −
Hj/N j = ∑

l |β j
l |2Pl , where N j is the normalization factor

and the Pl are Pauli operators. Note that, since we considered
the spectrum of Hj to be between 0 and 2π , N j = 2π in the
current case. The walk operator maps the Hamiltonian to a
higher-dimensional space, W = SVeiπ where we defined

B|0〉 =
∑

j

β j | j〉, (8)

S = B(1 − 2|0〉〈0|)B†, (9)

V =
∑

j

| j〉〈 j|Pj (10)

as in Refs. [12,37,40].
The algorithm described in the previous sections uses a

discretization of the time-dependent Hamiltonian

H (t ) =
(

1 − t

τ

)
H0 + t

τ
Hf , (11)

where τ is the adiabatic parameter, H0 is the initial Hamilto-
nian with an easy-to-prepare ground state, and Hf is the final
Hamiltonian with the target ground state. Recall that energy
measurement, such as quantum phase estimation, uses the
unitary eiHj to decompose the current state in the k eigenstates
of Hj ,

QPE |0〉∣∣ψ0
j−1

〉 =
∑

k

〈
ψk

j

∣∣ψ0
j

〉∣∣Ek
j

〉∣∣ψk
j

〉
, (12)

the algorithm mimics the evolution by partial energy measure-
ments in order to drag the state towards the ground state of the
next instantaneous Hamiltonian.

When adding qubitization, the initial state is the corre-
sponding eigenstate of W0, |ϕ0

0〉. The eigenstates of Wj are
given by

∣∣ϕk
j

〉 = 1√
2

(⎡
⎣1 ∓ iĒ k

j√
1 − (

Ē k
j

)2

⎤
⎦ ∑

l

β
j
l |l〉

∣∣ψk
j

〉

± i√
1 − (

Ē k
j

)2

∑
l

β
j
l (1⊗ Pl )

∣∣l〉|ψk
j

〉)
.

The qubitized algorithm uses the same discretization {Hj},
but with the corresponding unitary Wj = exp{i acos(H̄j )} for
the partial energy measurement. The states will then go from
|ϕ0

j−1〉 to |ϕ0
j 〉. Note that it does not correspond to any mean-

ingful physical evolution. Thus, performing phase estimation
of Wj instead of eiHj will lead to the preparation of a state
equivalent to the ground state of the Hubbard model, up to an
isometry. In addition, the implementation of Wj is exact and,
in general, costs less than the implementation of eiHj , because
Wj can be implemented with approximately the same amount
of resources needed in a single Trotter step [37].

If needed, at the end of the algorithm, the final state is
mapped back to the lower-dimensional space with a known
isometry. However, some properties such as any static expec-
tation values, can be derived directly from |ϕ0

f 〉, but since W
is not a physical Hamiltonian, we do not expect its dynamic
to behave as Hf .

In the usual adiabatic setting, we assume that this time-
dependent Hamiltonian of Eq. (11) has a nonvanishing gap
for 0 � t � τ and the scaling is bounded by O(1/�2) [41].
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Intuitively, the scaling can be understood as follows: Each
implementation of the QPE needs to differentiate the ground
state of the first-excited state, so the required precision
of the energy scales with 1/�. The density of steps, i.e.,
the discretization, depends on how fast the time-dependent
Hamiltonian spectrum changes, which can be partially char-
acterized by the gap.

With the qubitization protocol, we have a degeneracy of the
states but it will not affect the protocol since both kth eigen-
states of Wj correspond to eigenstate k of Hj . The relation
to the gap of interest, the one that differentiates k = 0 from
k = 1 is given by

�Wj = acos

(
1 − �

N j

)
. (13)

In some cases, the gap may decrease, which is not good for
our purpose. However, for small gaps, in many cases, we will
have a significant advantage since

�Wj = acos

(
1 − �

2π

)
> � for � � 0.32. (14)

To summarize, the discretization should still be bound by
1/�, but the QPE will now scale with 1/�Wj .

For more details on qubitization applied in this context, see
Ref. [31].

Qubitization affects the success probability and the gap
in an instance-dependent manner. Thus, we cannot formally
evaluate its impact on the cost. To assess the efficiency of the
algorithm, we performed numerical simulations.

VI. SIMULATION METHOD

The resources required for a given state preparation depend
on the gap of every Hamiltonian in the sequence and the
fidelity between the ground state of two consecutive Hamilto-
nians. For small lattices, these can be computed by Lanczos
exact diagonalization [42]. However, this method becomes
intractable for system sizes of up to a hundred qubits. To
deal with this issue, we use the density-matrix renormalization
group (DMRG, see Ref. [43] for a review), a tensor network
method that represents quantum states by one-dimensional
networks known as matrix product states (MPSs). DMRG is
thus the method of choice to study one-dimensional systems
numerically, or two-dimensional systems of small width [44].
The method has been implemented using the ITENSOR C + +
library [45]. While the results are approximate, we validate
the small-size instances with exact diagonalization.

This simulation method is not only of interest for classi-
cally benchmarking the quantum state preparation algorithm
but, more broadly, can be used to optimize the Hamiltonian
sequence. In addition, the circuit implementation of the pro-
jective measurement {Qj, Q j} requires an accurate estimate of
the ground-state energy and spectral gap of Hj . While these
could potentially be obtained from the quantum algorithm
itself with some extra cost, it is reasonable to assume that,
for intermediate size simulations, classical methods will be
sufficiently powerful to provide an accurate solution to the
static quantum problem.

Details on the simulation method and the parameters used
are provided in the Appendix.
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FIG. 2. Gain obtained from the rewind procedure to prepare the
ground state of the 10% doped Hubbard model on m × k lattices. The
units of the TTS are set by the natural units of the Hubbard model
(Thub = 1).

VII. NUMERICAL RESULTS

To obtain a general estimate of the resource scaling, we
applied the numerical method outlined above to the Hubbard
model on systems of various shapes and sizes, ranging from
2 to 65 sites. Some shapes, such as a square system, have
additional ground-state degeneracies because of discrete sym-
metries. For simplicity, we explicitly discarded such systems.
The problem could be circumvented by using a symmetry-
breaking field [32], or by using an initial state in a fixed
symmetry sector and using a Hamiltonian sequence that pre-
serves this symmetry.

In all cases, the initial Hamiltonian H0 was obtained by
turning off the Coulomb interaction U . The corresponding
ground state is a fermionic Gaussian state which can be easily
prepared on a quantum computer [7].

To adiabatically reach the final Hamiltonian, we perform
a linear interpolation. It has been shown that this is generally
not an optimal path [32], but it has the advantage of simplicity
and universality.

The gain is defined as the ratio of the minimum TTS of
the first method to the minimum TTS of the second method.
The improvement brought by the rewind procedure alone is
shown in Fig. 2 and the gain when added to qubitization is
shown in Fig. 3. We observe that for small systems, the results
obtained with DMRG is in near perfect agreement with exact
diagonalization. This leads us to trust that it provides reliable
estimates for larger systems.

With some exceptions, the rewind procedure for small gap
systems (smaller than 0.1) offers a gain of about one order
of magnitude. These systems include chains of about 50–60
sites and 2D systems of 20–60 sites. While our simulations are
too limited to extract a clear trend, the improvement appears
to increase with lattice size–or, equivalently, with the inverse
gap. The rewind procedure will thus become crucial, already
for intermediate-size quantum simulation algorithms.

The qubitization introduced in Ref. [37] offers a gain as
large as 102 over the rewind procedure, i.e., 103 over the
standard discrete adiabatic state preparation algorithm. Since
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FIG. 3. Gain obtained from qubitization with rewind compared
with a direct rewind procedure.

this method can efficiently prepare the eigenstates of its walk
operator, it can greatly reduce the circuit depth.

The original adiabatic algorithm is known to have a scaling
bounded by 1/�2 [41]. However, in the formulas introduced
for our TTS computation, Eqs. (3) and (7), only a factor of
1/� is explicit. Nevertheless, the fidelity term has an implicit
dependence on � related to the density of steps in the dis-
cretization. Because we use a TTS approach to define the
schedule, we expect the contribution of that term to be at
most 1/�, but it is likely faster for each instance. The scal-
ing improvement given by the faster schedule in our current
application is studied in the Appendix.

To obtain the circuit complexity, we need to quantify the
number of elementary gates required to compute the op-
erator Uj = e−iHj . There are different ways to approximate
time-evolution operator U (t ) = e−iHt as a quantum circuit,
resulting in different gate counts, that have recently been es-
timated in Ref. [46]. In the most efficient case, the simulation
of a 100-qubit system for a time t = 100 requires 109 T gates.
Since these product-formula algorithms can be parallelized,
this implies a 107 circuit depth. So to produce a time-evolution
operator U (t ) with t ≈ 105–107 requires a quantum circuit
of depth 1012–1014 (ignoring logarithmic corrections). With a
microsecond logical gate time, the quantum computation time
would be from a week to a year long.

If our ground-state measurement uses the unitary walk op-
erator of Ref. [37] instead of the time-evolution operator, then
the spectral gap � in formulas (3)–(7) should be replaced by
arccos(1 − �/N ). We find that this method requires 104–106

applications of the unitary walk operator instead of the
105–107 unit-time evolution for systems with N ≈ 100 sites.
The circuit depth for implementing a single walk operator to
precision ε can be compressed [47] to 3 log(N ) log 1

ε
, where

ε is the accuracy with which logical gates are synthesized.
An accuracy ε = √

�/(100N2) should do [37], resulting in a
circuit depth 105–108 for N ≈ 100.

These circuit complexities are shown in Fig. 4, which
compares the T-depth of the rewind procedure using product
formulas simulated in Ref. [46] with all procedures described
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FIG. 4. T depth of the circuit presented is this work. Discrete
adiabatic evolution with qubitization and rewind procedure (filled
symbols) vs high-order products using sixth-order formulas with
empirical error bound [46] and rewind procedures only (empty
symbols).

in this work. For systems of intermediate sizes, the gain is
between one and six orders of magnitude.

VIII. CONCLUSION

Building on well-established quantum many-body meth-
ods for classical computers, we have devised a procedure
to estimate the cost of quantum ground-state preparation on
quantum computers. Besides its use as a benchmark, our
procedure could assist in the design and optimization of the
quantum simulation algorithm.

Our results show a significant improvement in required
resources over the theoretical adiabatic bound. Indeed, qubiti-
zation lowers the implementation cost of the unitary used and
the precision needed in quantum phase estimation. The latter
changes part of the scaling from 1/� to 1/acos(1 − �/N ),
which corresponds to a gain for the systems studied in this
work.

By extrapolating the general trend of our results, we can
predict that a time evolution as long as 106–1014 (in T depth)
is required to prepare the ground state of an intermediate-size
Hubbard system with the adiabatic algorithm. We have also
proposed an improved adiabatic optimization that decreases
these times to the range 104–108. The overall gain can be as
large as 106 for intermediate-size lattices.

These drops in computing time could be even more im-
pressive when combined to a clever adiabatic path. For
example, one could create a nonlinear interpolation, by us-
ing a symmetry-breaking field [32], as mentioned before. We
expect that combining the latter with the method described in
this paper would make an efficient algorithm for intermediate
size error-corrected quantum computers.
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APPENDIX A: SIMULATION METHOD

In this section, we provide details on the simulation meth-
ods used to solve the eigenproblem of the Hubbard models of
different sizes. For small systems, where this is possible, we
use exact diagonalization; otherwise we use DMRG to find
an approximate solution. The goal of this section is to enable
reproduction of the results.

1. Exact diagonalization

The exact results are computed with the Lanczos algorithm
[42]. To reduce the matrix size, which scales as 4N where N is
the number of sites, we only consider the subspace of interest
where the numbers of up (N↑) and down (N↑) spins are fixed,
leading to a matrix size

D =
(

N!

N↑!(N − N↑)!

)(
N!

N↓!(N − N↓)!

)
. (A1)

We chose the number of fermions to represent the worst-case
scenario, i.e., the smallest gap. For the small lattices, we found
that the smallest gap of the Hubbard model is at roughly
10% doping above (or equivalently below) half filling. We
choose to keep this filling factor in the hope to be close to
the smallest gap (at fixed number of spins) which correspond
to hard problems in the adiabatic setting. For example, for a
64-site lattice, half filling means 32 up spins and 32 down
spins. At 10% doping above (resp. below) half filling, we will
have 35 or 36 (resp. 29 or 28) up and down spins.

2. Density-Matrix Renormalization Group

For bigger lattice sizes, exact diagonalization is intractable.
We used DMRG, a tensor network method, to approximately
solve the eigenproblem. See Ref. [43] for a review. The
method has been implemented using the ITENSOR C++ library
[45]. To preserve the number of up and down spins, we used
the IQTensor object.

The m × k lattices (for a total of km = N sites and m > k)
are mapped to a MPS (see Fig. 5).

The energy error goal (tolerated error on the energy) is set
to 10−9, the number of sweep is set to 30 to reach the ground
state and to 40 to reach the first-excited state. Note that to find
the first-excited state, we need to set a penalty �̃ ∈ R∗

+ to the
ground state by running the DMRG again for the following
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FIG. 5. MPS of the m × k lattice (m = 5, k = 4).

TABLE I. The schedule of the sweep parameter given to the
IQTensor DMRG function (maximal bound dimension—maxm,
minimal bound dimension—minm, the truncation error cutoff—
Cutoff, the number of Davidson iterations—niter and the noise
term—Noise). The last row is the parameter used for the remaining
sweeps.

maxm minm Cutoff niter Noise

2 1 10−5 2 10−1

2 1 10−6 2 10−1

4 1 10−7 2 10−2

4 1 10−8 2 10−2

8 1 10−8 2 10−3

8 1 10−8 2 10−3

16 1 10−8 2 10−4

16 1 10−9 2 10−4

32 1 10−9 2 10−5

32 1 10−10 2 10−5

64 1 10−10 2 10−6

64 1 10−10 2 10−6

64 1 10−10 2 10−6

128 1 10−10 2 10−7

128 1 10−10 2 10−7

256 1 10−10 2 10−7

256 1 10−10 2 10−8

512 1 10−10 2 10−8

512 1 10−10 2 10−8

1024 1 10−10 2 10−9

Hamiltonian:

H ′ = H + �̃|ψ0〉〈ψ0|, (A2)

where |ψ0〉 is the ground state of H . By a trial and error
approach, we found that setting �̃ to the absolute value of the
ground-state energy if that value is higher than 1, and to 10 if it
is smaller than or equal to 1 give better result and convergence
rate.

For the other ITENSOR parameters, we built a ramp to avoid
getting stuck in a local minimum (see Table I).

APPENDIX B: SCALING

The scaling of the quantum adiabatic algorithm is bounded
above by O( 1

�2 ) [41], where � is the minimal gap of the time-
dependent Hamiltonian

H (t ) =
(

1 − t

τ

)
H0 + t

τ
Hf . (B1)

τ is the adiabatic parameter, H0 is the initial Hamiltonian with
an easy-to-prepare ground state, and Hf is the final Hamilto-
nian with the target ground state. In the discrete version, the
equivalent of the delay schedule τ is defined by the density of
steps and the precision of the energy measurements.

One could use a faster schedule in some instances and ob-
tain a better scaling than the theoretical bound. The procedure
introduced in the main paper results in a faster schedule than
constant-step linear interpolation. The minimal TTS finds a
trade-off between a long high-probability computation and
short low-probability computation repeated multiple times.
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FIG. 6. TTS obtained with and without qubitization (empty and
filled symbols reps.) on chain, m × 1, lattices. The units of the TTS
are set by the natural units of the Hubbard model (Thub = 1). The x
axis corresponds to the minimal gap of the original problem also in
the natural units of the Hubbard model (before qubitization).

We expect the scaling corresponding to the density of step to
be at worst 1/� for all instances.

By using qubitization, we modified both the gap and states
used for the evolution. The change in the gap has an obvi-
ous impact on the scaling, changing a factor from 1/� to
1/acos(1 − �̄), where �̄ is the gap of the normalized Hamil-
tonian. Qubitization will not change the density of steps used
but will affect the success probability of each step since the
states used are the eigenstates of Wj = exp{i acos(H̄j )}.

An exact study of the scaling including all contributions
(qubitization, schedule choice, rewind protocol) is hard to
perform. To get a sense of the scaling of our simulation, see
Figs. 6 and 7. Because the simulation results appear to de-

103 104 105
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102
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T
T
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2.632/Δ0.933

mX2 with qub.
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FIG. 7. TTS obtained with and without qubitization (empty and
filled symbols reps.) on ladder, m × 2, lattices. The units of the TTS
are set by the natural units of the Hubbard model (Thub = 1). The x
axis corresponds to the minimal gap of the original problem also in
the natural units of the Hubbard model (before qubitization).

pend on lattice depth, we focused on ladder and chain lattices
(m × 2 and m × 1). The horizontal axis is the inverse minimal
gap of the initial problem, thus, before qubitization. Since the
qubitization increases the gap size, it also reduces greatly the
cost of the adiabatic evolution (filled symbols). The scaling is
better than 1/�2 in all cases we studied. The density of steps
should be bounded by 1/�. However, the different trends
from the different lattice shapes indicate that the gap is not
the only determinant factor in our scaling. The implicit term in
the TTS is nontrivial. From the numerics, there is a significant
speedup, but we cannot distinguish what is general from what
is specific to the system used. Thus, the fitting curves on the
figures should be considered as guides, not as an actual scaling
of the method.
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Chapitre 3

Algorithme de marche aléatoire

The designation "random walk" seems apt since a realization of the process describes
the path of a person (suitably intoxicated) moving randomly one step forward or

backward
— Karlin, 2014 [36]

Les méthodes d’échantillonnage telles que celle de Monte-Carlo sont fréquemment

utilisées pour résoudre une variété de problèmes. On pense notamment à l’intégration

numérique et l’optimisation. Les chaînes de Markov, par exemple, permettent l’échan-

tillonnage d’une distribution de probabilité difficile à calculer. Étant donné la nature

de l’ordinateur quantique, l’une des applications envisagées est l’échantillonnage

d’une distribution de probabilité représentée par un état.

En 2004, Szegedy a introduit une discrétisation des marches bipartites réver-

sibles [37]. Toutefois, cette procédure ne permet pas de préparer directement la

distribution de probabilité visée. On se doit de combiner un tel processus à une

méthode comme le recuit simulé (approche similaire à l’évolution adiabatique) afin

d’obtenir un état représentant notre distribution. De plus, l’algorithme de Szegedy fait

usage d’un oracle. Nous nous sommes donc intéressés entre autres à optimiser, voire

reformuler, l’opérateur de marche de manière à avoir une implémentation explicite et

efficace.

L’algorithme de marche aléatoire élaboré pour cette thèse est basé sur plusieurs

concepts clefs, dont la quantification de marches aléatoires décrite par Szegedy

36



37

(pour une rétrospective, voir A.4), l’algorithme classique de Metropolis-Hastings [38]

(voir A.3) et une discrétisation de l’algorithme d’évolution adiabatique [27].

3.1 Article

Pour ce projet, j’ai fait les simulations et les calculs afin d’obtenir les résultats des

figures 1 et 2, ainsi que des tableaux 1 et 2. J’ai développé la décomposition en circuit

de l’opérateur de marche –incluant l’une des variantes par rapport à l’opérateur de

Szegedy. J’ai également démontré la correspondance de cette nouvelle formulation

avec l’opérateur de Szegedy et, de manière plus générale, avec les marches classiques

et quantiques. J’ai aussi développé l’usage heuristique de l’algorithme. Finalement,

j’ai aussi participé à la révision de l’article.

Cet article a été publié au journal Quantum :

Jessica Lemieux, Bettina Heim, David Poulin, Krysta Svore et Matthias Troyer.

Efficient Quantum Walk Circuits for Metropolis-Hastings Algorithm. Quantum, 4,

287 (2020), doi :10.22331/q-2020-06-29-287.
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We present a detailed circuit implemen-
tation of Szegedy’s quantization of the
Metropolis-Hastings walk. This quantum
walk is usually defined with respect to an
oracle. We find that a direct implemen-
tation of this oracle requires costly arith-
metic operations. We thus reformulate
the quantum walk, circumventing its im-
plementation altogether by closely follow-
ing the classical Metropolis-Hastings walk.
We also present heuristic quantum algo-
rithms that use the quantum walk in the
context of discrete optimization problems
and numerically study their performances.
Our numerical results indicate polynomial
quantum speedups in heuristic settings.

Markov chain Monte Carlo (MCMC) methods
are a cornerstone of modern computation, with
applications ranging from computational science
to machine learning. The key idea is to sam-
ple a distribution πx by constructing a random
walk W which reaches this distribution at equi-
librium Wπ = π. One important characteristic
of a Markov chain is its mixing time, the time it
requires to reach equilibrium. This mixing time is
governed by the inverse spectral gap ofW, where
the spectral gap ∆ is defined as the difference be-
tween its two largest eigenvalues. The runtime
of a MCMC algorithm is thus determined by the
product of the mixing time and the time required
to implement a single step of the walk.

Szegedy [28] presented a general method to
quantize reversible walks, resulting in a unitary
transformation UW . The eigenvalues eiθj of a
unitary matrix all lie on the unit complex cir-
cle, and we choose 0 = θ0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ . . . The
steady state |π〉 of the quantum walk is essen-
tially a coherent version |π〉 = ∑

x
√
πx|x〉 of the

classical equilibrium distribution π. The main
feature of the quantum walk is that its spectral

gap δ := θ1 ≥
√

∆ is quadratically larger than its
classical counterpart. Combined with the quan-
tum adiabatic algorithm [1, 6, 9], this yields a
quantum algorithm to reach the steady state that
scales quadratically faster with ∆ than the clas-
sical MCMC algorithm [27].

While at first glance this is an important ad-
vantage with far-reaching applications, additional
considerations must be taken into account to
determine if quantum walks offer a significant
speedup for any specific application. One of the
reasons is that it coud take significantly longer
to implement a single step UW of the quantum
walk than to implement a step W of the classi-
cal walk. Thus, quantum walks are more likely
to offer advantages in situations with extremely
long equilibration times. Moreover, we must ad-
dress the fact that classical walks are often used
heuristically out of equilibrium. When training
a neural network for instance, where a MCMC
method called stochastic gradient descent is used
to minimize a cost function, it is in practice often
not necessary to reach the true minimum, and
thus the MCMC runs in time less than its mix-
ing time. Similarly, simulated annealing is typi-
cally used heuristically with cooling schedules far
faster than prescribed by provable bounds – and
combined with repeated restarts. Such heuristic
applications further motivate the constructions of
efficient implementations of UW , and the develop-
ment of heuristic methods for quantum comput-
ers.

This article addresses these two points. First,
we present a detailed realization and cost anal-
ysis of the quantum walk operator for the spe-
cial case of a Metropolis-Hastings walk [12, 23].
This is a widespread reversible walk, whose im-
plementation only requires knowledge of the rel-
ative populations πx/πy of the equilibrium distri-
bution. While Szegedy’s formulation of the quan-
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tum walk builds on a classical walk oracle, our
implementation circumvents its direct implemen-
tation, which would require costly arithmetic op-
erations. Instead, we directly construct a related
but different quantum unitary walk operator with
an effort to minimize circuit depth. Second, we
suggest heuristic uses of this oracle inspired by
the adiabatic algorithm, and study their perfor-
mances numerically.

1 Preliminaries
1.1 Quantum Walk
We define a classical walk on a d-dimensional
state space X = {x} by a d× d transition matrix
W where the transition probability x→ y is given
by matrix elementWyx. Thus, the walk maps the
distribution p to the distribution p′ =Wp, where
p′y = ∑

xWyxpx. An aperiodic walk is irreducible
if every state in X is accessible from every other
state in X , which implies the existence of a unique
equilibrium distribution π =Wπ. Finally, a walk
is reversible if it obeys the detailed balance con-
dition

Wyxπx =Wxyπy. (1)

We now explain how to quantize a reversible clas-
sical walk W.

Szegedy’s quantum walk [28] is formulated in
an oracle setting. For a classical walk W, it as-
sumes a unitary transformation W acting on a
Hilbert space Cd ⊗ Cd with the following action

W |x〉 ⊗ |0〉 = |wx〉 ⊗ |x〉 =: |φx〉, (2)

where |wx〉 := ∑
y

√Wyx|y〉. Define Π0 as the
projector onto the subspace E0 spanned by states
{|x〉 ⊗ |0〉}dx=1. Combining W to the reflection
R = 2Π0 − I and the swap operator Λ, we can
construct the quantum walk defined by

UW := RW †ΛW (3)
= (2Π0 − 1)W †ΛW. (4)

Szegedy’s walk is defined as ΛW (RW †ΛW )RW †,
so it is essentially the square of the operator UW
we have defined, but this will have no conse-
quence on what follows aside from a minor sim-
plification.

To analyze the quantum walk UW , let us define
the state |ψx〉 := Λ|φx〉 = |x〉⊗ |wx〉 and consider

the operator

X := Π0W
†ΛWΠ0 (5)

=
∑

xy

〈φy|ψx〉|y〉〈x| ⊗ |0〉〈0| (6)

=
∑

xy

√
WxyWyx|y〉〈x| ⊗ |0〉〈0|. (7)

At this point, in order to use detailed balance
condition of Eq. (1), we need to assume that the
walk is reversible to obtain

X =
∑

xy

√
πx
πy
Wyx|y〉〈x| ⊗ |0〉〈0|, (8)

or, if we restrict the operator X to its sup-
port E0, we get in matrix notation X =
diag(π− 1

2 )W diag(π 1
2 ). The matrices X and W

are thus similar so they have the same eigenval-
ues. Define its eigenvectors

X|γ̃k〉 = λk|γ̃k〉, (9)

where λk are the eigenvalues of W. Because the
operator X is obtained by projecting the opera-
tor W †ΛW onto the subspace E0, its eigenvectors
with non-zero eigenvalues in the full Hilbert space
must have the form |γk〉 = |γ̃k〉 ⊗ |0〉.

If we consider the action of W †ΛW without
those projections, we get

W †ΛW |γk〉 = λk|γk〉 − βk|γ⊥k 〉 (10)

where |γ⊥k 〉 is orthogonal to the subspace E0, so in
particular it is orthogonal to all the vectors |γk′〉.
Finally, because W †ΛW is a unitary, we also ob-
tain that the |γ⊥k 〉 are orthogonal to each other
and that βk =

√
1− |λk|2. This implies that the

vectors {|γk〉, |γ⊥k 〉} are all mutually orthogonal
and that W †ΛW is block diagonal in that basis.

Given the above observations, it is straightfor-
ward to verify that

UW |γk〉 = λk|γk〉+
√

1− |λk|2|γ⊥k 〉 (11)

UW |γ⊥k 〉 =
√

1− |λk|2|γk〉 − λk|γ⊥k 〉, (12)

so the eigenvalues of Uk on the subspace spanned
by {|γk〉, |γ⊥k 〉} are e±iθk where cos θk = λk with
corresponding eigenvectors |γ±k 〉 = 1√

2(|γk〉 ±
i|γ⊥k 〉).
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1.2 Adiabatic state preparation
We can use quantum phase estimation [16] to
measure the eigenvalues of UW . In particular,
we want this measurement to be sufficiently ac-
curate to resolve the eigenvalue θ = 0, or equiva-
lently λk = 1, from the rest of the spectrum. As-
suming that the initial state is supported on the
subspace E0, the spectral gap of UW is δ = θ1 =
arccos(λ1) = arccos(1 − ∆) ∼

√
∆, so we only

need about 1/
√

∆ applications of UW to realize
that measurement. This is quadratically faster
than the classical mixing time 1/∆, which is the
origin of the quadratic quantum speed-up.

A measurement outcome corresponding to θ =
0 would produce the coherent stationary distri-
bution |π〉⊗ |0〉 := ∑

x
√
πx|x〉⊗ |0〉. Indeed, first

note that for any |ψ〉 such that X(|ψ〉 ⊗ |0〉) =
|ψ〉 ⊗ |0〉, Eq. (10) implies that UW(|ψ〉 ⊗ |0〉) =
|ψ〉⊗ |0〉. We can verify that this condition holds
for |ψ〉 = |π〉:

X
∑

x

√
πx|x〉 ⊗ |0〉 =

∑

xy

√
πx
πy
Wyx
√
πx|y〉 ⊗ |0〉

(13)
=
∑

xy

Wxy
√
πy|y〉 ⊗ |0〉 (14)

=
∑

y

√
πy|y〉 ⊗ |0〉 (15)

where we have used detailed balance Eq. (1) in
the second step and

∑
xWxy = 1 in the last step.

From an initial state |ψ〉 ⊗ |0〉 = ∑
k αk|γk〉,

the probability of that measurement outcome is
|〈ψ|π〉|2 = |α0|2. Therefore, the initial state |ψ〉
must be chosen with a large overlap with the
fixed point to ensure that this measurement out-
come has a non-negligible chance of success. If
no such state can be efficiently prepared, one
can use adiabatic state preparation [1, 9] to in-
crease the success probability. In its discrete for-
mulation [27] inspired by the quantum Zeno ef-
fect, we can choose a sequence of random walks
W0,W1, . . .WL = W with coherent stationary
distributions |πj〉. The walks are chosen such that
|π0〉 is easy to prepare and consecutive walks are
nearly identical, so that |〈πj |πj+1〉|2 ≥ 1− 1

L [27].
Thus, the sequence of L measurements of the
eigenstate of the corresponding quantum walk op-
erators UWj all yield the outcomes θ = 0 with
probability (1 − 1

L)L ∼ 1
e , which results in the

desired state. The overall complexity of this al-

gorithm is

C
L∑

j=1

1
δj

(16)

where δj is the spectral gap of the j-th quantized
walkWj and C is the time required to implement
a single quantum walk operator.

1.3 Metropolis-Hastings Algorithm
The Metropolis-Hastings algorithm [12, 23] uses
a special class of Markov chains which obey de-
tailed balance Eq. (1) by construction. The basic
idea is to break the calculation of the transition
probability x → y in two steps. First, a transi-
tion from x to y 6= x is proposed with probability
Tyx. Then, this transition is accepted with prob-
ability Ayx and otherwise rejected, in which case,
the state remains x. The overall transition prob-
ability is thus

Wyx =
{
TyxAyx if y 6= x
1−∑y TyxAyx if y = x.

(17)

The detailed balance condition Eq. (1) becomes

Rxy := Ayx
Axy

= πy
πx

Txy
Tyx

, (18)

which in the Metropolis-Hastings algorithm is
solved with the choice

Ayx = min (1, Rxy) . (19)

We note that our quantum algorithm can also be
applied to the Glauber, or heat-bath, choice [10,
30]

Ayx = 1
1 +Ryx

. (20)

The Metropolis-Hastings algorithm is widely
used to generate a Boltzmann distribution with
applications in statistical physics and machine
learning. Given a real energy function E(x) on
the configuration space X, the Boltzmann dis-
tribution at inverse temperature β is defined as
πβx = 1

Z(β)e
−βE(x) where the partition function

Z(β) ensures normalization. In this setting, it
is common practice to choose a symmetric pro-
posed transition probability Tyx = Txy, so the
acceptance probability depends only on the en-
ergy difference

Ayx = min
(
1, eβ[E(x)−E(y)]

)
. (21)
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Note that the Metropolis-Hastings algorithm can
be applied to quantum mechanical Hamiltonians
[29], where it can also benefit from a quadratic
speed-up using Szegedy’s quantization procedure
[31].

2 Circuit for Walk operator
Quantum algorithms built from quantization of
classical walks [2, 21, 27, 28] usually assume an
oracle formulation of the walk operator, where
the ability to implement the transformation W
of Eq. (2) is taken for granted. As we discuss be-
low in Appendix A, this transformation requires
costly arithmetic operations. One of the key in-
novations of this article is to provide a detailed
and simplified implementation of a walk operator
along with a detailed cost analysis of Metropolis-
Hastings walks. As it will become apparent, our
implementation circumvents the use of W alto-
gether.

For concreteness, we will assume a (k, d)-local
Ising model, where X = {+1,−1}n, and the en-
ergy function takes the simple form

E(x) =
∑

`

J`
∏

s∈Ω`
xs, (22)

where Ω` are subsets of at most k Ising spins, J`
are real coupling constants where ` ranges over all
the possible couplings (from 1 to nd

k ), and each
spin interacts with at most d other spins. Note
that for k = 2 and d ≥ 3, finding the ground state
is an NP-hard problem[3].

As it is always the case for Ising models, we
will assume that the proposed transitions of the
Metropolis-Hastings walk are obtained by choos-
ing a random set of spins and inverting their
signs. In other words, Tyx = f(x · y) where the
product is taken bit by bit and where f(z) is some
simple probability distribution on X − {1n} (it
does not contain a trivial move), so Tyx is clearly
symmetric. The distribution f(z) is sparse, in the
sense that it has onlyN ∈ O(n) non-zero entries.

For concreteness, we will suppose that f is uni-
form over some setM of moves, with |M| = N :

Txy =
{

1
N if z = x · y ∈M
0 otherwise . (23)

The most common example consists of single-spin
moves, where a single spin is chosen uniformly
at random to be flipped. More generally, we

will suppose that moves are sparse in the sense
that each move zj ∈M flips a constant-bounded
number of spins and that each spin belongs to
a constant-bounded number of different moves.
For j = 1, 2, . . . N , we use f(j) as a shorthand
for f(zj). With a further abuse of notation, we
view zj ∈ M both as Ising spin configurations
and as subsets of [n], where the correspondence
is given by the locations of −1 spins in zj .

A direct implementation of the unitaryW gen-
erally requires costly quantum circuits involv-
ing arithmetic operations. The complexity arises
from the need to uncompute a move register and
a Boltzmann coin when implementing W . This
turns out to be non-trivial and costly if a move
is rejected. Consequently, we do not implement
W , but instead present a circuit which is isomet-
ric to the entire walk operator UW , thus avoiding
the problem. In other words, we construct a cir-
cuit for ŨW := Y †UWY where Y maps

Y : |x〉 ⊗ |y〉 →
{
|x〉 ⊗ |x · y〉 if x · y ∈M
0 otherwise.

(24)

To minimize circuit depth, the second regis-
ter above is encoded in a unary representation,
so it contains N qubits and |z〉 is encoded as
|00 . . . 0100 . . .〉 with a 1 at the z-th position.
Since the state is already encoded in N qubits,
unary encoding adds only a small multiplicative
number of qubits compared to binary encoding.
In addition to these two registers, the circuit acts
on an additional coin qubit. Thus, we will de-
note the System, Move, and Coin registers with
corresponding subscripts |x〉S |z〉M |b〉C , and they
contain n, N , and 1 qubits respectively.

Our implementation of the walk operator com-
bines four components:

ŨW = RV †B†FBV (25)

where

V : |0〉M →
∑

j

√
f(j)|j〉M , (26)

B : |x〉S |j〉M |0〉C
→ |x〉S |j〉M

(√
1−Ax·zj ,x|0〉+

√
Ax·zj ,x|1〉

)
C
,

(27)
F : |x〉S |j〉M |b〉C → |x · zbj〉S |j〉M |b〉C , and (28)
R : |0〉M |0〉C → −|0〉M |0〉C ,
|j〉M |b〉C → |j〉M |b〉C for (j, b) 6= (0, 0) (29)
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While these definitions differ slightly from the
ones of Sec. 1.1, it can be verified straightfor-
wardly that these realize the desired walk oper-
ator, similar to our discussion in Sec. 1.1. In
what follows, we provide a complete description
of each of these components, and their complexity
is summarized in Table 1.

2.1 Move preparation V

Recall that the Move register is encoded in unary.
For a general distribution f , the method of [26]
can be adapted to realize the transformation
Eq. (26). Here, we focus on the case of a uni-
form distribution.

To begin, suppose thatN is a power of 2. Start-
ing in the state |000 . . . 01〉M , the state 1

N

∑
j |j〉M

(in unary) is obtained by applying a sequence of
N gates

√
SWAP in a binary-tree fashion. To see

this, recall that
√

SWAP|10〉 = 1√
2(|01〉 + |10〉).

The gate
√

SWAP is in the third level of the
Clifford hierarchy, so it can be implemented ex-
actly using a constant number of T gates. This
represents a substantial savings compared to the
method of [26] for a general distributions which
requires arbitrary rotations obtained from costly
gate synthesis.

When N is not a power of 2, in order to avoid
costly rotations, we choose to pad the distribu-
tion with additional states and prepare a distribu-
tion 1

2`
∑2`
j |j〉M where ` = dlog2Ne. The states

j = 1, 2, . . . N encode the N moves M of the
classical walk x → y = x · zj , while the addi-
tional states j > N correspond to trivial moves
x → x. This padding has the effect of slowing
down the classical walk by a factor 2`/N < 2, and
hence the quantum walk by a factor less than

√
2,

which is less than the additional cost of preparing
a uniform distribution over a range which is not
a power of 2.

2.2 Spin flip F

The operator F of Eq. (28) flips a set of system
spins zj conditioned on the coin qubit and on
the j-th qubit of the move register being in state
1. This can be implemented with at most Nc
Toffoli gates (controlled-controlled-NOT), where
the constant c upper-bounds the number of spins
that are flipped by a single move ofM. The coin
register acts as one control for each gate, the j-th
bit of the move register acts as the other control,

and the targets are the system register qubits that
are in zj , for j = 1, 2, . . . N . No gate is applied
to the padding qubits j > N .

This implementation has the disadvantage of
being purely sequential. An alternative im-
plementation uses O(N) additional scratchpad
qubits but is entirely parallel. The details of the
implementation depends on the sparsity of the
moves M, and in general there is a tradeoff be-
tween the scratchpad size and the circuit depth.
When the moves consist of single-spin flips for in-
stance, this uses N CNOTs in a binary-tree fash-
ion (depth log2N) to make N copies of the coin
qubit. The Toffoli gates can then be applied in
parallel for each move, and lastly the CNOTs are
undone.

2.3 Reflection R

The transformation R of Eq. (29) is a reflection
about the state |00 . . . 0〉M |0〉C . Using standard
phase kickback methods, it can be implemented
with a single additional qubit in state 1√

2(|0〉−|1〉)
and an open-control(N+1)-NOT gate. The latter
can be realized from 4(N − 1) serial Toffoli gates
[4] and linear depth.

Since our goal is to minimize circuit depth, we
use a different circuit layout that uses at most N
ancillary qubits and 4N Toffoli gates to realize
the (N + 1)-fold controlled-not. The circuit once
again proceeds in a binary tree fashion, dividing
the set of N + 1 qubits into (N + 1)/2 pairs and
applying a Toffoli gate between every pair with a
fresh ancilla in state 0 as the target. The ancillary
qubit associated to a given pair is in state 0 if and
only if both qubits of the pair are in state 0. The
procedure is repeated for the (N + 1)/2 ancillary
qubits, until a single bit indicates if all qubits are
in state 0. The ancillary bits are then uncom-
puted. Thus, the total depth in terms of gates in
3rd level of the Clifford hierarchy is 2 log2N .

2.4 Boltzmann coin B

The Boltzmann coin given in Eq. (27) is the most
expensive component of the algorithm, simply be-
cause it is the only component which requires ro-
tations by arbitrary angles. Specifically, condi-
tioned on move qubit j being 1 and the system
register being in state x, the coin register under-
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Gate 3L depth 3L count Total depth Qubits
V log2N + 1 2N log2N + 1 2N
F 1 N log2N + 1 2N + n

R 2 logN 4N 2 logN 2N
B O(2d log 1

ε ) O(N2d log 1
ε ) O(logN2d log 1

ε ) 2N + n+ 2

Table 1: Upper bound on the complexity of each component of the walk operator. The cost is measured in terms of
number of gates in the 3rd level of the Clifford hierarchy, which is equivalent to T depth up to a small multiplicative
factor. These are evaluated for a (k, d)-local Ising model with moves consisting of single-spin flips, in which case
N = n. These costs could otherwise increase by a constant multiplicative amount determined by k, d and the sparsity
of the moves z ∈M.

goes a rotation by an angle

θx,j = arcsin
(√

min{e−β∆j(x), 1}
)

(30)

for Metropolis-Hastings or

θx,j = arcsin
( 1

1 + eβ∆j(x)

)
(31)

for Glauber dynamics, where ∆j = E(x · zj) −
E(x). Given the sparsity constraints of the func-
tion E and of the moves zj ∈ M, the quantity
∆j can actually be evaluated from a subset of
qubits of the system register, namelyNj = {k|k ∈
Ω`, zj ∩ Ω` 6= ∅, ∀`}. For single-spin flips on a
(k, d)-local Hamiltonian, |Nj | ≤ kd by definition.
For multi-spin flips zj , we get |Nj | ≤ |zj |kd.

Thus, the Boltzmann coin consists of a se-
quence of N conditional gates Rj , where Rj itself
is a single-qubit rotation by an angle determined
by the qubits in the set Nj . Since each Nj is of
constant-bounded size, each Rj can be realized
from a constant number of T gates, so the en-
tire Boltzmann coin requires O(N log 1

ε ) T gates,
where ε is the desired accuracy for the synthesis
of single-qubits rotations. It is likely that a high
precision is needed to ensure the detailed balance
condition. We leave for future research the nu-
merical investigation of how low the precision can
be without causing significant errors.

Because all gates Rj act on the Coin register,
they must be applied sequentially. An alterna-
tive consists in copying the Coin register in the
conjugate basis of σy, i.e. | ± i〉 → | ± i〉⊗N since
a sequence of rotations eiθjσx is equivalent to a
tensor product of these rotations under this map-
ping. Moreover, any set of gates Rj with non-
overlapping Nj can be executed in parallel. Con-
sequently, the total depth can be bounded by a
constant at the expense of N additional qubits.

The complexity of the Boltzmann coin does
scale exponentially with the sparsity parameters
of the model however, namely as O(maxj 2|Nj |).
A circuit that achieves Rj consists of a sequence
of 2|Nj | single-qubit rotations by an angle given
by Eq. (30) or Eq. (31), conditioned on the bits
in Nj taking some fixed value. Each of these 2|Nj |
multi-controlled rotations require O(|Nj |) Toffoli
gates along with O(log 1

ε ) T gates, for an overall
circuit depth of O(2|Nj ||Nj | log 1

ε ) to realize Rj .
Perhaps a more efficient way to realize the

Boltzmann coin uses quantum signal process-
ing methods [11, 18–20]. This is a method
to construct a unitary transformation S2 =∑
x f(eiφx)|x〉〈x| from a controlled version of S1 =∑
x e

iφx |x〉〈x|. In the current setting, S1 =∑
x e

λi∆j(x)|x〉〈x| and we choose f(eiλ∆j(x)) =
ei2θx,j where θx,j is given at Eq. (30). Apply-
ing a Hadamard to the Coin qubit, followed by
a controlled S2 with the Coin acting as control,
and followed by a Hadamard on the Coin qubit
again results in the transformation that we called
Rj above and that builds up the Boltzmann coin
transformation B.

Above, the constant λ is chosen in such a way
that the argument of the exponential eiλ∆j(x)

is restricted to some finite interval which does
not span the entire unit circle, say in the range
[−π/2, π/2]. The exponential can be further de-
composed as a product

eiλ∆j(x) =
∏

`:Ω`∩zj 6=∅
exp

{
iλ2J`

∏

s∈Ω`
xs
}
. (32)

Each of these factors is a rotation by an angle
2J`, whose sign is conditioned on the parity of
the bits in λΩ`. The parity bit can be com-
puted using |Ω`| CNOTs, and the rotation is im-
plemented using gate synthesis, with a T -gate
count per transformation of O(log 1

ε ), which is
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dictated by the accuracy ε. The complexity of
quantum signal processing depends on the tar-
geted accuracy. More precisely, it scales with
the number of Fourier coefficients required to ap-
proximate the function f(eiθ) = min(1, e−θβ/λ)
or g(eiθ) = 1

1+eθβ/λ to some constant accuracy ε
on the domain θ ∈ [−π/2, π/2].

Quantum signal processing, or alternative
methods, will offer an advantage on some mod-
els, when there are different couplings and a high
number of body interactions for example. The
scaling of these methods is case dependent. In-
deed, it will highly depend on these couplings and
the number of spin flips zj .

3 Heuristic use
The Metropolis-Hastings algorithm is widely used
heuristically to solve minimization problems us-
ing simulated annealing or related algorithms
[15]. The objective function is the energy E(x).
Starting from a random configuration or an in-
formed guess, the random walk is applied until
some low-energy configuration x is reached. The
parameter β can be varied in time, with an ini-
tial low value enabling large energy fluctuations
to prevent the algorithm from getting trapped in
local minimums, and large final value to reach a
good (perhaps local) minimum.

In this section, we propose heuristic ways to use
the quantum walk in the context of a minimiza-
tion problem. We first recall the concept of total
time to solution [24] which we use to benchmark
and compare different heuristics. We then present
two quantum heuristics which we compare using
numerical simulations on small instances.

Since the purpose of our study is to compare
a classical walk to its different quantum incarna-
tions – as opposed to optimizing a classical walk
– we will use a schedule with a linearly increasing
value of β in time up to a fixed final value of β
in our comparison and expect our conclusions to
hold if an optimized β schedule was used instead
in both the classical and the quantum walks.

3.1 Total time to solution
When a random walk is used to minimize some
function E(x), the minimum x∗ is only reached
with some finite probability p. Starting from
some distribution q(x) and applying the walk W

sequentially t times, the success probability is
p(t) = (Wtq)(x∗). To boost this probability to
some constant value 1 − δ, it is sufficient to re-
peat the procedure L = log(1−δ)

log(1−p(t)) times. The
total time to solution is then defined as the dura-
tion of the walk t times the number of repetitions
L,

TTS(t) := t
log(1− δ)

log(1− p(t)) . (33)

There is a compromise to be reached between
the duration of the walk t and the success proba-
bility p(t) – longer walks can reach a higher suc-
cess probability and therefore be repeated fewer
times, but increasing the duration t of the walk
beyond a certain point has a negligible impact
on its success probability p(t). We thus define
the minimum total time to solution as min(TTS)
= mint TTS(t).

3.2 Zeno with rewind

In Sec. 1.2, we explained how to prepare the
eigenstate of UW with eigenvalue 1 using a se-
quence of walks W0,W1, . . . ,WL = W. In the
setting of Metropolis-Hastings where W is the
walk with parameter β, a natural choice of Wj

is given by βj = j
Lβ. An optimized β sched-

ule is also possible, but for a systematic compar-
ison with the classical walk, we choose this fixed
schedule, whose only parameter is the number of
steps L.

Let us revisit the argument of Sec. 1.2 to estab-
lish some notation. Define the binary projective
measurement {Qj , Q⊥j } := {|πj〉〈πj |, I−|πj〉〈πj |}.
This binary measurement can be realized from
1
δj

uses of UWj , where δj denotes the spectral
gap of UWj . Starting from the state |π0〉, the
Zeno algorithm consists in performing the se-
quence of binary measurements {Qj , Q⊥j } in in-
creasing value of j. The outcome Qj on state
|πj−1〉 yields state |πj〉 and occurs with proba-
bility F 2

j := |〈πj−1|πj〉|2. The sequence of mea-
surements succeeds if they all yield this outcome,
which occurs with probability

∏L
j=1 F

2
j and re-

quires
∑L
j=1

1
δj

applications of quantum walk op-
erator. For the algorithm to be successful, the fi-
nal measurement in the computational basis must
also yield the optimal outcome x∗, which occurs
with probability πL(x∗). Thus, the total time to
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solution for an L-step algorithm is

TTS(L) = log(1− δ)
log(1− πL(x∗)∏L

j=1 F
2
j )

L∑

j=1

1
δj
.

(34)
In the method outlined above, a measurement

outcome Q⊥j requires a complete restart of the al-
gorithm to β = 0. There exists an alternative to a
complete restart which we call rewind. It was first
described in the context of Zeno state preparation
in Ref. [17], but originates from Refs. [22, 29]. It
consists of iterating between the measurements
{Qj−1, Q⊥j−1} and {Qj , Q⊥j } until the measure-
ment Qj is obtained. It can easily be shown
that a transition between outcomes Qj−1 ↔ Qj
or Q⊥j−1 ↔ Q⊥j is F 2

j while the probability of
a transition between outcomes Qj−1 ⊥↔ Qj or
Qj−1 ↔ Q⊥j is 1− F 2

j . Given the cost 1
δj

of each
of these measurements, we obtain a simple recur-
sion relation for the expected cost of a successful
|πj−1〉 → |πj〉 transition with rewind, and thus
for the total time to solution for a L-step Zeno
protocol with rewind. The minimal total time to
solution is obtained by minimizing over L. In Ref.
[17], it was found that rewinding yields substan-
tial savings compared to the regular Zeno strat-
egy for the preparation of quantum many-body
ground states.

3.3 Unitary implementation
We propose another heuristic use of the quantum
walk which does not use measurement. Starting
from state |π0〉, it consists in applying the quan-
tum walk operators UWj sequentially, resulting in
the state

|ψ(L)〉 = UWL . . . UW2UW1 |π0〉, (35)

and ending with a computational basis measure-
ment. The algorithm is successful if a computa-
tional basis measurement yields the outcome x∗

on state |ψ(L)〉 (rewind could be used otherwise),
so the total time to solution for the L-step algo-
rithm is

TTS(L) = log(1− δ)
log(1− |〈x∗|UWL . . . UW2UW1 |π0〉|2) .

(36)
While we do not have a solid justification for

this heuristic use, in Ref. [7], a protocol was pro-
posed which used a similar sequence of unitaries,
but where each unitary was applied a random

number of times. The motivation for these ran-
domized transformations was to phase randomize
in the eigenbasis of the instantaneous unitary op-
erator. When the spectral gap of a unitary op-
erator is δ and that unitary is applied a random
number of times in the interval [0, 1

δj
], then the

relative phase between the eigenstate with eigen-
value 1 and the other eigenstates is randomized
over the unit circle, thus mimicking the effect of
a measurement (but with an unknown outcome).
From this analogy, we could expect that the uni-
tary implementation yields a minimal total time
to solution roughly equal to the Zeno-based algo-
rithm with no rewind. But as we will see in the
next section, its behavior is much better than an-
ticipated – this method is more efficient than the
Zeno algorithm with rewind, which itself is more
efficient than Zeno without rewind.

3.4 Numerical results
We have numerically benchmarked three heuris-
tic algorithms: the classical walk with a variable-
length linear interpolation between β = 0 and
β = 2 and starting from a uniform distribution;
the discrete, or Zeno-based adiabatic algorithm
with rewind; and the unitary algorithm of the
last subsection. The first system considered is a
one dimensional Ising model. Figure 1 shows the
quantum versus classical minimal total time to
solution. The results clearly indicate a polyno-
mial advantage of the quantum algorithms over
the classical algorithm. Surprisingly, both quan-
tum approaches show a similar improvement over
the classical approach that exceed the expected
quadratic speedup, with a power law fit of 0.42
using the unitary algorithm and 0.39 using the
Zeno algorithm.

The second system considered is a sparse ran-
dom Ising model: it has gaussian random cou-
plings J` of variance 1, and the interactions sets
Ω` (c.f. Eq. (32)) consist of a random subset of
3.5n of all the n(n − 1)/2 pairs of sites. Fig-
ure 2 shows quantum versus classical minimum
total time to solution for a random ensemble of
100 systems of each sizes n = 4 to 14. We ob-
serve that the unitary algorithm is consistently
faster than the classical algorithm, with an aver-
age polynomial speedup of degree 0.75, less than
the expected quadratic gain. Moreover, the dif-
ferent problem instances are all quite clustered
around this average behavior, suggesting that the
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Figure 1: Quantum versus classical minimum total time
to solution (min(TTS)) for a one dimensional Ising
model of length ranging from n = 3 to 12 at β = 2.
The line x = y is shown for reference of a quantum
speedup.

quantum speedup is fairly general and consistent.
In contrast the Zeno algorithm shows large fluc-
tuations about its average, particularly on very
small problem instances. The average polynomial
speedup is of degree 0.92, far worse than the uni-
tary algorithm. Overall, the results indicate a
polynomial advantage of the quantum methods
over the classical method, but these advantages
are much less pronounced than for the 1D Ising
model.

In both the one-dimensional and the random
graph Ising model, the unitary quantum algo-
rithm achieves very similar and sometimes supe-
rior scaling to the Zeno with rewind algorithm.
This is surprising given the observed improve-
ment obtained from rewind in Ref. [17] and our
expectation that the unitary algorithm behaves
essentially like Zeno without rewind.

4 Discussion
Our conclusion, and perhaps one of the key mes-
sages of this Article, is that even though the
quantum walk is traditionally defined with the
help of a walk oracle, its circuit implementation
does not necessarily require it, and this can lead
to substantial savings. In Appendix A, we discuss
the difficulty of implementing the quantum walk
unitary W . Appendix B presents an improved
parallelized heuristic classical walk for discrete
sparse optimization problems which could poten-
tially lead to significant improvements on a quan-
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Figure 2: Quantum versus classical minimum total time
to solution (min(TTS)) for a random sparse Ising model
at β = 2, k = 2 and d = 3.5n. 100 random problem
instances are chosen for each size, ranging from n = 4
to 14 .

tum computer. Unfortunately this walk is not re-
versible, which motivates further generalization
of Szegedy’s quantization to include irreversible
classical walks. In the rest of this section, we dis-
cuss the prospect of using the quantum walk to
outperform a classical supercomputer.

We have proposed heuristic quantum algo-
rithms based on the Szegedy walk for solving dis-
crete optimization problems. Theoretical bounds
show that the quantum algorithm can benefit
from a quadratic speed-up (x0.5) over its clas-
sical counterpart. Our numerical simulations
on small problem instances indicate a super-
quadratic speed-up (≈ x0.42) for the Ising chain,
see figure 1, and sub-quadratic speed-up (≈ x0.75)
for random sparse Ising graphs, see figure 2. It re-
mains an interesting question to understand more
broadly what type of problems can benefit from
what range of speed-up and why. With these
crude estimates in hand we can already look into
the achievability of a quantum speed-up on real-
istic devices.

We will compare performances to the special-
purpose supercomputer “Janus” [13, 14] which
consists of a massive parallel field-programmable
gate array (FPGA). This system is capable of per-
forming 1012 Markov chain spin updates per sec-
ond on a three-dimensional Ising spin glass of size
n = 803. A calculation that lasts a bit less than
a month will thus realize 1018 Monte Carlo steps.
On the one hand, assuming that the theoretically
predicted quadratic speed-up holds and since the
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numerics show a constant factor around 1, the
quantum computer must realize at least 109 steps
per month in order to keep up with the classical
computer. This requires that a single step of the
quantum walk be realized in a few milliseconds.
On the other hand, the super-quadratic speed-up
we have observed would allow almost a tenth of
a second to realize a single quantum step, while
the sub-quadratic speed-up would require that a
single step be realized within 0.1 microseconds.

Taking the circuit depth reported in Table 1
as reference with d = 6 for a three-dimensional
lattice leads to a circuit depth of log(803)× 26 ≈
1000. To avoid harmful error accumulation, the
gate synthesis accuracy ε should be chosen as
the inverse volume (circuit depth times the num-
ber of qubits) of the quantum circuit, roughly
ε−1 ≈ 803 × log(803) × 109 ≈ 1016, so on the or-
der of 4 log 1

ε ≈ 200 logical T gates are required
per fine-tuned rotation [5, 25], for a total logical
circuit depth of 200,000. With these estimates,
the three scenarios described above require logical
gate speeds ranging from an unrealistically short
0.5 picoseconds (sub-quadratic speed-up), to an
extremely challenging 1 nanosecond (quadratic
speed-up), and allow 0.5 microseconds (super-
quadratic speed-up).

We could instead compile the rotations offline
and teleport them in the computation [8], which
requires at least 4 log 1

ε ≈ 200 more qubits, but
increases the time available for a logical gate
by the same factor. Under this scenario, the
time required for each logical gate would range
from 0.1 nanoseconds (sub-quadratic speed-up),
to 20 microseconds (quadratic speed-up), and to
1 miliseconds (super-quadratic speed-up). These
estimates are summarized in Table 2. The lat-
ter is a realistic logical gate time for many qubit
architectures, while there is no current path to
achieve nanosecond logical gate times.

Given the above analysis, if a quantum com-
puter is to offer a practical speed-up, we conclude
that a better understanding of the class of prob-
lems for which heuristic super-quadratic speed-
ups can be achieved is required, and that we need
to optimize circuit implementations even further.
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A Walk oracle
Our implementation of the walk operator does not make use of the walk unitary W of Eq. (2). Since
the transition matrix elements Wxy can be computed efficiently, we know that W can be implemented
in polynomial time. But this requires costly arithmetics which would yield a substantially larger
complexity than the approach presented above.

To see how this complexity arises, consider the following implementation of W , which uses much of
the same elements as introduced above. The computer comprises two copies of the system register,
which we now label Left and Right. As before, it also comprises a Move register and a Coin register.
Begin with the Left register in state x and all other registers in state 0. Use the transformation V to
prepare the state |x〉L ⊗ |0〉R ⊗ |f〉M ⊗ |0〉C . Using n CNOTs, copy the state of the Left register onto
the Right register, resulting in |x〉L ⊗ |x〉R ⊗ |f〉M ⊗ |0〉C . Apply the move zj proposed by the Move
register to the Right register. If the Move register is encoded in unary representation as above, this
requires O(N) CNOTs, and results in the state

|x〉L ⊗
∑

j∈M

√
f(zj)|x · zj〉R ⊗ |zj〉M ⊗ |0〉C . (37)

Using a version of the Boltzmann coin transformation on the Left, Right and Coin register yields

|x〉L
∑

j

√
f(zj)|x · zj〉R|zj〉M

⊗
(√

1−A(x·zj)x|0〉+A(x·zj)x|1〉
)
C

(38)

= |x〉L
∑

y 6=x

√
Wyz|y〉R|x · y〉M

⊗
(√

A−1
yx − 1|0〉+ |1〉

)

C
. (39)

At this point, we swap the Left and Right registers conditioned on the Coin qubit being in state 1,
resulting in the state

∑

y 6=x

√
Wyx|y〉L|x〉R|x · y〉M |1〉C

+
∑

y 6=x

√
f(x · y)(1−Ayx)|x〉L|y〉R|x · y〉M |0〉C . (40)

Finally, reset the move register to 0 using 2N CNOTS with controls from the Left and Right registers.
At this point, the move register is disentangled and discarded, resulting in the state

∑

y 6=x

√
Wyx|y〉L|x〉R|1〉C

+
∑

y 6=x

√
f(x · y)(1−Ayx)|x〉L|y〉R|0〉C . (41)

The relative weights of the two branches are the same as the classical MCMC methods, which corre-
sponds to an acceptance rate of approximately 1/2.

This is quite similar to the state that would result from the quantum walk operator W of Eq. (2),
save for one detail. When the acceptance register is in state 0, the state

∑
y 6=x

√
f(x · y)(1−Ayx)|y〉R

of the right register needs to be mapped to the state
√Wxx|x〉R. Such a rotation clearly depends on

all the coefficients Ayx, and all implementations we could envision used arithmetic operations that
compute Axy.
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B Irreversible parallel walk
Note that the Boltzmann operator B has a total number of gates that scales with the system size n,
even though it is used to implement a single step of the quantum walk and that on average, a single
spin is modified per step of the walk. This contrasts with the classical walk where in a single step ofW,
a spin transition x→ x ·z is chosen with probability f(z), the acceptance probability is computed, and
the move is either accepted or rejected. Each transition x → x · z typically involves only a few spins
(one in the setting we are currently considering), so implementing such a transition in the classical
walk does not require an extensive number of gates. The complexity in that case is actually dominated
by the generation of a pseudo-random number selecting the location of the spin to be flipped. As a
consequence, the quantum algorithm suffers an n-fold complexity increase compared to the quantum
algorithm.

This motivates the construction of a modified classical walk for the lattice spin model which also
affects every spin of the lattice, putting the classical and quantum walks on equal footing in terms of
gate count. For simplicity, suppose that the set of moves zi ∈M consist in single-spin flips. We define
a parallel classical walk with transition matrix

Wyx =
N∏

j=1
[qBi(x)](1−

xi·yi
2 ) [1− qBi(x)](1+xi·yi

2 ) , (42)

where Bi(x) = min{1, eβ[E(x)−E(x·zi)]} and zi is the transition which consists of flipping the ith spin
only, so only spin i differ in x and x · zi. The variable 0 ≤ q ≤ 1 is a tunable parameter of the walk.
In other words, a single step of this walk can be decomposed into a sequence over spins i, and consists
of flipping i with probability q and accepting the flip with probability Bi(x) = min{1, eβ[E(x)−E(x·zi)]}.
Importantly, even if the moves are applied sequentially, the acceptance probability Bi(x) is always
evaluated relative to the state at the beginning of the step, even though other spins could have become
flipped during the sequence.

If instead the acceptance probability was evaluated conditioned on the previously accepted moves –
i.e. Bi(x) = min{1, eβ[E(x·ztot

i )−E(x·zi)]} where ztot
i is the total transition accumulated up to step i –

then this acceptance probability would be the same as used in the Metropolis-Hastings algorithm. Note
that for a local spin model with, e.g., nearest-neighbor interactions, the two acceptance probabilities
only differ if a neighbor of site i has been flipped prior to attempting to flip spin i. Because a
transition on each spin is proposed with probability q, the probability of having two neighboring spins
flipped is O(q2). Thus, we essentially expect a single step of this modified walk to behave like qn
steps of the original Metropolis-Hastings walk, with a systematic error that scales like nq2. Moreover,
this systematic error is expected to decrease over time since once the walk settles in a low-energy
configuration, very few spin transitions will turn out to be accepted, thus further decreasing the
probability of a neighboring pair of spin flips.

To verify the above expectation, we have performed numerical simulations on an Ising model

H =
∑

i,j

Ji,jxixj

where Ji,j were randomly chosen from {+1,−1}. Results are shown on Fig. 3. What we observe is
that, for an equal amount of computational resources, the parallelized walk outperforms the original
walk. This is true both in terms in reaching a quick pseudo minimum configuration at short times and
in terms of reaching the true minimum at longer times. Thus, while this parallelization was introduced
to ease the quantization procedure, it appears to be of interest on its own.

In this case, the quantum walk unitary W can easily be applied. We first proceed as in the previous
subsection and use CNOTs to copy the Right register onto the Left register, yielding state |x〉L⊗|x〉R.
Then, sequentially over all spins i, apply a rotation to spin i of the Left register conditioned on
the state of the spin i and its neighbors on the Right register. This rotation transforms |xi〉 →√

1− qBi(x)|xi〉 +
√
qBi(x)|xi〉. Note that the function Bi(x) only depends on the bits of x that are
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Figure 3: Energy above ground state of an Ising model on a complete graph with n = 500 vertices with random
binary couplings as a function of the number of Monte Carlo steps. Results are shown for regular Metropolis-Hastings
walk and the parallelized walk with different values of q = 1, 1

2 ,
1
4 ,

1
8 and 1

16 . The temperature was set to β = 3,
so the fixed point should be a low energy state. Since each step of the parallelized classical walk requires n = 500
times as many gates as the original walk, the time label of the parallel walk has been multiplied by n so it adequately
represent the number of computational resources. The parallel walk with q < 1 outperforms the original walk at long
times (see inset with first 150,000 steps) and achieves similar performances at short times as q approaches 1.

adjacent to site i, so this rotation acts on a constant number of spins so requires a constant number
of gates. Thus, the cost of the classical and the quantum parallel walks have the same scaling in n.
Combined to its observed advantages over the original classical walk, the parallel walk thus appears as
the ideal version for a quantum implementation.

Unfortunately, the parallel walk is not reversible – it does not obey the detailed-balance condition
Eq. (1). Thus, it is not directly suitable to quantization à la Szegedy. While quantization of non-
reversible walks were considered in [21], they require an implementation of time-reversed Markov chain
W∗ defined from W and its fixed point π as

W∗xyπx =Wyxπx. (43)

Unfortunately, we do not know how to efficiently implement a quantum circuit for the time-reversed
walk W ∗, so at present we are unable to quantize this parallel walk.
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Chapitre 4

Algorithme adiabatique basé sur la
réflexion

Quantum mechanics is simpler than classical mechanics, if one leaves out the physics.
In classical mechanics, we need to worry about whether the system is behaving like a

wave or particle. While [in quantum mechanics], it is the same rules for waves and
particles. Propagation will [behave] like waves and detection [...] like particles.

— Grover, 2021 [39]

Nous avons pu le constater dans les deux derniers chapitres, la préparation d’état

sur un ordinateur quantique peut être aussi bien une finalité qu’une sous-routine de

l’algorithme principal. Comme il s’agit de trouver un état associé à un hamiltonien, il

est facile de faire le parallèle avec l’algorithme de Grover. Ainsi, nous pouvons nous

attendre au mieux à une accélération quadratique, du moins, pour une utilisation

suivant les bornes analytiques d’un problème non structuré. Le fait est que les

problèmes d’intérêts ont souvent un minimum de structure nous permettant par

exemple de les exprimer en fonction d’un hamiltonien composé uniquement de termes

à quelques corps. La formulation adéquate d’un problème sous forme d’évolution

adiabatique pourrait permettre d’exploiter leur structure. Il n’est donc pas surprenant

de voir que l’usage heuristique fonctionne bien de manière générale.

En nous inspirant des projets précédents, nous avons donc développé un nouvel

algorithme : une évolution adiabatique basée sur la réflexion. Comme son nom l’in-

dique, l’algorithme utilise des réflexions –plutôt que des mesures projectives– pour
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calquer l’évolution. En ce sens, il s’agit d’un algorithme de Grover où l’espace succès

évolue au cours du calcul.

4.1 Article

C’est moi qui ai eu l’idée innovante à l’origine de ce projet. La définition de la

portée du projet a été faite par Pooya Ronagh – directeur du Hardware Innovation Lab

chez 1QBit – et moi-même. J’ai également fait les calculs et simulations nécessaires

à l’entièreté des résultats qui ont été vérifiés par les co-auteurs. Ces derniers et

moi-même avons tous participé à l’écriture de l’article.

Cet article a été soumis pour publication au journal Quantum et est disponible sur

l’arXiv : Jessica Lemieux, Artur Scherer et Pooya Ronagh. Reflection-Based Adiabatic

State Preparation, (2021), arXiv:2111.05461.
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We propose a circuit-model quantum algorithm for eigenpath traversal that is based on a combina-
tion of concepts from Grover’s search and adiabatic quantum computation. Our algorithm deploys
a sequence of reflections determined from eigenspaces of instantaneous Hamiltonians defined along
an adiabatic schedule in order to prepare a ground state of a target problem Hamiltonian. We
provide numerical evidence suggesting that, for combinatorial search problems, our algorithm can
find a solution faster, on average, than Grover’s search. We demonstrate our findings by applying
both algorithms to solving the NP-hard MAX-2SAT problem.

I. INTRODUCTION

Grover’s search [15] is a famous quantum algorithm
for unstructured search that offers a provable quadratic
speed-up in comparison to exhaustive classical search.
Variants of the algorithm have been studied since its in-
vention 25 years ago [1, 9, 10, 12]. Grover’s algorithm
was proven to be optimal in finding a marked element
in an unstructured problem [30]. However, many indus-
trially relevant real-world computational problems have
additional structures, and exploiting them could result
in potentially more-efficient heuristics that may outper-
form Grover’s search. Combinatorial and discrete opti-
mization problems are examples of such structured prob-
lems. In our research, we consider the Boolean satisfia-
bility problem as our working example. In particular, we
use the NP-hard MAX-2SAT problem for our numerical
studies.

We present a reflection-based adiabatic algorithm
(RBA) based on a combination of concepts from
Grover’s search and discrete adiabatic state prepara-
tion [2, 14, 19]. Our algorithm resembles eigenpath
traversal navigated by the quantum Zeno effect [7, 8],
but we replace projective measurements along the eigen-
path with reflections to guide the evolution. In Sec. IID,
we provide a discussion on the relationship between our
research and previous work. The implementation of the
RBA could follow any eigenpath traversal, such as along
the instantaneous ground states of an adiabatic evolu-
tion. The algorithm’s sequence of reflections can be in-
terpreted as slowly changing the marked state(s) when
conducting a search using Grover’s algorithm.

To study the potential of the RBA, we benchmark its
performance against that of Grover’s algorithm for small
instances of the MAX-2SAT problem. We believe that

∗ Corresponding author: jessica.lemieux@1qbit.com

the RBA can also be successfully applied to solving opti-
mization problems with non-classical objective functions.
Examples of such problems include preparing the ground
state of a generic Hamiltonian for fermionic systems, a
problem known to be QMA-hard [17, 18, 26].

II. ALGORITHM

The RBA uses a sequence of reflections (R1, R2, ..., RL)
defined by the ground states of a sequence of respective
Hamiltonians. Let us denote the k-th ground state in this
sequence by |Gk〉, where k ∈ {1, . . . , L}. The algorithm
consists of the following main steps:

1. Prepare the initial state |Init〉.
2. For k = 1, . . . , L, apply the reflection
Rk := 1− 2 |Gk〉〈Gk|.

3. Perform a measurement in the eigenbasis of the tar-
get problem Hamiltonian.

Depending on the type of problem, steps 1–3 may need
to be repeated. We expand on the details of these steps
in what follows.

A. Intermediate Hamiltonians

To define the “good” subspaces through which the re-
flections are applied, we introduce intermediate Hamil-
tonians along an adiabatic path, although our approach
allows more-generic paths. For simplicity, we use a linear
interpolation between the starting Hamiltonian H0 and
a problem Hamiltonian H1:

Hw := (1− w)H0 + wH1. (1)

A discretization in time corresponds to a sequence of
weights (w1, w2, ..., wL) that specify the instantaneous
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Hamiltonians (Hw1
, Hw2

, ...,HwL
). The ground states

of these instantaneous Hamiltonians, respectively, char-
acterize the corresponding good subspaces. The choice
of the weights wk could also be optimized classically by
minimizing the expected energy of the resulting states,
defining a hybrid quantum algorithm. These kinds of
hybrid quantum–classical algorithms are often studied
in the context of NISQ and variational quantum algo-
rithms [13, 27]. The classical component of these hy-
brid schemes is a nontrivial optimization problem that
is expected to scale poorly. For example, the barren
plateau [16, 25] is the phenomenon of gradient norms
decreasing exponentially fast, causing the need for expo-
nentially many gradient estimations to be made with re-
gard to problem size. Therefore, in Sec. III B we present
the results of our study on the decay rate of the gradient
norms for our hybrid scheme.

B. Reflections

The implementation of reflections requires information
about the eigenstates of the intermediate Hamiltonians,
which we do not have. However, this information can be
coherently acquired by performing quantum phase esti-
mation (QPE) in the basis of the respective intermediate
Hamiltonian, each time a reflection is deployed. In or-
der to do this coherently without collapsing the state,
the QPE step is followed by an energy value compari-
son with a classical threshold E∗. This energy threshold
could either be stored in an additional quantum register
or be “hard-coded” in the arithmetic needed for the com-
parison. The result of the comparison is stored in a flag
qubit. In other words, instead of measuring the energy
register, which would collapse the superposition state, we
obtain a flag qubit entangled with the eigenstates, such
that the qubit is in the state |1〉 when the eigenstates
correspond to an energy below the threshold E∗, and in
the state |0〉 otherwise. Effectively, this output corre-
sponds to marking the state around which the reflection
is performed. Recall that QPE is an algorithm for esti-
mating the phases associated with the eigenvalues of a
unitary operator. In our analysis, the unitaries are given
by Uk = eiHwk , which have the same eigenstates as Hwk

.
The phases that correspond to the eigenvalues of Hwk

are denoted by Ejwk
for every j-th eigenvalue. Thus, to

ensure that QPE differentiates between all eigenstates,
the Hamiltonians H0 and H1 must be normalized such
that 0 ≤ Ejwk

< 2π for all k and j. Note that this ap-
proach requires us to have lower and upper bounds for
the energy spectrum.

In what follows, we denote the j-th eigenstate of Hwk

by
∣∣ψjwk

〉
. The reflection Rk, for k = 1, . . . , L, can then

be implemented as follows.

1. Deploy QPE with Uk := eiHwk and an additional
register of sizeM used to hold the estimated energy

value:

QPE |0〉M |Ψ〉 =

2n−1∑

j=0

〈
ψjwk

∣∣Ψ
〉 ∣∣Ejwk

〉 ∣∣ψjwk

〉
. (2)

Here, |Ψ〉 is an arbitrary state and
∣∣Ejwk

〉
represents

the energy value corresponding to the eigenstate∣∣ψjwk

〉
of Hwk

.

2. Apply an energy value comparison with a classical
threshold E∗, which requires arithmetic. Append a
single-qubit ancilla initialized in the computational
state |0〉. If and only if Ejwk

< E∗, flip the ancilla.
If E∗ is chosen such that E0

wk
< E∗ ≤ E1

wk
(assum-

ing the ordering1 E0
wk

< E1
wk
≤ E2

wk
≤ . . . ), this

results in the entangled state

〈Gk|Ψ〉
∣∣E0

wk

〉
|Gk〉 |1〉

+
2n−1∑

j=1

〈
ψjwk

∣∣Ψ
〉 ∣∣Ejwk

〉 ∣∣ψjwk

〉
|0〉 , (3)

where |Gk〉 =
∣∣ψ0
wk

〉
.

3. Apply the Pauli-Z gate to the flag ancilla, which
results in a negative phase for the first term:

−〈Gk|Ψ〉
∣∣E0

wk

〉
|Gk〉 |1〉

+
2n−1∑

j=1

〈
ψjwk

∣∣Ψ
〉 ∣∣Ejwk

〉 ∣∣ψjwk

〉
|0〉 . (4)

4. Uncompute the registers for the energy comparison
and QPE to yield the following:

−〈Gk|Ψ〉 |Gk〉+

2n−1∑

j=1

〈
ψjwk

∣∣Ψ
〉 ∣∣ψjwk

〉
. (5)

A quantum circuit diagram for these steps is shown in
Fig. 1. This figure illustrates that the implementation
cost of a reflection is not significantly different from that
of a projective measurement. A projective measurement
would terminate after QPE deployment (step 1) by mea-
suring the register holding the energy value (cf. [8, 19]).
To ensure that QPE is able to differentiate between the
ground state and the first excited state, we need to esti-
mate the phases Ejwk

with a precision high enough to dis-
tinguish between E0

wk
and E1

wk
. In other words, the num-

ber of qubits required to hold the energy values obtained
from QPE must scale as M ∈ O (dlog2 (1/∆k)e), where
∆k := E1

wk
− E0

wk
is the k-th energy gap. As QPE scales

1 In the event of the ground states being degenerate, the threshold
is chosen to be between the ground state energy and the next
energy level.
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Figure 1. Quantum circuit for implementing a reflection

exponentially with respect to M , this leads to an overall
scaling of O(1/∆) in terms of a lower bound on the en-
ergy gaps, ∆ ≤ ∆k, for all k = 0, . . . , L. With respect to
the reflection, adding the energy comparison scales with
the number of qubits as M ∈ O (dlog2 (1/∆k)e). The
uncomputation of the ancillary registers (necessary for
reversible computation) doubles the cost. Thus, a projec-
tive measurement and a reflection have roughly the same
scaling in terms of query complexity, which is O(1/∆).

There are multiple alternatives for the implementation
of QPE. Normally, this algorithm requires Hamiltonian
simulation of the unitary Uk = eiHwk . This is typically
performed using techniques based on Lie–Trotter product
formulae [4], truncated Taylor series [5], quantum signal
processing [23], or qubitization [24]. Two difficulties are
usually encountered when implementing QPE by digi-
tally simulating the operator Uk = eiHwk : the error in-
troduced by the Hamiltonian simulation and ambiguities
in the phase. Using the framework of qubitization [24],
these difficulties can be eliminated by replacing Uk with
the qubiterate (see Refs. [6, 19, 28]). Since the energy
spectrum is changed by qubitization, using the qubiter-
ate will affect the query complexity of the reflections.
The query complexity becomes O (1/ arccos (1−∆)) in-
stead of O(1/∆) [19, 24]. There are also techniques that
incorporate the linear combination of unitaries or obliv-
ious amplitude amplification [11]. However, in view of
the actual purpose of our work, we do not include these
additional improvements. For simplicity, our analysis is
based on the original approach of implementing QPE by
simulating the unitary Uk.

C. Connection to Grover’s Search Algorithm

Grover’s search [15], and the related amplitude ampli-
fication algorithm [10], use two reflections: one through
the subspace spanned by the superposition state in the
“good” subspace, |Succ〉, and another one through the
subspace spanned by the initial state, |Init〉:

RG1 = 1− 2 |Succ〉〈Succ| = eiπ|Succ〉〈Succ| , (6)

RG2 = 1− 2 |Init〉〈Init| = eiπ|Init〉〈Init|. (7)

The algorithm repeatedly applies R1 followed by R2,
whose combined effect is called the Grover iteration.
The key uncertainty is in figuring out when to stop

to achieve the highest probability of success. If
| 〈Succ|Init〉 | = sin(θ/2), the optimal number of Grover
iterations is nopt

it = d π2θ − 1
2e, in which case the algorithm

outputs a solution state with a success probability equal
to sin2 [(nopt

it + 1/2) θ]. However, we generally do not
know the overlap | 〈Succ|Init〉 |. Since the probability
of success is periodic in nit in this scheme, exceeding nopt

it
results in its decrease. As for discrete adiabatic state
preparation [7], in our scheme, increasing the number of
intermediate steps will most likely increase the probabil-
ity of success.

On the other hand, Grover’s algorithm can also be
viewed as a special case of the RBA, where the weights
wk alternate between 0 and 1. Alternatively, imagine a
perfectly defined reflection that maps the initial state to
the desired target state in a single step. It can be shown
that the gap of the intermediate Hamiltonian correspond-
ing to such a reflection would be exactly sin(θ/2) (similar
to the proof made by Roland and Cerf [29]). Thus, im-
plementing this reflection using the steps described in
the previous section would lead to the same scaling, be-
cause the gap determines the precision needed for QPE.
Moreover, implementing a Trotter–Suzuki decomposition
of this reflection, with RG1 and RG2 as the composing op-
erators, would require a number of iterations that also
scales with 1/ sin(θ/2). Hence, we get the same scaling
as for Grover’s algorithm.

D. Connection to Eigenpath Traversal

The RBA performs a sequence of reflections to guide
the evolution of a quantum state. This sequence of re-
flections can be found by a discretization of an adiabatic
path, where the reflections are applied through the sub-
spaces spanned by the ground states of the instantaneous
Hamiltonians chosen. Previous studies have shown that
the traversal of an eigenpath can be accomplished by a
scheme resembling the quantum Zeno effect [7, 8, 19],
preparing the target states with high fidelity by perform-
ing a sequence of projective measurements. Normally,
the quantum Zeno effect involves frequently performing
projective measurements that are all in the same basis,
effecting a suppression of the system’s own dynamics and
“localizing” its quantum state in one of the eigensub-
spaces of the measured observable. In the context of
an adiabatic scheme, however, the measurement basis is
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continually changed during the computation: in order to
drag the system along an adiabatic evolution, the system
state is projected onto the ground state of the instanta-
neous Hamiltonians of the corresponding adiabatic sched-
ule. In the unlikely event of failure, the ground state can
be recovered using a rewind procedure [19].

It should be noted that the algorithm by
Boixo et al. [8] also uses reflections along the eigen-
path (defined as a sequence of eigenstates |ψs〉, for
0 ≤ s ≤ 1, of unitary operators Us or Hamiltonians
Hs). However, in that scheme, each instantaneous
reflection is controlled by an ancilla that is used to
flag the desired eigenstate |Gk〉 in that step. This flag
qubit is subsequently measured, which is, in effect, the
implementation of a binary projective measurement
{|Gk〉〈Gk| ,1−|Gk〉〈Gk|}. In the event of failure, another
reflection is used to introduce a significant overlap with
|Gk〉. This is akin to the effect of performing a rewind
procedure used by Lemieux et al. [19]. These operations
are repeated until the flag qubit signals the |Gk〉 has
been successfully prepared. Hence, although using
reflections, the overall progression of the algorithm [8]
results in a quantum Zeno effect–like eigenpath traversal.
In contrast, the RBA does not rely on intermediate
projective measurements. Instead, it deploys consecutive
reflections around the instantaneous eigenstates to tra-
verse the eigenpath without forcing the evolving system
state to “localize” in the instantaneous eigensubspace at
each step along the schedule.

In what follows, we demonstrate that a reflection
around an intermediate state gives a better probability
of success than a binary projective measurement defined
by the same state.

Let us denote the initial state and the final state by
|I〉 and |F 〉, respectively. Beginning with |I〉, we aim to
reach |F 〉 with as high a probability as possible. Fur-
thermore, let us introduce a sequence of binary projec-
tive measurements, {Pk, P̄k}, where Pk := |k〉〈k| and
P̄k := 1−Pk, as well as a sequence of independent corre-
sponding reflections, Rk = 1− 2 |k〉〈k|, for k ∈ {1, ..., L}.
Using the triangle inequality, given

δP := | 〈F |Pk |I〉 | − | 〈F |I〉 | ≥ 0, (8)

we have

δR := | 〈F |Rk |I〉 | − | 〈F |I〉 | ≥ 2δP. (9)

In other words, if an intermediate projective measure-
ment improves the overlap between the initial and the
final states, then the corresponding reflection will cause
an even greater overlap. This also means that we can
increase the probability of success by adding a reflection
whenever adding the corresponding projective measure-
ment is advantageous. Similarly, the use of a telescoping
sum implies that

| 〈F |
L∏

k=1

Rk |I〉 | − | 〈F |I〉 | =
L∑

k=1

δRk ≥ 2
L∑

k=1

δPk, (10)

Figure 2. Visualization of the reflection-based preparation of
the target state when adding reflections increases the overlap
with the target state, as | 〈F |P2R1 |I〉 | > | 〈F |R1 |I〉 |

Figure 3. Visualization of the reflection-based preparation of
the target state when adding a second reflection decreases the
overlap with the target state, as | 〈F |P2R1 |I〉 | < | 〈F |R1 |I〉 |

where

δRk := | 〈F |
k∏

j=1

Rj |I〉 | − | 〈F |
k−1∏

j=1

Rj |I〉 | (11)

and

δPk := | 〈F |Pk
k−1∏

j=1

Rj |I〉 | − | 〈F |
k−1∏

j=1

Rj |I〉 |. (12)

We illustrate these concepts in Fig. 2 and in Fig. 3. Fig-
ure 2 shows when the condition needed to improve the
probability of success is satisfied. Figure 3 illustrates the
case when, even if making two projective measurements
would increase the probability of success as compared
to just one, the condition for increasing the probability
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of success by adding a second reflection is not satisfied.
Note that in the latter case, performing one reflection
is actually better than making two projective measure-
ments to increase the overlap with the target state. For
details on the assumption that intermediate projective
measurements will result in an increase in the overlap,
see the work of Aharonov and Ta-Shma [3] and Boixo et
al. [7].

III. PERFORMANCE ANALYSIS OF THE RBA

To study the RBA, we compare its performance to
Grover’s search. We use the NP-hard MAX-2SAT prob-
lem as the reference problem.

A. Application to the MAX-2SAT Problem

In its conjunctive normal form, each MAX-2SAT
problem instance can be expressed as the Boolean
formula

∧

c∈C
(`c1 ∨ `c2) , (13)

where C denotes the set of all clauses composing the for-
mula. Here,

`c1 , `c2 ∈ {v0,¬v0, ..., vn−1,¬vn−1} (14)

are a pair of distinct literals specifying a clause c ∈ C,
and vk ∈ {True,False}, for k = 0, 1, . . . , n− 1, are n
Boolean variables. Notice that c1 and c2 serve as labels
for the two literals making up the clause c. For instance,
for the clause c = (¬vi ∨ vj), c1 = i and c2 = j. The
problem consists in the task of determining the maxi-
mum number of clauses c ∈ C that can be simultaneously
satisfied by an assignment to the Boolean variables.

The MAX-2SAT problem can be recast as the prob-
lem of finding the ground state of the 2-local Hamiltonian

HC :=
∑

c∈C

(
(−1)ν(`c1 )(−1)ν(`c2 )Zc1Zc2

+(−1)ν(`c1 )Zc1 + (−1)ν(`c2 )Zc2

)
, (15)

where Zk represents the Pauli operator pertaining to
variable vk, ν(`) = 0 if the literal l is not negated, and
ν(`) = 1 if it is. The mapping of the MAX-2SAT
problem to the Hamiltonian is such that the eigenval-
ues +1 and −1 of the Pauli-Zk operator correspond to
the Boolean values False and True of the variable vk,
respectively. The energy spectrum of this Hamiltonian
is such that, every time a clause is not satisfied for a
given variable assignment, there is a corresponding en-
ergy penalty of +3, and if a clause is satisfied, its energy
contribution is −1. Therefore, the ground states of this
Hamiltonian correspond to the variable assignments that

satisfy the maximum number of clauses. By shifting the
energy spectrum by |C|, the ground state energy would
be equal to zero if the problem is satisfiable, and higher
if it is not. This way, at any iteration, if the outcome of
measuring the energy is zero, it is certain that the prob-
lem is satisfiable. Also, note that the entire spectrum is
upper bounded by 4|C|.

In our analysis, the initial state is chosen to be the
uniform superposition

|+〉⊗n := Had⊗n |0〉⊗n =
1√
2n

2n−1∑

k=0

|k〉 , (16)

which can be easily generated by applying a Hadamard
gate Had to each qubit. This state is the ground state
of the transverse field Hamiltonian

Htrans := −
n−1∑

k=0

Xk, (17)

which is commonly chosen as the initial Hamiltonian of
the adiabatic schedule, where Xk is the Pauli-X operator
corresponding to vk.

B. Numerical Study

Our numerical benchmark includes simulations of
the success probability of the RBA and a cost anal-
ysis in comparison to Grover’s search in solving small
MAX-2SAT problem instances. Our results pertain to
classically optimized sets of reflection points and the ideal
choice of scaling parameters for H0 and H1. Note that,
in practice, to optimize reflection points along the path,
we would need to sample the final energy and use a clas-
sical optimizer to find a (sub-)optimal schedule for the
reflections.

Our numerical simulations use the following steps.

1. Perform the ideal normalization as follows:

H0 := 2π(Htrans − E0
trans1)/(E2n−1

trans − E0
trans),

H1 := 2π(HC − E0
C1)/(E2n−1

C − E0
C), (18)

where Ejtrans and E
j
C for j = 0, . . . , (2n − 1) are the

eigenvalues of energies of the Hamiltonian Htrans

and HC, respectively.

2. Set the total number of reflection points L = 1.

3. Use the Nelder–Mead optimization protocol to find
a set {w1, ..., wL} of reflection points (by mini-
mizing the probability of failure), assuming energy
thresholds between E0

wk
and E1

wk
for all k = 1, ..., L,

and compute the time to solution (TTS).

4. Repeat the previous step by performing
L = 2, 3, 4, ... reflections until a minimum TTS is
observed.
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In practice, we do not have access to E0
wk

and E1
wk

in step 3. However, we may use the known values of
both E0

0 and E1
0 , and an upper bound for E0

1 determined
using other techniques (e.g., polynomial-time approxima-
tion schemes [21] or local heuristic search methods [22]),
to construct a concave threshold function with respect
to w and tune the concavity of the function to estimate
tight upper bounds for E0

wk
for all reflection points wk.

We also note that the normalization in step 1 is consid-
ered “ideal” since we do not have access to E0

1 or E2n−1
1 .

However, we can use 4|C|, or another heuristically found
bound, as an upper bound for

(
E2n−1

1 − E0
1

)
.

For small problem instances with the number of vari-
ables n ∈ {5, ..., 13}, we compute the probability of suc-
cess ps (i.e, the modulus squared of the overlap between
the final computational state and the target state), given
the above choices of threshold, reflection points, and nor-
malization. The TTS is then given by

TTSRBA =
log ε

log(1− ps)
L∑

k=0

2r

∆k
, (19)

where ∆k = E1
wk
− E0

wk
is the normalized instantaneous

energy gap, r := |C|/n, and ε is the overall allowable
probability of failure. In our simulations, we set ε = 0.1.

In Eq. (19), the cost of each trial of the algorithm is∑L
k=0

2r
∆k

, as QPE requires a number of queries to Hamil-
tonian simulation unitaries that scales with the inverse of
the precision needed to distinguish between the energies
of the first excited state and the ground state. Moreover,
each unitary has a gate depth that scales with the ratio r.

The TTS for Grover’s algorithm is given by

TTSGrover =
log ε

log(1− ps)

nit∑

k=1

2r

∆T

=
log ε

log(1− ps)
2nitr

∆T
, (20)

where ∆T = 2π(E1
C−E0

C)/(E2n−1
C −E0

C) is the normalized
gap pertaining to the target Hamiltonian. Note that we
ignore the additional cost of RG1 .

We generate 20 distinct random instances for each
problem size and each r ∈ {4, 6, 8} (with the exception
of the combination n = 5 and r = 8, in which case there
is only one possible instance), and compute the corre-
sponding TTS values. We plot the results we obtain for
the RBA against those we obtain for Grover’s search in
Fig. 4 and in Fig. 5, where we can see a trend indicating
a speed-up relative to Grover’s search. The TTS depends
on both n and r. The impact of both of these parame-
ters is shown in colour, with the colour bars indicating
the number of variables in Fig. 4 and the ratio in Fig. 5.

These figures illustrate that, for small problem in-
stances, Grover’s algorithm performs better, but, as the
problem becomes harder, the RBA tends to outperform
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Figure 4. Improvement in TTS for the RBA compared to
Grover’s search. The colours indicate the number of variables
used for each problem instance.
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Figure 5. Improvement in TTS for the RBA compared to
Grover’s search. The colours indicate the ratio used for each
problem instance.

Grover’s algorithm. The reason is that the number of it-
erations required for our algorithm to reach a high prob-
ability of success grows more slowly with the system size
than in Grover’s search, as shown in Fig. 6, but each re-
flection has a higher cost (due to there being a smaller
gap for the instantaneous Hamiltonian in comparison to
H0 and H1).

Figure 6 shows the median values of the number of
iterations required for both algorithms to reach a target
probability of failure below 0.2. As expected, for Grover’s
algorithm, we observe an exponential dependence of the
number of iterations on the number of variables. For
the RBA, the nature of this relationship is not readily
apparent. As the number of iterations is discrete and
we only include simulations for problem instances with
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Figure 6. Median of the number of iterations versus the num-
ber variables for the RBA and Grover’s search that is needed
to obtain a probability of failure below a value of 0.2

up to 13 variables, it is hard to extract a clear trend.
However, we observe a significant decrease in the number
of iterations as compared to Grover’s search.

The TTS scaling of the RBA could potentially be re-
duced by using the method of qubitization [6, 19, 24, 28].
Indeed, qubitization would change the overlap be-
tween successive states as well as the gap from ∆ to
arccos

(
1− ∆

2π

)
, which has a greater impact for smaller

gap values [19]. This could potentially result in a further
improvement of the RBA over Grover’s search.

For a hybrid approach, in which we optimize the choice
of each wk using a classical optimizer, we study the phe-
nomenon of the barren plateau. To do so, we compute the
variance var

(
∂E
∂wi

)
when L = 2. We consider the same

problem instances as earlier. To sample the variation in
energy based on the positions of the reflections, we take
5000 random points uniformly distributed from within
the intervals

(
1
6 ,

1
2

)
and

(
1
2 ,

5
6

)
. In Fig. 7, we observe an

exponential decay with a rate of 0.08 for the median val-
ues of gradient variances. This is in contrast to the rate
of 0.685 obtained for the random parameterized quantum
circuits studied by McClean et al. [25]. The error bars
indicate the standard deviation.

Figure 8 shows the TTS ratio of the non-optimized
RBA (i.e., using equidistant reflection points between 0
and 1) over one that optimizes the reflection points versus
the number of reflections (i.e., the advantage offered by
the classical optimizer). We observe that not performing
the optimization adds, on average, a linear factor with
the number of reflections. Notice that, in some cases,
the non-optimized version has a smaller TTS. This is
because we minimize the probability of failure and not
the TTS. Indeed, for some cases, the smaller probabilities
of success exist alongside larger gaps, which can result
in a smaller TTS. Figure 9 shows the TTS for the non-
optimized RBA compared to the TTS for Grover’s search.
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Figure 7. Variance of the partial derivative of the expected
energy versus the number of variables for the RBA, demon-
strating an exponential decay associated with the existence of
a barren plateau for a schedule with two reflections
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Figure 8. Time-to-solution ratio of the non-optimized RBA
over one that is optimized versus the number of reflections.
The non-optimized RBA uses a schedule with equidistant re-
flection points. The optimized RBA uses a schedule that min-
imizes the probability of failure. A decrease in the TTS re-
sulting from optimizing the positions of the reflections can be
seen. The colours indicate the number of variables used for
each problem instance.

We observe that, even with a schedule with equidistant
reflection points, the RBA offers a speed-up over Grover’s
search. Figure 9 is equivalent to Fig. 4, except that it
does not include the optimization of the reflection points.

Finally, we empirically study the impact of having an
energy threshold between E1

wk
and E2

wk
and observe that

it does not result in a significant increase in the TTS. In
fact, in some cases, it results in a decrease in the TTS,
especially for instances that exhibit a closing energy gap
toward the end of the adiabatic path. This is due to



8

101 102 103

TTS for Grover’s Search

102

103

TT
S

fo
rt

he
R

BA
(N

ot
O

pt
im

ize
d)

20.67x0.490

y = x

Problem Instances

5

6

7

8

9

10

11

12

13

N
um

be
r

of
Va

ria
bl

es

Figure 9. Time to solution for the non-optimized RBA versus
the TTS for Grover’s search. Optimization of the reflection
points is not performed; the figure is otherwise equivalent to
Fig. 4. The non-optimized RBA uses a schedule with equidis-
tant reflection points. The colours indicate the number of
variables used for each problem instance.

there being a reduced-precision requirement needed to
implement QPE. Indeed, in this case, the precision re-
quirement scales inversely with (E2

wk
− E0

wk
) instead of

with (E1
wk
− E0

wk
). Thus, we expect that the RBA is

not significantly sensitive to optimal choices of energy
thresholds.

IV. CONCLUSION

We have presented a new circuit-model quantum algo-
rithm for preparing the ground state of a target prob-
lem Hamiltonian. The reflection-based adiabatic algo-
rithm (RBA) is based on a combination of concepts from
Grover’s search and adiabatic quantum computation. We
have shown that the resource requirements for the RBA
to reach the target state with a high probability of success
scale favourably compared to Grover’s search in solving
MAX-2SAT problem instances. We used the time-to-
solution metric (TTS), that is, the time needed to find
a solution for a particular problem instance with high
confidence (e.g., a rate of 90%). Although our algorithm
has a higher implementation cost per reflection, as the
probability of success increases faster with the number
of reflections than it does in Grover’s search, the TTS
scales better.

The complexity analysis made by Boixo et al. [8] sug-
gests that path traversal algorithms could outperform
Grover’s algorithm in solving search and optimization
problems. In the present work, we have provided numer-
ical evidence supporting this claim. Although the RBA
does not employ projective measurements but instead
uses reflections to traverse the eigenpath, the inequali-

ties from Sec. IID suggest that its query complexity is
not worse than given by Boixo et al. [8].

Previous work on discrete adiabatic state prepara-
tion using continual instantaneous projective measure-
ments [19] incorporated techniques such as qubitiza-
tion [24] and a rewind procedure. We expect that qubiti-
zation would also reduce the implementation cost of the
reflections in the RBA. However, a rewind procedure is
not helpful in a unitary scheme (i.e., without projec-
tive measurements); thus, we have not employed such
a procedure in our implementation, which benefits from
full quantum parallelism. Indeed, it is not only the
ground states along an adiabatic path that contribute to
the probability amplitude of obtaining the desired tar-
get state, but so do the excited states. The contribu-
tion of the excited states becomes especially important in
schemes where the gap closes toward the end of the adia-
batic schedule, which is the case for degenerate instances
of MAX-kSAT problems. Moreover, in real-world ex-
periments, the measurements required in measurement-
based adiabatic schemes are generally slower and much
more prone to suffering from errors than are unitary
quantum gates. In light of our findings, we also believe
that the heuristic use of the walk operator by Lemieux et
al. [20] works well without employing phase randomiza-
tion [7], because the walk operator consists of reflections.

In looking toward potential implementations of a hy-
brid RBA scheme supplemented by a classical optimiza-
tion loop, we have investigated the barren plateau phe-
nomenon. Our simulations indicate that there is a small
exponential decay associated with the existence of a bar-
ren plateau, with a rate of 0.08. However, the decrease
in the TTS resulting from optimizing the positions of re-
flections along an adiabatic path scales linearly with the
number of reflections. Since the number of reflections
employed in the RBA scales more slowly than that in
Grover’s search, we expect that, even without optimiza-
tion, the RBA algorithm will provide a greater speed-up,
on average, than Grover’s search.
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Conclusion

The nineteenth century was known as the machine age, the twentieth century will go
down in history as the information age. I believe the twenty-first century will be the

quantum age
— Davies, 1997 [40]

Au cours de cette thèse, nous avons présenté trois algorithmes et les ressources

nécessaires pour obtenir les résultats escomptés avec une grande fidélité. Ces algo-

rithmes sont tous basés sur une discrétisation de l’évolution adiabatique. Nous avons

observé que l’usage heuristique des méthodes offre une réduction du coût moyen des

algorithmes. En effet, une discrétisation moins dense, correspondant à une évolution

rapide dans le cas analogique, réduit considérablement les ressources en conservant

une grande probabilité de succès.

L’évolution adiabatique discrète présentée au chapitre 2 démontre bien le gain

attribuable à des méthodes astucieuses comme la qubitisation. En effet, l’efficacité de

la procédure combinée à l’agrandissement du gap est probablement ce qui offre le plus

grand gain : jusqu’à six ordres de grandeur pour des réseaux d’une cinquantaine de

sites. Le gap passe de ∆ à arccos(1−∆/2π) grâce à la qubitisation. De là, le coût des

ressources diminue grandement, puisque l’algorithme d’évolution adiabatique ainsi

que l’estimation de phase nécessite un nombre d’opérations variant selon l’inverse

du gap. En annexe de l’article, nous avons présenté la tendance pour les chaînes

(1D) et les réseaux échelles (m×2). Dans les deux cas, la tendance s’avère inférieure

aux bornes théoriques de l’évolution adiabatique. De plus, l’impact sur les réseaux

échelles, un problème plus difficile que celui 1D, semble supérieur, c’est-à-dire qu’on y

note une croissance des ressources plus lente. Rappelons que ces tendances sont en

65
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fonction du gap initial, ce qui illustre l’attrait des procédures non physiques comme la

qubitisation. Ces procédures sont possibles pour le modèle de circuit et non pas pour

un appareil analogique.

La procédure de rembobinage, quant à elle, offre un gain moins grand (un peu

plus d’un ordre de grandeur). Nous pourrions être tentés de critiquer l’usage de cette

méthode puisqu’il s’agit d’une simulation longue plutôt que de plusieurs simulations

courtes, ce qui devrait nécessiter l’usage de codes de correction d’erreurs plus coûteux.

Or, les mesures projectives évitent l’accumulation d’erreurs. Ainsi, la procédure ne

devrait pas augmenter le coût d’implémentation.

L’algorithme de marche quantique présenté dans cette thèse semble offrir un

avantage sur le cas classique et sur l’opérateur de Szegedy. En effet, l’opérateur

présenté est en quelque sorte la racine de l’opérateur de Szegedy, ce qui permet une

réduction du coût par un facteur deux. On observe également des accélérations sous-

quadratiques et super-quadratiques comparativement au cas classique.

Nous avons également utilisé une évolution adiabatique rapide, en évitant la

méthode de randomisation de phases [27]. Au moment de soumettre l’article, nous

ne comprenions pas exactement pourquoi nous avions une bonne convergence sans

cette méthode qui imite l’effet de la mesure projective. L’article suivant, sur l’algo-

rithme d’évolution adiabatique basé sur les réflexions, offre une explication. En effet,

l’opérateur de marche n’est pas un unitaire quelconque, c’est une réflexion. Celle-ci

permet de parcourir le chemin adiabatique, ou le recuit simulé, plus rapidement que

la mesure projective.

L’algorithme d’évolution adiabatique basé sur les réflexions semble prometteur.

En effet, le gain sur la probabilité de succès est très grand, même pour de petits

problèmes (moins de 14 variables) comparativement à l’algorithme de Grover. On

observe également un gain du temps de solution (TTS) malgré le coût élevé des

réflexions. En combinant des procédures telle que la qubitisation, nous devrions

pouvoir élargir le gap et réduire le nombre d’opérations nécessaires aux réflexions, qui

sont très coûteuses. Évidemment, nous ne bénéficierons pas du fait que les mesures

projectives évitent l’accumulation d’erreur au cours du calcul. Par contre, n’utilisant

plus de mesures projectives, les étapes intermédiaires ne peuvent guère échouer.
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En somme, le coût réel des algorithmes est très élevé. J’ai souvent entendu que l’or-

dinateur quantique sera majoritairement composé de modules de corrections d’erreurs

entrecoupés de quelques calculs seulement. La nécessité de la correction d’erreur en-

traîne un surcoût majeur et est donc l’une des entraves principales à l’obtention d’un

appareil démontrant la suprématie quantique. Étant donné la rapidité des processeurs

classiques, les instances qui offriront un gain pratique sur les algorithmes classiques

sont hors d’atteinte pour le moment. Les optimisations présentées dans cette thèse

démontrent la possibilité de réduire considérablement les ressources nécessaires aux

calculs quantiques, et donc la possibilité d’avoir des applications pratiques, surpassant

les capacités des ordinateurs classiques, plus rapidement que les prévisions actuelles.

Le défi de construire un ordinateur quantique qui n’aurait pas besoin d’autant de

corrections d’erreurs persiste.

If nature can do it, we can do it too
— Grover, 2021 [39]



Annexe A

Matériel supplémentaire

A.1 Algorithme d’estimation de phase

L’algorithme d’estimation de phase quantique (EPQ) permet d’extraire les valeurs
propres d’un opérateur et de distinguer ses états propres. Prenons, par exemple, un
unitaire exprimé sous la forme U = eiH , pour un hamiltonien H. La valeur propre de
l’unitaire, associée au vecteur propre | j〉, est donnée par une expression de la forme
eiE j , où E j la jième valeur propre de H. Rappelons que H et U ont les mêmes vecteurs
propres. L’EPQ appliquée à un état quelconque

∣∣ψ〉
permet d’obtenir la superposition

EPQ
∣∣ψ〉=∑

j

〈
j
∣∣ψ〉∣∣E j/2π

〉 | j〉 .

Dû à la périodicité de l’exponentielle complexe, les valeurs propres doivent satisfaire
0≤ E j < 2π pour tout j afin de pouvoir être distinguées clairement les unes des autres.
Ainsi, une mesure de l’énergie provoque l’effondrement de la fonction d’onde dans
l’état propre associé.

L’EPQ se base sur deux principes : le retour de phase et la transformée de Fourier
quantique.

Retour de phase Comme | j〉 est état propre de U , appliquer U à | j〉 ne fait qu’ajou-
ter une phase. Ainsi, si l’on contrôle l’opération par un qubit dans l’état |+〉, la phase
n’apparaîtra que lorsque le qubit de contrôle est dans l’état |1〉. C’est ce qu’on appelle
le retour de phase, puisque la phase semble être appliquée au qubit de contrôle. Par
exemple, supposons que U | j〉 =−| j〉, alors :

(C−U) |+〉| j〉 = |−〉| j〉 , (A.1)
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|0〉 H · · · •
(
|0〉+ e2πi(2

t−1ϕ) |1〉
)
/
√
2

|0〉 H • · · ·
(
|0〉+ e2πi(2

2ϕ) |1〉
)
/
√
2

|0〉 H • · · ·
(
|0〉+ e2πi(2

1ϕ) |1〉
)
/
√
2

|0〉 H • · · ·
(
|0〉+ e2πi(2

0ϕ) |1〉
)
/
√
2

|j〉 /n U20 U21 U22 · · · U2t−1 |j〉

FIGURE A.1 – Première étape de l’estimation de phase

la notation C−U désigne l’opération contrôle-U . De manière générale, nous pouvons
écrire la valeur propre comme étant e2πiϕ. Ainsi, nous avons :

(C−U) |+〉| j〉 = (|0〉+ e2πiϕ |1〉) | j〉 . (A.2)

D’où on peut conclure :

(C−U)2k |+〉| j〉 = (|0〉+ e2πi2kϕ |1〉) | j〉 . (A.3)

La première étape de l’algorithme est illustrée à la Fig. A.1. Le retour de phase se
fait en appliquant une tour de Hadamard au premier registre, le registre ancillaire,

|0〉⊗t H⊗t
−−→ |+〉⊗t =∑2t−1

k=0 |k〉 puis en appliquant une série de C−U à la puissance 2k où
k va de t à 0, du premier au dernier qubit ancillaire respectivement. L’état à la fin de
cette première étape est donc [13] :

1
2t/2 (|0〉+ e2πi2t−1ϕ |1〉)(|0〉+ e2πi2t−2ϕ |1〉) . . . (|0〉+ e2πi20ϕ |1〉)= 1

2t/2

2t−1∑
k′=0

e2πiϕk′ ∣∣k′〉 (A.4)

Si ϕ peut s’écrire exactement avec t bits, alors on exprime ϕ=∑t
k=1ϕk2−k, ou de

manière abrégée, ϕ= 0.ϕ1ϕ2 . . .ϕt. Notons que si ϕ ne peut s’écrire exactement avec t
bits, alors nous avons une approximation de ϕ à une précision 2−t. L’approximation
doit être suffisamment précise pour distinguer deux états rapprochés, c’est-à-dire
qu’elle doit être plus précise que la différence des valeurs propres. On peut récrire
l’équation précédente avec cette nouvelle notation :
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|ϕ1〉 H R2 · · · Rt−1 Rt
(
|0〉+ e2πi0.j1···jt |1〉

)
/
√
2

|ϕ2〉 • · · · H · · · Rt−2 Rt−2 · · · (
|0〉+ e2πi0.j2···jt |1〉

)
/
√
2

...
...

|ϕt−1〉 • • · · · H R2

(
|0〉+ e2πi0.jt−1jt |1〉

)
/
√
2

|ϕt〉 • • · · · • H
(
|0〉+ e2πi0.jt |1〉

)
/
√
2

FIGURE A.2 – Transformée de Fourier quantique

1
2t/2 (|0〉+ e2πi0.ϕt |1〉)(|0〉+ e2πi0.ϕt−1ϕt |1〉) . . . (|0〉+ e2πi0.ϕ1...ϕt−1ϕt |1〉) (A.5)

L’entièreté de l’information qui nous intéresse est contenue dans les phases de l’état,
c’est pourquoi nous allons faire appel à la transformée de Fourier inverse.

Transformée de Fourier quantique La transformée de Fourier quantique (TFQ)
est identique à la transformée de Fourier discrète. Cette dernière permet de passer
d’un vecteur de nombres complexes (x0, ..., xN−1) à un autre (y0, ..., yN−1) où

yk′ ≡ 1p
N

N−1∑
j′=0

x j′ e2πi j′k′/N . (A.6)

De manière équivalente, la TFQ sur un état arbitraire est définie comme

N−1∑
j′=0

x j′
∣∣ j′

〉→ N−1∑
k′=0

yk′
∣∣k′〉

où yk′ sont données par la transformée de Fourier discrète de x j′ [13]. Sur des vecteurs
de base |0〉 , ..., |N −1〉, l’effet est directement

∣∣ j′
〉→ 1p

N

N−1∑
k′=0

e2πi j′k′/N ∣∣k′〉 .

On remarque que la TFQ permet de transférer l’information contenue dans la base
de l’état vers ses amplitudes. L’algorithme est coûteux. Pour t qubits, O(t2) contrôle-
opérations sont nécessaires. Toutefois, les opérations sur la phase sont en général
plus efficaces que sur l’état du qubit ce qui rend, entre autres, cette sous-routine
avantageuse ; elle permet le changement de base entre la base de calcul et la "base de
Fourier".
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|0〉 /n H⊗n • FT †

|j〉 /n U j |j〉

FIGURE A.3 – Estimation de phase quantique

Le circuit quantique de la TFQ est illustré à la Fig. A.2. Les rotations

Rk =
[

1 0
0 e2πi/2k

]
(A.7)

L’EPQ, illustrée à la Fig. A.3, permet ainsi d’extraire l’information relative à la
phase grâce à une série d’opérations dans l’espace de Fourier. En effet, la tour de
Hadamard coïncide exactement à la TFQ sur l’état zéro. Puis, le retour de phase
permet l’obtention de l’information relative aux valeurs propres. Cette information,
encodée dans les amplitudes relatives des qubits ancillaires, est transférée dans l’état
des qubits grâce au changement de base effectué par la TFQ inverse.

A.2 Le modèle de Hubbard

Hubbard a proposé un modèle approximatif décrivant l’interaction d’électrons
de bandes étroites. Le modèle décrit, avec une mathématique plus simple que celle
décrivant exactement l’interaction de Coulomb, les matériaux où les interactions entre
électrons sont importantes [31]. On réduit souvent la complexité du modèle en ne
considérant qu’une orbitale par site plutôt que la structure électronique complète [41].

Il existe quatre états possibles par site :

|Vide〉 = |0〉 , |↑〉 , |↓〉 , et |↑↓〉 .

L’espace de Hilbert croît donc comme 4n où n est le nombre de sites. Le hamiltonien,
H, est défini comme :

H = ∑
σ〈i, j〉

(Ti j c†
iσc jσ+T∗

ji c
†
jσciσ)+U

∑
i

ni↑ni↓ (A.8)
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L’opérateur c†
iσ représente l’opérateur de création au site i d’un fermion de spin

σ = {↑,↓} par opposition à l’opérateur d’annihilation ciσ. La notation 〈i, j〉 souligne
que le terme est autorisé uniquement entre deux sites adjacents (premier voisin).

cσ |σ〉 = |0〉 c†
σ |σ〉 = 0 (A.9)

cσ |0〉 = 0 c†
σ |0〉 = |σ〉 (A.10)

(A.11)

Ils obéissent aux relations suivantes :

{ci, c†
j}= ci c†

j + c†
j ci = δi j (A.12)

{ci, c j}= 0 (A.13)

{c†
i , c†

j}= 0 (A.14)

La matrice T appelée matrice de saut, décrit les amplitudes des transitions pos-
sibles entre les sites. Par exemple, Ti j = 0 implique qu’un déplacement du site i au
site j d’une particule est impossible. Le premier terme de A.8 exprime donc l’énergie
cinétique (déplacement des fermions).

L’opérateur niσ = c†
iσciσ représente l’occupation du site i par un fermion de spin σ

et donc ni↑ni↓ représente la double occupation du site i.

nσ |0〉 = 0 nσ |σ〉 = |σ〉 nσ |↑↓〉 = |↑↓〉 (A.15)
n↑n↓ |0〉 = 0 n↑n↓ |σ〉 = 0 n↑n↓ |↑↓〉 = |↑↓〉 (A.16)

Ainsi, en comptant le nombre de doubles occupations, on obtient l’énergie poten-
tielle (l’interaction entre les fermions) dont l’échelle est fixée par U . On remarque que
l’interaction entre particules se limite à une courte distance — sur un même site pour
être exact.

Intérêt et plage d’application À demi-remplissage, le modèle décrit le compor-
tement d’un isolant de Mott [41]. Un isolant de Mott est un matériau typiquement
conducteur qui possède une phase isolante causée par l’interaction électron-électron.
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En effet, sous certains paramètres, la forte interaction causée par U induit un gap
dans la bande originale d’énergie, ce qui donne naissance à cette phase isolante [42].
Dans le cas décrit par le modèle de Hubbard à demi-remplissage et à U = 0, l’état
fondamental est un métal. La phase isolante apparaît avec U > 0.

Le modèle de Hubbard est d’un grand intérêt en physique de la matière condensée
et est l’objet d’études approfondies depuis déjà plusieurs décennies. En effet, dans la
limite thermodynamique, le modèle en deux dimension peut décrire des phénomènes
d’intérêts, dont l’antiferromagnétisme [43] et la supraconductivité [44].

Le modèle de Hubbard est particulièrement difficile à résoudre lorsque les énergies
cinétique et coulombienne sont en compétition. L’effet de ces interactions est maximal
à demi-remplissage ou à proximité du demi-remplissage. Même numériquement, le
problème demeure difficile à résoudre.

A.3 Marche aléatoire classique

Les méthodes de Monte-Carlo, de manière générale, sont une classe d’algorithmes
où on procède par échantillonnage pour calculer numériquement la moyenne d’une
observable dans un espace trop grand pour permettre un calcul exact, ou systéma-
tique. Il existe une multitude d’applications de ces méthodes, la plus connue étant
certainement l’intégration numérique. Les méthodes de Monte-Carlo permettent donc
d’obtenir un échantillon de variables aléatoires indépendantes {X1, ..., Xn} et identi-
quement distribuées selon une densité f . Par la loi des grands nombres, la moyenne
des résultats obtenus à partir d’un grand nombre d’essais devrait être proche de la
moyenne théorique [45].

Il existe différentes classes de méthodes d’échantillonnage à partir d’une distribu-
tion de probabilité, dont les méthodes de Monte-Carlo par chaîne de Markov (MCMC).
Une chaîne de Markov est un processus stochastique obéissant à la propriété de
Markov : la distribution conditionnelle de probabilité des états futurs est donnée par
l’état actuel uniquement ; la distribution conditionnelle est indépendante des états
passés. Une chaîne de Markov irréductible 1 possède une distribution stationnaire
unique représentée par le vecteur colonne π :

Pπ=π, (A.17)

Les chaînes de Markov utilisées dans les méthodes de MCMC sont choisies de manière
à ce que leur distribution stationnaire coïncide avec la distribution de probabilité à
échantillonner. Les méthodes les plus simples utilisent des marches aléatoires sur ces

1. Une chaîne de Markov est dite irréductible si tout état y est accessible par tout état x
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chaînes. La marche aléatoire est donc un processus stochastique de modélisation. On
appelle pas, l’itération consistant à prendre un échantillon au hasard sur la chaîne de
Markov. La direction 2 est choisie selon la distribution conditionnelle de probabilité
des états futurs. L’échantillonnage forme un chemin, une séquence de pas, dans un
espace mathématique décrivant le problème.

Une caractéristique importante des chaînes de Markov est le temps de mélange
(de l’anglais « mixing time »), soit le temps requis (nombre de pas) pour atteindre la
distribution stationnaire. Celui-ci est régi par l’inverse du gap spectral de P, soit la
différence entre ses deux plus grandes valeurs propres. La distribution stationnaire
d’une chaîne de Markov correspond à l’état propre associé à la valeur propre 1 de
la matrice de transition. Intuitivement, on comprend qu’en appliquant à répétition
la matrice de transition P à une distribution initiale quelconque, le poids des états
propres correspondant aux valeurs propres plus petites que 1 diminuera progressive-
ment. Le temps de mélange correspond donc au nombre de pas nécessaire pour obtenir
des réalisations indépendantes de la distribution de probabilité initiale, c’est-à-dire
pour obtenir la distribution stationnaire. Plus le gap spectral est petit, plus long sera
le processus. Pour une revue détaillée des processus stochastiques, tels que les chaînes
de Markov, consulter [36,46].

On peut visualiser la matrice de transition d’une chaîne de Markov grâce à un
graphe où chaque noeud représente un état de l’espace et où les probabilités de
transition d’un état à un autre sont représentées par des flèches pondérées. Le concept
de direction est représenté naturellement par la flèche, nous indiquant la possibilité
de passer d’un état A à un état B, sans pour autant garantir la possibilité de passer
de l’état B à l’état A avec la même probabilité. La pondération dicte la probabilité de
transition de l’état courant vers un autre, ou la probabilité qu’il y demeure. Ainsi, la
somme des probabilités de quitter un état ou d’y rester doit être égale à 1. Pour un
exemple, voir Fig. A.4.

Afin de mieux comprendre le détail de ces méthodes ainsi que la discrétisation
quantique que nous allons en faire, penchons-nous sur une méthode de MCMC parti-
culière, soit l’algorithme de Métropolis-Hastings [38].

Il est facile d’imaginer un espace des états qui croît de manière exponentielle avec
la taille du problème. C’est le cas notamment pour les chaînes de spin. Dans un tel
cas, il est inconcevable de générer et de stocker l’entièreté de la matrice de transition
de la chaîne de Markov avant de procéder à l’échantillonnage. C’est entre autres
pourquoi il est d’usage d’avoir une méthode permettant le calcul en temps réel de ces
probabilités de transitions. On peut également se demander pourquoi il serait efficace
de calculer des probabilités de transition en temps réel, mais qu’il en serait autrement

2. Le terme direction est utilisé ici pour décrire l’éventail de possibilités d’états ou d’éléments
accessibles à partir de l’état courant.
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| ↑ ↑ ↑ ⟩

| ↑ ↑ ↓ ⟩

| ↑ ↓ ↑ ⟩

| ↓ ↑ ↑ ⟩

| ↓ ↑ ↓ ⟩

| ↑ ↓ ↓ ⟩

| ↓ ↓ ↓ ⟩

| ↓ ↓ ↑ ⟩
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FIGURE A.4 – Exemple de schéma d’une chaîne de Markov pour une chaîne de 3 spins

pour une distribution globale. Un exemple bien connu et étudié est la distribution de
Boltzmann :

pi = e−E i /kT∑M
j=1 e−E j /kT

(A.18)

où pi est la probabilité d’avoir l’état i d’énergie E i pour le système à température
T. La constante de Boltzmann est représentée par k et M représente la taille de
l’ensemble des états accessibles. Le dénominateur, faisant office de normalisation,
est la fonction de partition. Cette dernière est exponentiellement difficile à calculer.
La méthode de Métropolis-Hastings permet d’éviter de devoir calculer une quantité
coûteuse comme la fonction de partition en faisant l’échantillonnage grâce à une
fonction simple à calculer, soit f (x), et dont la distribution est proportionnelle à celle
désirée (P(x)). Le ratio f (y)/ f (x) permet d’établir la probabilité de transition d’un état
x à un état y, comme le facteur de Bolztmann,

pi

p j
= e(E j−E i)/kT . (A.19)

L’algorithme de Métropolis-Hastings va comme suit :

1. Choisir, au hasard, un état initial x0.

2. À chaque itération t :

(a) Générer un état accessible à xt, noté y, selon une densité de probabilité
g(y|x) arbitraire.
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(b) Calculer le rapport d’acceptance α= f (y)/ f (x)

(c) Générer un nombre aléatoire sur une distribution uniforme u ∈ [0,1]

(d) Si u ≤α, accepter le déplacement, c.-à-d. xt+1 = y

(e) Si u >α, refuser le déplacement, c.-à-d. xt+1 = xt

Comme f (x) est proportionnelle à la densité P(x), nous avons que f (x)/ f (y) =
P(x)/P(y). L’algorithme de Métropolis-Hastings permet ainsi de calculer en temps réel
les probabilités de transitions sans utiliser la distribution globale P.

A.4 Opérateur de marche de Szegedy

Szegedy a introduit en 2004 une méthode générique permettant la quantification
des algorithmes basés sur les marches aléatoires classiques [37]. Sous certaines
conditions, notamment lorsque la chaîne de Markov est ergodique (apériodique et
irréductible) et que la matrice de transition est symétrique, la marche quantique
offre une accélération quadratique sur son homologue classique. Il s’agit alors d’une
généralisation de l’algorithme de Grover. Les résultats de Szegedy démontrent que,
tout comme le cas classique, le temps de frappe 3 quantique dépends du gap spectral
de la matrice de transition.

L’opérateur de marche de Szegedy fait une quantification des marches sur des
graphes bipartis 4. Définissons un graphe biparti fini dont les sous-ensembles distincts
sont X et Y . Soient P = (px,y) et Q = (qy,x) des matrices décrivant des probabilités de
transitions de X à Y et de Y à X respectivement 5. La marche sur le graphe X ∪Y ,
définie par les matrices de transitions P et Q, forme une marche classique sur un
graphe biparti. Ainsi, px,y, qy,x ≥ 0 et

∑
y∈Y

px,y = 1 ∀x ∈ X , (A.20)∑
x∈X

qy,x = 1 ∀y ∈Y . (A.21)

3. Le temps de frappe (de l’anglais « hitting time ») est le nombre de pas moyen pour atteindre un
état y à partir d’un état x.

4. Les graphes sont dits bipartis si l’ensemble de ses noeuds peuvent être divisé en deux sous-
ensembles disjoints.

5. Les choix de notation sont faits de manière semblable à l’article original de Szegedy, mais en
utilisant la notation de Dirac.
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Notons que toute marche aléatoire classique (notamment les chaînes de Markov)
peut devenir "bipartie" en dupliquant les états, c’est-à-dire en posant X =Y et P =Q.
La quantification se fait en définissant deux opérateurs dans un espace de Hilbert
définie par les bases

{|x〉 |y〉 |x ∈ X , y ∈Y } (A.22)

Les états ∣∣φx
〉= ∑

y∈Y

√
px,y |x〉 |y〉 , et (A.23)∣∣ψy

〉= ∑
x∈X

√
qy,x |x〉 |y〉 (A.24)

permettent de définir l’opérateur de marche de Szegedy, W = R2R1, où

R1 = 2
∑
x∈X

∣∣φx
〉〈
φx

∣∣− I, (A.25)

R2 = 2
∑
y∈Y

∣∣ψy
〉〈
ψy

∣∣− I. (A.26)

Dans le cas classique, les états occupés sont définis et l’élément aléatoire vient
des probabilités de transitions entre les états. On obtient des réalisations décorrélées
de la distribution initiale en prenant un nombre de pas suffisamment grand, un
phénomène expliqué par le temps de mélange. Dans le cas quantique, c’est différent.
On initialise l’ordinateur dans un état où les amplitudes correspondent à la racine des
probabilités données par la distribution initiale. Les opérations quantiques, telles que
l’opérateur de Szegedy, permettent une évolution unitaire, donc non aléatoire. C’est la
mesure qui induit l’élément de hasard nécessaire à l’échantillonnage en provoquant
l’effondrement de la fonction d’onde.

Dans les marches aléatoires, le temps de frappe est lié de près au temps requis pour
visiter tous les états possibles. Tout comme le temps de mélange pour le cas classique,
le temps de frappe varie en fonction de l’inverse du gap spectral de la matrice de
transition. Szegedy a démontré que le temps de frappe de sa quantification correspond
à la racine du gap spectral classique. L’opérateur de marche quantique permet donc
de traverser le domaine, l’espace des états, en un temps qui est quadratiquement
plus court que sa contrepartie classique. Toutes les directions sont explorées d’un
coup, en superposition, et selon la racine de la probabilité. Ceci est essentiellement
dû au fait que l’opérateur quantique est défini en fonction d’amplitudes plutôt que de
probabilités. Ainsi, on peut trouver un ensemble d’éléments cibles, tout comme dans
l’algorithme de Grover, quadratiquement plus rapidement que dans le cas classique.
Notons que l’algorithme de Grover peut être interprété comme une marche aléatoire
sur un graphe complet.
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