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Sommaire

Les matériaux topologiques constituent une classe de matériaux aux propriétés très
particulières. Certains de ces matériaux hébergent par exemple des états de surface électro-
nique conduisant le courant, et ce, même si ceux-ci sont des isolants électriques dans leur
volume. Un semi-métal de Weyl est un autre type de matériau topologique ayant bénéficié
d’un engouement important auprès des chercheurs en matière condensée au cours de la
dernière décennie. Son intérêt principal vient de la forme particulière de sa structure de
bandes, ce qui lui confère une foule de propriétés topologiques intéressantes. Par exemple,
en présence d’un fort champmagnétique, la structure électronique possède des régions où la
dispersion est linéaire et unidirectionnelle. Cette propriété a plusieurs conséquences à la fois
sur les propriétés de transport et sur la réponse optique de ces matériaux. Par exemple, nous
avons montré récemment que l’ajout d’une inclinaison à cette dispersion donne lieu à un
effet de polarisation de vallée [1]. De plus, en présence d’un champ électrique colinéaire au
champ magnétique, le caractère unidirectionnel de la structure de bandes dans ces régions
fait apparaître un phénomène de pompage de particules chirales entre différentes régions
de l’espace réciproque. Ceci est une conséquence d’une propriété connue comme l’anomalie
chirale dans certains matériaux topologiques dont les semi-métaux de Weyl.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour but d’utiliser l’effet Kerr magnéto-
optique afin de mettre en évidence les propriétés topologiques des semi-métaux de Weyl
d’une façon inédite. En effet, nous montrons comment cette approche constitue une alter-
native à la détection d’un effet de polarisation de vallée et comment elle peut être utilisée
comme une sonde nouvelle pour la détection de signatures optiques de l’anomalie chirale.
Certains des travaux présentés dans ce mémoire ont contribués à la publication d’un ar-
ticle portant sur la détection de la polarisation de vallée dans l’absorption optique dans
un semi-métal de Weyl plongé dans un fort champ magnétique [1]. De plus, les résultats
numériques portant sur l’effet Kerr magnéto-optique discutés à la fin de ce document ont
fait l’objet d’un article scientifique soumis pour publication dans la revue Physical Review B
au mois d’août 2020 [2].
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Chapitre 1

Introduction

Les semi-métaux de Weyl sont des matériaux topologiques tridimensionnels dont la
structure de bande particulière est telle que l’existence sous forme de quasiparticules des
fermions de Weyl est rendue possible. Les fermions de Weyl sont des particules sans masse
qui ont été prédites comme solution à l’équation de Dirac dans le cadre de la physique des
hautes énergies par le physicien allemand Hermann Weyl en 1929 [7]. Leur existence en
matière condensée requiert entre autres des croisements entre des bandes électroniques
non-dégénérées autour desquels la dispersion en impulsion est linéaire. Bien qu’ils furent
prédits il y a de cela plusieurs décennies [8], la découverte expérimentale des semi-métaux
de Weyl est plutôt récente. En effet, il a été montré en 2015 que l’arseniure de tantale (TaAs)
possède des croisements de bandes électroniques permettant d’héberger des fermions de
Weyl [9]. Cette découverte a ouvert la voie à une multitude d’études des propriétés de
transport dans ces matériaux, ainsi que de leurs propriétés optiques.

1.1 Les semi-métaux de Weyl : matériaux topologiques aux propriétés exo-

tiques

Ces matériaux tridimensionnels sont qualifiés de semi-métaux puisque leur structure
de bandes électroniques comporte des points de croisement entre les bandes de conduction
et de valence. À basse énergie autour de ces points connus sous le nom de noeuds ou
points de Weyl, la dispersion en énergie est linéaire en impulsion et prend la forme de
cônes par symétrie de rotation en trois dimensions. On note également l’absence de gap
à ces points. Ces régions du réseau réciproque d’un semi-métal de Weyl possèdent des
propriétés topologiques particulières et peuvent être interprétées comme l’analogue de

1
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monopôles magnétiques dans l’espace des impulsions. En effet, dans les années 1980, le
physicien anglaisMichael Berry publia un article célèbre qui ouvrit la voie à des décennies de
recherche scientifique dans le domaine des propriétés topologiques de la matière [10]. Dans
cet article, Berry introduit une phase portant maintenant son nom, la phase de Berry. Il s’agit
d’une phase géométrique acquise par un système quantique lors d’un cycle d’évolution
temporel adiabatique d’un paramètre du hamiltonien du système. La particularité de cette
phase est qu’au cours d’un tel cycle, la valeur finale de la phase géométrique n’est pas
nécessairement égale à sa valeur initiale, ce qui est attribué à la topologie du système. Cette
phase permet de définir l’analogue d’un potentiel vecteur dans l’espace des impulsions qui
tient son origine des variations de la fonction d’onde de Bloch à l’intérieur d’une cellule
unité du cristal. Cette quantité, connue comme la connection de Berry nous permet alors
de définir l’équivalent d’un champ magnétique dans l’espace réciproque, soit la courbure
de Berry [11]. La particularité des noeuds de Weyl mentionnée ci-haut vient du fait que
ceux-ci sont soit des sources ou des drains de la courbure de Berry, d’où l’analogie avec la
notion de monopôle magnétique. La charge magnétique associée est connue sous plusieurs
noms, dont la charge topologique et le nombre de Chern qui prennent en général des valeurs
discrètes telles que ±1 dans le cas des semi-métaux de Weyl simples. Nous allons plutôt y
référer comme la chiralité du noeud de Weyl. La raison pour cela se clarifie par le fait que le
spin d’un fermion de Weyl est étroitement lié à son impulsion dans le sens où sa direction
y est soit parallèle ou anti-parallèle. Cette direction relative à l’impulsion est déterminée
par la chiralité du noeud de Weyl dans lequel réside l’électron dans l’espace réciproque,
d’où la qualification de particule chirale donnée aux fermions de Weyl. Notons que ce spin
ne correspond pas nécessairement au spin réel de l’électron. En effet, il peut s’agir d’un
pseudospin pour un degré de liberté orbital (tel que le spin attribuable aux deux bandes
qui se croisent) ou de vallée. Par exemple, pour une paire de noeuds de Weyl de chiralité
opposée séparés dans l’espace réciproque, la possibilité pour un électron de se trouver dans
l’un ou l’autre des noeuds peut être représenté par un pseudospin [12].

Les points de Weyl au croisement entre les deux bandes d’énergie sont dégénérés deux
fois. Il est alors possible de faire une analogie avec les semi-métaux de Dirac bien connus
tels que le graphène. Dans ces derniers, les croisements de bandes appelés points de Dirac
peuvent être interprétés comme la superposition de deux noeuds de Weyl de chiralité
opposée et sont donc dégénérés quatre fois. La raison pour laquelle les noeuds de Weyl
ne sont dégénérés que deux fois est déterminée par les symétries du cristal. En effet, une
condition pour l’existence de points de Weyl est que soit la symétrie sous renversement
du temps ou bien celle sous inversion de l’espace soit brisée, car cela permet de lever la
dégénérescence. Cela est relié au théorème de Nielsen-Ninomiya [13, 14]. Effectivement, ce
théorème stipule que la charge magnétique totale dans une structure de bandes doit être
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nulle. Puisqu’un noeud deWeyl est l’analogue d’unmonopole magnétique dans l’espace des
impulsions avec comme charge magnétique sa chiralité, le théorème de Nielsen-Ninomiya
fait en sorte que l’on doit retrouver un nombre pair de points de Weyl dans la structure de
bandes d’un semi-métal de Weyl, avec autant de noeuds de chiralité positive que de noeuds
de chiralité négative.

Afin de mieux comprendre ces arguments, nous nous intéressons maintenant à un
modèle simple pour semi-métal de Weyl. Le hamiltonien effectif autour d’un noeud de Weyl
strictement dans le régime de dispersion linéaire s’écrit comme [4]

h(k) = h̄vFk·σ, (1.1)

où vF est la vitesse de Fermi supposée isotrope dans les trois directions de l’espace, k est la
quasi-impulsion du fermion de Weyl et σ est le vecteur des matrices de Pauli dans l’espace
2 × 2 des bandes qui se croisent au point de Weyl. Afin de considérer la présence de deux
noeuds deWeyl de chiralité opposée, on multiplie ce hamiltonien par χ = ±1 correspondant
à la chiralité du noeud en question. Cependant, si on diagonalise ce hamiltonien dans le
cadre de ce modèle à deux noeuds, on trouve que ceux-ci sont parfaitement superposés
dans l’espace des k. Cela signifie donc qu’au croisement de bandes, on a deux noeuds de
Weyl de chiralité opposée, ce qui signifie que la dégénérescence est d’ordre 4, comme dans
un semi-métal de Dirac.

Comme nous l’avons mentionné ci-haut, on peut obtenir un semi-métal de Weyl si cette
dégénérescence est levée en brisant par exemple la symétrie sous renversement du temps.
Pour que ce soit le cas, on peut par exemple considérer que les deux noeuds du modèle sont
séparés en impulsion dans la zone de Brillouin par un vecteur 2b. Ainsi, le hamiltonien des
deux noeuds situés à k = ±b peut s’écrire

h(k) = ±h̄vF (k ± b) ·σ. (1.2)

Ce hamiltonien brise la symétrie sous renversement du temps, car sous l’opération
t → −t représentée par l’opérateur T , on a que k → −k et σ → −σ si l’on considère que σ

se transforme comme un moment angulaire (nous en reparlerons plus tard). Le hamiltonien
se transforme alors comme

T h(k)T −1 = ∓h̄vF (−k ± b) ·σ
= ±h̄vF (k ∓ b) ·σ �= h(−k). (1.3)
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Cela revient donc à échanger la position des deux noeuds de ce modèle (b → −b et vice
versa), ce qui ne respecte pas la condition de symétrie sous renversement du temps pour le
hamiltonien de Bloch, soit T h(k)T −1 = h(−k). Puisque les deux noeuds sont séparés dans
l’espace réciproque dans ce modèle, il est évident que ceux-ci ne sont dégénérés que deux
fois chacun et nous avons donc affaire à un semi-métal de Weyl.

De façon alternative, certains matériaux correspondent à des semi-métaux de Weyl par
brisure de la symétrie sous inversion de l’espace. C’est le cas par exemple de l’arseniure
de tantale (TaAs) mentionné précédemment. Une façon d’obtenir un tel matériau est de
considérer des symétries cristallines de type plans miroirs. Cela correspond à l’approche
utilisée dans notre étude afin de déterminer un modèle simplifié d’un semi-métal de Weyl
brisant la symétrie sous inversion de l’espace, ce qui sera discuté au chapitre 2.

La position des noeuds deWeyl n’est pas déterminée par les symétries du réseau cristallin
comme c’est le cas des cônes deDirac dans le graphène par exemple. Cela a pour conséquence
qu’un noeud deWeyl peut apparaître à n’importe quel endroit dans la zone de Brillouin,mais
également que celui-ci peut être incliné par rapport à l’axe représentant l’énergie [15, 3, 16].
Cette inclinaison est représentée par t, un vecteur sans dimensions décrivant l’amplitude et
la direction de l’inclinaison. Celui s’ajoute au hamiltonien d’un noeud de Weyl de la façon
suivante

h(k) = h̄vFk·σ + h̄vFk · tσ0, (1.4)

où σ0 est la matrice identité dans l’espace de dimension 2.

L’inclinaison de la dispersion permet de différencier deux types de semi-métaux de
Weyl dont les propriétés sont très contrastées. En effet, les matériaux dont les cônes de
Weyl possèdent une inclinaison respectant la condition |t| < 1 forment la catégorie des
semi-métaux de Weyl de type-I, alors que ceux qui respectent plutôt |t| ≥ 1 font partie de
la catégorie de type-II. Contrairement aux noeuds de type-I, les noeuds de type-II sont si
inclinés qu’une partie de la bande de conduction sombre sous le niveau de Fermi, alors
qu’une portion de la bande de valence s’élève au dessus du niveau de Fermi (voir figure
1.1). Cela donne lieu à la coexistence entre des fermions et des trous dans cette région de la
structure de bandes et ainsi, des trous pourraient participer aux propriétés de transport et
aux propriétés optiques des semi-métaux de Weyl de type-II.

Lorsque plongés dans un champmagnétique statique, les propriétés des semi-métaux de
Weyl sont altérées drastiquement. En effet, la nature chirale des fermions deWeyl mène alors
à une autre propriété inhabituelle : l’anomalie chirale. Ce phénomène peut être compris de
la façon suivante. Considérons le cas impossible d’une structure de bande ne contenant que
des fermions de Weyl d’une chiralité donnée χ. Dans ce cas et en la présence d’un champ
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Figure 1.1 Représentation des deux types de noeuds de Weyl. Le noeud à gauche est de
type-I (|t| < 1), alors que le noeud de droite est de type-II (|t| > 1). Figure tirée
de la référence [3].

électrique additionnel, si on tente d’écrire l’équation de continuité de la charge électrique,
on obtient [4]

∂μ jμ
χ = −χ

e3

4π2h̄2 E · B, (1.5)

où e > 0 est la charge élémentaire, jμ
χ = (ρχ, jχ) est le quadri-vecteur courant et ∂μ =

(
∂
∂t ,∇

)
.

En d’autres termes, la charge ne serait pas conservée lorsque le champ électrique E possède
une composante non-nulle le long du champ magnétique B. Cette situation est bien entendu
impossible pour un système fermé et le problème est immédiatement résolu lorsqu’on
considère le fait que les fermions viennent toujours en paires de chiralité de signe opposé.
En effet, le courant total jμ

+ + jμ
− est conservé. Ainsi, la conservation de la charge et le théorème

de Nielsen-Ninomiya sont des arguments complémentaires justifiant la nullité de la chiralité
dans la structure de bandes.

Malgré le fait que le courant total soit conservé, le courant associé à différentes chiralités,
lui, ne l’est pas nécessairement. C’est ce qu’on appelle l’anomalie chirale et cela a plusieurs
conséquences sur les propriétés des semi-métaux de Weyl. Afin de comprendre ce que cela
implique, il faut savoir que la dispersion électronique autour d’un noeud de Weyl est très
particulière en présence d’un champ magnétique. Effectivement, la dispersion linéaire est
alors quantifiée dans le plan perpendiculaire au champ magnétique externe, ce qui résulte
en une série de niveaux d’énergie connus sous le nom de niveaux de Landau. Ceux-ci
comportent des niveaux positifs et négatifs par rapport au point de Weyl et ces derniers
sont dispersifs en impulsion dans la direction du champ magnétique. Par contre, le niveau
croisant le point de neutralité est très différent. Celui-ci disperse linéairement dans une seule
direction, qui est déterminée par la chiralité du noeud. Pour cette raison, ce niveau est connu
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comme le niveau de Landau chiral. Cette structure est illustrée à la figure 1.2 pour une
paire de noeuds de Weyl de chiralité opposée, où l’axe horizontal correspond à l’impulsion
dans la direction du champ magnétique externe. Le point principal à remarquer ici est que
puisque le niveau chiral ne disperse que dans une seule direction pour chaque noeud, si on
applique un champ électrique dont la direction possède une projection non-nulle le long du
champ magnétique, il est alors favorable pour des électrons se trouvant dans une bande se
propageant vers la droite de diffuser vers une bande qui se propage vers la gauche. Cela fait
en sorte que la charge dans les niveaux de Landau chiraux n’est pas conservée, ce qui est
une manifestation de l’anomalie chirale en une dimension dans ce cas.

Figure 1.2 Représentation schématique du pompage chiral inter-noeud découlant de l’ano-
malie chirale dans un semi-métal de Weyl. L’axe vertical correspond à l’énergie
électronique, alors que l’axe horizontal correspond à la quasi-impulsion le long
du champ magnétique. Figure tirée de la référence [4].

Comme dans un métal ordinaire, la conductivité électrique longitudinale des semi-
métaux de Weyl, c’est-à-dire la conductivité le long du champ magnétique appliqué, est
caractérisée par un pic de type Drude à très basses fréquences. L’origine de ce pic est
reliée au désordre dans le semi-métal, ce qui peut par exemple se résumer à la présence
d’impuretés dans le reseau cristallin. Cependant, comme on peut s’en douter, ce pic dans la
conductivité des semi-métaux deWeyl se comporte très différemment de celui dans unmétal
ordinaire. En effet, en présence de champs électrique et magnétique collinéaires, le pompage
inter-noeud décrit ci-haut donne lieu à une magnéto-résistance négative dont l’effet est
d’induire une dépendance linéaire en intensité du champ magnétique dans l’amplitude de
la conductivité longitudinale [17]. Cela est dû au fait que le pompage inter-noeud ouvre
un canal de transport supplémentaire dans le système, ce qui a pour effet de renforcer la
conductivité le long du champ externe. Comme nous le verrons dans ce mémoire, le rôle
du champ électrique dans ce phénomène peut en fait être joué par le champ électrique
oscillant d’une onde électromagnétique avec laquelle on illumine l’échantillon. Cependant,
puisque ce champ change de direction périodiquement, il n’y aura pas de pompage net entre
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les noeuds de Weyl dans ce cas, mais la magnétorésistance négative demeure présente et
détectable.

Au moment de l’écriture de ce mémoire, l’observation expérimentale de cette magnéto-
résistance négative dans la conductivité longitudinale des semi-métaux de Weyl et de Dirac
via des mesures de transport demeure controversée. En effet, dans certains matériaux où
les porteurs de charge possèdent de grandes mobilités comme dans ces matériaux topo-
logiques tridimensionnels, il a été déterminé qu’un phénomène connu en anglais sous le
nom de « current-jetting » influence la dépendance en champ magnétique de cet effet de
magnétorésistance. Ce « current-jetting » correspond à une inhomogénéité dans la densité
de courant dans le matériau pouvant être créée par les points de contact où le courant est
injecté par exemple. Cet effet a tendance à favoriser le courant dans la direction du champ
magnétique, ce qui fait en sorte que cet effet peut lui-même induire une magnétorésistance
négative dans la conductivité longitudinale [18, 19, 20, 21]. De plus, d’autres facteurs tels
que la dépendance en champ magnétique du taux de diffusion électron-impureté peuvent
affecter ce genre de mesures. Cela rend difficile la détermination de la source principale de
cet effet de magnétorésistance et il ne s’agit donc pas d’une signature robuste de l’anomalie
chirale. Cela motive ainsi l’intérêt de rechercher des signatures de l’anomalie chirale dans
les propriétés optiques puisqu’il s’agit de mesures expérimentales qui ne requièrent aucun
contact avec le matériau. Lesmesures sans contacts sont intéressantes pour ce genre d’études,
puisque cela n’induit pas d’inhomogénéité non-désirées dans le courant à l’intérieur du
matériau pouvant mener au « current-jetting ». De plus, dans les expériences d’optique, il
est possible de s’affranchir de l’effet du désordre lorsque la fréquence de la lumière utilisée
pour sonder l’échantillon excède le taux de diffusion par des impuretés.

Il existe à ce jour de nombreux matériaux identifiés comme des semi-métaux de Weyl
dont la famille de matériaux TaAs, TaP, NbAs et NbP ne possédant aucun centre d’inversion
de l’espace ce qui résulte en la présence de symétries miroirs dans leur structure de bandes.
Puisque ces quatre matériaux possèdent des structures électroniques très similaires, nous
nous intéressons principalement au cas de l’arseniure de tantale (TaAs) dans ce mémoire et
celui-ci nous servira d’étalon utile afin de discuter l’applicabilité de nos prédictions à des
matériaux réels. Dans cette optique, nous présentons brièvement les propriétés d’intérêt
de la zone de Brillouin ainsi que de la structure cristalline du TaAs. À la figure 1.3a est
présentée la structure cristalline du TaAs. On y remarque que la dimension de la cellule unité
diffère dans la direction de l’axe c du cristal et que celle-ci n’a pas de symétrie d’inversion
de l’espace. À partir de calculs basés sur les principes premiers, il a été montré que cette
structure cristalline donne lieu à une zone de Brillouin complexe comportant un total de 12
paires de noeuds de Weyl distribués de façon particulière [5]. En effet, la figure 1.3b montre



8

une représentation schématique de cette zone de Brillouin, où on remarque que les noeuds
de Weyl sont organisés de sorte à n’être présents que sur trois plans perpendiculaires à
l’axe vertical kz représentant l’impulsion dans la direction de l’axe c du cristal. Les noeuds
présents dans le plan kz = 0 sont au nombre de 8 et sont connus sous le nom de noeuds
W1 du TaAs. Les 16 autres noeuds sont distribués sur deux plans identiques situés au
dessus et en dessous de kz = 0 et forment les noeuds W2 de ce semi-métal. Les deux plans
verticaux dans le schéma de la figure 1.3b représentent certaines des symétries miroirs que
possèdent la zone de Brillouin du TaAs. On note également qu’il existe des plans miroirs
diagonaux dans cette zone de Brillouin. On remarque que les noeuds partenaires par une
symétrie miroir sont de chiralité opposée. Cela sera exploré plus en détail plus loin dans ce
document. Enfin, on note que les noeuds W2 du TaAs possèdent une inclinaison non-nulle
dans la direction de l’axe c du cristal, alors que les noeuds W1 ne sont pas inclinés dans
cette direction [22].

(a) Structure cristalline (b) Zone de Brillouin

Figure 1.3 Représentation schématique tridimensionnelle (a) de la structure cristalline et
(b) de la zone de Brillouin de l’arseniure de tantale (TaAs). En (a), les sphères
mauves correspondent aux atomes de tantale (Ta), alors que les sphères vertes
représentent les atomes d’arsenic (As). Les axes a, b et c du réseau cristallin sont
indiqués par les axes de couleurs rouge, vert et bleu respectivement et la cellule
unité du cristal est indiquée par des lignes noires. En (b), les sphères bleues et
rouges représentent les noeuds de Weyl de chiralité +1 et −1, respectivement. En
supposant que l’axe vertical représente l’axe kz (le long de l’axe c du cristal), le
plan horizontal est à kz = 0 où résident les 8 noeuds W1 du TaAs. Les noeuds W2
se situent dans deux plans à kz fini (±kW2

z ) et sont au nombre de 8 par plan. Les
plans verticaux représentent les symétries miroirs du système qui determinent la
nature des 24 noeuds de Weyl de la zone de Brillouin du TaAs. Figures tirées de
la référence [5].

Les semi-métaux de Weyl présentent de nombreuses propriétés de transport intéres-
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santes, telles que l’effet Hall anormal [23, 24, 25, 26, 27], l’effet chiral magnétique [28, 29],
ainsi qu’une anomalie chirale menant à une magnétorésistance longitudinale négative
[17, 30, 31, 32]. En outre, ces matériaux topologiques possèdent des états de surface connus
sous le nom d’arcs de Fermi [15, 33]. Les propriétés topologiques des semi-métaux de Weyl
se manifestent également dans leurs propriétés optiques, ce qui correspond au principal
intérêt du projet présenté dans ce mémoire.

1.2 Optique dans les semi-métaux de Weyl

La réponse magnéto-optique dans les semi-métaux de Weyl a été étudiée par le passé,
autant d’un point de vue théorique [34, 35] qu’expérimental via des mesures spectrosco-
piques [36, 37]. De plus, il a été montré comment la réponse optique peut être utilisée afin de
distinguer les semi-métaux de Weyl de type-I et de type-II [38]. Une des motivations pour le
projet présenté dans ce mémoire est issue de travaux précédents effectués dans notre groupe
de recherche [39, 1]. Dans ces études, l’absorption optique a été étudiée pour un modèle
jouet d’un semi-métal de Weyl symétrique par rapport au renversement du temps, mais
brisant la symétrie sous inversion de l’espace via l’inclusion de plans miroirs dans la zone
de Brillouin du modèle. Ce modèle comporte quatre noeuds de Weyl et les cas de noeuds
de type-I inclinés ou de noeuds avec dispersions non-linéaires en impulsion y sont explorés.
Dans les deux cas, nous avons prédit qu’en présence d’un fort champ magnétique [1], un
effet de polarisation de vallée optique modifie le spectre d’absorption. La polarisation de
vallée consiste en l’absorption sélective de la lumière que par certains noeuds de Weyl du
système. En effet, la présence d’une inclinaison des noeuds ou de non-linéarités dans la dis-
persion cause une séparation des pics d’absorption pour des transitions optiques impliquant
le niveau de Landau chiral. Nous y avons déterminé que cette séparation apparaît sur une
gamme de fréquences finie pour un choix adéquat de champ magnétique, de direction de
propagation de l’onde électromagnétique incidente sur le semi-métal, ainsi que de vecteur
d’inclinaison ou de coefficients de non-linéairités. Cette séparation est due à des seuils
d’absorption différents pour certains noeuds du modèle. Cet effet est illustré à la figure
1.4 dans le cas d’une lumière incidente polarisée circulairement et d’un modèle de noeuds
inclinés de type-I.

L’autre motivation principale pour nos travaux est l’engouement récent pour la détection
optique de signatures de l’anomalie chirale dans les matériaux topologiques. En effet, la
référence [40] présente une étude de la conductivité optique employant une technique
de spectroscopie dans les Téra-Hertz dans le semi-métal de Dirac Cd3As2. Il y est conclu
que l’ouverture d’un nouveau canal de transport via le pompage inter-noeuds en présence
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Figure 1.4 Séparation du pic de la transition optique entre le niveau de Landau chiral 0 et
le premier niveau de Landau dispersif 1 comme conséquence de la polarisation
de vallée dans l’absorption optique pour de la lumière polarisée circulairement
droite (RCP). Ce calcul est effectué dans le cadre d’un modèle à quatre noeuds de
Weyl inclinés de type-I où tz correspond à l’amplitude du vecteur d’inclinaison
pointant dans la direction de l’axe z. Figure tirée de la référence [1].

de champs magnétique et électriques collinéaires se traduit par un pic de Drude à basse
fréquence dont l’amplitude augmente avec le champ magnétique. Comme on l’a discuté à la
section précédente, cette magnétorésistance négative est une signature de l’anomalie chirale.
Plus récemment encore, un article par Levy et al. [6] présente une méthode alternative à la
détection du pompage chiral dans le semi-métal de Weyl TaAs cette fois. Il y est observé
que le seuil de la courbe de réflectivité dans la configuration transverse (qlumière ⊥ Bexterne)
peut être utilisé afin de suivre l’évolution en champ magnétique de la fréquence plasmon.
Il s’avère que la dépendance en

√
Bexterne de la fréquence plasmon trouvée dans cet article

est une conséquence de l’anomalie chirale, ce qui justifie ce genre d’approche. Un intérêt
important de cette mesure vient du fait que la fréquence plasmon est indépendante des
détails du désordre dans le matériau dont la dépendance en champ magnétique du taux
de diffusion entre les électrons du semi-métal et les impuretés. La signature de l’anomalie
chirale dans cette quantité est donc plus robuste que celle de la magnéto-résistance dans la
conductivité le long du champ magnétique. Ces affirmations seront dicutées plus en détail
au chapitre 3 de ce document.

Dans ce mémoire, nous investiguons une autre propriété optique qui est affectée par
la nature topologique des semi-métaux de Weyl, l’effet Kerr magnéto-optique. Cet effet
consiste en la rotation du plan de polarisation d’un faisceau lumineux réfléchi à la surface
de l’échantillon d’un matériau qui est soit intrinsèquement magnétique ou bien soumis à
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un champ magnétique externe. L’angle de rotation de la polarisation réfléchie est connu
comme l’angle de Kerr. Ce phénomène est semblable à l’effet Faraday bien connu, où l’angle
de rotation de Faraday pour l’onde transmise est plutôt considéré. Dans ces deux cas, la
rotation de la polarisation de l’onde électromagnétique provient d’une forme de dichroïsme
dans le matériau. Par exemple, dans le cas où l’onde incidente se propage parallèlement au
champ magnétique appliqué, on s’attend à un dichroïsme circulaire. Cela signifie qu’une
onde polarisée circulairement droite perçoit un indice de réfraction différent d’une onde
polarisée circulairement gauche. Puisqu’une onde polarisée linéairement correspond à une
combinaison de ces deux polarisations circulaires, un déphasage s’accumule entre les deux
composantes, ce qui mène à une rotation du plan de la polarisation de l’onde transmise
à travers l’échantillon. En raison de la longueur de pénétration relativement grande des
semi-métaux de Weyl, on s’attend à ce que l’onde réfléchie à la surface d’un tel matériau
puisse interagir de façon significative avec les électrons dans le volume de l’échantillon. Cela
devrait donner lieu à un angle de Kerr non-négligeable, causé par le même phénomène que
celui décrit dans le cas de l’effet Faraday. Les angles de Kerr et de Faraday se couplent à
différents éléments du tenseur de conductivité optique dépendamment de la configuration
étudiée. La conductivité s’obtient de la structure de bande électronique et est donc sensible
à sa topologie. C’est entre autres pourquoi on affirme que l’effet Kerr est une sonde optique
intéressante pour la mesure de signatures de la topologie des matériaux.

Plusieurs études de la rotation de Kerr et de Faraday dans des isolants topologiques
bidimensionnels [41, 42] et tridimensionnels [43] existent et confirment l’utilité de cette
approche en tant que sonde à l’observation de signatures des propriétés topologiques des
matériaux. Une rotation de la polarisation en transmission non négligeable a même été
identifiée dans le graphène [44]. Évidemment, nous nous intéressons plutôt au cas des
semi-métaux de Weyl. Une source d’inspiration majeure pour ce projet est l’article de la
référence [45] par Kargarian et al., où un modèle simple d’un semi-métal de Weyl à deux
noeuds brisant la symétrie sous renversement temporel est adopté afin de calculer les angles
de rotation de Kerr et de Faraday dans différentes géométries. Le hamiltonien associé à ce
modèle prend la forme de l’équation 1.2, où b brise la symétrie sous renversement du temps
et donne lieu à une réponse deHall non-nulle. De plus, cela mène à un terme supplémentaire
qui s’ajoute à l’action du système en présence de l’onde électromagnétique. Celui-ci est
proportionnel au terme topologique connu sous le nom de terme axion variant dans l’espace
et dans le temps θ (r, t) = 2b · r − 2b0t, où 2b est la séparation en impulsion entre les deux
noeuds du modèle et 2b0 est leur séparation en énergie, multiplié par le produit scalaire
E · B. Puisque les auteurs sont intéressés au cas où les deux noeuds se trouvent au niveau
de Fermi, ils posent b0 = 0. Sans entrer dans les détails, ce terme additionnel dans l’action
a pour conséquence de modifier les équations de Maxwell, ce qui affecte les rotations de
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Kerr et de Faraday étudiées dans cet article. Ce domaine de l’électromagnétisme est connu
comme l’électrodynamique des axions [46] et est mis à profit par Kargarian et al. afin de
prédire théoriquement que des rotations de Kerr et de Faraday non-nulles sont possibles
dans différentes géométries d’échantillons de semi-métaux de Weyl, et ce, en l’absence de
champ magnétique externe, de sorte que leur origine est purement topologique.

Il existe quelques autres travaux récents qui ont été effectués sur ce sujet dont la référence
[47] poussant l’analyse de Kargarian et al. plus loin en incluant des effets comme la contribu-
tion des états de surface et des transitions optiques intra-bandes à la conductivité électrique
et en étudiant les différents modes électromagnétiques à l’intérieur d’un semi-métal de
Weyl. Dans la référence [48], les auteurs s’intéressent à la réponse de Hall d’un système de
noeuds de Weyl inclinés brisant la symétrie sous renversement du temps en l’absence de
champmagnétique et en ignorant les effets provenant de l’électrodynamique des axions. Ils y
déterminent que la condition principale afin d’observer une réponse de Hall non négligeable
est que l’inclinaison des noeuds soit non-nulle, ce qui donne lieu à une rotation de Kerr
non-nulle, mais plutôt faible. Une rotation « géante » de la polarisation a été prédite dans un
modèle semblable d’un semi-métal de Weyl à champ magnétique nul, mais comportant des
noeuds inclinés [49]. Dans ce cas, les auteurs ont conclu que l’activité optique est dominée
par des effets d’électrodynamique des axions. Enfin, la référence [50] s’intéresse encore une
fois au cas d’un semi-métal brisant la symétrie sous renversement temporel en l’absence
d’inclinaison, mais en présence d’un champ magnétique faible ne quantifiant pas l’énergie
des électrons. Les auteurs y développent de manière détaillée les coefficients de réflexion et
de transmission de l’onde électromagnétique ainsi que ses différents modes optiques dans
le semi-métal.

1.3 Plan du mémoire

Cet état des lieux en ce qui a trait à l’étude des réponses optiques dans les semi-métaux de
Weyl nous inspire à poursuivre dans cette direction afin de mettre en lumière des signatures
de la topologie de la structure de bande. À cette fin, nous poursuivons en quelque sorte les
travaux débutés par Kargarian et al. dans la référence [45]. En effet, dans ce mémoire, nous
utilisons l’effet Kerr comme outil afin de sonder numériquement un modèle simplifié de ces
matériaux topologiques, ce qui nous permet d’émettre de nouvelles prédictions quant à leurs
propriétés optiques à basse énergie. Le travail présenté dans ce mémoire se distingue des
références mentionnées ci-haut principalement par le fait que le modèle que nous adoptons
pour un semi-métal de Weyl préserve la symétrie sous renversement du temps et nous
considérons que le semi-métal est plongé dans un champ magnétique statique quantifiant la
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dispersion à basse énergie des électrons en niveaux de Landau. On note que nous utilisons
le même modèle jouet que dans nos travaux précédents [1]. De plus, nous considérons
une inclinaison non-nulle des noeuds de Weyl, ce qui nous permet d’identifier un effet
de polarisation de vallée. Enfin, nous considérons une situation où le champ magnétique
appliqué sur le semi-métal est orienté perpendiculairement à la direction de propagation
du faisceau lumineux utilisé pour sonder les propriétés du matériau. Cela nous permet de
mettre en évidence une signature optique inédite de l’anomalie chirale dans les semi-métaux
de Weyl provenant de la dépendance en champ magnétique de la fréquence plasmon, à
l’instar des travaux de la référence [6].

Pour ce faire, nous allons montrer comment calculer l’angle de rotation de Kerr au
chapitre 4 à partir des éléments du tenseur de conductivité optique que nous obtenons au
chapitre 3 présenté juste avant. En effet, au chapitre 3, nous détaillons le processus suivi
afin d’obtenir une expression évaluable numériquement pour les différents éléments du
tenseur de conductivité optique dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire. À la fois la
contribution à la conductivité due aux transitions optiques inter-niveaux de Landau et celle
provenant des transitions intra-bande, c’est-à-dire des transitions en impulsion ainsi qu’en
énergie au sein d’un même niveau de Landau, y sont calculées. Ce calcul est rendu possible
grâce à la méthode de diagonalisation numérique développée au chapitre 2 nous permettant
de calculer les énergies et spineurs propres du système de noeuds de Weyl inclinés en
présence d’un fort champ magnétique appliqué sur le système. Les résultats obtenus pour
l’angle de Kerr dans deux configurations d’intérêt sont présentés et discutés à la fin du
chapitre 4 et leur applicabilité à des matériaux réels y est ensuite discutée brièvement.



Chapitre 2

Modélisation de la structure électronique

d’un semi-métal de Weyl en présence d’un

champ magnétique

Un des principaux intérêts d’étudier les propriétés optiques des matériaux d’un point
de vue expérimental est le fait qu’elles sont souvent étroitement reliées à la structure électro-
nique, ainsi qu’à sa topologie. Tel que discuté au chapitre précédent, la structure électronique
des semi-métaux de Weyl est caractérisée par des croisements de bandes autour desquels
la dispersion en énergie est linéaire en impulsion. Ces régions du spectre énergétique élec-
tronique prennent la forme de cônes semblables aux cônes de Dirac et ceux-ci sont connus
sous le nom de noeuds ou points de Weyl. Lorsqu’un fort champ magnétique externe est
appliqué sur ce type de matériau, l’énergie d’un électron dans le plan perpendiculaire au
champ magnétique se trouve quantifiée en une mulitude de bandes appelées niveaux de
Landau. Le niveau de Landau se trouvant au point de croisement du noeud deWeyl disperse
linéairement dans une seule direction, soit prallèlement ou anti-parallèlement au champ
externe, dépendamment de la chiralité du noeud. Cela a d’importantes conséquences sur
les propriétés optiques et il s’agit de la cause derrière la plupart des résultats intéressants
obtenus dans ce projet. Il est donc impératif d’obtenir le spectre énergétique d’un semi-métal
de Weyl afin d’être en mesure d’en calculer les propriétés optiques, ce qui sera fait dans ce
chapitre.

Nous présentons d’abord le modèle choisi afin de représenter un semi-métal de Weyl
simplifié, où le hamiltonien pour un noeud est limité au régime de dispersion linéaire et
où le cas de noeuds dont la dispersion est inclinée est considéré. Nous obtenons ensuite
la dispersion électronique en l’absence de champ externe, ce que nous présentons à titre
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de comparaison avec le cas en présence d’un fort champ magnétique. On montrera en-
suite comment écrire le hamiltonien du système en présence d’un champ externe et il sera
discuté brièvement de la raison pourquoi nous procédons via une approche numérique
perturbative afin d’inclure l’effet de l’inclinaison des noeuds de Weyl. Nous procédons
ensuite à la diagonalisation analytique du système dont la dispersion n’est pas inclinée.
Les états propres obtenus ainsi constituent la base du hamiltonien non-perturbé qui sera
utile à la section suivante, où l’approche numérique adoptée sera détaillée. On montrera
comment généraliser notre approche afin de considérer un champmagnétique pointant dans
une direction quelconque. Enfin, les spectres électroniques du système total en fort champ
magnétique seront présentés et analysés. Ceux-ci permettent de faire plusieurs conclusions
intéressantes par rapport aux propriétés optiques d’un semi-métal de Weyl, dont un des
résultats principaux de ce travail : la polarisation de vallée.

2.1 Modèle minimal pour un semi-métal de Weyl

On adopte un modèle jouet afin de représenter un semi-métal de Weyl avec symétrie
sous renversement du temps en l’absence de champ magnétique, mais avec symétrie sous
inversion de l’espace brisée. Ce modèle comporte un total de quatre noeuds de Weyl, soit
deux paires de noeuds de Weyl de chiralités opposées, dénotées par les indices τ = 1, 3 et
τ = 2, 4, étant reliées par une symétrie miroir dans le plan x − y, brisant ainsi la symétrie
sous inversion de l’espace (voir figure 2.1). Les noeuds de même chiralité sont reliés par
la symétrie sous renversement du temps. Due à la présence de ces symétries, en l’absence
de champ magnétique, les quatre noeuds sont symétriquement équivalents. Ce modèle est
adopté ici pour une raison particulière. En effet, dans les matériaux réels faisant partie de
la famille des semi-métaux de Weyl, le réseau cristallin comporte typiquement plusieurs
symétries miroirs [5]. Ainsi, en incluant une symétrie miroir et en choisissant de représenter
les semi-métaux respectant la symétrie sous renversement du temps, lemodèle à adopter doit
comporter au minimum quatre noeuds afin de respecter le théorème de Nielsen-Ninomiya
stipulant que la charge magnétique topologique totale de la structure de bande comportant
des noeuds de Weyl doit être nulle [13, 14]. Cela signifie que le nombre de noeuds de Weyl
considérés dans un modèle théorique doit être pair, soit qu’il doit y avoir autant de noeuds
de chiralité positive que de chiralité négative. Cela nous assure que malgré la simplicité
de ce modèle, il demeure possible de faire des prédictions sur les propriétés réelles des
semi-métaux de Weyl à partir de celui-ci, du moins d’un point de vue qualitatif.
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Figure 2.1 Représentation du modèle jouet à quatre noeuds de Weyl avec symétrie sous
renversement du temps et un plan miroir perpendiculaire à l’axe z. Les cercles
bleus correspondent à des noeuds de chiralité +1, alors que les cercles rouges
correspondent à la chiralité −1. La ligne pointillée représente le plan miroir et le
point dénoté Γ correspond au point

(
kx, ky, k z

)
= (0, 0, 0). Les noeuds τ = 1 et 3

sont reliés par renversement du temps, alors que les noeuds τ = 1 et 2 sont reliés
par le miroir.

Le hamiltonien effectif à deux bandes en l’absence d’interactions et à basse énergie pour
un électron dans le noeud τ est donné par

hτ(k) = dτ,0(k)σ0 + dτ(k) · σ, (2.1)

où p = h̄k est l’impulsion de l’électron, σ =
(
σx, σy, σz

)
correspond au vecteur des matrices

de Pauli et représente le degré de liberté de pseudospin des deux bandes autour de leur
point de croisement et σ0 est la matrice identité dans cet espace de dimension deux.

Pour le noeud τ = 1, on prend

d1,0(k) = h̄vFt · k, (2.2)
d1(k) = h̄vFk, (2.3)

où on a supposé l’isotropie de la vitesse de Fermi vF dans toutes les directions et où t est
un vecteur sans dimensions qui décrit l’amplitude et la direction de l’inclinaison (« tilt »
en anglais) du cône de Weyl. Cette inclinaison de la relation de dispersion distingue entre
deux types de semi-métaux de Weyl : le premier, les semi-métaux de Weyl de type-I pour
lesquels l’amplitude du vecteur d’inclinaison respecte la condition |t| < 1 et le second de
type-II, où |t| ≥ 1. Dans ce document, on ne s’intéresse qu’au cas de type-I.

Le hamiltonien pour les autres noeuds du modèle s’obtient via l’application des opé-
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rations de symétrie appropriées, c’est-à-dire le renversement du temps T et l’opération
miroir M, sur le hamiltonien du noeud τ = 1, soit h1(k). Nous supposons que σi se trans-
forme de la même façon qu’un moment angulaire du type r × p sous ces opérations. Cette
supposition requiert une explication, ce que nous présentons à la fin de cette sous-section.
Sous renversement du temps (t → −t, où t est le temps, à ne pas confondre avec le vecteur
d’inclinaison), on obtient donc les règles de transformation suivantes

T kiT −1 = −ki, (2.4)
T σiT −1 = −σi. (2.5)

L’opération miroir a pour effet d’inverser l’axe z (z → −z), de sorte qu’on a les règles de
transformation

MkzM−1 = −kz, (2.6)

MσM−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−σx

−σy

σz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.7)

car un moment angulaire se transforme comme

r × p =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ypz − zpy

−xpz + zpx

xpy − ypx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

z→−z−→
pz→−pz

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−ypz + zpy

xpz − zpx

xpy − ypx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.8)

Cela signifie que dans le cas général, les composantes de σ dans le plan miroir changent de
signe sous cette transformation, alors que la composante perpendiculaire demeure inchangée.
Ainsi, on obtient les hamiltoniens des quatre noeuds

h1(k) = h̄vFt · kσ0 + h̄vFk · σ, (2.9)
h2(k) = Mh1(k)M−1 = −h̄vF

(
−txkx − tyky + tzkz

)
σ0 − h̄vFk · σ, (2.10)

h3(k) = T h1(k)T −1 = −h̄vFt · kσ0 + h̄vFk · σ, (2.11)
h4(k) = T ⊗Mh1(k) (T ⊗M)−1

= −h̄vF
(
txkx + tyky − tzkz

)
σ0 − h̄vFk · σ, (2.12)
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où le signe global du hamiltonien d’un noeud correspond à la chiralité du noeud. D’un point
de vue mathématique, pour obtenir le hamiltonien des différents noeuds, il est équivalent
d’effectuer les transformations suivantes

τ = 1 → 2 : (vF, tx, ty, tz) → (−vF,−tx,−ty, tz),

τ = 1 → 3 : (vF, tx, ty, tz) → (vF,−tx,−ty,−tz), (2.13)
τ = 1 → 4 : (vF, tx, ty, tz) → (−vF, tx, ty,−tz).

Tel que mentionné ci-haut, les règles de transformation des opérateurs σi utilisées ici
requièrent une justification. En effet, nous avons supposé que ceux-ci se transforment comme
un moment angulaire sous les opérations de renversement du temps et miroir. Dans un
semi-métal deWeyl réel, si l’axe de quantification du spin électronique est choisi le long d’un
des axes du cristal, les états électroniques autour d’un noeud de Weyl donné correspondent
à des combinaisons linéaires d’états de spin up et de spin down. Cela est une conséquence
du couplage spin-orbite [16] et nous permet donc d’écrire σi = ∑j aijsj, où les si sont les
vrais opérateurs de spin et aij sont des coefficients réels, avec i, j = x, y, z. Puisque toutes les
composantes du spin si sont impaires sous l’opération de renversement du temps, il s’ensuit
que σ, se transforme de la même façon. Cependant, la situation est différente dans le cas
de la transformation miroir. En effet, sous cette opération de symétrie, en général s et σ,
ne se transforment pas de la même façon. Cela est dû au fait que seules les composantes
parallèles au plan miroir d’un moment angulaire changent de signe sous l’opération miroir
et que les σi sont obtenus comme des combinaisons linéaires des différents sj. Les règles de
transformation en 2.13 sont donc choisies dans le but de simplifier le traitement analytique
des différents noeuds du modèle. Néanmoins, les prédictions principales faites à partir de
ce modèle jouet seront suffisamment générales afin de transcender sa simplicité [1].

2.2 Diagonalisation en présence d’un champ magnétique

Dans cette section, on présente comment diagonaliser le hamiltonien dumodèle présenté
précédemment en présence d’un champ magnétique statique afin d’obtenir le spectre en
énergie ainsi que les vecteurs propres associés pour chacun des noeuds de Weyl. D’abord,
on s’attardera au cas en l’absence de champ externe qui est beaucoup plus simple à traiter.
Ensuite, la méthode numérique perturbative utilisée dans ce travail sera développée et
il sera montré comment celle-ci permet d’obtenir le spectre ainsi que les vecteur propres
du système pour un champ magnétique et un vecteur d’inclinaison t dans des directions
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arbitraires dans le plan x − z. Enfin, les spectres électroniques seront illustrés et ceux-ci
seront comparés à ceux obtenus via l’approche analytique mentionnée plus tôt.

2.2.1 Dispersion électronique en champ nul

En l’absence de champ externe, les énergies propres du hamiltonien h1(k) (éq. 2.9)
s’obtiennent de l’équation aux valeurs propres

Det [h1(k)− E1 (k) σ0] = 0,

Det

⎡
⎢⎣ h̄vF (t · k + kz)− E1 (k) h̄vF

(
kx − iky

)
h̄vF
(
kx + iky

)
h̄vF (t · k − kz)− E1 (k)

⎤
⎥⎦ = 0, (2.14)

E2
1 (k)− 2h̄vFt · kE1 (k) + h̄2v2

F (t · k)2 − h̄2v2
F |k|2 = 0.

Les solutions s’obtiennent facilement et on obtient les énergies propres

E1,± (k) = h̄vFt · k ± h̄vF |k| , (2.15)

où le signe + correspond à la bande de conduction, alors que le signe − est pour la bande
de valence. La relation de dispersion des trois autres noeuds peut alors facilement être
obtenue à partir des règles de transformation présentées à l’équation 2.13. Cette relation de
dispersion est valide seulement à basse énergie, dans le régime linéaire.

De plus, on trouve que les spineurs propres sont indépendants de l’inclinaison et sont
donnés par

φ1,± (k) =
1√

k2
x + k2

y + (kz ± |k|)2

⎛
⎜⎝ kz ± |k|

kx + iky

⎞
⎟⎠ . (2.16)

En considérant une tranche bidimensionnelle kx = ky = 0 de ces spectres, on obtient la
dispersion E1,± (kz) = h̄vF (tz ± 1) kz illustrée à la figure 2.2.

On peut imaginer ces spectres d’un point de vue tridimensionnel via la symétrie sous
rotation afin d’obtenir les cônes de Weyl pour kx, ky variables. Ce résultat confirme donc
qu’à partir de notre modèle et en l’absence de champ magnétique externe, nous retrouvons
bien une dispersion correspondant à des fermions sans masse dans ce régime d’énergie et
d’impulsion.
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Figure 2.2 Spectres en énergies électronique pour les quatre noeuds deWeyl dumodèle jouet
adopté en absence de champ magnétique et pour kx = ky = 0. Les dispersions en
bleu, rouge, vert et violet correspondent aux noeuds τ = 1, 2, 3 et 4, respectivement.
Le potentiel chimique est dénoté μ et la position des différents noeuds a été
déplacée en kz pour des raisons de clarté visuelle.

2.2.2 Hamiltonien en présence d’un champ magnétique

On rappelle le hamiltonien pour le noeud τ = 1 :

h1(k) = h̄vFt · kσ0 + h̄vFk · σ

= h1,tilt(k) + h1,0(k), (2.17)

où on a défini la partie du hamiltonien dépendant du vecteur d’inclinaison h1,tilt, ainsi que le
hamiltonien pour un noeud de Weyl sans inclinaison h1,0. La raison pour cela est que nous
prenons une approche perturbative afin de traiter l’effet de l’inclinaison de la relation de
dispersion. Cela est fait dans le but de pallier au fait que la diagonalisation du hamiltonien
total est problématique d’un point de vue analytique, ce que nous allons montrer dans un
instant. Dans cette optique, nous commençons par la diagonalisation de h1,0 en présence
d’un fort champ magnétique, puis nous montrons comment ajouter l’effet de h1,tilt comme
une perturbation au système dans une des prochaines sections.

Nous obtenons d’abord la forme du hamiltonien incluant le champ externe. Le champ
magnétique externe B0 est ajouté via la substitution de Peierls. Celle-ci consiste à ajouter
l’effet du champ B0 à l’impulsion de l’électron par l’intermédiaire du potentiel vecteur
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comme k → Π = k + e
h̄ A0, avec la charge électrique e > 0 pour un électron. Nous notons ici

que nous négligeons les couplages au champ B0 de type Zeeman dans notre approche. La
raison pour cela est que ceux-ci n’ont que deux effets sans importance dans le cadre de notre
modèle jouet. En effet, cela induit un déplacement global des noeuds de Weyl en énergie,
ainsi que dans l’espace réciproque. Ces deux effets peuvent alors être absorbés dans une
redéfinition du potentiel chimique et du vecteur k respectivement [1].

Le potentiel vecteur est défini dans la jauge de Landau. Ainsi, pour un champ orienté le
long de l’axe x, B0=B0x̂ et puisque B0 est relié à A0 via un rotationnel, on a

B0 = (∇× A0)x =
(
∂y Az − ∂z Ay

)
, (2.18)

de sorte que les deux choix de jauge de Landau suivantes sont possibles

A0= (0, 0, B0y) , A0= (0,−B0z, 0) . (2.19)

On choisit de travailler dans la jauge A0=B0yẑ, de sorte que l’opérateur impulsion
généralisé Π s’écrit Πx = kx, Πy = ky, Πz = kz +

e
h̄ B0y. On montrera plus bas comment il

est possible de considérer un champ magnétique dans différentes directions. Ainsi, sous
forme matricielle, le hamiltonien h1,0 s’écrit

h1,0(k +
e
h̄

A0) = h̄vF

⎛
⎜⎝ Πz Πx − iΠy

Πx + iΠy −Πz

⎞
⎟⎠ . (2.20)

Afin d’être en mesure de faire usage de résultats connus pour la diagonalisation de cette
matrice, soit le cas d’un champBpointant dans la direction de l’axe z, nous pouvons appliquer
une transformation unitaire à h1,0 sous forme d’une rotation de θ = π/2 autour de l’axe y
dans l’espace du pseudospin, afin d’interchanger les axes x et z. Sous cette transformation,
le vecteur des matrices de pauli se transforme comme

e−i π
4 σy σei π

4 σy =
(
σz, σy,−σx

)
, (2.21)

de sorte que le hamiltonien devient

h1,0(k) → e−i π
4 σy h1,0(k)ei π

4 σy = h̄vF

⎛
⎜⎝ Πx −Πz − iΠy

−Πz + iΠy −Πx

⎞
⎟⎠ . (2.22)
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Contrairement au cas en l’absence de champ B0, certaines composantes de l’impulsion
ne commutent plus entre elles. En effet,

[
Πy, Πz

]
=

e
h̄
([

ky, Az
])

= −i
e
h̄
([

∂y, Az
])

= −i
e
h̄
(
∂y Az

)
= −i/�2, (2.23)

où on a défini la longueur magnétique

� =

√
h̄

eB0
, (2.24)

qui représente le rayon de la plus petite orbite cyclotron formée par les électrons dans le
plan perpendiculaire au champ B0 [51]. Tel qu’annoncé plus tôt, les énergies du système
seront quantifiées, il est donc utile de définir les opérateurs d’échelle suivants

a =
�√
2

(
−Πz − iΠy

)
, (2.25)

a† =
�√
2

(
−Πz + iΠy

)
. (2.26)

Ces opérateurs satisfont aux règles de commutation canoniques, soit
[
a, a†] = 1 et

[a, a] =
[
a†, a†] = 0, ce qui est facile à vérifier avec un peu d’algèbre. Il est alors possible

d’écrire le hamiltonien en termes de ces opérateurs d’échelle simplement comme

h1,0(k) = h̄vF

⎛
⎜⎝ kx

√
2
� a

√
2
� a† −kx

⎞
⎟⎠ . (2.27)

Lorsqu’un vecteur d’inclinaison t non nul est introduit, le problème devient substantiel-
lement plus complexe. Le partie du hamiltonien dépendant de t en présence d’un champ
externe le long de x s’écrit

h1,tilt(k +
e
h̄

A0) = h̄vFt·
(

k +
e
h̄

A0

)
σ0

= h̄vF
(
txkx + tyΠy + tzΠz

)
σ0, (2.28)

où on note que la transformation unitaire décrite en 2.22 n’a aucun effet sur ce terme dans le
hamiltonien, puisque

[
σy, σ0

]
= 0.

Il est possible d’exprimer l’impulsion généralisée en fonction des opérateurs d’échelle
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comme

Πy =
i√
2�

(
a − a†

)
, (2.29)

Πz = − 1√
2�

(
a + a†

)
. (2.30)

Ainsi, le hamiltonien total en présence d’un champmagnétique peut alors s’écrire comme

h1(k +
e
h̄

A0) = h1,0(k +
e
h̄

A0) + h1,tilt(k +
e
h̄

A0)

= h̄vF

⎛
⎜⎝ (1 + tx) kx

√
2
� a

√
2
� a† − (1 − tx) kx

⎞
⎟⎠

+
h̄vF√

2�

[
ity

(
a − a†

)
− tz

(
a + a†

)]⎛⎜⎝ 1 0

0 1

⎞
⎟⎠ . (2.31)

Il n’existe pas de solution analytique évidente permettant de diagonaliser cette matrice.
Cependant, une solution analytique ingénieuse a été développée dans la référence [38].
Ce résultat permet d’obtenir le spectre et les états propres pour un semi-métal de Weyl en
présence d’un champ magnétique et d’une inclinaison de la dispersion dans des directions
quelconques. Nous prenons cependant une approche numérique perturbative qui est plus
simple à traiter d’un point de vue calculatoire et nous montrons qu’il est également possible
dans ce cas de considérer une inclinaison ainsi qu’un champ B0 dans différentes directions,
de sorte qu’on perd peu en terme de généralité. De plus, cela nous permet de travailler dans
une base de vecteurs propres orthogonaux, ce qui n’est pas possible dans l’approche de la
référence [38].

2.2.3 Diagonalisation analytique en l’absence d’inclinaison

Nous calculons maintenant les énergies et états propres de h1,0(k + e
h̄ A0), afin de définir

la base des états du hamiltonien non-perturbé qui nous sera utile à la prochaine section. La
matrice en 2.27 peut être diagonalisée simplement en proposant des solutions de la forme

φn (r) =
1√
Lx

(
unhn−1 (r⊥)

vnhn (r⊥)

)
eikxx, (2.32)
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où nous avons supposé une solution de type onde plane le long du champ magnétique avec
Lx, l’étendue de l’échantillon le long de l’axe x. Les coefficients un, vn sont des fonctions de
kx à déterminer et r⊥ = (y, z) est le vecteur position dans le plan perpendiculaire au champ
B0. Les fonctions hn (r⊥) sont les fonctions d’onde du niveau d’énergie quantifié en présence
d’un fort champ magnétique, dont les énergies associées E(0)

n sont connues sous le nom de
niveaux de Landau avec n ≥ 0, l’indice du niveau. En utilisant l’équation de Schrödinger
indépendante du temps en représentation espace h1,0(k)φn (r) = E(0)

n (kx) φn (r), on obtient
le système d’équations suivant

( kxunhn−1 (r⊥) +
√

2
� avnhn (r⊥)√

2
� a†unhn−1 (r⊥)− kxvnhn (r⊥)

)
=

E(0)
n (kx)

h̄vF

(
unhn−1 (r⊥)

vnhn (r⊥)

)
. (2.33)

De plus, en écrivant l’impulsion comme kν = −i∂ν, où ∂ν = ∂
∂xν

, il est possible d’exprimer
les opérateurs d’échelle de la façon suivante

a =
�√
2

(
i∂z − y/�2 − ∂y

)
, (2.34)

a† =
�√
2

(
i∂z − y/�2 + ∂y

)
. (2.35)

Nous avons donc affaire à une équation différentielle dont la solution nous donnera
les états propres recherchées. Commençons par le cas n = 0. Nous avons hn<0 (r⊥) = 0, de
sorte que le système d’équation se simplifie grandement. En effet, on a

ah0 (r⊥) = 0, (2.36)

−kxv0h0 (r⊥) =
E(0)

0
h̄vF

v0h0 (r⊥) . (2.37)

La seconde nous permet d’obtenir la dispersion pour le niveau n = 0, que l’on désignera
comme le niveau chiral, donnée par

E(0)
0 (kx) = −h̄vFkx. (2.38)

Ce niveau d’énergie disperse donc linéairement dans la direction parallèle ou anti-
parallèle au champ B0 dépendamment de la chiralité du noeud de Weyl. La chiralité du
noeud détermine le signe de la pente de ce niveau chiral. La première équation du système
peut s’écrire comme (

∂z + iy/�2 + i∂y
)

h0 (r⊥) = 0. (2.39)
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On pose ensuite une solution de type onde plane le long de z, de sorte que

h0 (r⊥) =
1√
Lz

eikzz ϕ0 (y) . (2.40)

L’équation différentielle devient
(

y + kz�2

�
+ �∂y

)
ϕ0 (y) = 0, (2.41)

dont la solution est simplement un oscillateur harmonique unidimensionnel centré en
y = −kz�2. La solution est donc une gaussienne normalisée

ϕ0 (y) =
1√

π1/2�
e−(y+kz�2)

2
/2�2

. (2.42)

Le spineur état propre pour le niveau n = 0 s’écrit donc comme

φ0 (r) =
1√
Lx

(
0

h0 (r⊥)

)
eikxx, (2.43)

où le coefficient v0 (kx) = 1, afin de préserver la normalisation.

Ainsi, par analogie, on prend comme solutions pour les états n > 0,

hn,X (r⊥) = (−i)n 1√
Lz

ϕn (y − X) e−iXz/�2
, (2.44)

ϕn (y) =

(
1

π�2

)1/4 1√
2nn!

Hn

(y
�

)
e−y2/2�2

, (2.45)

soit les états propres de l’oscillateur quantique unidimensionnel, où nous avons introduit
l’indice de centre d’orbite X = −kz�2. Les fonctions Hn (y) correspondent aux polynômes
d’Hermite. L’effet des opérateurs d’échelle appliqués sur ces fonctions d’onde est obtenu
comme

ahn,X (r⊥) = i
√

nhn−1,X (r⊥) , (2.46)

a†hn,X (r⊥) = −i
√
(n + 1)hn+1,X (r⊥) , (2.47)

dont la démonstration est fournie en annexe (voir section B.1).

Ainsi, en revenant à l’équation de Schrödinger, on peut maintenant obtenir le spectre en
niveaux de Landau, ainsi que les spineurs états propres associés. En utilisant les règles pour
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les opérateurs d’échelle, le système d’équations de Schrödinger devient
(

kx −
E(0)

n (kx)

vF

)
un (kx) = −i

√
n
√

2h̄
�

vn (kx) , (2.48)
(

kx +
E(0)

n (kx)

vF

)
vn (kx) = −i

√
n
√

2h̄
�

un (kx) . (2.49)

Si on multiplie les deux équations, on obtient une équation quadratique pour l’énergie
E(0)

n dont la solution s’obtient comme

E(0)
n,s (kx) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−h̄vFkx n = 0

sh̄vF

√
2n
�2 + k2

x n > 0
, (2.50)

où s = ±1 est l’indice de bande, de sorte que les deux bandes se divisent en niveaux de
Landau. On rappelle les spineurs états propres posés en 2.32,

φn,s,X,kx (r) =
1√
Lx

(
un,s (kx) hn−1,X (r⊥)

vn,s (kx) hn,X (r⊥)

)
eikxx, (2.51)

auquels nous avons ajouté l’indice de bande s. En fixant un,s = 1 dans l’équation de Schrö-
dinger, on trouve pour vn,s (kx),

vn,s (kx) = i
�√
2n

(
kx −

E(0)
n,s (kx)

h̄vF

)
. (2.52)

On rappelle que pour le niveau chiral n = 0, on prend v0 (kx) = 1, pour des raisons de
normalisation. Afin de normaliser les spineurs pour n > 0, on définit le module carré

Nn,s (kx) = |un,s (kx)|2 + |vn,s (kx)|2 = 1 +
�2

2n

(
kx −

E(0)
n,s (kx)

h̄vF

)2

, (2.53)

ce qui nous permet d’écrire

φn,s,X,kx (r) =
1√

Nn,s (kx) Lx

(
hn−1,X (r⊥)

vn,s (kx) hn,X (r⊥)

)
eikxx. (2.54)

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires à l’approche perturbative pour
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la diagonalisation du système total.

2.2.4 Approche numérique perturbative afin de traiter l’inclinaison des noeuds de Weyl

Tel que discuté aux sections précédentes, l’inclinaison des noeuds deWeyl peut être prise
en compte demanière perturbative. Pour cela,nous commençons par exprimer le hamiltonien
en seconde quantification. Ce changement de base est utile, car il permet d’obtenir une
expression pour le hamiltonien dans l’espace des états propres du hamiltonien non perturbé,
d’où le fait que cette méthode est qualifiée d’approche perturbative. Le hamiltonien obtenu
peut alors facilement être exprimé sous forme matricielle dans un espace de dimension
N × N, où N est le nombre de niveaux de Landau inclus dans le calcul et cette matrice
peut ensuite être diagonalisée à l’aide de méthodes numériques. Techniquement, si l’on fait
tendre N vers l’infini, on devrait obtenir le résultat exact. Bien entendu, numériquement, il
faut déterminer une valeur finie N = Nmax pour laquelle les résultats obtenus reproduisent
bien les résultats attendus, ce qui peut être vérifié en comparant le spectre électronique
obtenu numériquement avec celui donné dans la référence [38].

Le hamiltonien en seconde quantification s’obtient de la façon suivante

HSQ =
∫

drΨ† (r)HΨ (r) , (2.55)

où Ψ (r) est connu sous le nomd’opérateur de champd’un électron, car il crée un électron
à la position r en deuxième quantification. Dans le cas qui nous intéresse, soit en l’absence
de la perturbation, celui-ci s’écrit

Ψ (r) = ∑
n,s,X,k

φn,s,X,k (r) cn,s,X,k, (2.56)

où les spineurs φn,s,X,k (r) représentent les états propres du hamiltonien en l’absence d’incli-
naison que nous avons obtenus à la section précédente, où nous avons renommé kx → k
afin d’améliorer quelque peu la lisibilité des équations. De plus, cn,s,X,k est l’opérateur de
destruction d’un électron dans l’état déterminé par les nombres quantiques n, s, X, k en
l’absence de la perturbation. Plus explicitement, le hamiltonien second quantifié s’écrit donc

HSQ = ∑
n,s,X,k

∑
m,l,X′,k′

∫
drφ†

m,l,X′,k′ (r)Hφn,s,X,k (r) c†
m,l,X′,k′cn,s,X,k

= ∑
n,m,s,l

∑
k,k′

∑
X
〈φm,l,X,k′ | H |φn,s,X,k 〉 c†

m,l,X,k′cn,s,X,k, (2.57)
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où nous avons utilisé le fait que le hamiltonien est diagonal en indices de centre d’orbite
(X = X′). L’orthogonalité 〈φm,l,X′,k′ |φn,s,X,k 〉 ∝ δX,X′ sera démontrée au chapitre suivant
(voir section 3.3). À partir de la forme des spineurs obtenue à l’équation 2.54, il est possible
d’écrire φn,s,X,k (r) = eikx√

Lx
φn,s,X,k (r⊥). À partir de la propriété

1
Lx

∫
dxei(k−k′)x = δk,k′ , (2.58)

où δk,k′ est le delta de Kronecker, on peut obtenir la relation d’orthogonalité suivante entre
les spineurs

〈φm,l,X,k′ |φn,s,X,k 〉 =
∫

drφ†
m,l,X,k′ (r) φn,s,X,k (r)

=

[
1
Lx

∫
dxei(k−k′)x

] [∫
dr⊥φ†

m,l,X,k′ (r⊥) φn,s,X,k (r⊥)
]

= δk,k′δm,nδl,s. (2.59)

Ainsi, puisque le hamiltonien n’affecte pas l’impulsion k, on peut écrire

HSQ = ∑
n,m,s,l

∑
k,X

〈φm,l,X,k| H |φn,s,X,k 〉 c†
m,l,X,kcn,s,X,k. (2.60)

Puisque H= h1(k) est de la forme H0 + V, où H0 = h1,0(k) et V = h1,tilt(k), on a que
les états φn,s,X,k (r) sont états propres deH0, mais pas de la perturbation V. Cela signifie que
H n’est pas diagonal dans la base des états {φn,s,X,k (r)} et on peut donc définir une matrice
à partir des éléments 〈φm,l,X,k (r)| H |φn,s,X,k (r) 〉 ≡

〈
m(0)

l,k

∣∣∣H ∣∣∣n(0)
s,k

〉
comme

(
H′) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E(0)
0 +

〈
0(0)
∣∣∣V ∣∣∣0(0)〉 〈

0(0)
∣∣∣V ∣∣∣1(0)+

〉 〈
0(0)
∣∣∣V ∣∣∣1(0)−

〉
. . .〈

1(0)+

∣∣∣V∣∣∣ 0(0)〉 E(0)
1+ +

〈
1(0)+

∣∣∣V ∣∣∣1(0)+

〉 〈
1(0)+

∣∣∣V∣∣∣ 1(0)−
〉

〈
1(0)−
∣∣∣V∣∣∣ 0(0)〉 〈

1(0)−
∣∣∣V ∣∣∣1(0)+

〉
E(0)

1− +
〈

1(0)−
∣∣∣V ∣∣∣1(0)−

〉
... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(2.61)
où nous avons introduit la notation de Dirac abrégée

〈
r
∣∣∣n(0)

s,k

〉
= φn,s,X,k (r), avec

∣∣∣n(0)
s,k

〉
=

1√
Nn,s (k) Lx

( |n − 1〉
vn,s (k) |n〉

)
eikx. (2.62)

De plus, nous avons utilisé les énergies des niveaux de Landau E(0)
n,s obtenues en l’absence
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d’inclinaison des noeuds à l’équation 2.50 que nous avons introduits sur la diagonale de la
matrice puisque les vecteur propres qui leur sont associés sont diagonaux dans cette base.

En d’autres termes, on a exprimé (H′) = 〈Φ| H |Φ〉, avec

|Φ〉 =
( ∣∣∣0(0)〉 ∣∣∣1(0)+

〉 ∣∣∣1(0)−
〉

. . .
∣∣∣n(0)

max+

〉 ∣∣∣n(0)
max−

〉 )T

, (2.63)

le vecteur de spineurs non-perturbés. Nous avons défini la matrice hamiltonienne (H′) en
alternant les indices de bande, car numériquement, la diagonalisation est plus rapide en
utilisant cette définition. La raison pour cela est que les éléments non-nuls de la matrice
sont alors regroupés près de la diagonale plutôt que éparpillés un peu partout. La matrice
(H′) est hermitique et peut être diagonalisée à l’aide de la transformation unitaire

(
H′)U = UE, (2.64)

où E est la matrice diagonale contenant les valeurs propres de (H′) et U est la matrice des
vecteurs propres sous forme de colonnes. En isolant (H′), on obtient (H′) = UEU† et le
hamiltonien en seconde quantification peut être exprimé en fonction des éléments de U et E
comme

HSQ = ∑
i

∑
n,m,s,l

∑
X,k

c†
m,l,X,kUm,i,l,kEi,kU†

i,n,s,kcn,s,X,k

= ∑
i

∑
X,k

d†
i,X,kEi,kdi,X,k = ∑

i
∑
X,k

Ei,kd†
i,X,kdi,X,k , (2.65)

où nous écrivons kx = k par souci de lisibilité. De plus, nous avons défini les nouveaux
opérateurs de création et annihilation dans cette base que l’on peut relier aux anciens comme

di,X,k = ∑
n,s

U†
i,n,s,kcn,s,X,k ↔ cn,s,X,k = ∑

i
Un,i,s,kdi,X,k, (2.66)

d†
i,X,k = ∑

n,s
c†

n,s,X,k Un,i,s,k ↔ c†
n,s,X,k = ∑

i
d†

i,X,k U†
i,n,s,k. (2.67)

Ainsi, les énergies propres du système dont les noeuds de Weyl sont inclinés sont
simplement obtenus comme les éléments Ei après la diagonalisation numérique de (H′).
De plus, les états propres associés s’obtiennent à partir de la relation |ψ〉 = UT |Φ〉, de
sorte que les composantes du vecteur |ψ〉 correspondent aux états propres du système total.
Ceux-ci prennent donc la forme d’une combinaison linéaire des spineurs du hamiltonien en
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l’absence de perturbation comme suit

|ψ〉i,k = ∑
n,s

Un,i,s,k

∣∣∣n(0)
s,k

〉
. (2.68)

Afin d’obtenir ces spineurs et états propres du système total, il nous faut donc évaluer les
éléments de matrice de la perturbation

〈
m(0)

l,k

∣∣∣V ∣∣∣n(0)
s,k

〉
=
〈

m(0)
l,k

∣∣∣ h1,tilt

∣∣∣n(0)
s,k

〉
. Cela requiert

plusieurs lignes d’algèbre,mais ce calcul est assez simple. Cependant, comme le niveau n = 0
est très particulier, il nous faut faire attention à évaluer séparément les éléments impliquant
le spineur du niveau chiral. Ci-dessous, nous présentons les quatre cas pertinents pour cet
élément de matrice.

On rappelle que la perturbation prend la forme

h1,tilt
(

k+
e
h̄

A0

)
= h̄vFtxkxσ0 +

h̄vF√
2�

[
ity

(
a − a†

)
− tz

(
a + a†

)]
σ0. (2.69)

Afin de simplifier le calcul, dans le reste de ce document, nous nous concentrons sur le
cas où le vecteur d’inclinaison t est confiné dans le plan x − z, ce qui revient à poser ty = 0.

Dans ce cas, les éléments de matrice de la perturbation impliquant le niveau 0 s’ob-
tiennent comme

n = m = 0 :
〈

0(0)
∣∣∣V (kx)

∣∣∣0(0)〉 = h̄vFkxtx, (2.70)

n = 0, m > 0 :
〈

m(0)
l

∣∣∣V (kx)
∣∣∣ 0(0)〉 = − h̄vF

�

itz√
2Nm,l

v∗m,lδm,1, (2.71)

n > 0, m = 0 :
〈

0(0)
∣∣∣V (kx)

∣∣∣n(0)
s

〉
=

h̄vF

�

itz√
2Nn,s

vn,s
√

nδn,1. (2.72)

Lorsque ni n, ni m sont nuls, on trouve plutôt

〈
m(0)

l

∣∣∣V (kx)
∣∣∣n(0)

s

〉
=

h̄vF√
Nm,l Nn,s

[
kxtx
[
1 + v∗m,lvn,s

]
δm,n

+
itz

�
√

2

{[√
n − 1 +

√
nv∗m,lvn,s

]
δm,n−1

−
[√

n +
√

n + 1v∗m,lvn,s

]
δm,n+1

}]
. (2.73)

Nous notons l’absence de conditions sur les indices de bande s et l dans ces expressions.
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En fait, il n’est pas nécessaire d’ajouter ces conditions à lamain, puisqu’elles sont déjà incluses
dans les expressions faisant intervenir les coefficients vn,s et v∗m,l . Par exemple, dans le cas
d’éléments de la perturbation ne faisant intervenir que des niveaux de Landau n, m > 0,
le terme

[
1 + v∗m,lvn,s

]
δm,n est en fait automatiquement nul si les indices de bande sont

différents. En effet, on rappelle que

vn,s (kx) = i
�√
2n

(
kx −

E(0)
n,s (kx)

h̄vF

)
(2.74)

et que

E(0)
n,s (kx) = sh̄vF

√
2n
�2 + k2

x, n > 0. (2.75)

Ainsi, dans le cas où s �= l, on a alors E(0)
n,� (kx) = −E(0)

n,s (kx), de sorte que

v∗m,lvn,sδm,n =
�2

2n

(
kx +

E(0)
n,s (kx)

h̄vF

)(
kx −

E(0)
n,s (kx)

h̄vF

)

=
�2

2n

(
kx + s

√
2n
�2 + k2

x

)(
kx − s

√
2n
�2 + k2

x

)

= −1. (2.76)

Cela signifie que
[
1 + v∗m,lvn,s

]
δm,n = 0 dans ce cas, tel qu’annoncé. Cependant, si s = l, on

trouve que
[
1 + v∗m,svn,s

]
δm,n �= 0, mais donne plutôt une expression dépendant de kx, n et

s, de sorte qu’il n’est pas possible de résumer le tout sous la forme d’un simple delta de
Kronecker de la forme δl,s.

2.2.5 Champ magnétique le long de z

Tel qu’annoncé précédemment, nous voulons être en mesure d’orienter le champ B0

dans différentes directions, nous nous intéressons notamment au cas B0‖ ẑ. On souhaite être
enmesure d’utiliser la mêmeméthode numérique permettant de diagonaliser le hamiltonien
développée à la section précédente en demeurant dans la jauge de Landau. Une manière
d’accomplir cela est d’appliquer la transformation unitaire inverse par rapport à celle de la
section 2.2.2 sur le hamiltonien de départ afin de définir de nouveaux axes r̂′= x̂′+ŷ′+ẑ′

de sorte que le champ B0‖ x̂′ avec x̂′ = ẑ, ce qui nous permet d’utiliser directement nos
résultats précédents.

Pour un champ le long de z faisant un angle π/2 avec l’axe des x, le choix évident de
transformation est une rotation d’un angle θ = π/2 autour de l’axe y. En effet, de cette
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façon, les axes se transforment comme

r′ = Ry

(
θ =

π

2

)
r =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos θx+ sin θz

y

− sin θx + cos θz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z

y

−x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.77)

Appliquons cette transformation sur le hamiltonien 2 × 2 introduit à l’équation 2.1 pour
le noeud τ = 1. On obtient

h′1 (k) = Ry

(
θ =

π

2

)
h1 (k) R†

y

(
θ =

π

2

)
= e−i θ

2 σy h1 (k) ei θ
2 σy

= h̄vFt · kσ0 + h̄vFk · e−i π
4 σy σei π

4 σy , (2.78)

De sorte que le produit scalaire k · t est préservé par cette transformation, tel qu’on
pouvait l’anticiper. L’opérateur de transformation s’écrit

e±i π
4 σy = ±iσy. (2.79)

Cette transformation dans l’espace 2 × 2 des matrices de Pauli est équivalente à une
rotation des axes dans l’espace des positions tridimentionnel. Les matrices de Pauli se
transforment comme

e−i π
4 σy σei π

4 σy =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σz

σy

−σx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.80)
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Ainsi, le produit k · σ peut donc s’écrire

k · σ′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

kx

ky

kz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σz

σy

−σx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−kz

ky

kx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx

σy

σz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = k′ · σ, (2.81)

où on a défini le vecteur des impulsions tourné k′ =
(

−kz, ky, kx

)
. Afin d’écrire

le hamiltonien en fonction de ce nouveau vecteur, c’est-à-dire h′1 (k) → h′1 (k
′), il nous faut

définir un nouveau vecteur d’inclinaison t′ de telle sorte à ce que le produit scalaire k′·t′
demeure inchangé. Nous voulons

k · t = k′·t′,
kxtx + kztz = −kzt′x + kxt′z. (2.82)

Par conséquent, on obtient les relations suivantes entre les composantes des vecteurs t
et t′

t′x = −tz; t′z = tx. (2.83)

Le hamiltonien peut finalement s’écrire en fonction des vecteurs tournés k′ et t′ comme

h′1
(
k′) = h̄vFt′·k′σ0 + h̄vFk′ · σ. (2.84)

Un champ magnétique le long de l’axe x′ peut alors être ajouté via la substitution de
Peierls tel qu’auparavant avec un potentiel vecteur dans la jauge de Landau. La direction
réelle du champ B0 est alors le long de z et nous pouvons alors utiliser les équations de la
section précédente afin de diagonaliser le système en autant qu’on effectue le remplacement
t → t′ et k → k′.
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2.2.6 Spectres électroniques : premier contact avec la polarisation de vallée

Les spectres en énergie électronique pour les quatre noeuds de Weyl du modèle obtenus
grâce à la méthode présentée dans ce chapitre sont présentés à la figure 2.3 pour deux
configurations de champ magnétique. Tel qu’attendu, on remarque l’apparition de bandes
d’énergie quantifiées en niveaux de Landau avec un niveau chiral illustré en un trait pointillé.
Ce niveau chiral disperse linéairement en impulsion dans une seule direction, comme on
a pu le constater analytiquement dans une section précédente, où on avait diagonalisé le
hamiltonien du système en l’absence d’inclinaison du cône de Weyl. En contraste avec
les spectres obtenus en l’absence de champ magnétique externe (voir section 2.2.1), on
remarque maintenant la présence potentielle d’électrons se comportant comme des fermions
massifs en raison de la présence des niveaux d’énergie supérieurs (ou inférieurs) à n = 0.
En effet, ces niveaux d’énergie possèdent une courbure non nulle, indiquant des fermions
avec masse dans la direction du champ B0.

k‖
−3

−2

−1

0

1

2

3

E n
(h̄

v F
/
� B
)

τ = 1 τ = 2 τ = 3 τ = 4μ

(a) Champ magné tique orienté perpen-
diculairement au vecteur d’inclinai-
son (B ⊥ t). Plus spécifiquement, B ‖ x̂,
t ‖ ẑ.

k‖
−3

−2

−1

0

1

2

3

E n
(h̄

v F
/
� B
)

τ = 1 τ = 2 τ = 3 τ = 4μ

(b) Champ magné tique orienté parallèle-
ment au vecteur d’inclinaison. Plus spé-
cifiquement, B ‖ t ‖ ẑ.

Figure 2.3 Spectres en énergie électronique pour les quatre noeuds de Weyl du modèle jouet
adopté en présence d’un champ magnétique orienté dans les deux directions
d’intérêt, soit (a) perpendiculairement ou (b) parallèlement au vecteur d’inclinai-
son. La quantification en niveaux de Landau est illustrée pour les quatre noeuds
de Weyl du modèle en fonction de l’impulsion électronique adimensionnée le
long du champ B. Les niveaux de Landau massifs (|n| > 0) sont présentés en
bleu. Le niveau chiral (n = 0) dispersant linéairement en impulsion est présenté
sous forme d’un trait pointillé en bleu, rouge, vert et violet dépendamment du
noeud. Le potentiel chimique est dénoté μ et les flèches verticales représentent
le gap optique, c’est-à-dire l’énergie minimale requise pour qu’un électron soit
excité optiquement d’un niveau de Landau vers un autre d’énergie supérieure.
La position des différents noeuds a été déplacée en k‖� pour des raisons de clarté
visuelle.
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En supposant que l’impulsion d’un photon qui interagit avec un électron du semi-métal
est négligeable par rapport à celle de l’électron de départ, ce qui est le cas la plupart du
temps, alors on peut considérer que le seul type de transitions énergétiques possible pour
l’électron est une transition verticale vers un niveau d’énergie plus élevé. Cela signifie qu’en
interagissant avec le photon, l’impulsion de l’électron demeure inchangée. Cependant, si
l’énergie du photon correspond à la différence d’énergie entre deux niveaux de Landau
pour une impulsion électronique donnée, alors celui-ci sera absorbé par l’électron et ce
dernier transitera vers un niveau d’énergie supérieure. Dans le cas où le potentiel chimique
ou niveau de Fermi du semi-métal se trouve dans la région en énergie où on ne trouve
que le niveau de Landau chiral n = 0 (0 ≤ εF < En=1), on observe que la transition de
plus basse énergie possible est la transition 0 → 1, ce qui correspond au seuil d’absorption
des noeuds de Weyl. Cette transition est indiquée aux figures 2.3 par une flèche verticale
à chaque noeud de Weyl. La différence entre les deux figures est simplement l’orientation
du champ magnétique. En effet, dans un cas, le champ externe est orienté parallèlement au
vecteur d’inclinaison, alors que dans l’autre, celui-ci est dans la direction perpendiculaire
à t. Comme on peut le remarquer, lorsque le champ B0 a une projection non-nulle sur le
vecteur d’inclinaison, l’énergie du photon requise pour la transition 0 → 1 (ou bien de façon
équivalente −1 → 0, où nous avons combiné les indices de niveau de Landau et de bande,
c’est à dire quon dénote les niveaux d’énergie avec n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . ) peut différer
d’un noeud à l’autre. Notons que lorsqu’on mentionne le vecteur t dans cette discussion,
nous parlons du vecteur d’inclinaison du noeud τ = 1 du modèle, car comme nous l’avons
vu à l’équation 2.13, la direction de l’inclinaison varie d’un noeud à l’autre.

Par exemple, dans le cas B0‖ t ‖ ẑ présenté à la figure 2.3b, les noeuds reliés par la
symétrie sous renversement du temps en l’absence de champ externe, soit les noeuds τ = 1
et 3 ou bien τ = 2 et 4, ont des énergies de transition différentes. Cela est illustré par la
différence de longueur des flèches verticales représentant la transition.

Ainsi, l’inclinaison des noeuds en présence d’un champmagnétique peut rendre certains
des noeuds inéquivalents du point de vue de leur réponse optique. La condition pour cela
est que B0·t �= 0. On peut comprendre ce phénomène du point de vue des symétries du
système. En effet, dans le cas où B0‖ ẑ, la symétrie sous renversement du temps se trouve
brisée par le champ B0, mais puisque ce dernier est perpendiculaire au miroir, la symétrie
miroir, elle, est préservée. Cela est dû au fait que sous la transformation miroir (z → −z), le
potentiel vecteur ajouté au hamiltonien via la substitution de Peierls est laissé inchangé pour
un champ orienté le long de z. Cela fait en sorte que les noeuds qui sont partenaires via cette
symétrie sont optiquement équivalents, alors que ceux qui sont reliés par le renversement
du temps sont inéquivalents. En résumé, on peut dire que les noeuds 1 et 2 absorbent la
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lumière différemment des noeuds 3 et 4 en autant que le champ externe ait une projection
non-nulle sur le vecteur t, car ils possèdent alors des seuils d’absorption différents.

Il est alors possible d’imaginer d’autres cas tel que celui où le champ B0 se trouve dans
le plan miroir. Dans ce cas, à la fois la symétrie miroir et la symétrie sous renversement du
temps sont brisées. Cependant, le produit de ces deux symétries est, quant à lui, conservé.
Cela fait donc en sorte que les noeuds 1 et 4 qui sont partenaires via la transformation
T ⊗M absorbent de la même façon, mais différemment des noeuds 2 et 3.

Dans le cas où le champ externe est dans une direction quelconque, soit ni dans le plan
miroir, ni selon l’axe z, il est donc possible d’obtenir un cas où les quatre noeuds du modèle
sont optiquement inéquivalents. Grâce à cela, il est donc possible d’imaginer le cas où sur
une certaine gamme de fréquence, un seul des noeuds du modèle est en mesure d’aborber
la lumière. Cela signifie que seuls des électrons provenant de ce noeud et de chiralité précise
seront pompés optiquement. Ceci constitue un des cas que le code développé dans le cadre
de ce projet de maîtrise a permis de vérifier.

Notons que cette discussion est valable seulement dans le cas où la lumière se propage
le long du champ magnétique externe, soit q ‖ B0. Lorsque ce n’est pas le cas, les noeuds
que nous avons qualifié d’optiquement équivalents ont toujours le même seuil d’absorption,
mais ceux-ci peuvent absorber avec des intensités différentes. Cette situation ne sera pas
discutée ici.

D’autre part, le phénomène décrit ci-haut implique que certaines régions du réseau
réciproque pourront absorber des photons sur une certaine gamme de fréquences, alors
que d’autres ne pourront pas. Cette absorption sélective par certains noeuds ou vallées de
l’espace des impulsions est connue sous le nom de polarisation de vallée et correspond à un
des résultats importants de ce projet. Dans le cas où seuls des noeuds d’une chiralité précise
absorbe des photons, on dit alors qu’on a affaire à une polarisation de vallée chirale. Tel qu’on
y a fait allusion ci-haut, cette polarisation de vallée peut être ajustée en variant la direction et
l’intensité du champ magnétique (maximale lorsque B̂0·t̂ = 1), ainsi qu’en modifiant la di-
rection de propagation ainsi que la polarisation du faisceau lumineux incident. Évidemment,
l’intensité ainsi que la direction du vecteur d’inclinaison permettent également de contrôler
ce phénomène, mais il ne s’agit pas de quantités facilement modifiables expérimentalement.

La position du niveau de Fermi εF a également un effet important. En effet, celle-ci
peut permettre de changer l’ordre dans lequel les noeuds commencent à absorber. Ce n’est
cependant pas une quantité facilement accessible expérimentalement puisqu’il est difficile
de changer la densité électronique dans un semi-métal tridimensionnel. C’est pourquoi dans
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Configuration Polarisation de vallée

B ⊥ miroir (1, 2) �= (3, 4)

B ‖ miroir (1, 4) �= (2, 3)

B ∦, �⊥ miroir 1 �= 2 �= 3 �= 4

Table 2.1 Résumé des configurations menant à différentes polarisations de vallée. Les paren-
thèses indiquent les paires de noeuds possédant des seuils d’absorption identiques.

ce document, nous nous contentons de modifier l’intensité du champ externe, ce qui a un
effet semblable puisque la séparation entre les niveaux de Landau varie comme la racine
carrée de B0. Nous considérons donc uniquement le cas où le niveau de Fermi ne croise que
le niveau de Landau chiral, puisqu’il s’agit du cas le plus intéressant pour ce projet. Enfin, il
est important de retenir que cette polarisation de vallée provient exclusivement du niveau
de Landau chiral n = 0. Cela signifie qu’il s’agit d’une manifestation de la topologie de la
structure de bandes des semi-métaux de Weyl en forts champs magnétiques. Ces concepts
seront discutés plus en détail lorsque les résultats numériques des propriétés optiques
étudiées seront présentées. Les configurations menant à la polarisation de vallée discutées
ci-haut sont résumés au tableau 2.1.

2.2.7 Niveau de Fermi, densité d’états et limite quantique

Dans notre étude des semi-métaux de Weyl, nous nous intéressons à l’évolution en
fréquence des propriétés optiques en variant le champ magnétique appliqué. Comme on a
pu le voir dans ce chapitre, la séparation entre les niveaux de Landau varie avec le champ
B0 via la longueur magnétique �. Cependant, cela n’est pas la seule source de dépendance
en champ magnétique dans ce problème. En effet, chaque niveau de Landau est dégénéré
Nϕ fois. Cela signifie qu’il existe Nϕ états accessibles dans un même niveau de Landau et
cette dégénérescence dépend du champ magnétique comme Nϕ = S⊥

2π�2 , où S⊥ correspond à
l’aire de l’échantillon dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. Ainsi, le nombre
d’états accessibles dans chaque niveau de Landau augmente linéairement avec le champ
magnétique.

Cela signifie donc que le potentiel chimique μ ou niveau de Fermi εF du système varie
avec le champ externe B0 via cette dégénérescence et via la séparation entre les différents
niveaux de Landau. Notons que μ = εF dans ce travail, puisque nous choisissons de travailler
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à température nulle. Le potentiel chimique est important dans le calcul des propriétés
optiques du semi-métal, car ce dernier détermine entre autres l’énergie nécessaire afin
qu’une transition entre niveaux d’énergie électroniques soit possible. Dans notre étude, nous
considérons que le système est toujours dans le régime très quantique. Cela correspond
à la situation où le niveau de Fermi ne croise que le niveau de Landau (E > 0) de plus
basse énergie, c’est-à-dire le niveau chiral. Ce régime correspond donc à la limite des forts
champs magnétiques également connue comme la limite quantique. De la théorie de la
thermodynamique, on a que le niveau de Fermi peut s’obtenir de la relation pour la densité
de porteurs de charge comme suit

ne = ∑
τ

∫ εF

0
dεgτ (ε) . (2.85)

Dans cette expression, ne est la densité d’électrons au dessus du point de neutralité des
noeuds de Weyl que nous supposons indépendante de B0, de sorte que le niveau de Fermi
varie avec le champ magnétique et gτ (ε) est la densité d’états pour le noeud τ, que l’on
obtient en évaluant

gτ (ε) =
Nφ

V ∑
n,s,k‖

δ
(
ε − En,s,τ(k‖)

)
, (2.86)

où k‖ correspond à l’impulsion dans la direction parallèle au champ magnétique appliqué
sur le système. Le facteur Nφ

V = 1
2π�2

1
L‖
, où nous avons utilisé le volume de l’échantillon

V = L‖ × S⊥ avec L‖ la longueur de l’échantillon dans la direction du champ magnétique.
Or, comme nous l’avons mentionné ci-haut, nous ne sommes intéressés, qu’au régime de la
limite quantique. Cela signifie que l’on peut limiter notre calcul au niveau d’énergie chiral
E0,τ(k‖) et écrire

gτ (ε) =
1

4π2�2

∫
dk‖δ

(
ε − E0,τ(k‖)

)
, (2.87)

où nous avons effectué le passage de somme discrète à une intégrale sur l’impulsion k‖ via
la recette 1

L‖
∑k‖ →

∫ dk‖
2π . Ce calcul nécessite donc d’avoir accès à la dispersion E0,τ(k‖), ce

que nous avons obtenu numériquement plus tôt dans ce chapitre. La densité d’états peut
donc être calculée numériquement à l’aide de la méthode que nous avons présentée ici,
sauf qu’il est plus intéressant de faire ce calcul de manière purement analytique. Cela est
rendu possible grâce aux résultats de la référence [38]. En effet, dans cet article, le spectre
en niveaux de Landau complet pour un noeud de Weyl incliné dans le régime linéaire est
obtenu analytiquement en présence d’un fort champ magnétique. Plus particulièrement, le
niveau chiral n = 0 pour le noeud τ = 1 s’écrit

E0,τ=1(k‖) = h̄vFt‖k‖ − h̄vF

√
1 −
∣∣t × B̂0

∣∣2k‖, (2.88)
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où t‖ est la composante de l’inclinaison dans la direction du champ B0.

Dans notre étude, nous nous intéressons à deux principales directions pour le champ B0,
soit les orientations B0 ‖ ẑ et B0 ‖ x̂. De plus, nous considérons toujours que l’inclinaison
des noeuds est confinée dans le plan x − z. Ainsi, dans ces conditions, la dispersion du
niveau chiral s’écrit

B0 ‖ ẑ : E0,τ=1(kz) = h̄vFtzkz − h̄vF

√
1 − t2

xkz, (2.89)

B0 ‖ x̂ : E0,τ=1(kx) = h̄vFtxkx − h̄vF

√
1 − t2

zkx. (2.90)

Ces expressions nous permettent de calculer la densité d’états pour les deux directions
de champ magnétique qui sont obtenues comme

B0 ‖ ẑ : gτ=1 (ε) =
1

4π2�2
1

h̄vF

1∣∣∣tz −
√

1 − t2
x

∣∣∣ , (2.91)

B0 ‖ x̂ : gτ=1 (ε) =
1

4π2�2
1

h̄vF

1∣∣∣tx −
√

1 − t2
z

∣∣∣ . (2.92)

Comme les sommes et les intégrales sont des opérateurs linéaires, nous pouvons effectuer
la somme sur les quatre noeuds du modèle avant d’effectuer l’intégrale dans l’expression
de la densité 2.85. En utilisant les régles de transformation en 2.13, on obtient les densités
d’états totales

B0 ‖ ẑ : g (ε) =
1

4π2�2
1

h̄vF

⎛
⎝ 2∣∣∣tz −

√
1 − t2

x

∣∣∣ +
2∣∣∣tz +
√

1 − t2
x

∣∣∣
⎞
⎠ , (2.93)

B0 ‖ x̂ : g (ε) =
1

4π2�2
1

h̄vF

⎛
⎝ 2∣∣∣tx −

√
1 − t2

z

∣∣∣ +
2∣∣∣tx +
√

1 − t2
z

∣∣∣
⎞
⎠ , (2.94)

ce qui nous permet d’écrire une expression pour le niveau de Fermi à partir de l’équation
2.85

B0 ‖ ẑ : εF (B0) = 2π2ne
h̄2vF

eB0

⎛
⎝ 1∣∣∣tz −

√
1 − t2

x

∣∣∣ +
1∣∣∣tz +
√

1 − t2
x

∣∣∣
⎞
⎠

−1

, (2.95)

B0 ‖ x̂ : εF (B0) = 2π2ne
h̄2vF

eB0

⎛
⎝ 1∣∣∣tx −

√
1 − t2

z

∣∣∣ +
1∣∣∣tx +
√

1 − t2
z

∣∣∣
⎞
⎠

−1

. (2.96)
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On donne à la densité électronique ne une valeur arbitraire, mais plausible pour un
semi-métal de 1 × 1020m−3. Il s’agit d’une densité faible, ce qui fait en sorte que la limite
quantique est atteinte pour un champ B0 très faible. À titre de comparaison, les noeuds W2
dans l’arséniure de tantale (TaAs), soit un semi-métal de Weyl bien connu possèdent une
densité environ 100 fois plus grande (soit ∼ 1 × 1022m−3, voir les références [52, 22] par
exemple, où la densité de porteurs est obtenue via des calculs à partir des principes premiers).
Le choix de considérer une densité aussi faible a été fait avant de trouver les valeurs connues
de la densité dans des matériaux réels et c’est pourquoi celle-ci est utilisée dans ce travail.
Cependant, l’effet d’augmenter la densité sera discuté brièvement en conclusion de ce
document, où il sera montré que les résultats n’en sont pas affectés qualitativement, de sorte
que toutes les prédictions faites à partir de nos calculs sont applicables à des semi-métaux
de Weyl réels.



Chapitre 3

Conductivité optique

Dans cette section, on souhaite obtenir une expression pour la conductivité optique d’un
semi-métal de Weyl sur lequel on applique un champ magnétique externe. Comme cette
quantité donne accès à la plupart des propriétés optiques d’un matériau et est essentielle
à l’obtention du tenseur diélectrique, il s’agit d’une étape cruciale du projet. Nous nous
intéressons à la réponse du système à un faible champ électromagnétique incident, c’est-à-
dire la lumière avec laquelle on illumine le semi-métal. Pour cela, nous effectuons le calcul
de la conductivité optique dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire qui nous permet
d’étudier la réponse d’un système au premier ordre en la perturbation appliquée.

Une expression pour la conductivité optique à partir de la fonction de corrélation courant-
courant en réponse linéaire est d’abord obtenue. Cette fonction, également appelée fonction
réponse, est ensuite explicitée pour le cas des transitions optiques inter-bandes verticales et il
est montré comment l’obtenir numériquement pour un noeud deWeyl à partir du spectre en
énergie et des vecteurs d’onde obtenus au chapitre précédent. Notons immédiatement que
transitions inter-bandes signifient ici inter-niveaux de Landau. Enfin, le cas des transitions
au sein d’un même niveau d’énergie, c’est-à-dire la conductivité intra-bande est traitée
et on montre par la suite comment cela permet d’identifier des signatures optiques de
l’anomalie chirale soit via la magnétorésistance négative dans l’élément de conductivité
dans la direction du champ magnétique ou via la fréquence plasmon du semi-métal.

41
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3.1 Lien entre la conductivité optique et la fonction réponse

Dans cette section, nous montrons comment il est possible de relier la fonction réponse
en réponse linéaire à la conductivité électrique d’un matériau soumis à un champ électro-
magnétique. Dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire, on obtient la variation de la
valeur attendue pour l’observable B d’un système soumis à une perturbation externe de la
façon suivante

δ 〈B (r, t)〉 = i
h̄

∫ ∞

t0

dt′
∫

d3r′
〈[

B (r, t) , Ai
(
r′,t′
)]〉

ai
(
r′, t′
)

, (3.1)

où la perturbation est représentée par un champ ai (r, t), Ai (r, t) est une observable du
système qui se couple au champ ai. Dans cette expression apparait la définition de la
fonction réponse

χR
B,Ai

(
r, r′, t − t′

)
= − i

h̄
〈[

B (r, t) , Ai
(
r′,t′
)]〉

Θ
(
t − t′

)
, (3.2)

qui ne dépend donc du temps que via la différence t − t′, avec Θ (t) est la fonction saut de
Heaviside. Une démonstration de cette théorie faisant usage de la représentation d’interac-
tion est donnée en annexe (voir section A.1).

Nous cherchons ici la réponse optique du semi-métal de Weyl à un champ électromagné-
tique externe décrit par un potentiel vecteur Aext (r, t). Nous supposons qu’aucun potentiel
scalaire ϕext (r, t) n’intervient dans le problème, ce qui se résume à un choix de jauge. En
effet, la jauge ϕ = 0 correspond à la jauge de Weyl [53]. Tel que mentionné précédemment,
on cherche à calculer la conductivité optique. Pour ce faire, on calcule la réponse du courant
dans le semi-métal à ce champ externe afin d’obtenir une équation du type ji = σijEj, où
Ei correspond aux composantes du champ électrique de la lumière. Il nous faut d’abord
déterminer la partie perturbative du hamiltonien afin d’appliquer la téorie de la réponse
linéaire décrite précédemment.

On rappelle que le hamiltonien de départ est de la forme

H = vF (σ + tσ0) · p. (3.3)

Si on y ajoute le champ magnétique statique via un potentiel vecteur A0(r), ainsi que le
champ EM externe via la technique du couplage minimal, on obtient

H = vF (σ + t) · (p+eA0(r) +eAext (r, t)) . (3.4)
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Le hamiltonien à N-corps s’écrit donc de la façon suivante

HNC =
∫

d3rΨ† (r, t)HΨ (r, t)

=
∫

d3rΨ† (r, t) [vF (σ + t) · (p+eA0 (r))]Ψ (r, t)

+
∫

d3rΨ† (r, t) [evF (σ + t) · Aext (r, t)]Ψ (r, t)

= H0 +Hext, (3.5)

où Ψ (r, t) est l’opérateur de champ pour un électron. Nous avons également défini la partie
perturbative du hamiltonien Hext qui gouverne l’effet de la lumière sur le système. Par la
définition de l’opérateur courant ji = − δH

δAext,i

∣∣∣
Aext→0

, on trouve ji = −evF (σi + tiσ0), de sorte
que la forme en seconde quantification de l’opérateur courant, Ji (r, t) = Ψ† (r, t) jiΨ (r, t),
apparaît dans la partie perturbative du hamiltonien. Notons que le calcul de l’opérateur
courant sera discuté plus en détail dans une section ultérieure. Cependant, puisque le
hamiltonien est limité au régime de dispersion linéaire, on remarque ici l’absence de termes
quadratiques en potentiel vecteur dans 3.4. Cela a des conséquences importantes sur le
courant, car on note alors l’absence d’effet diamagnétique, ce qui affectera le résultat obtenu
pour la conductivité. On montrera comment éviter de potentiels problèmes dus à l’absence
de ces termes diamagnétiques dans une section ultérieure.

On peut donc écrire Hext en terme de Ji comme

Hext =
∫

d3rΨ† (r, t) (j · Aext (r, t))Ψ (r, t)

= −
∫

d3rJ (r, t) · Aext (r, t) . (3.6)

À partir de l’équation 3.1, la variation de l’opérateur courant en réponse au champ
électromagnétique est obtenu de

δ 〈J (r, t)〉 =
〈

J (r, t)Aext

〉
− 〈J (r, t)〉 = − i

h̄

∫ t

−∞
dt′
〈[

J (r, t) ,Hext
(
t′
)]〉

=
i
h̄

∫ t

−∞
dt′
∫

d3r′
〈[

J (r, t) , J
(
r′,t′
)]〉

· Aext
(
r′, t′
)

. (3.7)

Nous pouvons alors introduire la fonction réponse courant-courant retardée qui, dans
ce contexte, est un tenseur

←→χ R
J,J
(
r, r′, t − t′

)
= − i

h̄
〈[

J (r, t) , J
(
r′,t′
)]〉

Θ
(
t − t′

)
. (3.8)
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Ainsi, on peut écrire

δ 〈J (r, t)〉 = −
∫ t

−∞
dt′
∫

d3r′←→χ R
J,J
(
r, r′, t − t′

)
· Aext

(
r′, t′
)

. (3.9)

Il est alors utile de passer en représentation de Fourier r → q et t → ω, où q et ω

correspondent respectivement au vecteur d’onde et à la fréquence du champ oscillant. Nous
pouvons prendre t → ∞ dans la borne supérieure de l’intégrale sur t′ dans la suite du calcul
en raison de la présence du terme Θ (t − t′) dans l’intégrale.

Si le système d’intérêt est uniforme dans l’espace en l’absence de la perturbation externe,
alors on a symétrie sous translation. En supposant que c’est le cas, alors la fonction réponse
possèdent également la symétrie sous translation, de sorte que

←→χ R
J,J
(
r, r′, t − t′

)
→ ←→χ R

J,J
(
r − r′, t − t′

)
. (3.10)

Ainsi, la transformée de Fourier sur r de la variation de J s’écrit

δ 〈J (q, t)〉 =
∫

d3re−iq·rδ 〈J (r, t)〉

= −
∫

d3re−iq·r
∫

dt′
∫

d3r′←→χ R
J,J
(
r − r′, t − t′

)
· Aext

(
r′, t′
)

. (3.11)

Cette expression correspond à la transformée de Fourier d’une convolution. En utilisant
le théorème des convolutions,

∫
d3re−iq·r

(∫
d3r′γ

(
r − r′

)
f
(
r′
))

= γ (q) f (q) , (3.12)

soit le fait que la transformée de Fourier d’une convolution est équivalent au produit des
transformées de Fourier des fonctions individuelles.

On obtient donc

δ 〈J (q, t)〉 = −
∫

dt′←→χ R
J,J
(
q, t − t′

)
· Aext

(
q, t′
)

. (3.13)

Notons qu’il est possible de faire la transformation inverse pour la fonction réponse de
la façon suivante

←→χ R
J,J (r, t) =

1
V ∑

q
eiq·r←→χ R

J,J (q, t) , (3.14)

où V correspond au volume du système étudié. De plus, la transformée temporelle s’obtient
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comme

δ 〈J (q, ω)〉 = −
∫

dtei(ω+iδ)t
∫

dt′←→χ R
J,J
(
q, t − t′

)
· Aext

(
q, t′
)

= −←→χ R
J,J (q, ω) · Aext (q, ω) , (3.15)

où nous avons à nouveau utilisé le théorème des convolutions et δ est une quantité réelle et
petite par rapport à la gamme en fréquence étudiée qui a pour but d’assurer l’analyticité de
la fonction réponse, ainsi que sa causalité. Comme nous le verrons aux sections suivantes, δ

peut également être interprété comme un taux de diffusion électronique.

En l’absence de potentiel scalaire, le champ électrique de la lumière s’obtient du potentiel
vecteur comme

Eext (r, t) = −∂Aext (r, t)
∂t

, (3.16)

qui, dans l’espace de Fourier, s’écrit simplement comme

Eext (q, ω) = iωAext (q, ω) . (3.17)

Ainsi, il est possible d’écrire la variation du courant en réponse à l’onde incidente sous
la forme voulue

δ 〈J (q, ω)〉 = i
ω + iδ

←→χ R
J,J (q, ω) · Eext (q, ω) . (3.18)

On peut alors définir le tenseur de conductivité optique

←→σ (q, ω) =
i

ω + iδ
←→χ R

J,J (q, ω) , (3.19)

de sorte que
δ 〈J (q, ω)〉 = ←→σ (q, ω) · Eext (q, ω) , (3.20)

tel qu’anticipé.
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3.2 Représentation de Matsubara de la fonction réponse inter-bande

Tel que présenté dans la section précédente, il nous faut obtenir la représentation de
Fourierdans l’espaceq, ω de la fonction réponse 3.8. Pourobtenir cette forme,nous effectuons
d’abord la transformée pour passer de l’espace réel r à celui des vecteurs d’onde q. Nous
introduisons ensuite la représentation de Matsubara en temps imaginaires et obtenons une
forme explicite à partir de l’équation dumouvement de l’opérateur densité. Notons d’emblée
que ce calcul est effectué à température nulle, en l’absence de désordre et d’interactions
entre électrons. Cela fait en sorte que seules les transitions optiques inter-bandes purement
verticales sont permises. On rappelle que des transitions inter-bandes correspondent ici
à des transitions entre des niveaux de Landau différents. Le désordre peut par exemple
correspondre à des défauts du réseau cristallin et celui-ci sera tenu en compte dans une
section ultérieure afin d’ajouter la contribution à la conductivité des transitions ayant lieu à
l’intérieur d’une même bande d’énergie.

Puisqu’on suppose que le système possède la symétrie sous translation, on peut effectuer
le changement de variables r → r − r′, de sorte que r′ → r′ − r. On écrit donc la fonction
réponse dans l’espace des vecteurs d’onde q à l’aide du théorème des convolutions comme

←→χ R
J,J
(
q, t − t′

)
= − i

h̄
〈[

J (q, t) , J
(
−q,t′

)]〉
Θ
(
t − t′

)
. (3.21)

Nous introduisons maintenant la fonction réponse dans la représentation de Matsubara

χJα,Jβ
(q,τ − τ′) = − 1

h̄V
〈

Tτ Jα(q, τ)Jβ(−q, τ′)
〉

, (3.22)

où V est le volume du semi-métal et τ = it est le temps imaginaire, une variable introduite
dans la représentation de Matsubara afin de simplifier certains calculs. L’opérateur courant
selon l’axe α exprimé dans sa forme en seconde quantification est dénoté Jα(q, τ). Enfin, Tτ

correspond à l’opérateur d’ordonnancement temporel et son effet est d’ordonner de droite
à gauche en ordre croissant du temps les opérateurs dépendants du temps sur lequel il
s’applique. Cette représentation est équivalente celle développée précédemment, ce qui
peut être démontré par intégration le long d’une trajectoire dans le plan complexe [54]. De
plus, comme la fonction réponse ne dépend que de τ − τ′, sans perte de généralité, on prend
τ′ = 0 dans la suite du calcul.
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De façon plus explicite, la fonction réponse courant-courant s’écrit donc

χJα,Jβ
(q,τ) = − 1

h̄V
〈

Tτ Jα(q, τ)Jβ(−q, 0)
〉

= − 1
h̄V
〈

Jα(q, τ)Jβ(−q, )
〉

Θ (τ)

+
1

h̄V
〈

Jβ(−q, 0)Jα(q, τ)
〉

Θ (−τ) , (3.23)

ce qui illustre de façon explicite l’effet de l’opérateur d’ordonnancement temporel.

Il nous faut maintenant obtenir une forme explicite pour l’opérateur courant. En se-
conde quantification, ce dernier s’obtient à partir de jα, l’opérateur courant en première
quantification, de la façon suivante

J (r, τ) = ∑
χ

Ψ†
χ (r, τ) jχΨχ (r, τ) , (3.24)

où χ est l’indice correspondant aux différents noeuds de Weyl (χ = 1, 2, 3, 4), remplaçant
ainsi l’indice τ afin d’éviter de possibles confusions avec la variable de temps imaginaire
et Ψχ (r) est l’opérateur de champ d’un électron dans le semi-métal en présence d’un fort
champ magnétique et est donné par l’expression suivante en représentation de Heisenberg

Ψχ (r, τ) = ∑
n,s,X,k

ψn,s,χ,X,k(r)cn,s,χ,X,k (τ) , (3.25)

où on rappelle que dans le cas d’un champ B0 dans la direction de l’axe x, la fonction
d’onde d’un électron dans un niveau de Landau n dans la bande s d’un noeud de Weyl
incliné ψn,s,χ,X,k(r) s’écrit comme une combinaison des spineurs du système sans inclinaison
φn,s,χ,X,k (r) obtenus à l’équation 2.54. On rappelle que k correspond à la quasi-impulsion de
l’électron dans la direction du champ magnétique (p = h̄k), X est l’indice de centre d’orbite
et s est l’indice de bande.

En exécutant une transformée de Fourier pour passer de l’espace réel r à l’espace des q,
on obtient l’opérateur courant

Jα (q, τ) = ∑
χ

∫
dre−iq·rΨ†

χ (r, τ) jαΨχ (r, τ) , (3.26)

de sorte que l’opérateur courant peut s’écrire plus explicitement comme

Jα (q, τ) = ∑
χ

∑
n,m

∑
s,l

∑
X,X′

∑
k,k′

∫
dre−iq·rψ†

m,l,χ,X′,k′(r)jαψn,s,χ,X,k(r)c†
m,l,χ,X′,k′ (τ) cn,s,χ,X,k (τ) .

(3.27)
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Une façon de procéder par la suite afin d’obtenir une forme explicite pour la fonction
réponse définie en 3.23 est de dériver l’équation du mouvement de l’opérateur densité
c†

m,l,χ,X′,k′ (τ) cn,s,χ,X,k (τ). Celle-ci s’écrit

h̄
∂

∂τ

(
c†

m,l,χ,X′,k′ (τ) cn,s,χ,X,k (τ)
)

=
[
H, c†

m,l,χ,X′,k′ (τ) cn,s,χ,X,k (τ)
]

= eKτ
[
H, c†

m,l,χ,X′,k′cn,s,χ,X,k

]
e−Kτ, (3.28)

où les exponentielles e±Kτ sont les opérateurs d’évolution temporelle en temps imaginaire
découlant de cn,s,χ,X,k (τ) = eKτcn,s,χ,X,ke−Kτ, avec cn,s,χ,X,k, l’opérateur de destruction en
représentation de Schrödinger. Le hamiltonien diagonalisé peut être exprimé en seconde
quantification comme

H = ∑
s,χ,X

∑
n,k

En,s,χ,kc†
n,s,χ,X,kcn,s,χ,X,k. (3.29)

À partir d’ici, on définit les indices λ = n, s, χ, X, k et λ′ = m, l, χ, X′, k′, afin d’alléger
la notation dans la démarche qui suit. Notons qu’en principe λ et λ′ devraient inclure χ

et χ′ respectivement, mais ici nous supposons que les spineurs de noeuds différents sont
orthogonaux, de sorte que λ et λ′ ne dépendent que de χ.

Les opérateurs fermioniques possèdent les propriétés d’anticommutation

{cλ, cλ′ } =
{

c†
λ, c†

λ′

}
= 0, (3.30){

cλ, c†
λ′

}
=
{

c†
λ, cλ′

}
= δλ,λ′ . (3.31)

Dans cette notation simplifiée, on obtient l’équation du mouvement 3.28 comme

h̄
∂

∂τ

(
c†

λ′ (τ) cλ (τ)
)

= eKτ

[
∑
λ′′

Eλ′′c†
λ′′cλ′′ , c†

λ′cλ

]
e−Kτ

= eKτ

[
∑
λ′′

Eλ′′c†
λ′′cλ′′c†

λ′cλ − ∑
λ′′

Eλ′′c†
λ′cλc†

λ′′cλ′′

]
e−Kτ. (3.32)

Grâce aux relations d’anticommutation, il est possible d’écrire cλc†
λ′ = δλ,λ′ − c†

λ′cλ,
cλcλ′ = −cλ′cλ et c†

λc†
λ′ = −c†

λ′c†
λ, de sorte qu’on peut récrire les différents termes de l’équa-
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tion précédente sous la forme c†c et c†c†cc. En effet, on a

∑
λ′′

Eλ′′c†
λ′′cλ′′c†

λ′cλ = Eλ′c†
λ′cλ − ∑

λ′′
Eλ′′c†

λ′′c†
λ′cλ′′cλ, (3.33)

∑
λ′′

Eλ′′c†
λ′cλc†

λ′′cλ′′ = Eλc†
λ′cλ − ∑

λ′′
Eλ′′c†

λ′′c†
λ′cλ′′cλ. (3.34)

La différence de ces deux termes élimine donc les termes contenant la somme sur λ′′ et
l’équation du mouvement recherchée peut donc s’écrire

h̄
∂

∂τ

(
c†

λ′ (τ) cλ (τ)
)
= (Eλ′ − Eλ) c†

λ′(τ)cλ(τ), (3.35)

où on a réinstauré la dépendance en temps des opérateurs de création et d’annihilation.
Nous calculons maintenant h̄ ∂

∂τ

〈
−Tτc†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉
. Par la règle de dérivation en

chaîne, on obtient

h̄
∂

∂τ

〈
−Tτc†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉

= −Tτ

〈
h̄

∂

∂τ

(
c†

λ′ (τ) cλ (τ)
)

Jβ(−q,0)
〉

−h̄
(

∂

∂τ
Tτ

)〈
c†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉

.(3.36)

L’opérateur d’ordonnancement temporel agit de la façon suivante sur deux opérateurs
quelconques dépendant du temps A (τ) et B (τ)

Tτ A (τ) B (0) = Θ (τ) A (τ) B (0) + Θ (−τ) B (0) A (τ) , (3.37)

Sachant que ∂
∂τ Θ (±τ) = ±δ (τ), on obtient le second terme de l’équation 3.36 sous la forme

(
∂

∂τ
Tτ

)
c†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0) = δ (τ) c†
λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)− δ (τ) Jβ(−q,0)c†

λ′ (τ) cλ (τ)

= δ (τ)
[
c†

λ′ (τ) cλ (τ) , Jβ(−q,0)
]

. (3.38)

En fait, on peut écrire δ (τ)
[
c†

λ′ (τ) cλ (τ) , Jβ(−q,0)
]
= δ (τ)

[
c†

λ′cλ, Jβ(−q,0)
]
en raison

de la présence de la fonction delta pour τ. Cette expression peut être exprimée de façon
plus explicite en évaluant le commutateur

[
c†

λ′cλ, Jβ(−q,0)
]
. On rappelle que l’opérateur

courant en seconde quantification s’obtient en évaluant l’équation 3.27. Dans la notation
adoptée dans ce calcul, ce dernier s’écrit

Jβ (−q, 0) = ∑
λ,λ′

∫
dreiq·rψ†

λ′(r)jβψλ(r)c†
λ′cλ, (3.39)
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de sorte que

[
c†

λ′cλ, Jβ(−q,0)
]

=

[
c†

λ′cλ, ∑
λ′′,λ′′′

∫
dreiq·rψ†

λ′′′(r)jβψλ′′(r)c†
λ′′′cλ′′

]

= ∑
λ′′,λ′′′

∫
dreiq·rψ†

λ′′′(r)jβψλ′′(r)c†
λ′cλc†

λ′′′cλ′′

− ∑
λ′′,λ′′′

∫
dreiq·rψ†

λ′′′(r)jβψλ′′(r)c†
λ′′′cλ′′c†

λ′cλ

= ∑
λ′′,λ′′′

∫
dreiq·rψ†

λ′′′(r)jβψλ′′(r)

×
[
c†

λ′cλ′′δλ,λ′′′ − c†
λ′′′cλδλ′′,λ′

]
, (3.40)

où nous avons été en mesure d’éliminer quelques termes en utilisant les relations d’anticom-
mutation des opérateurs fermioniques, tel que fait précédemment. En renommant quelques
indices, on obtient donc
[
c†

λ′cλ, Jβ(−q,0)
]

= ∑
λ′′

∫
dreiq·rψ†

λ(r)jβψλ′′(r)c†
λ′cλ′′ − ∑

λ′′

∫
dreiq·rψ†

λ′′(r)jβψλ′(r)c†
λ′′cλ

= ∑
λ′′

〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′′ 〉 c†
λ′cλ′′ − ∑

λ′′
〈ψλ′′ | eiq·r jβ |ψλ′ 〉 c†

λ′′cλ, (3.41)

où à la dernière ligne nous sommes passé à la notation de Dirac afin de simplifier l’écriture
en écrivant l’intégrale comme un élément de matrice de eiq·r jβ. Dans le but d’obtenir le
corrélateur recherché 3.36, nous avons besoin de la moyenne sur l’état fondamental de ce
commutateur. Ainsi, on obtient

〈[
c†

λ′cλ, Jβ(−q,0)
]〉

= ∑
λ′′

〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′′ 〉
〈

c†
λ′cλ′′

〉

−∑
λ′′

〈ψλ′′ | eiq·r jβ |ψλ′ 〉
〈

c†
λ′′cλ

〉
, (3.42)

où les moyennes
〈
c†

λ′cλ′′
〉
et
〈
c†

λ′′cλ

〉
sont différentes de zéro seulement si leurs indices

sont identiques dans un modèle en l’absence d’interaction. En d’autres termes,
〈
c†

λcλ′
〉
=〈

c†
λcλ′
〉

δλ,λ′ , de sorte que le commutateur ci-haut s’écrit
〈[

c†
λ′cλ, Jβ(−q,0)

]〉
= 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉

[〈
c†

λ′cλ′

〉
−
〈

c†
λcλ

〉]
. (3.43)

En utilisant ce résultat, ainsi que le résultat obtenu précédemment pour l’équation du
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mouvement de l’opérateur densité (éq. 3.35), l’équation 3.36 s’écrit

h̄
∂

∂τ

〈
−Tτc†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉

= −Tτ

〈
(Eλ′ − Eλ) c†

λ′(τ)cλ(τ)Jβ(−q,0)
〉

−h̄δ(τ) 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉
×
[〈

c†
λ′cλ′

〉
−
〈

c†
λcλ

〉]
. (3.44)

Sachant la forme de l’opérateur courant, en notation de Dirac, on peut écrire

Jα(q, τ) = ∑
λ,λ′

〈
ψ†

λ′

∣∣∣ e−iq·r jα
∣∣∣ψλ

〉
c†

λ′ (τ) cλ (τ) . (3.45)

Ainsi, en multipliant l’équation 3.44 par l’élément de matrice
〈
ψ†

λ′ |e−iq·r jα|ψλ

〉
, il est

possible de faire apparaître Jα(q, τ) dans la fonction de corrélation. Cet élément de matrice
peut être déplacé à l’intérieur du corrélateur, car il s’agit d’une constante puisque c’est une
valeur moyenne. Nous avons donc

h̄
∂

∂τ

〈
−Tτ 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 c†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉

= (Eλ′ − Eλ)
〈
−Tτ 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 c†

λ′(τ)cλ(τ)Jβ(−q,0)
〉

−h̄δ(τ) 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉
[〈

c†
λ′cλ′

〉
−
〈

c†
λcλ

〉]
, (3.46)

qui peut également être écrit comme
〈
−Tτ 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 c†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉

= −h̄δ(τ) 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉
〈
c†

λ′cλ′
〉
−
〈
c†

λcλ

〉
h̄ ∂

∂τ − (Eλ′ − Eλ)
. (3.47)

On fait ensuite apparaître Jα(q,τ) en sommant cette expression sur λ et λ′. En effet,

∑
λ,λ′

〈
−Tτ 〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 c†

λ′ (τ) cλ (τ) Jβ(−q,0)
〉
= −

〈
Tτ Jα(q,τ)Jβ(−q,0)

〉
, (3.48)
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de sorte que la fonction réponse courant-courant s’écrit

χJα,Jβ
(q,τ) = − 1

h̄V
〈

Tτ Jα(q,τ)Jβ(−q,0)
〉

= −h̄δ(τ)
1

h̄V ∑
λ,λ′

〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉

×
〈
c†

λ′cλ′
〉
−
〈
c†

λcλ

〉
h̄ ∂

∂τ − (Eλ′ − Eλ)
. (3.49)

Cependant, afin d’obtenir la conductivité comme une fonction de la fréquence, il nous
faut la transformée de Fourier de χJα,Jβ

. Pour un photon, on passe de l’espace du temps ima-
ginaire à celui des fréquences imaginaires de Matsubara bosoniques Ωm via la prescription
suivante

G (Y, τ) =
1

βh̄ ∑
Ωm

e−iΩmτG (Y, Ωm) , (3.50)

G (Y, Ωm) =
∫ βh̄

0
dτeiΩmτG (Y, τ) , (3.51)

où G est une fonction de corrélation quelconque dépendant d’une variable Y qui dans notre
cas est le vecteur d’onde de la lumière et β = (kBT)−1, avec kB, la constante de Boltzmann.
Ainsi, nous avons la correspondance ∂

∂τ → −iΩm, de sorte que la fonction réponse

χJα,Jβ
(q,iΩm) = −h̄

1
h̄V ∑

λ,λ′
〈ψλ′ | e−iq·r jα |ψλ〉 〈ψλ| eiq·r jβ |ψλ′ 〉

×
〈
c†

λ′cλ′
〉
−
〈
c†

λcλ

〉
h̄ (−iΩm)− (Eλ′ − Eλ)

. (3.52)

Enfin, on utilise la technique du prolongement analytique à température nulle afin
d’effectuer le remplacement iΩm → ω + iδ, où δ → 0+, ce qui assure que nous avons la
fonction de réponse retardée χR

Jα,Jβ
. En réintroduisant les indices appropriés, on obtient

finalement

χR
Jα,Jβ

(q,ω) =
1

h̄V ∑
χ

∑
n,m

∑
s,l

∑
X,X′

∑
k,k′

〈
ψm,l,χ,X′,k′

∣∣ e−iq·r jα
∣∣ψn,s,χ,X,k

〉
×
〈
ψn,s,χ,X,k

∣∣ eiq·r jβ

∣∣ψm,l,χ,X′,k′
〉

×

〈
c†

m,l,χ,X′,k′cm,l,χ,X′,k′
〉
−
〈

c†
n,s,χ,X,kcn,s,χ,X,k

〉
(ω + iδ)−

(
En,s,χ,k − Em,l,χ,k′

)
/h̄

. (3.53)
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Cette expression est valide pour les valeurs de q inférieures à la distance entre les noeuds
de Weyl.

3.3 Conductivité inter-bande et approche numérique

Nous montrons maintenant comment il est possible de simplifier l’expression pour la
fonction réponse courant-courant obtenue à la section précédente et comment celle-ci est
calculée numériquement à partir des résultats de la diagonalisation de la section 2.2.2.

D’abord, à partir des éléments de matrice de e−iq·r jα et de eiq·r jβ, il est possible d’extraire
l’intégrale sur la coordonnée le long du champ magnétique, soit x dans ce cas et nous
pouvons écrire

〈
ψm,l,χ,X′,k′

∣∣ e−iq·r jα
∣∣ψn,s,χ,X,k

〉
=

[
1
Lx

∫
dxei(k−k′−qx)x

] 〈
ψm,l,χ,X′,k′(r⊥)

∣∣ e−iq·r⊥ jα
∣∣ψn,s,χ,X,k(r⊥)

〉
=
〈
ψm,l,χ,X′,k′(r⊥)

∣∣ e−iq·r⊥ jα
∣∣ψn,s,χ,X,k(r⊥)

〉
δk′,k−qx , (3.54)

où r⊥ = (y, z). De la même façon,

〈
ψn,s,χ,X,k

∣∣ eiq·r jβ

∣∣ψm,l,χ,X′,k′
〉
=
〈
ψn,s,χ,X,k(r⊥)

∣∣ eiq·r⊥ jβ

∣∣ψm,l,χ,X′,k′(r⊥)
〉

δk′,k−qx . (3.55)

Tel qu’expliqué dans la méthode de René Côté [55], l’élément de matrice de eiq·r dans
la base des états propres d’un oscillateur harmonique unidimensionnel dans la direction z
s’obtient comme

〈
nX
∣∣∣eiq·r⊥

∣∣∣mX′
〉
=
∫

dr
(

h∗n,Xeiq·r⊥hm,X′

)
= e

i
2 qx(X+X′)Fn,m (q⊥) δX,X′−qy�2 , (3.56)

avec la fonction

Fn,m (q⊥) =

√
Min (n, m)!
Max (n, m)!

((
±qy + iqx

)
�√

2

)|n−m|

L|n−m|
Min(n,m)

(
q2
⊥�

2

2

)
e−

q2
⊥�2

4 , (3.57)

où le signe + correspond au cas n > m, alors que le signe − correspond à n < m. Les
fonctions Lα

n sont les polynômes de Laguerre généralisés. Dans notre calcul, le champ ma-
gnétique est orienté le long de l’axe x. Dans ce cas, il suffit de remplacer qx par qz et qz par
−qx dans les équations ci-dessus.
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Cela signifie donc qu’il est possible de conclure que la dépendance en indices de centre
d’orbite des éléments de matrice de e−iq·r jα et de eiq·r jβ provient seulement des fonctions
d’ondes de l’oscillateur harmonique (voir équation 2.54) et qu’elle prend la forme suivante

〈
ψn,s,χ,X,k|eiq·r jβ|ψm,l,χ,X′,k′

〉
= Λ(β)

n,m,s,l,k,k′,χ (q) δk′,k−qx e
i
2 qz(X+X′)δX,X′−qy�2 , (3.58)〈

ψm,l,χ,X′,k′ |e−iq·r jα|ψn,s,χ,X,k

〉
=
[
Λ(α)

n,m,s,l,k,k′,χ (q)
]∗

δk′,k−qx

×e−
i
2 qz(X+X′)δX,X′−qy�2 . (3.59)

Les éléments de matrice Λ(α)
n,m,s,l,k,k′,χ (q) sont donc indépendants du centre d’orbite. Il

est ainsi possible d’effectuer très simplement les sommes sur X′ et k′ dans l’expression de la
fonction réponse pour obtenir

χR
Jα,Jβ

(q,ω) =
1

h̄V ∑
χ

∑
n,m

∑
s,l

∑
X,k

[
Λ(α)

n,m,s,l,k,k−qx ,χ (q)
]∗

Λ(β)
n,m,s,l,k,k−qx ,χ (q)

×

〈
c†

m,l,χ,X+qy�2,k−qx
cm,l,χ,X+qy�2,k−qx

〉
−
〈

c†
n,s,χ,X,kcn,s,χ,X,k

〉
(ω + iδ)−

(
En,s,χ,k − Em,l,χ,k−qx

)
/h̄

. (3.60)

Considérons maintenant ceci : en général, l’impulsion q du photon est négligeable com-
parativement à celle de l’électron, ce qui signifie qu’il est justifié de travailler dans la limite
q → 0. Dans cette limite, la fonction réponse est obtenue comme

χR
Jα,Jβ

(ω) =
1

h̄V ∑
χ

∑
n,m

∑
s,l

∑
X,k

[
Λ(α)

n,m,s,l,k,k,χ (0)
]∗

Λ(β)
n,m,s,l,k,k,χ (0)

×

〈
c†

m,l,χ,X,kcm,l,χ,X,k

〉
−
〈

c†
n,s,χ,X,kcn,s,χ,X,k

〉
(ω + iδ)−

(
En,s,χ,k − Em,l,χ,k

)
/h̄

. (3.61)

Enfin, il est possible d’exprimer cette fonction de corrélation à partir de l’opérateur de
densité que l’on définit comme

ρn,s,χ (k) =
1

Nϕ
∑
X

c†
n,s,χ,X,kcn,s,χ,X,k, (3.62)

où Nϕ = S⊥
2π�2 correspond à la dégénérescence des niveaux de Landau avec S⊥, l’aire de
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l’échantillon dans le plan perpendiculaire au champ magnétique. On obtient donc

χR
Jα,Jβ

(ω) =
Nϕ

h̄V ∑
χ

∑
n,m

∑
s,l

∑
k

[
Λ(α)

n,m,s,l,k,k,χ (0)
]∗

Λ(β)
n,m,s,l,k,k,χ (0)

×
〈
ρm,l,χ (k)

〉
− 〈ρn,s,χ (k)〉

(ω + iδ)−
(
En,s,χ,k − Em,l,χ,k

)
/h̄

. (3.63)

Figure 3.1 Discrétisation en impulsion des niveaux d’énergie. Les cercle rouges représentent
les états électroniques accessibles dans notre méthode numérique. Les cercles
pleins représentent les états occupés ayant une énergie inférieure au niveau de
Fermi εF, représenté par la ligne horizontale en pointillé. À l’inverse, les cercles
vides représentent les états vacants. Cela s’applique à température nulle.

Comme nous considérons le cas d’électrons non-interagissants à température nulle, nous
prenons 〈ρn,s,χ (k)〉 comme la fonction de Fermi-Dirac à T = 0. Ainsi, puisque l’impulsion
devra être discrétisée dans notre approche numérique, nous supposons qu’il existe Nϕ états
électroniques pour chaque impulsion discrète k au sein d’un même niveau de Landau. Cela
revient donc à supposer qu’il existe un niveau de Landau pour chaque valeur de k. Cela est
illustré à la figure 3.1. La valeur moyenne de l’opérateur densité pour un niveau d’énergie
donné peut donc prendre les valeurs 0 ou 1, selon que le niveau de Fermi du système est
inférieur ou supérieur à l’énergie du niveau à cette valeur de l’impulsion respectivement,
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signifiant ainsi si un état est occupé ou non. En d’autres termes,

〈ρn,s,χ (k)〉 = Θ
(
εF − En,s,χ,k

)
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, En,s,χ,k > εF, état vide

1, En,s,χ,k < εF, état occupé
. (3.64)

Notre approche numérique présentée à la section 2.2.2 nous a permis de diagonaliser le
hamiltonien du système exprimé dans la base du hamiltonien en l’absence d’inclinaison des
cônes d’énergie. Cela nous donne donc accès aux matrices U contenant les vecteurs propres
de cette matrice, ainsi qu’aux énergies propres associées En,s,χ,k. Pour pouvoir utiliser ces
résultats numériques afin de calculer directement la fonction réponse et la conductivité
optique, il faut d’abord réexprimer nos expressions dans la même base que les calculs
précédents.

Commençons par l’opérateur de champ d’un électron. À partir des opérateurs d’échelle
di,X,k et d†

i,X,k que nous avons défini plus tôt (voir équations 2.66, 2.67), il est possible d’écrire

Ψ (r) = ∑
n,s

∑
X,k

ψn,s,k (r) cn,s,X,k = ∑
i,n,s

∑
X,k

φn,s,k (r)Un,i,s,kdi ,X,k, (3.65)

Ψ† (r) = ∑
n,s

∑
X,k

ψ†
n,s,k (r) c†

n,s,X,k = ∑
i,n,s

∑
X,k

φ†
n,s,k (r)U†

i,n,s,kd†
i,X,k , (3.66)

où la dépendance en indice de noeud χ est implicite dans ces opérateurs. L’opérateur courant
en seconde quantification peut donc s’exprimer ainsi

Jα =
∫

drΨ† (r) jαΨ (r)

= ∑
n,m

∑
i,j

∑
s,l

∑
X,X′

∑
k,k′

[∫
drφ†

m,l,k′ (r) jαφn,s,k (r)
]

U†
j,m,l,k′Un,i,s,kd†

j,X′,k′ di,X,k

= ∑
n,m

∑
i,j

∑
s,l

∑
k,X

〈
m(0)

l,k

∣∣∣ jα ∣∣∣n(0)
s,k

〉
U†

j,m,l,kUn,i,s,kd†
j,X,k di,X,k , (3.67)

où nous avons utilisé le fait que le système est diagonal en centre d’orbite et en impulsion,
soit X = X′ et k = k′. De plus, nous avons réintroduit la notation de Dirac abrégée φn,s,k (r) =〈

r
∣∣∣n(0)

s,k

〉
utilisée à la section 2.2.2. Le calcul peut être simplifié en définissant le vecteur

des éléments de matrice de l’opérateur courant dont les composantes sont données par
Λ(α)

n,m,s,l,k =
〈

m(0)
l,k |jα| n(0)

s,k

〉
. De plus, nous définissons des matrices C(α) via les éléments

C(α)
i,j,k = ∑

n,m
∑
s,l

U†
j,m,l,kΛ(α)

n,m,s,l,kUn,i,s,k, (3.68)
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qui sont indépendants de l’indice de centre d’orbite, tel que nous l’avons déterminé ci-haut.
Ainsi, Jα s’écrit plus simplement comme

Jα = ∑
i,j

∑
k,X

C(α)
i,j,kd†

j,X,k di,X,k . (3.69)

À partir des opérateurs d’échelle, on peut à nouveau définir l’opérateur densité

ρi,j,k =
1

Nϕ
∑
X

d†
j,X,k di,X,k , (3.70)

ce qui permet d’écrire
Jα = Nϕ ∑

i,j
∑

k
C(α)

i,j,kρi,j,k. (3.71)

Dans cette notation, la fonction réponse courant-courant (éq. 3.63) peut donc être expri-
mée comme

χR
Jα,Jb

(ω) =
1

4π2�2h̄ ∑
χ

∑
n,m

∫
dkC(α)

n,m (k)C(b)
m,n (k)

〈ρn,n (k)〉 − 〈ρm,m (k)〉
ω + iδ − (Em (k)− En (k)) /h̄

, (3.72)

où nous avons réintroduit les dépendances en impulsion dans les différents termes de
l’expression et avons utilisé la recette 1

L ∑k →
∫ dk

2π , où L est la dimension de l’échantillon
dans la direction du champ magnétique, pour passer d’une somme discrète à une intégrale
sur les impulsions qui sera évaluée numériquement. Nous avons également renommé
les indices i, j en n, m qui incluent maintenant les indices de bandes, de sorte que n, m ∈
{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }. Évidemment, d’un point de vue numérique, nous ne pouvons pas
effectuer une intégrale possédant des bornes infinies. Pour cette raison, nous posons un
point de coupure en impulsion (« cutoff » en anglais), c’est-à-dire une limitation sur le
domaine d’intégration, de sorte que k ∈ [−kc, kc], où kc est une valeur finie. De plus, il est
très coûteux en temps de calcul de sommer sur plus en plus de niveaux de Landau dans la
fonction réponse. Ainsi, nous limitons également la borne supérieure de la somme sur n
et m, de sorte à sommer sur les niveaux n, m ∈ [−nmax, nmax]. Dans la suite de ce mémoire,
nous prenons kc� = 5 et nmax = 20, correspondant à des choix raisonnables de coupure
en impulsion et en énergie autour desquels les résultats varient peu. Cela est justifié par le
fait que la contribution dominante à la conductivité optique à basse fréquence provient du
voisinage du niveau de Fermi. Si l’on souhaitait étudier le comportement à haute fréquence,
il faudrait ajuster le choix de ces points de coupure en conséquence.

Afin d’être en mesure d’évaluer les différents éléments des matrices C(α), il nous faut
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obtenir l’opérateur courant du système ainsi que ses éléments de matrice dans la base des
spineurs obtenus en l’absence d’inclinaison

{∣∣∣n(0)
s

〉}
en présence d’un champ B0 orienté le

long de x. On rappelle que l’opérateur courant est défini comme

ji = − δH
δAext,i

∣∣∣∣
Aext→0

, (3.73)

où Aext est le potentiel vecteur de la lumière avec laquelle on illumine la surface du semimétal
etH est le hamiltonien total du système auquel on ajoute l’effet de l’interaction avec le faisceau
lumineux via le couplage minimal k → k+ e

h̄ Aext. Notons que H est le hamiltonien total en
présence du champ magnétique externe. Cependant, puisque notre modèle est limité au
régime de dispersion linéaire, l’opérateur courant j n’est pas affecté par le champ externe.
Pour le calcul, on prend H = h1(k) = h̄vFt · kσ0 + h̄vFk · σ avec le vecteur d’inclinaison t
toujours confiné dans le plan x − z, ce qui nous permet d’obtenir

j = −evF

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σz + tx

σy

−σx + tz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Une chose importante à remarquer ici est l’absence de terme diamagnétique, c’est-à-dire
qu’il n’y a pas de termes dans l’opérateur courant qui dépendent de Aext. Cela est un artéfact
du modèle jouet adopté. En effet, dans le régime de dispersion linéaire, il ne peut y avoir de
réponse diamagnétique, car celle-ci apparaît typiquement lorsque la dispersion possède
une courbure non-nulle. Cela a un inconvénient majeur, que nous discutons ci-bas.

De la même façon que nous avons calculé les éléments de matrice de la perturbation V
à la section 2.2.2, on obtient pour les éléments de j impliquant le niveau de Landau chiral
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pour un champ magnétique le long de l’axe x,

n = m = 0 : Λ0,0 = evF

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − tx

0

tz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.74)

n > 0, m = 0 : Λn,0,s =
evF√
Nn,s

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

−i

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ δn,1, (3.75)

n = 0, m > 0 : Λ0,m,l =
evF√
Nm,l

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

i

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ δm,1, (3.76)

où on rappelle que Nn,s = Nn,s (k) est le facteur de normalisation des spineurs du noeud de
Weyl non-incliné. Lorsque n et m sont différents de zéro, on obtient plutôt

n > 0, m > 0 : Λn,m,s,l =
evF√

Nn,sNm,l

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−
[
1 − v∗m,lvn,s + tx

(
1 + v∗m,lvn,s

)]
δn,m

−i
[
v∗m,lδn,m+1 − vn,sδn,m−1

]
[(

vn,sδn,m−1 + v∗m,lδn,m+1

)
− tz

(
1 + v∗m,lvn,s

)
δn,m

]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(3.77)

Finalement, tel que montré à la section 3.1, les éléments du tenseur de conductivité
optique peuvent être écrits en fonction de la fonction réponse courant-courant retardée
χR

αβ (ω) à vecteur d’onde q = 0 de la façon suivante

σαβ (ω) =
i

ω + iδ

[
χR

αβ (ω)− χR
αβ (0) δαβ

]
, (3.78)

où αβ = x, y, z et δ est un nombre réel petit comparativement la gamme en fréquence considé-
rée qui assure l’analycité et la causalité de la fonction réponse. Cette quantité δ agit comme un
taux de diffusion électronique que nous ajoutons de façon phénoménologique, ce qui confère
une largeur aux pics d’absorption de forme lorentzienne dans la conductivité aux transitions
inter-niveaux de Landau. Cela nous permet d’obtenir des résultats semblables à ce que l’on
peut trouver dans la littérature expérimentale (voir par exemple les références [36, 37], où
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sont observés des pics d’absorption de largeur finie à partir de mesures spectroscopiques
de la réflectance dans des semi-métaux de Weyls connus en champ magnétique).

On remarque également que l’on a soustrait la fonction réponse à fréquence nulle aux
éléments diagonaux de la conductivité dans cette expression. Cela est fait dans le but de
corriger la limitation du modèle adopté consistant en l’absence de termes diamagnétiques.
Cela est fait, car à basse fréquence, le terme diamagnétique dans la conductivité est nulle
pour des fermions sans masse tels que ceux occupant le niveau de Landau chiral dans
notre système. Ce terme est nécessaire, car il élimine le comportement divergent à basse
fréquence des termes diagonaux σαα. Afin de régler ce problème, on renormalise les éléments
diagonaux du tenseur de conductivité en leur soustrayant la valeur à zéro de la fonction
réponse.

Ce raisonnement se justifie comme suit. La contribution diamagnétique habituelle à la
fonction réponse à q = 0 pour des électrons massifs s’écrit ne2

m et n’affecte que les termes
diagonaux. De plus, toujours pour des électrons avec masse, la régle de somme f [56] pour
le premier élément sur la diagonale de ←→χ R (ω) donne

∫ ∞

−∞

dω

π

Im
[
χR

xx (ω)
]

ω
= Re

[
χR

xx (0)
]
= −ne2

m
, (3.79)

où on a utilisé les relations de Kramers-Kronig [57] et on note que Im
[
χR

xx (0)
]
= 0. On en

conclut donc que le terme diamagnétique est obtenu de −χR
xx (0). Ainsi, il est possible de

redéfinir la fonction réponse afin d’y inclure à la main le terme diamagnétique comme

χR
xx (ω) → χR

xx (ω)− χR
xx (0) . (3.80)

La conductivité électrique incluant le terme diamagnétique s’écrit donc

σxx (ω) =
i

ω + iδ

[
χR

xx (ω)− χR
xx (0)

]
, (3.81)

ce qui demeure vrai pour les autres éléments diagonaux de la conductivité. Cette procédure
élimine ainsi le comportement non-physique de la conductivité à basse fréquence dans le
régime de dispersion linéaire que nous étudions.
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3.4 Contribution à la conductivité des transitions intra-bandes

Le calcul de la conductivité optique présenté ci-haut correspond au cas en l’absence
d’interactions et en l’absence de désordre. Cela implique que seules les transitions verticales
interbandes sont prises en compte. Cependant, des transitions ayant lieu au sein d’une
même bande d’énergie ou niveau de Landau sont également possibles et cela donne lieu à
un terme supplémentaire s’additionnant à la conductivité obtenue précédemment. L’effet
de ces transitions intra-bandes peut être inclus par le biais d’un temps de vie en impulsion
provenant du désordre. Puisque nous nous intéressons principalement aux effets provenant
des propriétés topologiques de ces matériaux, soit du niveau de Landau chiral dans ce
cas, nous limitons notre calcul à ce niveau d’énergie pour le calcul de la conductivité intra-
bande. Cela permet de faire intervenir des effets topologiques intéressants tels que l’anomalie
chirale comme nous allons le voir dans les résultats numériques plus tard, tout en simplifiant
grandement le calcul.

Le calcul présenté ci-haut pour la fonction réponse n’est qu’une des façons de procéder.
En effet, le problème peut également être formulé en termes de la fonction de Green de
Matsubara à une particule. En effet, dans ce cas la fonction réponse en temps imaginaire à
q = 0 s’écrit

χαβ (τ) =
1

h̄V ∑
χ

∑
i,j

∑
X,k

C(α)
i,j (k)C(β)

j,i (k) Gi,X (k,−τ) Gj,X (k, 0) , (3.82)

où
Gi,X (k, τ) = −

〈
Tτdi (k, τ) d†

i (k, 0)
〉

, (3.83)

est la fonction de Green de Matsubara à une particule, soit le propagateur pour un électron
dans l’état d’énergie Ei (k). En passant au domaine des fréquences, on trouve

χαβ (iΩm) =
∫ βh̄

0
dτeiΩmτχαβ (τ)

=
1

βh̄V ∑
ωn

∑
χ

∑
i,j

∑
X,k

C(α)
i,j (k)C(β)

j,i (k)

×Gi,X (k, iωn) Gj,X (k, iΩm + iωn) . (3.84)

Dans cette expression, on a les fréquences de Matsubara Ωm et ωn, soit les fréquences
bosoniques et fermioniques respectivement et β = (kBT)−1.

Afin de retrouver le cas précédent n’incluant que les contributions interbandes pour
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des électrons sans interactions, on prend la fonction de Green suivante

Gi,X (k, iωn) =
1

iωn − (Ei (k)− εF) /h̄
, (3.85)

qui est indépendante de l’indice de centre d’orbite. En substituant cela dans la fonction ré-
ponse, en effectuant la somme sur les fréquences deMatsubara fermioniques et en appliquant
le prolongement analytique iΩm → ω + iδ, on obtient finalement

χR
αβ (ω) =

1
4π2�2h̄ ∑

χ
∑
n,m

∫
dkC(α)

n,m (k)C(b)
m,n (k)

f (En (k))− f (Em (k))
ω + iδ − (Em (k)− En (k)) /h̄

, (3.86)

soit un résultat équivalent à celui obtenu précédemment, car 〈ρn,n (k)〉 = f (En (k)) est la
fonction de distribution de Fermi-Dirac pour des électrons non-interagissants.

La raison pour laquelle nous décrivons cette approche ici est qu’il est plus simple de
procéder ainsi afin de calculer la contribution à la fonction réponse provenant des transitions
intra-bandes. Dans notre étude, nous considérons toujours la situation où le niveau de Fermi
ne croise que le niveau de Landau chiral. C’est pourquoi il est justifié de ne calculer que
la contribution des états électroniques dans ce niveau à la conductivité intra-bande. Nous
allons maintenant présenter rapidement comment obtenir cette quantité, mais sans trop
entrer dans les détails.

Dans le cadre de ce calcul, le désordre doit être considéré. Cela peut par exemple
consister en des défauts dans le réseau cristallin. Ce désordre est nécessaire afin de créer
les fluctuations nécessaires aux transitions vers des états d’impulsion voisins. Dans ce cas,
la représentation spectrale de fonction de Green à une particule dans le niveau n = 0 et
moyennée sur le désordre est donnée par

〈G0,X (k, iωn)〉 =
∫ ∞

−∞
dω

A0 (k, ω)

iωn − ω
, (3.87)

où A0 correspond au poids spectral et peut être approximé par une forme lorentzienne
comme

A0 (k, ω) =
Γ/π

(ω − (E0 (k)− εF) /h̄)2 + Γ2
, (3.88)

où Γ = 1/2τ0, avec τ0 le temps de relaxation en impulsion. L’inclusion de ce temps de
relaxation est très important ici. En effet, celui-ci signifie non seulement qu’un électron
peut transiter vers un état d’impulsion voisin au sein du niveau chiral d’un noeud de Weyl
donné, mais également que celui-ci peut potentiellement tunneler vers un autre noeud du
modèle. Tel qu’expliqué dans l’introduction de ce document, un tel phénomène consiste en
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la transition d’électrons entre des noeuds de chiralité opposée et se produit en la présence
de champs électriques et magnétiques collinéaires. C’est cela qui rend possible l’observation
de signatures de l’anomalie chirale et c’est pourquoi il s’agit d’une étape cruciale du calcul
de la conductivité optique.

La fonction réponse en 3.84 devient

χαβ (iΩm) =
Nϕ

h̄V ∑
χ

∑
k

C(α)
0,0 (k)C(β)

0,0 (k)
1

βh̄ ∑
ωn

∫ ∞

−∞
dω′ A0 (k, ω′)

iΩm + iωn − ω′

×
∫ ∞

−∞
dω′′ A0 (k, ω′′)

iωn − ω′′ . (3.89)

En effectuant la somme sur les fréquences de Matsubara et prenant le prolongement
analytique, on obtient

χR
αβ (ω) =

1
4π2�2h̄ ∑

χ

∫
dkC(α)

0,0 (k)C(β)
0,0 (k)

∫ ∞

−∞
dω′
∫ ∞

−∞
dω′′a0

(
k, ω′)

×a0
(
k, ω′′) f (ω′′)− f (ω′)

ω + iδ + ω′′ − ω′ , (3.90)

où on a défini
a0 (k, ω) = A0 (k, ω + εF/h̄) . (3.91)

On peut également définir

g0 (k, ω) =
ω − E0 (k) /h̄

(ω − E0 (k) /h̄)2 + Γ2
. (3.92)

Avec un peu d’algèbre, cela nous permet d’écrire la fonction de corrélation courant-
courant à température nulle comme

χR
αβ (ω) =

1
4π2�2h̄ ∑

χ

∫
dkC(α)

0,0 (k)C(β)
0,0 (k)

×
{∫ εF/h̄

−∞
dω′a0

(
k, ω′) [g0

(
k, ω′ + ω

)
+ g0

(
k, ω′ − ω

)]
−iπ

∫ εF/h̄

εF/h̄−ω
dω′a0

(
k, ω′) a0

(
k, ω′ + ω

)}
. (3.93)

On note que cette expression est également valide pour la réponse associée aux transi-
tions intra-bandes dans les niveaux de Landau non-chiraux. Pour cela, il suffit d’effectuer le
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remplacement 0 → n. Ainsi, la conductivité intra-bande dans le niveau de Landau chiral est
donnée par l’expression

σintra
αβ (ω) =

i
ω + iδ

[
χR

αβ (ω)− χR
αβ (0) δαβ

]
=

1
4π2�2h̄

i
ω + iδ ∑

χ

∫
dkC(α)

0,0 (k)C(β)
0,0 (k)

×
{∫ εF/h̄

−∞
dω′a0

(
k, ω′) [g0

(
k, ω′ + ω

)
+ g0

(
k, ω′ − ω

)
− 2δαβg0

(
k, ω′)]

−iπ
∫ εF/h̄

εF/h̄−ω
dω′a0

(
k, ω′) a0

(
k, ω′ + ω

)}
. (3.94)

Cette contribution à la conductivité optique du semi-métal peut être calculée directement
en procédant par intégration numérique.

3.4.1 Éléments non-nuls de la conductivité intra-bande

Dans cette sous-section, nous prenons une approche très approximative afin de déter-
miner rapidement quels éléments du tenseur de conductivité intra-bande sont non-nuls
dans différentes configurations de champ magnétique et d’inclinaison des noeuds de Weyl.
On remarque d’abord que la conductivité intra-bande dépend du produit des éléments de
matrice C(α)

0,0 (k)C(β)
0,0 (k), où

C(α)
0,0 = ∑

n,m
∑
s,l

U†
0,m,lΛ

(α)
n,m,s,lUn,0,s. (3.95)

En raison de la forme desmatricesU, on peut vérifier numériquement que la contribution
principale à l’élément C(α)

0,0 provient de U†
0,0Λ(α)

0,0 U0,0, de sorte que l’on peut écrire

C(α)
0,0 ∼ U†

0,0Λ(α)
0,0 U0,0, (3.96)

en première approximation. Or, on connait la forme du vecteur des éléments de matrice
de l’opérateur courant en présence d’un champ externe dans la direction x, soit Λ0,0 =

evF

(
1 − tx 0 tz

)T

. Nous écrivons donc que C(α)
0,0 (k)C(β)

0,0 (k) ∝ U†
0,0Λ(α)

0,0 Λ(β)
0,0 U0,0, ce

qui nous permet ainsi d’approximer quels éléments de la conductivité intra-bande seront
négligeables et lesquels seront non-nuls. On sait de la littérature que l’on s’attend à une
contribution de type pic de Drude dans la conductivité longitudinale, soit l’élément de
conductivité dans la direction du champmagnétique externe [17]. Pour un champ B0 le long
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de l’axe x, on s’attend à ce que σxx ait un comportement piqué à fréquence nulle. Outre cela,
on remarque que l’inclinaison des noeuds de Weyl peut mener à ĺ’apparition d’éléments
non-nuls supplémentaires dans le tenseur de conductivité. En effet, si on considère par
exemple que t ‖ ẑ, on trouve que

Λ(x)
0,0 Λ(x)

0,0 = e2v2
F, (3.97)

Λ(x)
0,0 Λ(z)

0,0 = e2v2
Ftz = Λ(z)

0,0 Λ(x)
0,0 , (3.98)

Λ(z)
0,0 Λ(z)

0,0 = e2v2
Ft2

z . (3.99)

Cependant, on rappelle que nous n’avons pas encore effectué la somme sur les quatre
noeuds du modèle. En nous basant sur les règles de transformation définies à l’équation
2.13, on trouve que ∑4

τ=1 Λ(x)
0,0 Λ(z)

0,0 = ∑4
τ=1 Λ(z)

0,0 Λ(x)
0,0 = 0, en raison de la linéarité en tz,

alors que ∑4
τ=1 Λ(z)

0,0 Λ(z)
0,0 = 4e2v2

Ft2
z et le terme Λ(x)

0,0 Λ(x)
0,0 prend également un facteur quatre

lorsque sommé. Grâce à cette analyse simple, on s’attend donc à ce que σintra
xx �= 0, σintra

zz �= 0,
σintra

xz = σintra
zx = 0 dans le cas d’un champ magnétique le long de x et un vecteur t orienté en

z.

Il est également possible d’utiliser la même approche dans le cas d’un champ B0 dans la
direction z et on trouve dans ce cas que seul σintra

zz �= 0, car le vecteur d’inclinaison est alors
dans la même direction que le champ magnétique.

Ces deux combinaisons de champ magnétique et vecteur d’inclinaison sont importantes,
car il s’agit de celles auxquelles nous nous intéressons dans les calculs numériques que nous
présenterons au chapitre suivant.

3.5 Signatures de l’anomalie chirale et fréquence plasmon

On rappelle que l’élément αβ de la contribution des transitions intra-niveau de Landau
à la conductivité optique est donnée à l’équation 3.94, où on rappelle les expressions

C(α)
0,0 = ∑

n,m
∑
s,l

U†
0,m,lΛ

(α)
n,m,s,lUn,0,s, (3.100)

a0 (k, ω) =
Γ/π

(ω − E0 (k) /h̄)2 + Γ2
, (3.101)

g0 (k, ω) =
ω − E0 (k) /h̄

(ω − E0 (k) /h̄)2 + Γ2
, (3.102)
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avec Γ = 1/2τ0, τ0 étant le temps de relaxation en impulsion de l’électron. En l’absence
d’inclinaison des noeuds deWeyl, on trouve que seul l’élément de matrice C(α)

0,0

(
k‖
)
avec α le

long du champ magnétique est non-nul. Par exemple, pour un champ B0 ‖ x̂, on obtient que
seul l’élément C(x)

0,0 (k) � evF est non-nul. Pour comprendre cela, on rappelle que le vecteur
des éléments de matrice de l’opérateur courant dans le niveau de Landau chiral est donné
par

Λ0,0 = evF

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − tx

0

tz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.103)

ce qui fait en sorte qu’en l’absence d’inclinaison, la seule composante non-nulle estΛ(x)
0,0 = evF.

De plus, tel qu’expliqué à la sous-section 3.4.1 ci-haut, la contribution principale à C(α)
0,0 est

U†
0,0Λ(α)

0,0 U0,0. Or, lorsque t = 0, on obtient U0,0 = 1, ce qui explique la valeur de C(x)
0,0 obtenue.

De plus, puisqu’on connait la dispersion du niveau chiral sans inclinaison pour le noeud
τ = 1, E0 (k) = −h̄vFk, on peut écrire

a0 (k, ω) =
Γ/π

(ω + vFk)2 + Γ2
, (3.104)

g0 (k, ω) =
ω + vFk

(ω + vFk)2 + Γ2
. (3.105)

À partir de ces résultats et avec beaucoup d’algèbre et plusieurs changements de va-
riables, il est possible d’effectuer les intégrales dans l’équation 3.94 analytiquement de façon
exacte pour obtenir

Re
[
σintra

xx (ω)
]

= 4 × 1
4π2�2

e2

�
τ0vF

nmax

∑
n=0

(−1)n (ωτ0)
2n , (3.106)

Im
[
σintra

xx (ω)
]

= ωτ0 × Re
[
σintra

xx (ω)
]

, (3.107)

où le facteur 4 vient de la somme sur les quatre noeuds de Weyl du modèle qui sont tous
équivalents du point de vue de la conductivité en l’absence d’inclinaison dû à la symétrie de
l’intégrale sur les impulsions dans 3.94. Or, dans la limite des basses fréquences (ωτ0 < 1)
et pour nmax → ∞, l’équation en puissances de ωτ0 se simplifie comme suit,

∞

∑
n=0

(−1)n (ωτ0)
2n ωτ0<1−→ 1

1 + (ωτ0)
2 . (3.108)
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Ainsi, les parties réelle et imaginaire de σintra
xx s’écrivent dans cette limite

Re
[
σintra

xx (ω)
]

=
e3τ0vF

4π2h̄2
1

1 + (ωτ0)
2 B0, (3.109)

Im
[
σintra

xx (ω)
]

=
e3τ0vF

4π2h̄2
ωτ0

1 + (ωτ0)
2 B0. (3.110)

Bien que nous ayons choisi la limite à basse fréquence pour obtenir ces expressions,
nous trouvons que celles-ci suivent remarquablement bien les résultats de nos calculs
numériques, et ce, sur tout le domaine en fréquences qui nous intéresse. En fait, il est
possible de montrer qu’en l’absence d’inclinaison, la conductivité longitudinale intra-bande
donnée par les équations 3.109 et 3.110 est un résultat exact [55] valide sur toute la gamme
de fréquences d’intérêt. De plus, il s’agit d’un résultat connu qui a également été obtenu
dans la référence [17]. Cela signifie donc qu’en supposant que la vitesse de Fermi et le
temps τ0 sont indépendants du champ magnétique, ce qui n’est pas nécessairement vrai, on
obtient que la conductivité longitudinale augmente linéairement avec l’intensité du champ
externe. Cette magnétorésistance négative est une signature de l’anomalie chirale dans les
semi-métaux de Weyl [17, 30, 31, 32], où la présence de champs électriques et magnétiques
collinéaires (E · B �= 0) mènent à l’ouverture d’un canal de transport d’électrons entre des
noeuds de Weyl de chiralité opposée. Pour plus de détails sur ce phénomène, on réfère
le lecteur au chapitre d’introduction de ce document. L’ajout de l’inclinaison des noeuds
de Weyl a pour effet de diminuer quelque peu l’amplitude de la conductivité, mais notre
conclusion quant à la magnétorésistance négative demeure la même.

Évidemment, comme on l’a discuté à la section précédente, l’inclusion de l’inclinaison
des noeuds peut faire en sorte que d’autres éléments du tenseur de conductivité aient une
contribution intra-bande non-nulle. Par exemple, on aurait σintra

zz �= 0 dans la configuration
où on a B0 ‖ x̂ et t ‖ ẑ. Comme cette configuration de champ magnétique et de vecteur t est
importante dans l’analyse numérique que nous ferons au chapitre suivant, nous présentons
les résultats à basse fréquence obtenus pour les éléments de la conductivité totale σxx (ω)

et σzz (ω), où σij (ω) = σinter
ij (ω) + σintra

ij (ω), à la figure 3.2 pour une inclinaison le long de
l’axe z non-nulle. Notons d’abord que nous utilisons également le terme pulsation pour la
fréquence, puisque les deux sont directement reliées (ω = 2πν en rad/s, avec ν la fréquence
en Hz). Dans les deux éléments de conductivité étudiés, on constate la présence d’un pic de
type "Drude" tel qu’attendu. Ce picmontre une augmentation linéaire de son amplitude dans
le cas de la conductivité longitudinale σxx (ω), ce qui concorde avec nos conclusions quant à
la magnétorésistance négative en présence de champs électrique et magnétique collinéaires.
Pour ce qui est de σzz (ω), la conductivité induite par la présence d’une inclinaison non-nulle
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des noeuds de Weyl, on remarque immédiatement que la dépendance en champ externe B0

est plus complexe.
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Figure 3.2 Dépendance en fréquence des éléments σxx(ω) et σzz(ω) de la conductivité op-
tique totale incluant à la fois les contributions des transitions inter et intra-niveaux
de Landau. Paramètres du calcul : ne = 1 × 1020m−3, temps de relaxation en
impulsion τ0 = 10ps, vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

En effet, cette dépendance est non-monotone comme on peut le voir dans la courbe
de la partie réelle de la conductivité à fréquence nulle en fonction du champ magnétique
de la figure 3.3. À plus fort champ B0, l’élément σzz (ω = 0) augmente linéairement avec
B0, sauf qu’à partir d’un champ inférieur à 0.15T environ, la tendance générale est que σzz

diminue avec une augmentation de B0. Les oscillations que l’on observe à faible champ
proviennent de la contribution inter-bande de la conductivité et surviennent lorsque le
niveau de Fermi croise un niveau de Landau massif (n > 0) au fur à mesure que B0 diminue.
Notons que ces oscillations seraient également présentes dans la courbe pour σxx (ω = 0),
sauf que dans ce cas, la contribution à la conductivité des transitions intra-niveau de Landau
excède largement celle des transitions inter-bandes, ce qui fait en sorte que les oscillations ne
sont pas perceptibles. La dépendance non-monotone de σzz sur le champ magnétique n’est
pas encore bien comprise du point de vue de la physique en jeu. La raison pour cela est que
cette dépendance est une conséquence de plusieurs aspects du calcul numérique comme les
éléments de matrice de l’opérateur courant pour lesquels nous n’avons pas d’expression
analytique générale. Il est donc difficile d’identifier la source exacte de la dépendance en
champmagnétique particulière que nous observons à partir de nos calculs. Pour cette raison,
nous n’allons donc pas nous attarder davantage sur ce résultat dans le présent document.

Comme nous y avons fait allusion dans la discussion ci-haut, il est connu que τ0 peut dé-
pendre du champ magnétique dépendamment du type de désordre considéré. Par exemple,
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Figure 3.3 Dépendance en champ magnétique de la valeur à fréquence nulle des éléments
de la conductivité optique σxx et σzz. Paramètres du calcul : ne = 1 × 1020m−3,
temps de relaxation en impulsion τ0 = 10ps, vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5,
nmax = 20.

dans le cas d’impurités neutres à courte portée, Re
[
σintra

xx (ω)
]
devient indépendant de B0.

De plus, la dépendance en champ B0 de la vitesse de Fermi vF peut altérer le signe de la
magnétorésistance [58, 30]. Par conséquent, la dépendance en champ magnétique de la
conductivité σintra

xx (ω) n’est pas liée à l’anomalie chirale de façon robuste.

Par contre, la situation est plus prometteuse lorsque l’on s’intéresse à la fréquence plas-
mon ωp du système. Cette dernière est définie comme le point de croisement à zéro de
la partie réelle de la fonction diélectrique longitudinale εxx [59], que l’on définit comme
une fonction relative par rapport à la constante diélectrique du vide ε0 de la façon sui-
vante : εxx (ω) = 1 + iσxx (ω) /ε0ω. Cette dernière expression est démontrée au chapitre 4.
Normalement, la permitivité du vide ε0 devrait être multipliée par ε∞, soit une constante
diélectrique relative due à l’écrantage provenant des bandes d’énergie électronique supé-
rieures que nous avons négligé dans notre étude, puisque nous nous limitons au régime de
dispersion linéaire. L’effet de cette constante diélectrique sera discuté dans la conclusion de
ce document. Ainsi, la fréquence plasmon est définie par

Re
[
εxx
(
ωp
)]

= 1 − Im
[
σxx
(
ωp
)]

ε0ωp
= 0, (3.111)
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ce qui donne en l’absence d’inclinaison

1 − 1
ε0

e3vF

4π2h̄2
τ2

0

1 +
(
ωpτ0

)2 B0 = 0, (3.112)

où on a utilisé le résultat précédant 3.110.

Puisque la fréquence plasmon apparaît à haute fréquence, soit dans les Téra-Hertz (THz)
dans les semi-métaux de Weyl, elle excède généralement le taux de diffusion proportionnel
à τ−1

0 . Ainsi, dans la limite plasmon ωpτ0 � 1, on trouve

ω2
p =

1
ε0

e3vF

4π2h̄2 B0. (3.113)

On note que bien qu’il puisse sembler contradictoire d’utiliser un résultat pour la conduc-
tivité obtenu dans la limite ωτ0 < 1 afin de calculer la fréquence plasmon dans la limite
ωpτ0 � 1, on rappelle que 3.110 est en fait un résultat exact en l’absence d’inclinaison qui
est donc valide sur toute la gamme de fréquences qui nous intéresse.

Le fait que ωp augmente comme la racine du champ B0 est également une signature de
l’anomalie chirale [17, 30, 31, 32] et ne devrait pas être modifié par les détails du désordre,
en autant que la condition ωpτ0 � 1 soit respectée. Dans la suite, nous allons continuer de
négliger la dépendance sur le champ externe de la vitesse de Fermi, puisque cette dernière ne
semble pas affecter de façon significative les conclusions auxquelles nous sommes arrivées
dans cette section. La raison pour cela est que son effet se fait sentir qu’à plus fort champ
magnétique et son effet n’est que de ralentir quelque peu le décalage vers le bleu de la
fréquence plasmon avec le champ B0 [6]. Nous trouvons ainsi que la position de la fréquence
plasmon est une sonde optique plus robuste de l’anomalie chirale que la magnétorésistance
négative. À titre de comparaison, la fréquence plasmon d’un métal 3D peut être obtenue
dans le modèle de Drude comme ω2

p = nee2/mε0, où ne est la densité électronique et m est la
masse effective de l’électron. Cette fréquence est donc indépendante du champ magnétique
dans un métal ordinaire, ce qui contraste fortement avec le comportement que l’on trouve
dans les semi-métaux de Weyl.

La dépendance en fréquence de la fonction diélectrique relative Re [εxx (ω)] est illustrée
à la figure 3.4 à la fois dans le cas où l’inclinaison est nulle que dans le cas où elle est non-
nulle. On y remarque que dans les deux cas, le zéro de la courbe, c’est-à-dire la fréquence
plasmon, est déplacé vers les basses fréquences lorsque l’effet des transitions inter-niveaux
de Landau est inclus dans le calcul, sauf qu’elle demeure dans le régime des THz. Le zéro
de Re [εxx (ω)] est absent lorsque seule la contribution des transitions inter-niveaux de
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ié
le
ct
ri
qu
e
ε x

x Totale

Inter-bande

Intra-bande

(b) t �= 0

Figure 3.4 Dépendance en fréquence de la partie réelle de la fonction diélectrique longitudi-
nale relative εxx pour un champ magnétique externe B0 = B0x̂, avec B0 = 0.3T.
Le zéro de εxx (ω) correspond à la fréquence plasmon et est poussée vers les
fréquences inférieures lorsque la contribution des transitions inter-niveaux de
Landau sont considérées. Paramètres du calcul : ne = 1 × 1020m−3, temps de
relaxation en impulsion τ0 = 10ps, vF = 3× 105m/s, t =0.5 ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

Landau est considérée. L’effet principal de l’inclusion d’un vecteur t non-nul ici est d’ajouter
une multitude de transitions intrabandes apparaissant sous forme de pics dans la fonction
diélectrique longitudinale. Ces transitions seront discutées davantage au chapitre suivant.
Notons que les résultats où la fonction diélectrique est négative ne sont pas illustrés ici
puisqu’il s’agit d’un comportement divergent et monotone auquel nous ne nous intéressons
pas dans le projet présenté dans ce mémoire.



Chapitre 4

Effet Kerr magnéto-optique

Dans ce chapitre, nous obtenons une expression pour l’angle de Kerr magnéto-optique.
Cet angle est dénoté θK et correspond à l’angle de rotation de la polarisation d’une onde
électromagnétique réfléchie sur la surface d’un matériau par rapport à la polarisation de
l’onde incidente. Tel que discuté en introduction, ce genre d’effet est possible soit pour des
matériaux magnétiques ou bien pour des matériaux non-magnétiques soumis à un champ
magnétique externe. Dans notre étude, nous nous trouvons bien sûr dans la seconde catégo-
rie. Cet effet requiert une interaction lumière-matière suffisamment importante, puisque
l’onde réfléchie ne peut interagir qu’avec les électrons près de la surface de l’échantillon. Une
façon d’amplifier l’angle de rotation de la polarisation est d’étudier des matériaux possèdant
une grande longueur de pénétration de la lumière. Les semi-métaux sont bien adaptés à ce
genre de mesures, car ils comportent une densité électronique relativement faible compara-
tivement aux métaux qui ont typiquement de très courtes longueurs de pénétration dues à
leurs grandes densités électroniques.

L’intérêt d’étudier cette quantité est qu’il s’agit d’une sonde des propriétés électroniques
ne requiérant aucun contact électrique. Comme nous le verrons, dépendamment de la
configuration choisie, cette approche permet de mettre en lumière des comportements
électroniques drastiquement différents qui, dans le cas des semi-métaux de Weyl, émergent
principalement de la topologie de la structure électronique.

Dans notre étude, nous supposons que l’onde est à incidence normale sur une surface
plane d’un échantillon de géométrie semi-infinie dans la direction où se propage la lumière
tel qu’illustré à la figure 4.1. On note également que nous supposons que l’onde incidente se
propage dans le vide et est polarisée linéairement.

La procédure suivie dans ce chapitre est inspirée de la référence [56]. Nous procédons de
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Figure 4.1 Définition géométrique de l’angle de rotation de Kerr. L’axe désignée par r‖
correspond à la direction dans l’espace réelle correspondant à la direction de
propagation de la lumière. Il est supposé que l’onde se propage dans le vide
et atteint toujours l’échantillon à incidence normale sur une surface plane. Le
semimétal de Weyl est supposé être de géométrie semi-infinie dans la direction
de propagation de la lumière.

lamanière suivante. Nous commençons par justifier la définition de l’angle de Kerr complexe,
ainsi que la forme du champ électrique de la lumière réfléchie. Comme cette quantité dépend
des composantes du champ réfléchi, nous devons déterminer une expression mathématique
pour chacune d’elles. Pour cela, l’équation d’onde à l’intérieur du semi-métal est obtenue
et nous explicitons les conditions de frontières à l’interface sur les champs électrique et
magnétique de la lumière. Par la suite, nous montrons comment solutionner le système
d’équations obtenu afin de calculer l’angle de Kerr dans deux configurations d’intérêt.
Enfin, les résultats numériques obtenus seront présentés et discutés pour ces deux cas et
nous montrons comment ceux-ci diffèrent du point de vue de la physique des électrons du
semi-métal.

La définition standard de l’angle de Kerr telle qu’utilisée dans la littérature est obtenue
assez simplement. En effet, on peut définir l’angle de rotation de la polarisation de l’onde en
réflexion à partir des composantes de son champ électrique via une tangente complexe. Par
exemple, pour une onde incidente transverse, c’est-à-dire une onde dont le champ électrique
ne possède pas de composante dans la direction de propagation, et dont le vecteur d’onde
pointe dans la direction de l’axe z, l’angle de Kerr peut être extrait de la relation

tan θ̃K =
Ey

R
Ex

R
=

∣∣∣∣∣E
y
R

Ex
R

∣∣∣∣∣ ei(θ
y
R−θx

R). (4.1)

Dans cette équation, nous supposons que le champ électrique de l’onde incidente est
orienté le long de l’axe x. Le symbole tilde au dessus de θK signifie que l’angle ainsi que
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sa tangente sont des nombres complexes, car il est supposé que le champ électrique de la
lumière est lui-même complexe. Le module d’une composante α du champ E réfléchi s’écrit
|Eα

R|, alors que sa phase est définie comme θα
R. Notons ici que Eα

R = Eα
R (ω) et θα

R = θα
R (ω)

sont des fonctions de la fréquence de la lumière. L’angle de Kerr réel est donc défini par
l’expression tan θK =

∣∣Ex
R/Ey

R

∣∣ et on y associe une phase φK = θx
R − θ

y
R, communément

désignée comme l’ellipticité, car elle peut être utilisée afin d’interpréter la forme de la
polarisation de l’onde finale. En effet, le fait que le champ électrique puisse être complexe
indique que l’onde est supposée de polarisation quelconque, c’est-à-dire qu’elle peut être
transformée de linéaire à elliptique ou circulaire lors de son interaction avec le matériau. En
effet, pour un champ E défini comme

ER (z, t) =
(
Ex

Rx̂+Ey
Rŷ
)

ei(ωt−qz)

= |Ex
R| ei(ωt−qz+θx)x̂+

∣∣Ey
R

∣∣ ei(ωt−qz+θy)ŷ, (4.2)

où q est le vecteur d’onde de la lumière et ω est sa fréquence d’oscillation, on voit alors
bien que si θx diffère de θy, soit lorsque φK est différent de zéro, le champ électrique se met à
tourner et la polarisation est désormais elliptique. Dans le cas particulier où |φK| = π/2, la
polarisation est circulaire. Il demeure cependant une problématique avec la définition de
l’équation 4.1. Effectivement, si l’onde réfléchie est polarisée elliptiquement, alors l’angle de
rotation déterminé via tan θK =

∣∣Ex
R/Ey

R

∣∣ est ambigu. Il ne s’agit pas nécessairement de ce
que l’on pourrait définir comme la rotation géométrique de la polarisation. Une définition
plus satisfaisante serait de calculer l’angle que fait l’axe semi-majeur de l’ellipse avec le
champ électrique de l’onde incidente [60].

Peu importe la définition de l’angle de Kerr adoptée, nous devons obtenir les compo-
santes du champ électrique de la lumière en réflexion à l’interface du semi-métal de Weyl.
Évidemment, puisque l’échantillon est de géométrie semi-infinie, il n’y a qu’une seule inter-
face à considérer, ce qui simplifie grandement le calcul. À la fois dans le milieu d’incidence,
soit le vide, et dans le semi-métal, la forme générale du champ électrique est celle d’une
onde plane

EI (r, t) = E0
I ei(q·r−ωt), (4.3)

ER (r, t) = E0
Rei(−q·r−ωt), (4.4)

ET (r, t) = E0
Tei(q′ ·r−ωt), (4.5)

où q est le vecteur d’onde de la lumière dans le vide d’amplitude |q| = ω/c, où c =



75

3 × 108m/s est la vitesse de la lumière dans le vide et ω est la fréquence angulaire de l’onde.
Le vecteur d’onde de l’onde transmise dans l’échantillon est représenté par q′, qui sera à
déterminer. Les vecteurs E0

I/R/T représentent l’amplitude et la direction de la polarisation
du champ incident, réfléchi et transmis respectivement.

4.1 Équation d’onde et conditions de frontières

Afin d’obtenir les composantes du champ électrique de la lumière à la gauche du
matériau, il faut d’abord obtenir le champ électrique transmis dans le semi-métal à partir
des équations de Maxwell et des conditions de frontières à l’interface vide-matière. En
supposant l’absence de charge libre dans le matériau, soit ∇ · D = ρ f = 0, les équations de
Maxwell sont de la forme suivante :

∇ · D = 0, ∇× E = −∂tB, ∇× H = j + ∂tD, (4.6)

où D =←→εp E est le vecteur déplacement électrique, avec
(
εp
)

ij = ε0δij, le tenseur di-
électrique (permittivité) du semi-métal en l’absence de perturbation externe, que nous
supposons être équivalent à celui du vide, avec ε0, la consante diélectrique du vide. En
réalité, on devrait plutôt considérer

(
εp
)

ij = ε∞δij, où ε∞ est une constante diélectrique
due à l’écrantage provenant des des bandes d’énergie de haute énergies dont on n’a pas
tenu compte dans notre modèle. Puisque que cette constante peut être très grande dans
un semi-métal de Weyl, elle affectera certainement les résultats. Nous l’ignorons pour le
moment et nous discuterons de son effet dans la conclusion de ce document. Ensuite, l’in-
duction magnétique est donnée par B = ←→μ · H, où H est le vrai champ magnétique (nous
utilisons B par la suite afin de désigner le champ magnétique de l’onde) et ←→μ est le tenseur
de perméabilité magnétique. Nous supposons que le matériau est non-magnétique, de sorte
que μij = μ0δij. Cela signifie que l’on peut écrire H = 1

μ0
B. Finalement, le courant dans

l’échantillon est donné par j = ←→σ · E, où ←→σ est le tenseur de conductivité électrique du
semi-métal.

Nous cherchons à obtenir l’équation d’onde pour le champ dans l’échantillon. Pour cela,
il est possible de procéder par l’évaluation du double rotationnel ∇×∇× E. D’un point de
vue purement mathématique, on peut écrire

∇×∇× E = ∇ (∇ · E)−∇2E F.T.−→q′2E−
(
q′·E
)

q′, (4.7)
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où à la dernière étape, nous sommes passés en représentation de Fourier, étant donné la
forme de type onde plane du champ électrique. En faisant usage des équations de Maxwell
maintenant, il est possible d’écrire

∇×∇× E = −∂t∇× B =− μ0∂t (j + ∂tD) = −μ0
(←→σ ∂t +

←→εp ∂2
t
)
· E.

= μ0
(
iω←→σ + ω2←→εp

)
· E =μ0ω2

(
←→εp + i

←→σ
ω

)
· E = μ0ω2←→ε · E, (4.8)

En représentation de Fourier, cette expression devient

∇×∇× E =μ0ω2
(
←→εp + i

←→σ
ω

)
· E = μ0ω2←→ε · E, (4.9)

où nous avons défini une permittivité effective ←→ε = ←→εp + i
←→σ
ω . Notons ici que nous

nous référons à←→σ comme la conductivité optique, car celle-ci permet de calculer le courant
électrique induit par la lumière et il s’agit d’une fonction de la fréquence ←→σ = ←→σ (ω). Son
calcul a été détaillé au chapitre 3.

L’équation d’onde dans le matériau prend donc la forme suivante

q′2E−
(
q′·E
)

q′=μ0ω2←→ε · E, (4.10)

que doit satisfaire le champ E. Dans le vide, il n’y a évidemment pas de courant électrique
et l’équation d’onde se réduit simplement à

q2E − (q · E)q =μ0ε0ω2E =
ω2

c2 E. (4.11)

Pour une onde se propageant le long de l’axe z par exemple, cette équation s’écrit sous forme
vectorielle comme

q2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

Ez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠− q2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

Ez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = q2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

ω2

c2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

Ez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.12)

ce qui nous permet de conclure que Ez = 0 et donc que l’onde est nécessairement transverse
dans le vide. Cette conclusion est évidemment valide pour d’autres directions du vecteur
d’onde. En l’absence de symétries particulières, le tenseur diélectrique prend la forme
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générale

←→ε = ←→εp +
i←→σ
ω

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.13)

Dans le cas d’une lumière se propageant le long de z encore une fois, l’équation 4.10
peut s’écrire sous forme vectorielle de la façon suivante

q′2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

Ez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠− q′2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

Ez

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = q′2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = μ0ω2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxxEx + εxyEy + εxzEz

εyxEx + εyyEy + εyzEz

εzxEx + εzyEy + εzzEz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.14)

ce qui nous permet d’obtenir les trois équations

q′2

μ0ω2 Ex = εxxEx + εxyEy + εxzEz, (4.15)

q′2

μ0ω2 Ey = εyxEx + εyyEy + εyzEz, (4.16)

0 = εzxEx + εzyEy + εzzEz. (4.17)

Un autre aspect essentiel afin d’obtenir une solution pour les ondes réfléchie et transmise
provient des conditions de frontières sur les champs électrique et magnétique de part et
d’autre de l’interface entre les deux milieux du système. Les conditions générales prennent
la forme suivante

(D1−D2) · n̂ = σf , (4.18a)
(B1−B2) · n̂ = 0, (4.18b)

E‖
1−E‖

2 = 0, (4.18c)

H‖
1−H‖

2 = K f × n̂, (4.18d)

où les indices 1, 2 indiquent repectivement les milieu d’incidence et de transmission et
le vecteur orthonormé n̂ est la normale à l’interface pointant du milieu 2 vers le milieu 1. La
densité de charge libre de surface est dénotée σf et K f correspond à la densité de courant
libre à l’interface. Cette densité de courant peut être non-nulle à la surface des semi-métaux
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de Weyl en raison de la présence d’états de surface topologiques, les arcs de Fermi. On
supposera cependant que la lumière est incidente sur une surface de l’échantillon où ces
arcs de Fermi sont absents, ce qui signifie que nous prenons K f = 0 dans nos calculs. Le
champ magnétique de l’onde électromagnétique est obtenu de son champ électrique comme
B = q

ω × E.

4.2 Angle de Kerr

Tel qu’expliqué plus tôt, nous sommes intéressés à calculer la rotation de la polarisation
de la lumière en réflexion sur un semi-métal de Weyl en présence d’un fort champ magné-
tique afin de faire ressortir les propriétés de sa structure de bande, dont sa topologie. Il
existe cependant une multitude de combinaisons possibles de champ magnétique, vecteurs
d’inclinaison des noeuds de Weyl et de direction de propagation de la lumière incidente.
Pour cette raison, nous distinguons maintenant deux principales géométries d’intérêt aux-
quelles nous limitons notre étude. En effet, nous nous intéressons aux cas de propagation
longitudinale et transverse, à ne pas confondre avec le concept de champ transverse. Ceux-ci
correspondent aux cas d’une onde électromagnétique se propageant dans une direction
parallèle ou perpendiculaire au champ magnétique externe B0. Il est donc pratique de carac-
tériser ces deux configurations par la direction relative entre le vecteur d’onde de la lumière
et le champ appliqué. Nous avons donc les cas q ‖ B0 (propagation longitudinale) et q ⊥ B0

(propagation transverse) qui mettent en évidence des comportements fondamentalement
différents de l’interaction lumière-matière dans un semi-métal de Weyl, comme nous le
montrons ci-bas. Ces deux configurations sont également connues comme les configurations
de Faraday et de Voigt respectivement [56]. Notons que dans la suite, nous faisons le choix
de fixer le vecteur d’inclinaison le long de l’axe z pour des raisons qui deviendront claires
sous peu.

4.2.1 Propagation longitudinale et polarisation de vallée - Formalisme

Pour cette configuration, nous faisons le choix d’étudier le cas particulier où q ‖ B0‖ ẑ.
Cela implique les symétries du tenseur de conductivité optique totale suivantes :

σxz = σzx = σyz = σzy = 0, (4.19)
σxy = −σyx, (4.20)
σxx = σyy �= σzz. (4.21)
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On note que par conductivité totale, on réfère aux contributions intra et inter-bandes
sommées sur les quatre noeuds de Weyl du modèle adopté. De plus, tel que l’on a discuté
dans la section 3.4.1, pour un vecteur d’inclinaison des noeuds de Weyl fixé le long de l’axe
z, on s’attend à des contributions provenant des transitions intra-bandes seulement dans
l’élément de la conductivité σzz. Également, comme la contribution intra-bande à σzz est
non-nulle, il n’y a pas de symétrie entre les éléments σyy et σzz. Le tenseur diélectrique est
donc de la forme particulière

←→ε =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxx εxy 0

−εxy εxx 0

0 0 εzz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.22)

De l’équation d’onde vectorielle 4.14, on a dans ce cas l’équation d’onde

q′2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = μ0ω2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxxEx + εxyEy

−εxyEx + εxxEy

εzzEz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.23)

On trouve donc soit que Ez = 0, avec εzz �= 0, ou bien on a affaire à la solution plasmon
avec Ez �= 0 et εzz = 0. Cela implique que l’onde est complètement transverse à l’intérieur
du semi-métal. Une approche efficace afin de solutionner ce système d’équations est de
multiplier le second élément de l’équation vectorielle par ±i et de l’additionner au premier.
En procédant de cette façon, on trouve

q′2
(
Ex ± iEy

)
= μ0ω2 [εxx

(
Ex ± iEy

)
+ εxy

(
Ey ∓ iEx

)]
= μ0ω2 [εxx ∓ iεxy

] (
Ex ± iEy

)
, (4.24)

q2
±E± = μ0ω2ε0ε±E±, (4.25)

où nous avons défini les polarisation circulaires gauche et droite par les champs E± =

Ex ± iEy et les fonctions diélectriques associées ε0ε± = εxx ∓ iεxy à l’intérieur du semi-
métal, avec ε± définies comme des fonctions diélectriques relatives. Ces deux polarisations
peuvent être caractérisées par les vecteurs e± = (x̂±iŷ) /

√
2 et leur relation de dispersion

s’obtient comme q2
± = μ0ω2ε0ε±. Une conséquence directe de cela est le fait que ces deux

polarisations de la lumière vont percevoir des indices de réfraction différents puisque
qu’elles se propagent avec des vecteurs d’onde différents et donc des vitesses différentes. Ce
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phénomène est qualifié de dichroïsme circulaire et c’est cela qui cause la rotation du vecteur
de polarisation de l’onde électromagnétique. C’est donc cela qui est à l’origine de l’effet Kerr
comme nous allons le voir dans les résultats numériques présentés plus loin.

À partir de ces résultats, le champ électrique de l’onde transmise à travers l’interface du
semi-métal peut être écrit comme

ET (z, t) = ET,+ei(q+z−ωt) + ET,−ei(q−z−ωt)

= ET,+ (x̂+iŷ) ei(q+z−ωt) + ET,− (x̂−iŷ) ei(q−z−ωt), (4.26)

où le facteur
√

2 des vecteurs e± a été absorbé dans les coefficients ET,±

Les conditions de frontières à l’interface entre les deux milieux en z = 0 sont obtenues
des relations en 4.18 comme

−
(
ε0E1−←→ε E2

)
· ẑ = σf , (4.27)

− (B1−B2) · ẑ = 0, (4.28)
E‖

1−E‖
2 = 0, (4.29)

1
μ0

(
B‖

1−B‖
2

)
= 0, (4.30)

car dans ce cas, la normale est simplement n̂ = −ẑ. Le symbole ‖ indique les composantes
du champ parallèles à l’interface du semi-métal. Puisque l’onde est transverse dans les deux
milieux d’intérêts, on remarque facilement que la seconde relation est trivialement satisfaite
et que la première donne une densité surfacique de charge libre σf nulle, ce qui nous laisse
les deux dernières. On rappelle que le champ électrique de l’onde électromagnétique de
part et d’autre de l’interface s’écrit

E1 (z = 0, t) = EI (0, t) + ER (0, t) =
(
Ex

I x̂+Ey
I ŷ
)

e−iωt +
(
Ex

Rx̂+Ey
Rŷ
)

e−iωt, (4.31)
E2 (z = 0, t) = ET (0, t) = ET,+ (x̂+iŷ) e−iωt + ET,− (x̂−iŷ) e−iωt. (4.32)

Ainsi, la troisième condition E‖
1 = E‖

2 , nous permet d’obtenir les relations suivantes entre les
composantes des champs incident, réfléchi et transmis

Ex
I + Ex

R = ET,+ + ET,−, (4.33)
Ey

I + Ey
R = i (ET,+ − ET,−) . (4.34)

Le champ magnétique associé à ces champs électriques est obtenu de l’expression
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B = q
ω × E comme

B1 (z, t) =
q
ω

(
−Ey

I x̂+Ex
I ŷ
)

ei(qz−ωt) − q
ω

(
−Ey

Rx̂+Ex
Rŷ
)

ei(−qz−ωt), (4.35)

B2 (z, t) = −q+
ω

ET,+ (ix̂ + ŷ) ei(q+z−ωt) +
q−
ω

ET,− (ix̂ − ŷ) ei(q−z−ωt), (4.36)

de sorte que la quatrième condition frontière se résumant à B‖
1 = B‖

2 donne les équations

q (Ex
I − Ex

R) = −q+ET,+ − q−ET,−, (4.37)
q
(
Ey

I − Ey
R
)

= −iq+ET,+ + iq−ET,−. (4.38)

Nous prenons maintenant une approche matricielle afin de solutionner le système
d’équations formé par les relations 4.33, 4.34, 4.37 et 4.38 et ainsi obtenir le champ électrique
réfléchi recherché. En isolant le champ incident dans les conditions de frontières, il est
possible d’écrire

Ex
I = −Ex

R + ET,+ + ET,−, (4.39)
Ey

I = −Ey
R + i (ET,+ − ET,−) , (4.40)

qEx
I = qEx

R − q+ET,+ − q−ET,−, (4.41)
qEy

I = qEy
R − iq+ET,+ + iq−ET,−, (4.42)

Sous forme matricielle, ce système d’équations s’écrit
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
I

Ey
I

qEx
I

qEy
I

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 1 1

0 −1 i −i

q 0 −q+ −q−

0 q −iq+ iq−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
R

Ey
R

ET,+

ET,−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.43)
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Le champ réfléchi est ensuite obtenu en inversant la matrice

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 1 1

0 −1 i −i

q 0 −q+ −q−

0 q −iq+ iq−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

=
1
2i

1
(q − q+) (q − q−)

M, (4.44)

où la matrice M s’écrit

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

iq (q+ + q−)− 2iq+q− q (q+ − q−) i (2q − q+ − q−) (q+ − q−)

−q (q+ − q−) iq (q+ + q−)− 2iq+q− − (q+ − q−) i (2q − q+ − q−)

iq (q − q−) q (q − q−) i (q − q−) q − q−

iq (q − q+) −q (q − q+) i (q − q+) − (q − q+)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

(4.45)
Ainsi, à partir de l’équation

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
R

Ey
R

ET,+

ET,−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 1 1

0 −1 i −i

q 0 −q+ −q−

0 q −iq+ iq−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
I

Ey
I

qEx
I

qEy
I

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.46)

on obtient les composantes de ER

Ex
R =

(
q2 − q+q−

)
Ex

I − iq (q+ − q−) Ey
I

(q − q+) (q − q−)
, (4.47)

Ey
R =

iq (q+ − q−) Ex
I +
(
q2 − q+q−

)
Ey

I
(q − q+) (q − q−)

. (4.48)

Il est possible d’exprimer le champ réfléchi de manière un peu différente en définissant
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une matrice de réflexion R de la façon suivante

ER = R · EI⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
R

Ey
R

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

rxx rxy 0

ryx ryy 0

0 0 rzz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex
I

Ey
I

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

rxxEx
I + rxyEy

I

ryxEx
I + ryyEy

I

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.49)

Les éléments pertinents de la matrice de réflexion sont donc obtenus comme

rxy = −ryx = − iq (q+ − q−)
(q − q+) (q − q−)

, (4.50)

rxx = ryy =
q2 − q+q−

(q − q+) (q − q−)
, (4.51)

de sorte que les composantes du champ électrique de l’onde réfléchie s’obtiennent des
relations

Ex
R = rxxEx

I + rxyEy
I , (4.52)

Ey
R = −rxyEx

I + rxxEy
I . (4.53)

Les éléments de la matrice de réflexion peuvent également s’écrire

rxy = −ryx = − i
(√

ε+ −√
ε−
)(

1 −√
ε+
) (

1 −√
ε−
) , (4.54)

rxx = ryy =
1 −√

ε+ε−(
1 −√

ε+
) (

1 −√
ε−
) , (4.55)

où nous avons utilisé les relations de dispersion de l’onde électromagnétique dans le vide et
dans le semi-métal, soit q2 = μ0ω2ε0 et q2

± = μ0ω2ε0ε±.

Enfin, on obtient l’angle de Kerr θK, soit l’angle de rotation de la polarisation par rapport
à la polarisation initiale caractérisée par l’angle d’incidence θI via

tan (θK + θI) =

∣∣∣∣∣E
y
R

Ex
R

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ rxxEy

I − rxyEx
I

rxxEx
I + rxyEy

I

∣∣∣∣∣ . (4.56)

Une chose importante à remarquer dans cette expression est le fait que l’expression
pour l’angle de Kerr ne dépend aucunement de la conductivité longitudinale, c’est-à-dire



84

de la conductivité dans la direction du champ externe, soit σzz dans ce cas-ci. En d’autres
termes, cela signifie que la conductivité intra-bande n’a aucun effet sur les résultats dans
cette configuration. Il s’agit en fait de la distinction principale entre le cas de propagation
longitudinale étudié ici et celui de propagation transverse que nous allons traiter dans une
section ultérieure.

4.2.2 Propagation longitudinale et polarisation de vallée - Résultats

Dans les résultats numériques présentés dans cette sous-section, nous considérons une
onde incidente polarisée linéairement se propageant dans la direction de l’axe des z et faisant
un angle θI = π/4 avec l’axe des x, de sorte que Ex

I = Ey
I = E0. Dans ces conditions, la

tangente permettant d’extraire l’angle de Kerr (éq. 4.56) prend la forme explicite

tan (θK + π/4) =
∣∣∣∣ rxx − rxy

rxx + rxy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + i

(√
ε+ −√

ε−
)
−√

ε+ε−
1 − i

(√
ε+ −√

ε−
)
−√

ε+ε−

∣∣∣∣∣ . (4.57)

De plus, dans le but de faire apparaître l’effet de polarisation de vallée discuté à la
section 2.2.6, on rappelle qu’il nous faut B0·t �= 0. Or, comme on prend ici un champ et
une inclinaison orientés perpendiculairement au plan miroir (B0‖ t ‖ ẑ), cette condition est
automatiquement respectée et on s’attend à être en mesure de sonder ce phénomène avec
l’étude de l’angle de Kerr dans la configuration proposée. On rappelle que la polarisation de
vallée se manifeste par l’absorption de la lumière à des fréquences de la lumière différentes
pour différents noeuds de Weyl du modèle. Dans la présente géométrie, la paire de noeuds
τ = 1, 2 commencent à absorber la lumière à un seuil inférieur aux noeuds τ = 3, 4 pour
un niveau de Fermi εF > 0 ne croisant que le niveau chiral (voir figure 2.3b). Ainsi, on
s’attend à ce que les noeuds du modèle reliés par la symétrie sous renversement temporel,
une symétrie qui est brisée par la présence du champ magnétique externe, mènent à des
caractéristiques de la courbe pour l’angle de Kerr à des fréquences différentes lorsqu’une
transition impliquant leur niveau de Landau chiral est excitée, et ce, tant que tz �= 0.

Dans les figures présentées dans cette section et les sections subséquentes, nous avons
combiné les indices de niveau de Landau et de bande comme n → n × s, de sorte que les
niveaux d’énergies sont dénotés par n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , dans le but de simplifier
quelque peu l’identification des transitions optiques.

Un tracé de l’angle de Kerr en fonction de la pulsation ω est présenté à la figure 4.2 dans
la configuration décrite ci-haut. Les cas d’inclinaison nulle et non-nulle y sont comparées.
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Notons que nous qualifions également la pulsation de fréquence, puisque les deux sont
directement reliées (ω = 2πν en rad/s, avec ν la fréquence en Hz).
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Figure 4.2 Dépendance en fréquence de l’angle de Kerr et partie réelle des fonctions diélec-
triques relatives ε+ et ε− dans la configuration longitudinale (de Faraday), où
B0, q, t ‖ ẑ. Les transitions inter-niveaux de Landau contribuant aux principaux
pics sont indiquées par des lignes pointillées. Les transitions 0 → 1 et−1 → 0 sont
scindées en deux en conséquence de la polarisation de vallée lorsque l’inclinaison
le long du champ tz est non-nulle. Les noeuds de Weyl τ contribuant aux diffé-
rents sous-pics sont indiqués. Paramètres du calcul : B0 = 0.2T, ne = 1× 1020m−3,
vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

On remarque d’abord que la plupart des caractéristiques de la courbe de θK (ω) appa-
raissent à des fréquences dans les Téra-Hertz, ce qui correspondend’autres termes à quelques
meV. Dans la configuration choisie, seules les transitions dites dipolaires |n| → |n| ± 1 sont
permises et celles-ci se manifestent comme une succession de creux dans l’angle de Kerr ou
de pics dans les fonctions diélectriques ε± (ω) à partir d’une fréquence de l’onde incidente
ω � 4 × 1012rad/s. On remarque également la présence d’un grand pic à une fréquence
d’environ 1 × 1012rad/s qui coïncide avec la fréquence où Re [ε+ (ω)] croise zéro et change
de signe. On dénote ce point par la fréquence ω+ de sorte que Re [ε+ (ω+)] = 0. La figure 4.3
montre que ce grand pic dans l’angle θK (ω) est décalé en fréquence vers le rouge lorsque le
champmagnétique externe augmente, ce qui est également le comportement de la fréquence
ω+ (B0). Ce genre de comportant peut être interprété comme l’excitation optique d’un mode
collectif dans le semi-métal, tel un plasmon par exemple.

Tel qu’attendu, la figure 4.2b montre que les noeuds de Weyl reliés par renversement du
temps possèdent des gaps optiques différents, ce qui n’est pas le cas lorsque t = 0 ou lorsque
B0·t = 0 pour les quatre noeuds, tel qu’illustré à la figure 4.2a. Cela fait en sorte de subdiviser
les creux dans l’angle θK (ω) ou les pics dans ε± (ω) correspondant aux transitions 0 → 1 et
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Figure 4.3 Effet de la magnitude du champ magnétique sur l’évolution en fréquence de
l’angle de Kerr dans la configuration de Faraday (B0, q, t ‖ ẑ). Paramètres du
calcul : ne = 1 × 1020m−3, vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

−1 → 0, ce qui s’observe facilement lorsqu’on compare les deux cas présentés à la figure 4.2.
En effet, lorsque B0·t = 0, les transitions 0 → 1 et −1 → 0 sont équivalentes pour les quatre
noeuds et par conséquent, un seul creux ou pic est présent pour chacune de ces transitions.
Les autres pics inter-bandes dans ε± (ω) correspondent aux transitions optiques entre des
niveaux de Landau non-chiraux et ne se sont pas subdivisés en présence de l’inclinaison
t ‖B0. La polarisation de vallée n’apparaît donc que lorsque le niveau chiral est impliqué
dans une transition inter-niveaux de Landau. C’est pourquoi ce phénomène est qualifié de
topologique, car il s’agit d’une signature explicite de la topologie de la structure de bande
en champ magnétique du semi-métal.

La conclusion principale pouvant être tirée de ces résultats est donc que l’effet de la
polarisation de vallée due à une inclinaison finie des noeuds de Weyl pour des transitions
optiques impliquand le niveau de Landau chiral est bel et bien détectable dans le spectre en
fréquence de l’angle de Kerr.

En considérant une onde incidente polarisée linéairement, à la fois les transitions |n| →
|n|+ 1 et |n| → |n| − 1 sont excitées. Si nous avions plutôt considéré une lumière polarisée
circulairement, nous aurions observé que seulement un de ces deux types de transitions
est excité. Autrement dit, les transitions |n| → |n|+ 1 n’apparaissent que dans ε− (ω), alors
que les transitions |n| → |n| − 1 ne sont observées que dans ε+ (ω). On note également
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l’importance de la différence de comportement entre ces deux polarisations de la lumière,
soit les polarisations circulaires droite et gauche. En effet, le dichroïsme circulaire observé
semble être un ingrédient important à l’observation des creux dans la courbe de l’angle
de Kerr. Les régions en fréquence où les fonctions diélectriques Re [ε+ (ω)] et Re [ε− (ω)]

diffèrent semblent être synonymes de caractéristiques intéressantes dans l’angle θK (ω). À
l’inverse, aux transitions impliquant seulement des niveaux de Landau non-chiraux comme
la transition −1 → 2 (ou −2 → 1) à une fréquence ω1,2 ≈ 18 × 1012rad/s par exemple, on
observe que Re [ε+ (ω1,2)] ≈ Re [ε− (ω1,2)] et l’angle de Kerr montre une amplitude très
faible (< 10−3rad) comparativement à son amplitude à la position des transitions impliquant
le niveau chiral qui est plutôt de l’ordre de 0.1rad.

De plus, en nous basant sur le spectre en énergie d’un noeud deWeyl incliné en présence
d’un fort champ magnétique obtenu analytiquement dans la référence [38], on obtient que
l’énergie nécessaire afin d’exciter un électron entre deux niveaux de Landau non-chiraux
(n → m, avec n, m �= 0) est indépendante de l’indice du noeud et augmente comme la racine
de B0 (voir éq. B.18 de l’annexe). Comme nous venons de le montrer ci-haut, le gap optique
pour des transitions impliquant le niveau de Landau chiral se comporte différemment. En
autant que le niveau de Fermi ne se trouve pas au point de neutralité εF = 0, ces transitions
dépendent de l’indice du noeud et la séparation des pics 0 → 1 (ou −1 → 0) diminue
avec une augmentation du champ magnétique externe comme on peut le voir à la figure
4.3. Une démonstration mathématique de ce comportement est fournie en annexe (voir
section B.2). Il s’ensuit que, dans la limite quantique (0 < εF < E1,τ(kz) ∀τ, où E1,τ(kz) est le
premier niveau de Landau massif dans la bande de conduction), la polarisation de vallée est
présente dans l’angle de rotation de Kerr dans une gamme de fréquences plus large au fur et
à mesure que le champ magnétique est diminué. Comme cet effet est complètement opposé
au comportement attendu des transitions inter-niveaux de Landau, il serait intéressant de
voir ce genre de comportement mesuré expérimentalement.

4.2.3 Propagation transverse et signature optique de l’anomalie chirale - Formalisme

Pour cette configuration, nous considérons que la lumière se propage le long de l’axe z
(soit q ‖ ẑ), pour un semi-métal de Weyl plongé dans un champ magnétique B0‖ x̂, de sorte
qu’on a bien le cas de propagation transverse q ⊥ B0. Ainsi, l’interface entre le vide et le
semi-métal de Weyl se trouve dans le plan x − y en z = 0. Le faisceau lumineux incident est
polarisé linéairement dans le plan x − y.

Comme le vecteur d’inclinaison est toujours orienté le long de l’axe z, nous avons dans
ce cas B0·t = 0 et on s’attend donc à ne pas trouver d’effets dus à la polarisation de vallée
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dans cette configuration. L’avantage de procéder ainsi est que nous sommes alors en mesure
de bien distinguer entre le comportement étudié aux sections précédentes et celui que nous
explorons ici, qui émerge majoritairement de la conductivité optique longitudinale, soit σxx

puisque B0‖ x̂.

On rappelle que l’onde dans le vide est transverse et que l’équation d’onde dans le
matériau s’écrit

q′2E−
(
q′·E
)

q′=μ0ω2←→ε · E. (4.58)

Pour une onde se propageant selon z et pour un champ B0 selon x, cette équation s’écrit
sous forme vectorielle

q′2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ex

Ey

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = μ0ω2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxxEx

εyyEy + εyzEz

−εyzEy + εzzEz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.59)

car dans la configuration proposée, on rappelle que le tenseur de conductivité optique
possède les symétries σyz = −σzy, σxy = σyx = σxz = σzx = 0 (voir section 3.4.1). Cepen-
dant, on remarque que les éléments diagonaux de la conductivité ne possèdent aucune
symétrie particulière (σxx �= σyy �= σzz). Tel que discuté précédemment, cela est attribuable
à l’inclinaison des noeuds de Weyl qui ajoute une contribution intra-bande à la conductivité
σzz et au comportement de type pic de Drude dans la conductivité longitudinale σxx.

Nous obtenons donc les trois équations

q′2Ex = μ0ω2εxxEx, (4.60)
q′2Ey = μ0ω2 (εyyEy + εyzEz

)
, (4.61)

εyzEy = εzzEz. (4.62)

On remarque donc clairement que dans cette configuration, une composante longitudi-
nale du champ électrique (Ez �= 0) apparaît à l’intérieur du semi-métal. Cela ne constitue
qu’une des différences majeures entre les cas de propagation transverse et longitudinale. En
effet, puisque les équations pour les composantes du champ électrique parallèle et perpen-
diculaire au champ magnétique externe sont découplées, on distingue deux cas ; soit E ⊥ B0

avec vecteur d’onde q⊥ et E ‖ B0 avec q‖. En ces termes et en combinant les deux dernières
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équations, il est possible d’écrire

q2
‖Ex = μ0ω2ε0εxxEx, (4.63)

q2
⊥Ey = μ0ω2

(
εyy +

ε2
yz

εzz

)
Ey = μ0ω2ε0εvEy, (4.64)

où on a redéfini la fonction diélectrique longitudinale comme une fonction relative par
rapport à ε0 (εxx → ε0εxx) et où on a défini la fonction diélectrique relative de Voigt εv. Cette
nomenclature vient de la distinction entre la configuration de propagation longitudinale,
aussi appelée configuration de Faraday et celle de propagation transverse, soit la configura-
tion de Voigt. La conclusion principale que l’on tire de ces équations est le fait qu’un champ
électrique pointant dans la direction du champ externe B0 aura une relation de dispersion
différente d’un champ orienté dans une direction perpendiculaire. Les deux vecteurs d’onde
que nous avons définis sont donc obtenus via q2

‖=μ0ω2ε0εxx et q2
⊥ = μ0ω2ε0εv. De façon

analogue au cas de propagation longitudinale, il s’agit de ce dichroïsme qui est la cause
de la rotation de Kerr. C’est pourquoi nous choisissons ensuite une onde incidente dont
la polarisation fait un angle non-nul et différent de 90◦ avec le champ magnétique externe,
de sorte à faire intervenir les deux types de comportements. Si on ignore la composante
longitudinale du champ transmis Ez

T, ce qui est justifié par le fait qu’elle n’intervient pas
dans les conditions de frontières et qu’elle n’est donc pas nécessaire à la solution du système
d’équations, il est possible d’écrire le champ électrique de la lumière transmise dans le
semi-métal de Weyl de la façon suivante :

ET (z, t) = E‖
T (z, t) + E⊥

T (z, t)

= Ex
Tx̂ei(q‖z−ωt) + Ey

Tŷei(q⊥z−ωt). (4.65)

Ainsi, à la surface positionnée en z = 0, les conditions de frontières dans cette configu-
ration sont ensuite obtenues de 4.18 avec la normale n̂ = −ẑ, en ignorant encore une fois les
états de surface, comme

−
(
ε0E1−←→ε E2

)
· ẑ = σf , (4.66)

− (B1−B2) · ẑ = 0, (4.67)
E‖

1−E‖
2 = 0, (4.68)

1
μ0

(
B‖

1−B‖
2

)
= 0. (4.69)
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La troisième condition mène aux relations

Ex
I + Ex

R = Ex
T, (4.70)

Ey
I + Ey

R = Ey
T. (4.71)

Le champ magnétique de l’onde électromagnétique est à nouveau obtenu via la relation
B = q

ω × E

B1 (z, t) =
q
ω

ẑ × EI (z, t)− q
ω

ẑ × ER (z, t) (4.72)

=
q
ω

(
Ex

I ŷ − Ey
I x̂
)

ei(qz−ωt) − q
ω

(
Ex

Rŷ−Ey
Rx̂
)

ei(−qz−ωt), (4.73)

B2 (z, t) =
q
ω

×
(

E‖
T (z, t) + E⊥

T (z, t)
)
=

ẑ
ω

×
(

q‖E‖
T (z, t) + q⊥E⊥

T (z, t)
)

=
q‖
ω

Ex
Tŷei(q‖z−ωt) − q⊥

ω
Ey

Tx̂ei(q⊥z−ωt), (4.74)

De sorte que la quatrième condition frontière permet d’obtenir les relations suivantes

q
(
Ey

I − Ey
R
)

= q⊥Ey
T, (4.75)

q (Ex
I − Ex

R) = q‖Ex
T. (4.76)

En combinant ces quatre expressions, le système d’équations est simplifié aux deux
équations

q (Ex
I − Ex

R) = q‖ (Ex
I + Ex

R) , (4.77)
q
(
Ey

I − Ey
R
)

= q⊥
(
Ey

I + Ey
R
)

. (4.78)

Ces dernières premettent d’obtenir le champ électrique de la lumière réfléchie directe-
ment à partir des composantes du champ incident

Ex
R =

q − q‖
q + q‖

Ex
I =

1 −√
εxx

1 +
√

εxx
Ex

I , (4.79)

Ey
R =

q − q⊥
q + q⊥

Ey
I =

1 −√
εv

1 +
√

εv
Ey

I , (4.80)

où les composantes Ex/y
R ont été exprimées en connaissant l’expression des vecteurs d’onde.
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L’angle de Kerr est finalement obtenu sous la forme

tan [θK + θI ] =

∣∣∣∣∣E
y
R

Ex
R

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1 +

√
εxx

1 −√
εxx

1 −√
εv

1 +
√

εv

∣∣∣∣ Ey
I

Ex
I

, (4.81)

où θI représente l’angle que fait la polarisation de l’onde incidente avec l’axe des x. La façon
dont cette expression dépend du champ incident nous renseigne sur certaines choses. En
effet, on remarque que si l’onde incidente est polarisée selon un axe particulier, soit x ou
y, alors l’angle de Kerr est une constante. Effectivement, en utilisant les propriétés de la
fonction tangente, pour ces deux situations, on trouve

EI = Ex
I x̂ : tan [θK + 0] → 0, θK → nπ, (4.82)

EI = Ey
I ŷ : tan

[
θK +

π

2

]
→ ∞, θK → nπ, (4.83)

où n = 0, 1, 2, . . . Comme une rotation de 0, π, 2π, etc. sont équivalentes d’un point de
vue de la polarisation du champ électrique, on peut considérer que dans l’une ou l’autre
de ces situations, il n’y a tout simplement pas de rotation de Kerr de la lumière, et ce, peu
importe sa fréquence. Ainsi, on en conclut que le faisceau lumineux d’incidence doit avoir sa
polarisation inclinée dans le plan x − y afin d’observer un effet Kerr non-nul et dépendant
de la fréquence de la lumière.

Ayant solutionné le système d’équations et obtenu l’expression du champ réfléchi, il est
maintenant possible d’obtenir la composante longitudinale du champ électrique induite dans
le champ transmis Ez

T. En effet, on rappelle la relation Ez
T =

εyz
εyy

Ey
T obtenue via l’équation

d’onde. Une expression pour Ey
T peut ensuite être obtenue des conditions de frontières en

fonction des champs incident et réfléchi. En effet, on a

q
(
Ey

I − Ey
R
)
= q⊥Ey

T. (4.84)

En substituant ensuite l’expression obtenue précédemment pour Ey
R, il est possible

d’isoler la composante recherchée

Ey
T =

2q
q + q⊥

Ey
I .

La composante longitudinale du champ transmis est donc donnée par

Ez
T =

2q
q + q⊥

εyz

εyy
Ey

I . (4.85)



92

À partir de cette équation, il est possible de calculer la densité de charge libre induite
à la surface du semi-métal via la première condition frontière dans 4.18. En effet, on a
←→ε E2 · ẑ = σf , où on rappelle que

←→ε · E2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxxEx
T

εyyEy
T + εyzEz

T

−εyzEy
T + εyyEz

T

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

La charge libre est donc simplement donnée par σf = −εyzEy
T + εyyEz

T. En substituant les
composantes du champ transmis par les expressions obtenues ci-haut, on trouve en fait que
σf = 0, de sorte qu’il n’y a pas de charge libre induite à la surface du matériau dans cette
configuration.

4.2.4 Propagation transverse et signature optique de l’anomalie chirale - Résultats

Comme dans le cas de propagation longitudinale, nous considérons une onde incidente
se propageant le long de l’axe z inclinée à un angle de π/4 par rapport à l’axe x, ainsi qu’un
vecteur d’inclinaison t ‖ ẑ. Cependant, comme nous venons de le discuter, on considère
maintenant un champ magnétique statique perpendiculaire à la direction de propagation
de l’onde, c’est-à-dire orienté dans le plan miroir. En effet, nous choisissons B0 = B0x̂ de
sorte que la fonction diélectrique longitudinale εxx entre maintenant dans l’expression pour
l’angle de Kerr qui s’obtient comme

tan [θK + π/4] =
∣∣∣∣1 +

√
εxx

1 −√
εxx

1 −√
εv

1 +
√

εv

∣∣∣∣ , (4.86)

car pour θI = π/4, on a Ex
I = Ey

I = E0.

Cette distinction entre les configurations de Voigt et de Faraday est importante, car
comme nous l’avons discuté à la section 3.5, lorsqu’en présence de champs électrique et
magnétique collinéaires, on s’attend à ce que la fonction diélectrique longitudinale montre
une signature de l’anomalie chirale. En effet, on rappelle que la fréquence plasmon définie
comme le croisement à zéro de Re [εxx] se déplace vers le bleu pour une augmentation de
l’amplitude du champ magnétique, soit un effet attribuable à l’anomalie. On espère donc
trouver une signature semblable dans l’angle de Kerr dans cette géométrie.

On remarque d’abord que si les transitions inter-bandes ne sont pas incluses dans le
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calcul des fonctions diélectriques, on a alors εyy = 1 et εyz = 0 de sorte que εv = 1. Il s’ensuit
de l’équation 4.86 que tan [θK + π/4] = 0, ce qui donne un angle de Kerr θK = −π/4
indépendant de la fréquence dans ce cas, c’est-à-dire sans structure particulière.

Lorsque les contributions des transitions intra-bande et inter-bandes sont incluses, on
obtient le comportement en fréquence et en champ B0 de l’angle de Kerr présenté à la figure
4.4. On remarque entre autres que l’angle de Kerr obtenu est du même ordre de grandeur
que dans la configuration longitudinale, ce qui diffère d’un métal 3D ordinaire avec la
même densité ne utilisé dans nos calculs, où l’angle dans la configuration transverse est au
moins dix fois moins grand. Son comportement est cependant très différent dans la présente
géométrie. En effet, à la figure 4.6, on constate la présence d’un grand pic dans l’angle de
Kerr à haute fréquence. Celui-ci apparait à ω = ωp telle que donnée à l’équation 3.113,
c’est-à-dire lorsque Re [εxx] = 0. Ce pic est également présent en l’absence d’inclinaison des
noeuds et sa position en fréquence augmente comme la racine de B0.
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Figure 4.4 Effet du champmagnétique sur l’angle de Kerr en fonction de la fréquence dans la
configuration de Voigt (B0 ‖ x̂ ⊥ q, t ‖ ẑ). Le décalage vers le bleu du grand pic
dans θK (ω) est relié à l’anomalie chirale. L’encadré dans le coin supérieur gauche
montre un agrandissement du comportement à basse fr équence. Paramètres
du calcul : ne = 1 × 1020m−3, temps de relaxation en impulsion τ0 = 10ps,
vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

Le décalage vers le bleu de l’angle de Kerr dans un semi-métal de Weyl comme la racine
de l’intensité du champ externe est cohérent avec la mesure expérimentale par Levy et al.
[6] (voir figure 4.5) du déplacement du seuil d’absorption dans la courbe de réflectance
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(intensité de la lumière réfléchie) en fonction de la fréquence dans l’arséniure de tantale
(TaAs). Tel que discuté à la section 3.5, cet effet est une signature de l’anomalie chirale dans
les semi-métaux de Weyl et comme le montre clairement la figure 4.4, cela se reflète dans
le déplacement du grand pic dans l’angle de Kerr. Ce pic est principalement causé par la
contribution intra-bande du niveau de Landau chiral à la conductivité optique longitudinale
σxx. Puisque ce pic apparaît à la fréquence plasmon donnée à l’équation 3.113 qui est
indépendante du temps de diffusion τ0 dans la limite ωpτ0 � 1, sa position n’est pas affectée
par la dépendance en champ B0 de τ0. Nous avons d’ailleurs vérifié numériquement qu’en
prenant par exemple τ0 ∝ B−1

0 ou τ0 ∝ B−2
0 , cela n’affecte pas la position de ce pic. Cela

signifie donc que cette signature de l’anomalie chirale est plus robuste qu’une mesure de la
magnétorésistance négative de la conductivité longitudinale par exemple.

Figure 4.5Mesure expérimentale de la dépendance en champ magnétique de la fréquence
plasmon dans l’arseniure de tantale (TaAs). Ce résultat est obtenu à partir de
mesures de la réflectivité optique à la surface de l’échantillon du semi-métal de
Weyl en champmagnétique. Dans ces mesures, la fréquence de la lumière au seuil
de réflectivité correspond à la fréquence plasmon recherchée. Figure tirée de la
référence [6].

On note que le pic plasmon disparaît si la partie intrabande de σxx est mise à zéro,
alors qu’il est pratiquement inchangé si σzz est nulle. Cela est cohérent avec les résultats de
la figure 3.4, où on peut voir que Re [εxx] ne possède aucun croisement à zéro lorsque la
contribution intra-bande est retirée. Nous y constatons également que l’ajout des transitions
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inter-niveaux de Landau produisent un décalage vers le rouge de la fréquence plasmon. Le
décalage vers le bleu du grand pic se produit dans le domaine des THz, ce qui correspond
à un régime en fréquence atteignable expérimentalement (voir par exemple la référence
[6]). Ce comportement en champ magnétique est très différent de celui obtenu dans la
configuration de Faraday. En effet, on rappelle que dans la configuration longitudinale, le
grand pic présent dans l’angle de Kerr à basse fréquence est plutôt déplacé vers le rouge lors
d’une augmentation du champ magnétique. La raison pour cette différence est simplement
que la fonction diélectrique longitudinale (εxx pour B0‖ x̂) entre dans la définition de l’angle
de Kerr dans la configuration de Voigt, alors que ce n’est pas le cas dans la configuration de
Faraday.
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Figure 4.6 Dépendance en fréquence des fonctions diélectriques relatives εxx et εv et de
l’angle de Kerr θK pour un champ magnétique externe B0 = 0.3T. Les quatre
premiers pics dans Re [εxx] sont attribuables aux transitions inter-niveaux de
Landau : 0 → 1, −1 → 0, 0 → 2, −2 → 0. Paramètres du calcul : ne = 1 ×
1020m−3, temps de relaxation en impulsion τ0 = 10ps, vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ,
kc� = 5, nmax = 20.

Outre le grand pic plasmon causé par les transitions intra-bande, l’angle de Kerr com-
porte de nombreuses autres caractéristiques qui sont issues des transitions inter-bandes.
Celles-ci apparaissent sous forme de pics dans les fonctions diélectrique Re [εxx] et Re [εv]

tel que le montre la figure 4.6. En l’absence d’inclinaison, beaucoup moins de transitions
inter-niveaux de Landau sont visibles, sauf que les transitions 0 → 1 et −1 → 0 sont
bien visibles dans la fonction Re [εv], où la première apparaît à une fréquence d’environ
8.2 × 1012rad/s. Son effet n’est cependant pas discernable dans l’angle de Kerr puisqu’elle
est trop près du grand pic plasmon. La seconde se manifeste quant à elle comme un petit
pic visible dans l’angle de Kerr à une fréquence d’environ 9.3 × 1012rad/s. D’autre part,
en présence d’inclinaison, on observe davantage de transitions inter-bandes apparaissant
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dans les courbes. Toutes ces transitions sont maintenant visibles dans l’angle de rotation de
Kerr et se manifestent sous forme de creux. Les quatre premières transitions correspondent
aux transitions suivantes 0 → 1, −1 → 0, 0 → 2 et −2 → 0, où la première est à une
fréquence d’environ 6.3 × 1012rad/s. Ces transitions supplémentaires sont attribuables à la
direction du champ magnétique choisie. En effet, pour un champ B0 orienté dans le plan
miroir, les règles de sélection déterminant quelles transitions sont possibles sont modifiées.
Cela fait en sorte que plus de transitions sont accessibles par rapport à la configuration de
Faraday étudiée plus tôt avec B0‖ ẑ perpendiculaire au plan miroir, où seules les transitions
dipolaires |n| → |n| ± 1 étaient permises. Dans la géométrie choisie, on a B0·t =0. Les pics
aux transitions 0 → 1 et −1 → 0 ne sont pas scindés en deux ou plusieurs pics, puisqu’il n’y
a pas d’effet de polarisation de vallée dans l’angle de Kerr dans ce cas. Comme nous l’avons
mentionné ci-haut, cela est fait dans le but d’isoler au maximum l’effet d’intérêt dans cette
configuration, soit l’effet de l’anomalie chirale.

De plus, l’encadré de la figure 4.4 montre une structure intriguante à basse fréquence.
Cependant, il est important de mentionner qu’à de très basses fréquences comparables à
l’inverse du temps de diffusion τ0, les résultats sont plus fortement affectés par les détails du
désordre, tels que la dépendance en champ magnétique de τ0 à titre d’exemple. La raison
pour cela est que le temps entre les collisions (de type électron-impureté par exemple) est
plus faible que la période d’oscillation de l’onde électromagnétique. Cela signifie que que
l’électron ne parvient pas à parcourir une grande distance sans subir de collisions. Pour
cette raison, nous nous contentons de décrire ce comportement en nous abstenant d’émettre
des conclusions sur la physique dans cette région. Une investigation plus approfondie est
requise sur ce sujet.

La figure 4.7 montre un agrandissment du comportement à basse fréquence de l’angle
de Kerr et des fonctions diélectriques relatives εxx et εv. Dans cette région, on constate la
présence d’un petit dôme inversé dans l’angle de Kerr pour t �= 0. Sa position est délimitée
par ω = 0 et le premier zéro de Re [εv]. L’origine de cette structure est complexe et nous ne
la comprenons pas complètement. Par contre, sa présence requiert que σintra

xx et σintra
zz soient

différents de zéro, où on rappelle que σintra
zz nécessite que l’inclinaison soit non-nulle dans

la direction z afin d’avoir une valeur finie (voir section 3.4.1). La figure 4.7a montre que
la partie réelle de εv ne comporte qu’un seul zéro et que le dôme disparaît en l’absence
d’inclinaison des noeuds de Weyl. Cela semble donc indiquer que cette structure doit sa
forme particulière principalement à la contribution intra-bande de la conductivité σzz le
long de t.

De plus, on remarque la présence d’un pic négatif dans l’angle de Kerr à ces basses
fréquences. Ce pic apparait au point où Re [εv] = 0 (deuxième zéro de Re [εv] lorsque t �= 0)
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Figure 4.7 Comportement aux basses fréquences des fonctions diélectriques relatives εxx
et εv et de l’angle de Kerr θK pour un champ magnétique externe B0 = 0.3T.
Paramètres du calcul : ne = 1 × 1020m−3, temps de relaxation en impulsion
τ0 = 10ps, vF = 3 × 105m/s, t =0.5ẑ, kc� = 5, nmax = 20.

et se déplace vers le rouge lors d’une augmentation du champ externe (voir figures 4.4 et
4.7).

4.2.5 Discussion sur la validité des résultats et leur applicabilité à des matériaux réels

Dans cette section, nous discutons brièvement de deux possibles limitations à la validité
de nos résultats et des paramètres choisis lors des calculs numériques, soit l’effet de l’écran-
tage dû aux bandes d’énergie supérieures que nous avons ignoré dans notre étude, ainsi
que le choix de la densité électronique. Nous discutons par la suite de notre hypothèse selon
laquelle nous ne sondons que le volume de l’échantillon et pas sa surface. Nous terminons
par quelques mots sur l’applicabilité des conclusions auxquelles nous sommes arrivées dans
ce travail à des semi-métaux de Weyl réels.

Comme mentionné pour la première fois à la section 3.5 et par la suite discuté quelque
peu à la section 4.1, dans la définition du tenseur diélectrique ←→ε = ←→εp + i←→σ

ω , nous avons
pris
(
εp
)

ij = ε0δij, où ε0 correspond à la permittivité du vide, alors qu’en réalité, il serait plus
exact de remplacer ε0 par ε∞ = εR

∞ × ε0, avec εR
∞ la constante diélectrique relative induite par

l’écrantage provenant des bandes d’énergie supérieures dans le semi-métal. Cette quantité
peut être très grande dans les semi-métaux de Weyl, ce qui signifie que son inclusion peut
affecter assez fortement les résultats obtenus d’un point de vue quantitatif. En effet, ε∞ peut
valoir 30, 50 ou même 100 fois la constante diélectrique du vide [61]. L’idée est donc de
déterminer si l’inclusion de cette quantité dans nos calculs numériques change ou non les
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aspects qualitatifs de l’angle de Kerr, ce qui pourrait limiter l’applicabilité de nos prédictions
à des matériaux réels. Cette vérification a permis de déterminer que l’amplitude du signal
de l’angle de Kerr est réduite par une valeur de εR

∞ supérieure à 1 et que les pics et creux de
la courbe de θK (ω) en sont décalés vers le rouge. Par exemple, pour un choix de εR

∞ = 30,
l’amplitude du pic à la fréquence plasmon ωp est réduite de 0.65rad à 0.41rad et sa position
en fréquence est réduite à ωp ≈ 2.5× 1012rad/s. Ainsi, si ε∞ est très grande, le pic θK

(
ωp
)
est

déplacé vers les basses fréquences et pourrait être brouillé par le désordre. Ainsi, pour que
la signature de l’anomalie chirale soit détectable dans l’angle de Kerr, la fréquence plasmon
doit satisfaire la condition ωpτ0 � 1, où on rappelle que τ0 est le temps de relaxation en
impulsion dû au désordre. Tant que cette condition est respectée, nos conclusions dans ce
chapitre demeurent valides.

Également, tel que mentionné à la section 2.2.7, nous avons choisi de travailler avec une
densité de porteurs de 1 × 1020m−3. Cela correspond à une densité très faible en comparai-
son avec les densités rapportées par les références [52, 22] par exemple dans des matériaux
réels. En effet, dans ces deux références, des calculs effectués à partir des principes premiers
ont permis d’obtenir des densités électroniques au moins 100 fois plus grandes que celles
que nous avons considéré dans nos calculs. Dans le cas de l’arseniure de tantale (TaAs)
à titre d’exemple, une densité de 1.07 × 1023m−3 pour les noeuds W1 et une densité de
2.5 × 1022m−3 pour les noeuds W2 sont rapportées dans la référence [22]. La conséquence
principale de ce choix de densité très faible est que le champ magnétique requis afin d’at-
teindre la limite quantique, c’est-à-dire la situation où les bandes d’énergie du système sont
quantifiés en niveaux de Landau et où le niveau de Fermi ne croise que le niveau de plus
basse énergie positive, le niveau chiral dans le cas particulier des semi-métaux de Weyl,
est déraisonnablement faible. De plus, comme nous pouvons le voir à l’équation B.18, la
séparation en énergie entre les niveaux de Landau d’un noeud de Weyl augmente avec
le champ magnétique externe B0. Cela signifie donc que la plupart des caractéristiques
intéressantes de la courbe de l’angle de Kerr sont déplacées vers des fréquences de plus en
plus élevées lorsque le champ statique augmente. La question est de savoir si le domaine
en fréquence où ces caractéristiques sont observables demeure atteignable d’un point de
vue expérimental. Si c’est le cas, alors nos conclusions demeurent valides et potentiellement
applicables à des semi-métaux de Weyl connus.

Afin d’effectuer cette vérification de l’effet d’une densité plus importante, nous avons
recalculé les courbes de la figure 4.4 pour une densité beaucoup plus grande, soit ne =

1 × 1022m−3, ce qui correspond à une densité semblable à celle attendue pour les noeuds
W2 du TaAs par exemple. On trouve alors qu’un champ magnétique statique d’amplitude
B0 = 7.83T est requis afin de retrouver le même niveau de Fermi que dans le cas de la
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courbe à 0.3T de la figure 4.4. On rappelle que le niveau de Fermi est calculé à partir de
l’équation 2.96 dans le cas d’un champ magnétique orienté le long de l’axe x. On trouve
alors que les aspects qualitatifs des courbes de l’angle de Kerr demeurent inchangées, avec
pratiquement les mêmes amplitudes pour les différents pics et creux. Cependant, le grand
pic à la fréquence plasmon est maintenant déplacé à ≈ 32 × 1012rad/s. Ainsi, cela nous
permet de réaliser qu’une augmentation de la densité de porteurs pourrait compenser le
décalage vers le rouge induit par une constante diélectrique ε∞ élevée, ce qui nous rassure
davantage sur la faisabilité de la mesure de nos prédictions dans des conditions plus proches
des paramètres expérimentaux réels.

Dans ce document, nous avons limité notre analyse à la réponse optique dans le volume
de l’échantillon et nous avons choisi d’ignorer tout effet venant de sa surface. Cela peut se
justifier assez simplement. En effet, en nous basant sur l’article de Kargarian et al. [45], on
arrive à la conclusion que la condition pour qu’il soit justifié de négliger la conductivité
électrique de surface du semi-métal de Weyl est que la longueur de pénétration δp des
ondes lumineuses dans le matériau soit beaucoup plus grande que leur longueur d’onde λ,
soit δp � λ. Or, la longueur de pénétration de la lumière, soit la longueur caractéristique
sur laquelle l’onde est atténuée de façon significative, est très grande dans ces matériaux
topologiques tridimensionnels. Cette condition devrait assurer que le courant électrique
ne soit pas localisé à la surface (effet de peau). De plus, dans le régime des Téra-Hertz, la
longueur d’onde de la lumière est très courte (de l’ordre de 10 microns), ce qui devrait
assurer la validité de la condition δp � λ. Enfin, la contribution d’états de surface tels que
les arcs de Fermi à la réponse optique des semi-métaux de Weyl a également été négligée
dans nos calculs. Nous croyons que cela se justifie par le fait que la longueur de pénétration
des ondes lumineuses excède largement la longueur de localisation de tels états [48].

Dans notre étude présentée dans ce document, nous avons adopté un modèle simplifié
d’un semi-métal de Weyl, mais tel que nous l’avons motivé à la section 2.1, notre modèle
possède les caractéristiques et symétries requises afin de modéliser, du moins d’un point
de vue qualitatif, les propriétés à basse énergie de semi-métaux de Weyl réels. Ainsi, on
peut supposer que les prédictions faites à partir de notre modèle jouet sont applicables
à un matériau connu tel que le TaAs. Nous référons le lecteur au chapitre d’introduction
pour un rappel des caractéristiques de ce semi-métal. Les noeuds W2 de l’arseniure de
tantale possèdent une inclinaison non-nulle dans la direction de l’axe c du cristal. Cela
signifie donc que dans la configuration de Faraday où on oriente le champ statique externe
B0 ainsi que le vecteur d’onde de l’onde électromagnétique incidente q le long de l’axe c
du TaAs, nous pouvons nous attendre à observer la séparation des pics aux transitions
inter-bandes impliquant le niveau chiral. Ce phénomène provenant de l’effet de polarisation
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de vallée est alors issue de la contribution à l’angle de Kerr des noeuds W2. Ce ne serait pas
le cas dans la contribution venant des noeuds W1, puisque ces derniers ne possèdent pas
d’inclinaison dans la direction de l’axe c du cristal. En principe, il est possible de distinguer
les contributions de ces deux types de noeuds, car leurs seuils d’absorption optique diffèrent
par environ 15 × 1012rad/s. De plus, si le champ B0 pointe dans la direction de l’axe c,
mais que q est orienté soit le long de l’axe a ou de l’axe b du TaAs, ce qui correspond à la
configuration de Voigt, il devrait être possible d’observer un pic dans l’angle de Kerr à la
fréquence plasmon ainsi que son décalage vers le bleu avec le champ B0 comme signature
de l’anomalie chirale.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’effet Kerr dans les semi-métaux de
Weyl plongés dans un fort champ magnétique statique. Plus particulièrement, nous avons
mis en évidence la nature topologique de la structure de bande de ce type de matériaux dans
leurs propriétés optiques. Cela fut rendu possible via l’adoption d’un modèle simplifié d’un
semi-métal avec seulement quatre points de croisement de bandes ou noeuds deWeyl. Nous
nous sommes limités à la physique aux basses énergies autour de ces noeuds, car cela permet
de capturer la physique qui nous intéresse dans ces matériaux, soit la dispersion linéaire
chirale sans masse du niveau de Landau près du point de croisement. Afin de calculer
l’angle de rotation de la polarisation d’une onde électromagnétique réfléchie à la surface
du semi-métal, soit l’angle de Kerr, nous nous sommes attardés à obtenir la conductivité
optique dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire au chapitre 3. En premier lieu,
nous nous sommes intéressés à la contribution provenant des transitions inter-bandes à la
conductivité, c’est-à-dire les transitions entre différents niveaux de Landau. Nous avons
ensuite calculé la contribution des transitions au sein d’un même niveau de Landau, plus
spécifiquement, le niveau chiral. Ces calculs ont été rendus possible par l’intermédiaire
du développement d’un code informatique permettant de diagonaliser le hamiltonien du
modèle pour des noeuds de Weyl inclinés en présence d’un fort champ magnétique orienté
dans une direction quelconque. En effet, cela nous a permis au chapitre 2 d’obtenir le spectre
en niveaux d’énergie quantifiés par le champ externe pour les quatre noeuds du modèle
pour deux directions particulières du champ externe. Les résultats numériques obtenus
pour l’angle de Kerr ont ensuite été présentés et analysés au chapitre 4.

Ce projet a permis de montrer qu’un angle de Kerr non-négligeable est possible dans
notre modèle simplifié d’un semi-métal de Weyl à la fois dans les configurations de Faraday
et de Voigt. Nous avons entre autres expliqué que les transitions optiques inter-niveaux de
Landau peuvent être identifiées comme des pics ou des creux apparaissant dans une courbe
de l’angle de Kerr en fonction de la fréquence, de sorte qu’elles peuvent être détectées de cette
façon. De plus, nous avons observé que l’inclinaison des noeuds deWeyl peut rendre possible
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la détection de transitions optiques autres que les transitions dipolaires habituelles. Dans
la configuration longitudinale de Faraday particulière que nous avons choisi d’étudier, le
vecteur d’inclinaison du cône de Weyl pointe dans la direction du magnétique statique et les
pics inversés dans l’angle de Kerr qui représentent des transitions inter-bandes impliquant
le niveau de Landau chiral sont divisés en sous-pics. Cette séparation des pics est une
manifestation de la polarisation de vallée dans les semi-métaux de Weyl. Cet effet fut
identifié dans le spectre d’absorption dans un de nos précédents projets (voir par exemple
les références [39, 1]). Nous avons donc démontré dans ce document que la polarisation de
vallée est également détectable via l’effet Kerr magnéto-optique.

Nous avons également démontré l’intérêt d’étudier l’angle de Kerr dans la configuration
transverse de Voigt. En effet, dans cette géométrie, la fonction diélectrique longitudinale
entre dans la définition de l’angle de Kerr, ce qui n’était pas le cas dans l’autre configuration
à laquelle nous nous sommes intéressée. Cela est dû au fait que le champ électrique de l’onde
incidente possède alors une composante non-nulle dans la direction parallèle au champ
magnétique externe appliqué sur l’échantillon du semi-métal. Cette fonction diélectrique
change de signe à la fréquence plasmon ωp et cette dernière augmente comme la racine du
champ externe B0. Il s’agit d’une conséquence de l’anomalie chirale dans les semi-métaux
de Weyl et cela se reflète dans l’angle de rotation de la polarisation réfléchie via l’apparition
d’un grand pic à la fréquence plasmon. Par conséquent, ce pic est déplacé vers le bleu par une
augmentation du champ comme

√
B0. Nous avons ainsi conclu que le décalage en fréquence

de ce grand pic est une signature de l’anomalie chirale dans l’angle de Kerr, de la même
façon que le décalage du seuil d’absorption dans les mesures de réflectance présentées dans
la référence [6] y ont été attribuées.

Il demeure cependant plusieurs aspects de ce projet que nous n’avons pas discutés dans
ce mémoire. Certains d’entre eux ont été explorés dans une certaine mesure au courant du
travail relié à ce projet, mais il reste beaucoup à faire avant que ceux-ci soient bien compris.
Par exemple, nous n’avons pas exploré de configuration impliquant un effet de polarisation
de vallée chirale. En effet, comme nous l’avons discuté à la section 2.2.6, on peut imaginer une
situation où le champmagnétique et l’inclinaison des noeuds deWeyl sont collinéaires, mais
pointent dans une direction quelconque. Il est alors possible d’obtenir une configuration
où seuls des noeuds d’une chiralité donnée absorbent de la lumière ou même un cas où un
seul des noeuds du modèle interagit avec le champ électromagnétique du point de vue des
transitions inter-bandes. Dans un tel cas, on peut supposer un couplage possible entre la
chiralité du fermion interagissant et celle de l’onde. Par exemple, dans la référence [62], il est
montré que la chiralité du faisceau lumineux correspondant soit à la polarisation circulaire
droite ou à la polarisation circulaire gauche cause la position de fermions chiraux de Weyl à
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être décalée en impulsion. Cela induit alors une réponse de Hall non-nulle, et ce, même en
l’absence de champ magnétique externe. On peut alors réfléchir au cas inverse et se poser la
question si la polarisation de la lumière est elle-même affectée par la chiralité des fermions
avec lesquels elle interagit. En effet, nous avons montré dans ce travail que la polarisation de
la lumière réfléchie sur un semi-métal deWeyl peut être affectée par la polarisation de vallée,
ce qui laisse entendre une dépendance sur la nature des noeuds en jeu dans l’interaction.
Ainsi, en étudiant une onde initialement polarisée circulairement, on pourrait voir si cette
polarisation est affectée par la chiralité de l’électron. Nous n’avons pas considéré cet effet
dans notre travail, mais il pourrait être intéressant d’étudier ce genre de phénomène.

Également, nous n’avons pas abordé dans ce mémoire le sujet analogue à l’effet Kerr,
c’est-à-dire l’effet Faraday. On rappelle que cet effet consiste en la rotation de la polarisation
d’une onde transmise à travers un échantillon de dimension finie par rapport à la polarisation
de l’onde incidente. Dans le travail que nous avons présenté, nous avons considéré le cas d’un
échantillon de dimension infinie dans la direction de propagation de la lumière, dans le but
de simplifier les calculs. Nous n’avons donc pas accès à l’angle de rotation de Faraday, ainsi
que les effets dus aux réflexions internes dans le semi-métal. Nous mentionnons cependant
que certains calculs ont été effectués dans le cadre de ce projet dans le cas d’un échantillon de
longueur finie en n’incluant que la contribution des transitions inter-bandes à la conductivité.
Dans ce cas, nous avons obtenu des résultats qualitativement semblables à ceux présentés à
la section 4.2.2, à la fois dans le cas de l’onde réfléchie que de l’onde transmise, sauf que ces
résultats dépendent grandement de la longueur de l’échantillon. En effet, plus la longueur
de l’échantillon est grande, plus la lumière a de temps à interagir avec le semi-métal et donc
l’amplitude de l’angle de rotation de Faraday devient plus importante. Par contre, plus la
longueur du semi-métal augmente, plus l’onde transmise est atténuée, ce qui fait en sorte
que son amplitude devient moindre. Il est cependant possible de tirer profit des réflexions
internes menant lieu à un phénomène de résonance lorsque la longueur de l’échantillon est
égal à un certain multiple de la longueur d’onde de la lumière. Cette voie semble intéressante
et mériterait d’être explorée plus en détail. On note que pour que notre approche demeure
valide dans le cas d’un échantillon de dimension finie, il faut toujours que l’inégalité entre
la longueur de pénétration des ondes lumineuses et leur longueur d’onde δp � λ soit
respectée tel que nous l’avons discuté à la section 4.2.5. Cela nous assure que la réponse
optique est dominée par le volume de l’échantillon et pas sa surface. Il suffit donc ensuite
que la longueur de l’échantillon soit inférieure à δp afin d’obtenir un signal significatif en
transmission à la sortie de l’échantillon. La référence [45] donne par exemple une épaisseur
d’environ λ/4 afin d’étudier l’effet Faraday dans un semi-métal de Weyl.

De plus, dans la configuration transverse de Voigt, nous avons remarqué l’apparition
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d’une composante longitudinale dans le champ transmis à l’intérieur du semi-métal. Nous
ne nous y sommes pas attardé puisque cela n’était pas nécessaire afin de calculer les quantités
qui nous intéressaient. Cependant, il s’agit d’un effet intéressant en soit et il pourrait par
exemple être utile d’explorer son comportement en fréquence et en champ magnétique.
Toujours dans la configuration de Voigt, nous avons brièvement discuté le comportement à
basse fréquence complexe de l’angle de rotation de Kerr. Comme nous l’avons expliqué dans
la section 4.2.3, les résultats à basse fréquence peuvent dépendre assez fortement des détails
du désordre. Cependant, la dépendance en champ magnétique du temps de relaxation dû
au désordre ne semble affecter que faiblement l’allure de la courbe de l’angle de Kerr, et ce,
même à basse fréquence. Il serait alors potentiellement intéressant de vérifier plus en détail
dans quelle mesure les résultats obtenus dans cette région du domaine de fréquences sont
fiables et si ceux-ci permettent de mettre en évidence une physique intéressante. Enfin, dans
la référence [45], la séparation entre les noeuds de Weyl brise la symétrie sous renversement
du temps et joue donc le rôle du champ magnétique considéré dans ce mémoire. Cela fait
apparaître un terme «axion» dans l’action associée au système et mène à une rotation de
Kerr non-nulle. Nous croyons qu’il serait éducatif de comparer l’effet sur la rotation de
Kerr d’un champ magnétique réel appliqué sur le système ainsi que celui d’une séparation
inter-noeud non-nulle lorsqu’ils sont tous deux présents dans le modèle. Cela permettrait
de déterminer si ces deux effets sont d’ordres de grandeur comparables et s’ils se renforcent
l’un l’autre par exemple.

Nous notons finalement que les résultats ainsi que les éléments d’analyse présentés
dans ce mémoire peuvent également être trouvés dans la référence [2], qui est en processus
d’évaluation pour publication au moment de la rédaction de ce document.



Annexe A

Formalisme utile

A.1 Théorie de la réponse linéaire

Cette section est fortement inspirée des notes de cours du professeur André-Marie
Tremblay [54]. Celle-ci est organisée comme suit. La représentation d’interaction utile à la
compréhension de la théorie de la réponse linéaire est d’abord présentée. Ensuite, la théorie
de la réponse linéaire est développée.

A.1.1 Représentation d’interaction

À l’instar de la représentation de Schrödinger où les fonctions d’onde dépendent du
temps et la représentation de Heisenberg où les opérateurs sont fonctions du temps, dans
la représentation d’interaction, on peut voir à la fois les fonctions d’onde et les opérateurs
comme évoluant dans le temps.

Soit l’opérateur unitaire d’évolution temporel U (t, t0) qui permet de faire évoluer opé-
rateurs et fonctions d’onde d’un temps initial t0 au temps t. Cet opérateur possède les
propriétés suivantes

U (t0, t0) = 1, (A.1)
U† (t, t0)U (t, t0) = 1, (A.2)

U−1 (t, t0) = U† (t, t0) . (A.3)
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Dans le cas où le système étudié possède la symétrie par renversement du temps, nous
avons

U (t0, t)U (t, t0) = 1, (A.4)
U−1 (t, t0) = U (t0, t) . (A.5)

On pose également l’égalité entre les éléments de matrice d’une observable O dans les
représentations de Schrödinger et de Heisenberg dénotées par les indices S et H respective-
ment

〈ψS (t) |OS|ψS (t)〉 = 〈ψH |OH (t)|ψH〉 . (A.6)

Commeondéfinit l’évolution de la fonction d’ondedans la représentation de Schrödinger
par |ψS (t)〉 = U (t, 0) |ψH〉 pour t0 = 0, on peut écrire la relation entre l’opérateur O dans
la représentation de Heisenberg et celle de Schrödinger

OH (t) = U† (t, 0)OSU (t, 0) , (A.7)

car nous faisons le choix que les deux représentations coïncident à t = 0. Dans le cas
d’un Hamiltonien indépendant du temps, nous avons l’opérateur d’évolution habituel
U (t, t0) = e−iH(t−t0)/h̄.

Soit le Hamiltonien dépendant du temps

H (t) = H0 + δH (t) , (A.8)

où H0 est indépendant du temps et δH (t) représente une perturbation dépendante du
temps. On définit l’opérateur d’évolution dans la représentation d’interaction UI (t, 0) par

U (t, 0) = e−iH0t/h̄UI (t, 0) . (A.9)

Par la symétrie sous renversement du temps U (t, 0)U (0, t) = 1, on peut également
écrire

U (0, t) = UI (0, t) eiH0t/h̄, (A.10)

de sorte que l’on a
U (t, t0) = e−iH0t/h̄UI (t, t0) eiH0t0/h̄. (A.11)

Encore une fois, la représentation d’interaction coïncidera avec les deux autres repré-
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sentations discutées ci-haut lorque t = 0. Avec cette définition, nous pouvons à nouveau
vérifier l’égalité des éléments de matrice de l’opérateur O

〈ψS (t) |OS|ψS (t)〉 =
〈

ψH

∣∣∣U† (t, 0)OSU (t, 0)
∣∣∣ψH

〉
=
〈

ψH

∣∣∣U†
I (t, 0) eiH0t/h̄OSe−iH0t/h̄UI (t, 0)

∣∣∣ψH

〉
= 〈ψI (t) |OI (t)|ψI (t)〉 , (A.12)

où on a définit l’opérateur OI et les fonctions d’onde ψI dans la représentation d’interaction
comme

OI (t) = eiH0t/h̄OSe−iH0t/h̄, (A.13)
|ψI (t)〉 = UI (t, 0) |ψH〉 . (A.14)

Ainsi, tel qu’annoncé, à la fois les fonctions d’onde et les opérateurs évoluent dans le
temps dans cette représentation. Afin d’obtenir une forme explicite pour UI (t, t0), il nous
faut obtenir son équation du mouvement. L’équation de Schrödinger prend la forme

ih̄
∂U (t, t0)

∂t
= H (t)U (t, t0) , (A.15)

ce qui donne l’équation du mouvement pour UI (t, 0), soit

ih̄
∂

∂t
e−iH0t/h̄UI (t, 0) = H (t) e−iH0t/h̄UI (t, 0) ,

H0e−iH0t/h̄UI (t, 0) + ih̄e−iH0t/h̄ ∂

∂t
UI (t, 0) = [H0 + δH (t)] e−iH0t/h̄UI (t, 0) ,

ih̄e−iH0t/h̄ ∂

∂t
UI (t, 0) = δH (t) e−iH0t/h̄UI (t, 0) . (A.16)

En multipliant par la gauche par eiH0t/h̄, on obtient

ih̄
∂

∂t
UI (t, 0) = eiH0t/h̄δH (t) e−iH0t/h̄UI (t, 0) ,

ih̄
∂

∂t
UI (t, 0) = δHI (t)UI (t, 0) . (A.17)

L’équation précédente nous dit que s’il n’y a pas de perturbation (δH (t) = 0), alors
UI est égal à sa valeur initiale pour tout t que nous prenons comme étant égal à l’unité,
c’est-à-dire UI (0, 0) = 1. Cela signifie donc que dans ce cas particulier, la représentation
d’interaction coïncide avec celle de Heisenberg et seuls les opérateurs sont dépendants du
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temps. Nous pouvons également multiplier par la droite par UI (0, t0), ce qui nous permet
d’obtenir l’équation du mouvement pour un temps initial quelconque t0

ih̄
∂

∂t
UI (t, t0) = δHI (t)UI (t, t0) . (A.18)

Ainsi, en intégrant des deux côtés de l’équation, on obtient la forme suivante pour
UI (t, t0)

UI (t, t0) = UI (t0, t0)−
i
h̄

∫ t

t0

dt′δHI
(
t′
)

UI
(
t′, t0
)

= 1 − i
h̄

∫ t

t0

dt′δHI
(
t′
)

UI
(
t′, t0
)

, (A.19)

où à la deuxième ligne nous avons posé la condition initiale UI (t0, t0) = 1. Par itération et
au premier ordre en perturbation, on peut écrire

UI (t, t0) = 1 − i
h̄

∫ t

t0

dt′δHI
(
t′
)
+O

(
δH2

I
)

. (A.20)

A.1.2 Réponse linéaire

Dans le cadre de cette théorie, on est intéressé à calculer la réponse d’un système à une
faible perturbation externe. Le qualificatif « linéaire » sert à préciser que l’on ne gardera
que les termes au premier ordre en la perturbation, comme nous l’avons fait à la dernière
équation de la sous-section précédente. Pour effectuer le calcul, nous ajoutons l’effet de
la perturbation au Hamiltonien du système et nous la traitons de façon perturbative. Le
Hamiltonien prend alors la forme

H (t) = H+ δH (t) , (A.21)

où H est le Hamiltonien complet du système étudié (indépendant du temps) et la perturba-
tion δH (t) prend la forme

δH (t) = −
∫

d3rAi (r) ai (r, t) , (A.22)

où ai (r, t) est le champ externe auquel est soumis le système et Ai (r) est une observable du
système qui se couple au champ ai dans la représentation de Schrödinger. On s’intéressera



109

cependant à δHI (t) dans la représentation d’interaction prenant la forme

δHI (t) = −
∫

d3rAi (r,t) ai (r, t) , (A.23)

où Ai (r,t) est maintenant l’observable évoluant dans la représentation de Heisenberg

Ai (r,t) = eiHt/h̄ Ai (r) e−iHt/h̄. (A.24)

On souhaite maintenant déterminer la valeur moyenne d’une observable B du système
au temps t en présence du champ externe que l’on applique à partir du temps t0. Notons
qu’il ne faut pas confondre l’observable B avec le champ magnétique. Nous pouvons donc
commencer à partir d’un état à l’équilibre thermique au temps t0 défini par la matrice densité
ρ̂ = e−βH/Tr

[
e−βH], où β = 1

kBT avec kB la constante de Boltzmann et T, la température.
La trace est effectuée sur les états propres du système à l’équilibre. Il suffit ensuite de faire
évoluer l’opérateur B (r) definit dans la représentation de Schrödinger à l’aide de l’opérateur
d’évolution complet incluant la perturbation externe

〈B (r, t)h.e.〉 =
〈

U† (t, t0) B (r)U (t, t0)
〉

, (A.25)

où l’indice h.e. signifie hors-équilibre afin de tenir compte du fait que la dépendance en
temps inclus l’effet de la perturbation. De plus, la notation 〈〉 indique une moyenne thermo-
dynamique que l’on évalue à l’aide de la trace 〈O〉 = Tr [ρ̂O]. Nous pouvons ensuite passer
à la représentation d’interaction en utilisant l’expression obtenue précédemment (éq. A.11)
avec le Hamiltonien complet H jouant maintenant le rôle de H0. On obtient alors

〈B (r, t)h.e.〉 =
〈

e−iHt0/h̄U†
I (t, t0) eiHt/h̄B (r) e−iHt/h̄UI (t, t0) eiHt0/h̄

〉
=
〈

e−iHt0/h̄U†
I (t, t0) B (r, t)UI (t, t0) eiHt0/h̄

〉
. (A.26)

Il est ensuite possible de faire disparaître les termes e±iHt0/h̄ en tirant profit de la propriété
de cyclicité de la trace, c’est-à-dire le fait que Tr [ABC] = Tr [CAB] = Tr [BCA], ainsi que
le fait que eiHt0/h̄ commute avec la matrice densité ρ̂. En utilisant l’expression obtenue
pour l’opérateur d’évolution au premier ordre en la perturbation, on peut alors d’obtenir
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l’expression

〈B (r, t)h.e.〉 =
〈

U†
I (t, t0) B (r, t)UI (t, t0)

〉

=

〈(
1 − i

h̄

∫ t

t0

dt′δHI
(
t′
))†

B (r, t)
(

1 − i
h̄

∫ t

t0

dt′δHI
(
t′
))〉

= 〈B (r, t)〉 − i
h̄

∫ t

t0

dt′
〈[

B (r, t) , δHI
(
t′
)]〉

. (A.27)

Il est alors possible d’obtenir le terme linéaire en champ appliqué qui est donné par

δ 〈B (r, t)〉 = 〈B (r, t)h.e.〉 − 〈B (r, t)〉 = − i
h̄

∫ t

t0

dt′
〈[

B (r, t) , δHI
(
t′
)]〉

=
i
h̄

∫ t

t0

dt′
∫

d3r′
〈[

B (r, t) , Ai
(
r′,t′
)]〉

ai
(
r′, t′
)

. (A.28)

Nous pouvons ensuite prendre t0 = −∞ en supposant que la perturbation est appliquée
de façon adiabatique et faire tendre t vers l’infini également. Nous pouvons alors définir la
fonction réponse retardée via

δ 〈B (r, t)〉 = −
∫ ∞

−∞
dt′
∫

d3r′χR
B,Ai

(
r, t; r′, t′

)
ai
(
r′, t′
)

. (A.29)

La fonction réponse χR
B,Ai

est aussi appelée susceptibilité et il s’agit d’une fonction de
corrélation entre les observables B et Ai. Elle est qualifiée de retardée, car la réponse doit
venir après la perturbation afin de respecter la causalité. Afin d’assurer la causalité, on utilise
la fonction marche de Heaviside Θ (t − t′) afin d’écrire l’expression de la fonction réponse
suivante

χR
B,Ai

(
r, r′, t − t′

)
= − i

h̄
〈[

B (r, t) , Ai
(
r′,t′
)]〉

Θ
(
t − t′

)
, (A.30)

où la présence de la fonction saut implique que la fonction réponse ne dépend du temps
que via la différence t − t′.



Annexe B

Calculs supplémentaires

B.1 Effet des opérateurs d’échelle sur les fonctions d’onde

Dans cette section, on présente la démonstration des relations 2.46 et 2.47 utilisées dans
le texte principal quant à l’effet des opérateurs d’échelle a, a† sur les fonctions d’onde d’un
niveau de Landau n > 0 en l’absence d’inclinaison. On rappelle que les solutions pour ces
états sont

hn,X (r⊥) = (−i)n 1√
Lz

ϕn (y − X) e−iXz/�2
, (B.1)

ϕn (y) =

(
1

π�2

)1/4 1√
2nn!

Hn

(y
�

)
e−y2/2�2

. (B.2)

La dérivée des polynômes d’Hermite s’obtient comme

d
dx

Hn (x) = 2nHn−1 (x) . (B.3)

De plus, ces polynômes satisfont la relation de récurrence

Hn+1 (x) = 2xHn (x)− d
dx

Hn (x) . (B.4)

Nous pouvons maintenant dériver l’effet des opérateurs de création et d’annihilation
a†, a sur les fonctions d’onde hn,X (r⊥). Commençons par l’opérateur d’annihilation. Nous
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pouvons écrire

ahn,X (r⊥) =
�√
2

(
i∂z −

y
�2 − ∂y

)
hn,X (r⊥)

=
(−i)n

√
Lz

�√
2

(
X
�2 − y

�2 − ∂y

)
ϕn (y − X) e−iXz/�2

. (B.5)

La propriété énoncée plus tôt en B.3 nous permet d’écrire

∂

∂y
Hn

(
y − X
�

)
→ 1

�

∂

∂u
Hn (u) =

2n
�

Hn−1

(
y − X
�

)
, (B.6)

où on a effectué le changement de variables de sorte qu’avec un peu d’algèbre, on peut écrire

∂y ϕn (y − X) =
1
�

(
1

π�2

)1/4 1√
2nn!

[
2nHn−1

(
y − X
�

)
−
(

y − X
�

)
Hn

(
y − X
�

)]
e−(y−X)2/2�2

.

(B.7)

En récrivant le côté droit de l’équation en fonction des états propres de l’oscillateur
harmonique ϕn (y − X), on obtient

∂y ϕn (y − X) =

√
2n
�

ϕn−1 (y − X)− y − X
�2 ϕn (y − X) . (B.8)

Enfin, l’effet de l’opérateur d’échelle a est obtenu simplement comme

ahn,X (r⊥) = −
√

n
(−i)n

√
Lz

ϕn−1 (y − X) e−iXz/�2

= i
√

nhn−1,X (r⊥) . (B.9)

Pour l’opérateur de création maintenant, avec un peu d’algèbre, on obtient

a†hn,X (r⊥) =
(−i)n

√
Lz

�√
2

[
2
(

X − y
�2

)
ϕn (y − X) +

√
2n
�

ϕn−1 (y − X)

]
e−iXz/�2

. (B.10)
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À l’aide de la relation de récurrence B.4, il est possible d’écrire

2
(

X − y
�2

)
ϕn (y − X) +

√
2n
�

ϕn−1 (y − X) = −1
�

(
1

π�2

)1/4 1√
2nn!

[
2
(

y − X
�

)
Hn

(
y − X
�

)

−2nHn−1

(
y − X
�

)]
e−(y−X)2/2�2

= −1
�

√
2 (n + 1)ϕn+1 (y − X) , (B.11)

de sorte qu’on a finalement

a†hn,X (r⊥) = −i
√
(n + 1)hn+1,X (r⊥) . (B.12)

En résumé, nous avons les règles utiles suivantes

ahn = i
√

nhn−1, a†hn = −i
√

n + 1hn+1. (B.13)

B.2 Dépendance en champ magnétique des gaps optiques dans la configu-

ration de Faraday

Le spectre en énergie d’un noeud de Weyl incliné en présence d’un fort champ magné-
tique obtenu analytiquement dans la référence [38], s’écrit

E0,τ=1(k‖) = h̄vFt‖k‖ −
h̄vF

γ
k‖, (B.14)

En>0,s,τ=1(k‖) = h̄vFt‖k‖ + sh̄ |vF|
1
γ

√
k2
‖ +

1
γ

2n
�2 , (B.15)

où γ =
(
1 −
∣∣t × B̂0

∣∣)−1/2, k‖ = k · B̂0 et t‖ = t · B̂0. Puisqu’on considère B0 = B0ẑ colli-
néaire à t pour les quatre noeuds dans la configuration de Faraday étudiée dans le texte
principal, on a que γ = 1 et le spectre se simplifie à

E0,τ=1(kz) = h̄vF (tz − 1) kz, (B.16)

En>0,s,τ=1(kz) = h̄vFtzkz + sh̄ |vF|
√

k2
z +

2n
�2 . (B.17)

On remarque ainsi que la seule dépendance sur l’indice du noeud de Weyl τ pour les
niveaux d’énergie n > 0 provient du premier terme dans l’équation précédente, puisqu’il
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s’agit de la seule contribution à l’énergie dépendant de l’inclinaison du noeud. Pour cette
raison, si on calcule l’énergie minimale (à kz = 0) requise pour exciter un électron entre deux
niveaux de Landau non-chiraux ((n, s = −1) → (m, s = +1), avec n, m > 0), on trouve

Δτ
m,n (kz = 0) = Em,s=+1,τ(0)− En,s=−1,τ(0)

=
√

2h̄e |vF|
(√

m +
√

n
)√

B0. (B.18)

Ainsi, on obtient que l’énergie requise pour une transition optique entre niveaux de
Landau massifs augmente comme la racine du champ B0.

Dans le cas d’une transition impliquant le niveau de Landau chiral, l’énergie minimale
(ou seuil d’absorption) pourque la transition soit possible implique l’impulsion d’un électron
au niveau de Fermi kF. Or, puisque les noeuds deWeyl sont inclinés, cette impulsion dépend
de l’indice du noeud. En effet, pour un niveau de Fermi ne croisant que le niveau n = 0, on
trouve pour les noeuds τ = 1 et τ = 3 partenaires par renversement du temps :

E0,τ=1(kτ=1
F ) = εF = h̄vF (tz − 1) kτ=1

F

⇒ kτ=1
F =

εF

h̄vF (tz − 1)
(B.19)

et

E0,τ=3(kτ=3
F ) = εF = −h̄vF (tz + 1) kτ=3

F

⇒ kτ=3
F = − εF

h̄vF (tz + 1)
. (B.20)

Ainsi, on trouve obtient le gap optique pour la transition 0 → 1 par exemple,

Δτ=1
1,0

(
kτ=1

F

)
= E1,s=+1,τ=1(kτ=1

F )− E0,τ=1(kτ=1
F )

= h̄ |vF|
√(

kτ=1
F
)2

+
2
�2 + h̄vFkτ=1

F

=

√(
εF

tz − 1

)2

+
2h̄2v2

F
�2 +

εF

tz − 1
(B.21)
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et

Δτ=3
1,0
(
kτ=3

F
)

= E1,s=+1,τ=3(kτ=3
F )− E0,τ=3(kτ=3

F )

= h̄ |vF|
√(

kτ=3
F
)2

+
2
�2 + h̄vFkτ=3

F

=

√(
εF

tz + 1

)2

+
2h̄2v2

F
�2 − εF

tz + 1
. (B.22)

On peut donc maintenant évaluer la différence de gap optique entre ces deux noeuds,

δΔ3,1 = Δτ=3
1,0
(
kτ=3

F
)
− Δτ=1

1,0

(
kτ=1

F

)

=

√(
εF

tz + 1

)2

+
2h̄2v2

F
�2 − εF

tz + 1

−
√(

εF

tz − 1

)2

+
2h̄2v2

F
�2 − εF

tz − 1
. (B.23)

On s’intéresse à la dépendance en champmagnétique B0 de cette expression, nous avons
donc besoin du niveau de Fermi vs. B0 obtenu à l’équation 2.95, soit

εF (B0) = 2π2ne
h̄2vF

eB0

(
1

|tz − 1| +
1

|tz + 1|

)−1

. (B.24)

Cela nous permet donc d’écrire la différence de gap optique entre les noeuds 1 et 3 sous la
forme

δΔ3,1 (B0) =

√
α+

B2
0
+ βB0 −

√
α−
B2

0
+ βB0 −

ζ

B0
, (B.25)

où on a défini les expressions

α± =

[
2π2h̄2vFne

e (tz ± 1)

]2 (
1

|tz − 1| +
1

|tz + 1|

)−2

, (B.26)

β = 2eh̄v2
F, (B.27)

ζ =
2π2h̄2vFne

e

(
1

|tz − 1| +
1

|tz + 1|

)−1 ( 1
tz − 1

+
1

tz + 1

)
. (B.28)

Ensuite, en remarquant que α+ < α− pour un semi-métal deWeyl de type-I (0 < |t| < 1),
un simple tracé de l’équation B.25 en fonction de B0 nous indique que δΔ3,1 diminue avec
le champ magnétique, et ce, tant que le niveau de Fermi n’est pas au point de neutralité
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εF = 0. Cela correspond donc au comportement inverse de la séparation entre les niveaux
de Landau massifs obtenu à l’équation B.18.
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