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Sommaire

La correction d’erreur quantique est aujourd’hui reconnue comme étant un élément

essentiel à la construction d’un ordinateur quantique. Seulement, la construction d’un tel

ordinateur relève encore de l’exploit : manipuler un système quantique s’avère être une

tâche particulièrement délicate. Une conséquence immédiate de cette difficulté est qu’un

ordinateur quantique a souvent une certaine « géométrie ». Par exemple, les qubits peuvent

être placés sur un plan 2D, et communiquent uniquement avec leurs plus proches voisins.

Or c’est précisément ces communications qui permettent à un code quantique d’éliminer les

erreurs qui endommagent un système.

Il est donc naturel de se poser la question suivante : est-ce que ces communications

limitées imposent des restrictions significatives sur les codes quantiques qu’il est possible

d’implémenter ? Cette question est aujourd’hui capitale, car plusieurs architectures sont en

compétition, chacune avec ses avantages, ses inconvénients, et sa géométrie.

En 2008, et 2009, les travaux de Bravyi-Terhal (BT), et de Bravyi-Poulin-Terhal (BPT)

ont prouvé qu’effectivement la géométrie d’un système peut significativement restreindre les

codes qu’il est possible d’implémenter [BT09, BPT10]. Dans ce mémoire, nous contextualisons

leurs travaux dans un formalisme plus général en s’appuyant sur la théorie des graphes. Ce

formalisme a l’avantage d’être remarquablement flexible, et bénéficie de l’existence d’une

riche littérature. De ce fait, nous sommes à même de prouver des limitations pour de nouvelles

géométries, en particulier pour l’espace hyperbolique, et les surfaces de genre g. Ces deux

géométries sont d’un intérêt particulier, car de nombreux codes sont définis dans ces espaces ;

et trouver des équivalents de BT et BPT dans ces espaces est cité comme étant une question

ouverte dans [BE21].

La flexibilité de notre formalisme nous permet également de répondre à une autre question

ouverte : est-il possible d’améliorer un code quantique en y ajoutant quelques interactions

de longue portée ? Une réponse positive permettrait d’implémenter de (relativement) bons

codes quantiques avec un coût expérimental limité : la plupart des interactions pourraient
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être entre les proches voisins, et quelques-unes seraient à longue portée. Malheureusement,

nos résultats prouvent le contraire. Cette observation ouvre la porte à une quantification

du coût expérimental de codes satisfaisant certaines propriétés. La motivation principale est

de répondre à la question suivante : comment quantifier le nombre d’interactions de longue

portée qu’il faut implémenter pour obtenir un relativement bon code ?
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Chapitre 1

Introduction à la correction d’erreur

quantique

1.1 Pourquoi la correction d’erreur ?

Le problème principal motivant la correction d’erreur est celui de la décohérence. En

termes approximatifs, on s’attend à ce qu’un ordinateur quantique initialisé dans un état

|ψ〉 évolue rapidement vers un état |ψ′〉 tel que 〈ψ|ψ′〉 6= 1 : l’information que contient

notre ordinateur se transforme rapidement en bruit 1. La conséquence principale de cette

décohérence est que l’état final de notre ordinateur n’est pas ce que l’on souhaite.

À la sortie de cet ordinateur, on essaie généralement de faire une mesure. Pour simplifier

la discussion, supposons que l’on fasse une mesure projective, on s’intéresse donc à la valeur

d’une observable M . Du fait de la décohérence, il est possible que la valeur attendue diffère :

〈ψ|M |ψ〉 6= 〈ψ′|M |ψ′〉.

Afin d’avoir un ordinateur quantique utile, il est nécessaire de pouvoir corriger de telles

erreurs. En ayant accès uniquement à |ψ′〉, on doit être capable de recouvrer |ψ〉. Une telle

tâche peut paraître impossible de prime abord : comment retrouver une information perdue ?

Heureusement, le paradigme de la correction d’erreur quantique nous permet d’effectuer

cette tâche. Le but de cette section est d’introduire la base théorique nous permettant de

le formaliser. Pour se faire, nous allons dans un premier temps détailler un exemple simple,

1. En général, l’environnement aura pour effet de transformer l’état pur en un état mixte. Cependant,
afin de simplifier la discussion, on présume dans cette introduction que le système reste dans un état pur.

1
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dit celui de l’inversion de bit dans la section 1.1.1. Les sous-sections 1.1.2 et 1.1.3 étendront

ensuite ce modèle pour intégrer des considérations expérimentales plus réalistes.

1.1.1 Les erreurs d’inversion de bit (bit-flip)

Dans un premier temps, considérons un ordinateur quantique dont l’espace de Hilbert H1

contient un seul qubit |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 ∈ H1. On présume de plus que notre ordinateur est

dans un environnement qui est uniquement capable d’effectuer des erreurs d’inversion de bit.

C’est-à-dire qu’avec une certaine probabilité, notre ordinateur subit l’évolution |ψ〉 → X |ψ〉,
avec X =

(

0 1
1 0

)

la matrice de Pauli X.

Dans ce contexte, une telle erreur X peut totalement corrompre l’information contenue

dans notre qubit. En effet, si l’ordinateur est dans l’état |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉, comment savoir

s’il a effectivement été initialisé dans cet état, ou bien s’il a subi une erreur a |1〉+ b |0〉 →
X(a |1〉 + b |0〉) = a |0〉 + b |1〉 ? Il est important de noter que le problème n’est pas que

l’erreur se soit produite, mais plutôt qu’il ne soit pas possible de faire la différence entre un

état erroné et un état valide. On peut donc se poser la question suivante : comment faire

en sorte que l’on puisse mesurer une différence entre |ψ〉 et X |ψ〉 ? Cette question suggère

d’elle-même une solution : il suffit d’augmenter la taille de l’espace de Hilbert. Ceci permettra

aux erreurs de ne plus être confondues avec des états logiques. Cette augmentation peut être

faite de manière triviale : il suffit d’augmenter le nombre de qubits physiques. Par exemple

on peut considérer un ordinateur utilisant trois qubits. Dans ce cas, notre espace de Hilbert

est dorénavant H3 = H1 ⊗H1 ⊗H1. On notera Xi l’opérateur X appliqué sur le i-ème qubit,

par exemple X1 = X ⊗ I⊗ I.

Cependant, il nous faut toujours un sous-espace de dimension deux pour encoder notre

information. Pour ce faire, au lieu de considérer le sous-espace couvert par les vecteurs

unitaires {|0〉 , |1〉}, on considère le sous-espace engendré par {|000〉 , |111〉}.

Dorénavant, un état a |0〉+ b |1〉 sera représenté par a |000〉+ b |111〉. Ce processus peut

paraître incongru : pourquoi se limiter à un sous-espace, est-ce que le reste de l’espace de

Hilbert est gâché ? Que nenni. On observe alors que
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|ψ〉 = a |000〉+ b |111〉
X1 |ψ〉 = a |100〉+ b |011〉
X2 |ψ〉 = a |010〉+ b |101〉
X3 |ψ〉 = a |001〉+ b |110〉

Autrement dit, chaque erreur Xi envoie |ψ〉 vers un sous-espace orthogonal ! Ceci divise

donc l’espace de Hilbert en H3 = HI⊕HX1
⊕HX2

⊕HX3
, avec HXi

engendré par les vecteurs

{Xi |000〉 , Xi |111〉}, et Xi |ψ〉 ∈ HXi
pour n’importe quel |ψ〉 ∈ HI. Il est maintenant

impossible de confondre information et erreur : si notre ordinateur est dans un état |ψ〉 tel

que |ψ〉 ∈ HXi
, alors on en conclut qu’il a subi une erreur Xi.

Il reste la question suivante : comment obtenir cette information ? Comment savoir

dans quel sous-espace réside |ψ〉 ? Pour cela on peut simplement faire appel à une mesure

projective.

Définition 1. Une mesure projective est définie par une observable hermitienne M avec

une décomposition spectrale M =
∑

b bPb, où b ∈ R, et Pb le projecteur sur le sous-espace

possiblement dégénéré de valeur propre b : PbPb′ = δb,b′Pb.

Lors de la mesure de M sur un système dans l’état |ψ〉, la valeur b est mesurée avec

probabilité 〈ψ|Pb|ψ〉, et le système est ensuite dans l’état Pb|ψ〉
||Pb|ψ〉|| .

La mesure projective est donc exactement l’outil théorique dont on a besoin : pour un

ensemble de sous-espaces orthogonaux définis, et donc de projecteurs sur ces sous-espaces,

elle nous permet d’identifier dans quel sous-espace |ψ〉 se trouve, simplement en connaissant

la valeur de b.

On peut donner un exemple concret en considérant le cas de notre système à trois

qubits. On peut définir les projecteurs suivants, qui correspondent aux projecteurs sur les

sous-espaces HXi
:
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Erreur Valeur de M mesurée Sous-espace auquel appartient |ψ〉 Correction

I -1 HI I

X1 1 HX1
X1

X2 2 HX2
X2

X3 3 HX3
X3

Table 1.1 Processus de mesure et de correction associé à l’observable M = −P0 + P1 +
2P2 + 3P3.

P0 = |000〉 〈000|+ |111〉 〈111|
P1 = |100〉 〈100|+ |011〉 〈011|
P2 = |010〉 〈010|+ |101〉 〈101|
P3 = |001〉 〈001|+ |110〉 〈110|

Si l’on définit une observable M =
∑

i biPi on peut alors diagnostiquer l’état de notre

système. Afin de s’en convaincre, on peut vérifier que si le système a été initialisé dans l’état

|ψ〉, puis a subi une erreur Xi, alors la valeur bi sera mesurée avec probabilité 1. On sait

alors quelle erreur a subie l’ordinateur, et il est trivial de la corriger : XiXi |ψ〉 = |ψ〉 puisque

X−1
i = Xi.

La tâche de corriger les erreurs Xi est donc réduite à la suivante : définir une observable

M , la mesurer, et une fois la valeur bi obtenue on peut vérifier à quelle erreur elle correspond.

Il est ensuite trivial de corriger l’erreur comme illustré dans le tableau 1.1.

Après cette introduction à un cas simple, il convient de souligner les points importants

que nous avons développés :

1. Le formalisme de mesure projective permet de décomposer un espace de Hilbert

en sous-espaces orthogonaux, et d’identifier dans quel sous-espace se trouve notre

système.

2. Certaines erreurs envoient notre système dans des sous-espaces orthogonaux, ce que

l’on peut repérer et corriger avec une mesure projective

3. Cette correction se fait au prix d’un coût plus grand en qubits.
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4. Il est important de noter que la mesure telle qu’on l’a créée ici ne perturbe pas

l’information contenue dans notre système : on ne détruit pas l’intrication entre |000〉
et |111〉. Cette propriété est capitale, et est venue naturellement avec le formalisme

que l’on a choisi. Dans nos futures généralisations, nous tâcherons de préserver cette

propriété.

1.1.2 Décomposer la mesure

Le formalisme de la mesure projective est l’approche la plus évidente et naturelle quant

à l’identification et la correction d’erreur : on peut définir un ensemble d’erreurs que l’on

souhaite identifier, et on en dérive naturellement la mesure qui nous le permettra.

Malheureusement, cette approche se généralise très mal. Premièrement, la mesure que

l’on utilise doit impliquer tous les qubits à la fois, ce qui est de plus en plus difficile à réaliser

à mesure que taille du système augmente.

De plus, plus la taille du système augmente, plus il y a d’erreurs à considérer. En effet,

les erreurs à deux, trois, quatre qubits existent également. Si l’on a un système à n qubits,

et que l’on souhaite corriger toutes les erreurs affectant moins de α · n qubits, cela fait un

nombre exponentiel d’erreurs de l’ordre de
(

n
α·n

)

. Le nombre de valeurs bi que l’on doit garder

en mémoire afin d’identifier ces erreurs est alors lui aussi exponentiel, ce qui implique un

coût significatif de mémoire de stockage.

Bien heureusement, cette observable gigantesque M peut être divisée en plusieurs petites

mesures individuelles. En obtenant les valeurs liées à ces mesures, on obtient de plus en plus

d’information sur l’état de notre ordinateur, et finalement on peut complètement identifier

l’erreur qu’il a subie.

Par exemple, considérons l’état |ψ〉 = a |000〉+ b |111〉 qui subit une erreur sur le premier

qubit : |ψ〉 → |ψ′〉 = a |100〉+ b |011〉. On pourrait identifier l’erreur en mesurant Z1, puis Z2,

puis Z3. Cependant, en ce faisant on fait l’état s’effondrer dans |100〉, ou dans |011〉, et donc

l’information sur la phase donnée par a et b est perdue. Cette perte d’information sur la

phase ne serait pas un problème pour protéger de l’information classique, mais en quantique

cette perte prohibe toute intrication.

Afin de ne pas perturber l’état, il nous faut obtenir moins d’information. Par exemple,

on remarque que dans l’état a |000〉+ b |111〉, les trois qubits sont dans le même état, soit

|000〉 ou |111〉. Alors, au lieu de mesurer dans quel état sont les qubits, on peut mesurer s’ils

sont dans le même état.
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|00〉 |01〉 |10〉 |11〉
Z1Z2 +1 −1 −1 +1

Table 1.2 Mesure de l’opérateur Z1Z2.

Par exemple, si on considère la mesure Z1Z2, agissant sur les deux premiers qubits, on

obtient la valeur +1 si les qubits 1 et 2 sont dans le même état, et −1 autrement, comme

illustré dans la table 1.2. La valeur mesurée de Z1Z2 est appelée le « syndrome ».

Cette observation peut être aussi être visualisée par la décomposition spectrale de Z1Z2.

Cet opérateur a deux valeurs propres, +1 et −1, donc on attend deux projecteurs Q1, Q−1 :

Z1Z2 = Q1 −Q−1

= (|00〉 〈00|+ |11〉 〈11|)⊗ I− (|01〉 〈01|+ |10〉 〈10|)⊗ I

= P0 + P3 − (P1 + P2)

Pour faciliter la lecture, on introduit la notation suivante : pour un espace de Hilbert

H, et une observable M =
∑

b bPb, on écrit en général HM=b le sous-espace qui correspond

au projecteur Pb : HM=b = PbH. Les vecteurs appartenant à HM=b on donc tous b comme

valeur propre par rapport à M .

On remarque que l’opérateur Z1Z2 divise l’espace de Hilbert en deux : H3 = HZ1Z2=1 ⊕
HZ1Z2=−1. Il est particulièrement intéressant de noter que Q1 = P0 + P3, et Q−1 = P1 + P2,

ce qui implique que HZ1Z2=1 = HI ⊕HX3
, et HZ1Z2=−1 = HX1

⊕HX2
. C’est-à-dire que si

notre système dans l’état |ψ〉 donne la mesure correspondant à Q1, on peut affirmer que

|ψ〉 ∈ HI ⊕HX3
: soit notre système n’a pas subi d’erreur, ou alors il a subi une erreur sur

le troisième qubit. En appliquant une petite mesure, on a obtenu un peu d’information sur

notre système. On peut alors se demander comment compléter cette information.

Intuitivement, on devrait pouvoir obtenir plus d’information si on compare l’état des

deux derniers qubits, c’est-à-dire en mesurant Z2Z3. On se demande alors si introduire une

deuxième mesure ne risque pas de perturber notre système. Après la mesure de Z1Z2, on a

acquis la certitude que |ψ〉 ∈ HI⊕HX3
ou |ψ〉 ∈ HX1

⊕HX2
, et on ne souhaite pas que mesurer

Z2Z3 invalide cette information. Heureusement, on peut vérifier que [Z1Z2, Z2Z3] = 0, ce qui

implique que ces deux opérateurs peuvent être simultanément diagonalisés 2 : il est possible

2. Et donc mesurer l’un n’affecte en rien la mesure de l’autre : ils peuvent être mesurés simultanément.
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d’exprimer Z2Z3 de telle manière à ce qu’il agisse de manière indépendante sur HI ⊕HX3
et

sur HX1
⊕HX2

. Si |ψ〉 ∈ HI ⊕HX3
après la mesure de Z1Z2, alors ce sera toujours le cas

après la mesure de Z2Z3.

Comme promis, on peut alors exprimer Z2Z3 comme deux opérateurs qui agissent sur

des sous-espaces différents

Z2Z3 = P0 + P1 − P2 − P3

= (P0 − P3) + (P1 − P2)

≡ Z2Z3|Z1Z2=1 ⊕ Z2Z3|Z1Z2=−1

Cette décomposition nous permet de comprendre comment Z2Z3 continue la fragmentation

de l’espace de Hilbert 3. Si la mesure de Z1Z2 donne la valeur +1, on sait que |ψ〉 ∈ HI⊕HX3
.

En mesurant ensuite Z2Z3, on obtient +1 si |ψ〉 ∈ HI, et −1 si |ψ〉 ∈ HX3
.

Au lieu de fragmenter l’espace de Hilbert avec une seule observable, on peut le fragmenter

avec deux plus petites :

H = HI ⊕HX1
⊕HX2

⊕HX3

= HZ1Z2=1 ⊕HZ1Z2=−1

= HZ1Z2=1,Z2Z3=1 ⊕HZ1Z2=−1,Z2Z3=1 ⊕HZ1Z2=−1,Z2Z3=−1 ⊕HZ1Z2=1,Z2Z3=−1

Il est facile de visualiser cette décomposition en comparant directement les erreurs et les

valeurs mesurées, voir table 1.3. À partir de ces valeurs, on peut déduire quelle erreur a été

appliquée.

Remarque : Cette section précédente repose sur une observation critique : un ensemble

de mesures qui commutent est suffisant pour fragmenter un espace de Hilbert. Cette condition

est donc également suffisante pour définir un code quantique. Cette observation sera utile

plus tard quand nous nous poserons la question de comment systématiser la création de

codes quantiques.

3. Notre notation souligne que Z2Z3 est une somme directe de deux opérateurs : ces deux opérateurs
agissent indépendamment sur deux sous-espaces orthogonaux.
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|ψ〉 X1 |ψ〉 X2 |ψ〉 X3 |ψ〉
Z1Z2 +1 −1 −1 +1

Z2Z3 +1 +1 −1 −1

Table 1.3 Mesure des opérateurs Z1Z2 et Z2Z3 dépendamment de l’erreur qui affecte le

système. La valeur mesurée de Z1Z2 ou Z2Z3 est appelée le « syndrome ». Par

exemple le syndrome en Z1Z2 de X1 |ψ〉 est −1.

1.1.3 La discrétisation des erreurs

Jusqu’à présent, nous avons vu comment corriger un certain ensemble d’erreurs. C’est-

à-dire qu’en fixant un certain ensemble d’erreurs E = {Ei}i induisant des sous-espaces

orthogonaux, il est possible de définir une mesure qui pour permettra d’identifier et corriger

ces erreurs.

Cependant, ce modèle est très peu réaliste : un système quantique est rarement affecté

par un ensemble fini d’erreurs. Par exemple imaginons qu’un qubit soit soumis à une rotation

autour de l’axe X avec un angle θ(t) déterminé par une vitesse angulaire constante ω :

θ(t) = ωt. Si le qubit est initialisé dans l’état |ψ〉, alors après un temps t, il sera dans l’état

|ψ(t)〉 = e−iωtX |ψ〉 = (cos(ωt)I+sin(ωt)X) |ψ〉. Le système est dans une superposition entre

une erreur X, et pas d’erreur. Comment faire usage de la correction d’erreur quantique ?

Considérons une fois de plus notre encodage d’un état sur trois qubits, |ψ〉 = a |000〉+
b |111〉, qui souffre d’une rotation sur le premier qubit : |ψ(t)〉 = (cos(ωt)I+sin(ωt)X1) |ψ〉 =
cos(ωt) |ψ〉+ sin(ωt)X1 |ψ〉. Il est alors bon de se rappeler que |ψ〉 et X1 |ψ〉 vivent dans des

sous-espaces orthogonaux. Cette observation suggère déjà que notre formalisme reste efficace.

Pour le vérifier, effectuons la même mesure projective que celle définie dans la table 1.1.

Pour rappel, elle est définie par P = −P0 + P1 + 2P2 + 3P3. Avec probabilité cos2(ωt) la

mesure donnera la valeur −1 et le système s’effondrera dans l’état |ψ〉. Et avec probabilité

sin2(ωt), on mesurera la valeur 1, et le système se sera effondré dans l’état X |ψ〉.

Autrement dit, la mesure du syndrome permet de discrétiser l’erreur, on passe d’une

superposition d’erreur à une seule, qui correspond à une des erreurs Ei que l’on peut corriger.

Ceci nous permet d’affirmer un fait capital à propos de la correction d’erreur [KL97].

Fait 2. Si un code quantique peut corriger un ensemble d’erreurs {Ei}i, alors il peut corriger

n’importe quelle erreur F =
∑

i αiEi 6= 0, avec αi ∈ C.
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Afin de saisir les ramifications de cette observation, il suffit de se rappeller que les matrices

de Pauli sur n qubits forment une base pour les matrices complexes.

Fait 3. On écrit P⊗n le groupe de Pauli sur n qubits. Toute matrice complexe M de dimension

2n peut être écrite comme

M =
∑

σ∈P⊗n

ασσ, ασ ∈ C

Cela simplifie énormément l’analyse de la correction d’erreur. Imaginons qu’un ordinateur

quantique utilise un ensemble Q de qubit, et que l’on puisse corriger toute erreur de Pauli

agissant sur un ensemble Q′ ⊂ Q de ces qubits. On peut alors corriger toute opération

unitaire M agissant sur Q′.

1.2 Généralisation aux systèmes ouverts

Après cette introduction informelle à la correction d’erreur, il est utile de définir

exactement ce qu’on entend par un code quantique. Sans surprise, on obtient la définition

suivante.

Définition 4. Considérons un ensemble Q de qubits vivant dans un espace de Hilbert H,

alors un code quantique est un sous-espace C ⊂ H. Ce sous-espace induit naturellement une

fragmentation de l’espace de Hilbert H = C ⊕ C⊥.

Il sera également utile de définir une projection sur un sous-espace.

Définition 5. Un opérateur P est un projecteur sur le sous-espace C, si P satisfait les deux

conditions suivantes,

1. P est idempotent : P 2 = P , par conséquent les valeurs propres de P sont limitées à

l’ensemble {0, 1}.
2. C correspond au sous-espace de valeur propre 1 de P .

Par exemple, si l’espace de Hilbert est fragmenté tel que H = C ⊕ C⊥, et il y a un état

|ψ〉 = |ψ〉C + |ψ〉C⊥ , alors P |ψ〉 = |ψ〉C.

Jusqu’à présent, notre traitement des erreurs, du bruit, et de leur correction a un défaut

fondamental. On présume que l’évolution unitaire de l’ordinateur et de l’environment peut

être modélisée par |ψ〉ord ⊗ |ψ〉env → Ubruit |ψ〉ord ⊗ |ψ〉env tel que Ubruit = Uordbruit ⊗ U envbruit.

Cette présomption facilite grandement notre discussion, car il suffit d’étudier l’effet de Uordbruit
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sur le système. Seulement, cette approche est loin d’être la plus générale, et il est possible

que l’effet du bruit dépende également de l’état de l’environnement. Le but de cette section

est de combler cette lacune : comment corriger des erreurs dans un contexte de bruit plus

général ?

Dans le contexte d’une évolution non-unitaire du sous-système |ψ〉ord, il est utile de

rappeler quelques éléments théoriques. La première question qui nous intéresse c’est comment

décrire l’état d’un ordinateur intriqué avec l’environnement ? Autrement dit, si l’ordinateur

et l’environnement sont dans un état |ψ〉ord,env, comment décrire l’ordinateur en isolation de

l’environnement ?

La réponse est de considérer ce que l’on appelle un opérateur, ou matrice, de densité.

Définition 6. Une matrice de densité est une matrice satisfaisant les propriétés suivantes :

1. ρ est hermitienne : ρ = ρ†

2. ρ est positive : ∀ |ψ〉 ∈ H, 〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0

3. tr (ρ) = 1, avec tr l’opération de trace

Pour un ensemble de projecteurs {Ma}, tels que
∑

aM
†
aMa = I, alors l’ensemble {Ma}

définit une mesure projective. Après une mesure projective, l’évènement « a » est mesuré

avec probabilité tr (M †
aMaρ), et s’effondre dans l’état MaρM

†
a

tr (M†
aMaρ)

.

Dans le cas où l’environnement et le système sont dans l’état |ψ〉, la matrice de densité

correspondante est alors ρ = |ψ〉 〈ψ|. La motivation principale pour introduire cette notion

est qu’elle nous permet de caractériser pleinement les statistiques d’une observable sur un

sous-système.

Pour s’en convaincre, considérons la matrice de densité réduite ρord = tr env(ρ). Alors,

pour toute mesure projective M =
∑

b bPb ⊗ Ienv agissant uniquement sur l’ordinateur,

la probabilité d’obtenir la valeur b est donnée par p(b) = 〈ψ|Pb ⊗ Ienv|ψ〉 = tr (Pbρord).

Autrement dit, à partir de la matrice de densité réduite ρord, on peut complètement caractériser

l’information que l’on peut extraire de ce sous-système avec des mesures locales – des mesures

agissant uniquement sur le sous-système ordinateur.

Maintenant que la représentation du système a été abordée, on peut détailler maintenant

la question de l’évolution du système : comment généraliser la notion d’évolution unitaire ?

Dans notre exemple précédent, l’unitaire Ubruit n’est pas nécessairement décomposable, et

donc l’ordinateur ne suit pas nécessairement une évolution unitaire. Dans ce cas, comment

caractériser l’évolution du sous-système de l’ordinateur ?
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La notion de canal quantique nous offrira l’outil théorique que l’on recherche : on peut

caractériser toute évolution possible du sous-système de l’ordinateur par un canal quantique

agissant sur la matrice de densité de ce sous-système.

Définition 7. Un canal quantique E est défini par un ensemble {Ma} d’opérateurs, sous la

contrainte que
∑

aM
†
aMa = I. Les opérateurs Ma sont appelés les éléments de Kraus de E.

On a alors

E(ρ) =
∑

a

MaρM
†
a ,

L’intérêt d’introduire cette représentation c’est quelle nous permet de caractériser tout

processus ou canal autorisé par la mécanique quantique, et donc toute action du bruit sur

notre ordinateur.

Dans le cadre de ce formalisme on peut alors se poser la question : quelle sont les

conditions suffisantes et nécessaires pour qu’un code quantique soit capable de corriger

l’action d’un canal quantique sur un système ? Autrement dit, si l’on nous donne un modèle

de bruit, représenté par un canal quantique, comment garantir qu’un code quantique soit

capable de corriger l’action du bruit ?

Très heureusement, il est possible d’apporter une réponse à cette question avec le résultat

de Knill-Laflamme [KL97].

Théorème 8. Pour un code C avec un projecteur P , et un canal E avec éléments de Kraus

{Ea}, il existe un canal de recouvrement R tel que R ◦ E(ρ) ∝ PρP si et seulement si il

existe une matrice hermitienne α tel que

PE†
aEbP = αa,bP

L’opérateur ◦ dénote la composition : R ◦ E(ρ) = R(E(ρ)).

Bien que ce théorème soit affirmé sans preuve ici, il est possible de le motiver par

une certaine intuition. Premièrement, notons la chose suivante : bien que α ne soit pas

nécessairement diagonale, il est possible de trouver un ensemble d’opérateurs équivalents

Fk =
∑

a uk,aEa pour une matrice unitaire uk,a, tel que la condition suivante soit satisfaite :

PF †
kFk′P = βk,k′P pour une matrice diagonale réelle β.

Il est alors possible de vérifier que les Fk envoient le sous-espace C vers des sous-

espaces orthogonaux. Définissons ∀ |ψ〉 ∈ C, |ψk〉 ≡ Fk |ψ〉, et FkC le sous-espace induit
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par l’application de Fk sur C : FkC = {Fk |ψ〉 : |ψ〉 ∈ C}. Si k 6= k′, alors 〈ψk|ψk′〉 = 0, ce

qui rend donc ces erreurs détectables par des mesures projectives. Pour vérifier qu’elles sont

aussi corrigibles, il suffit d’observer que ∀ |ψk〉 ∈ FkC, on peut appliquer PF †
k et obtenir :

PF †
k |ψk〉 ≡ PF †

kFk |ψ〉 = βk,k |ψ〉. Autrement dit, même si les Fk ne sont pas nécessairement

unitaires, ils se comportent suffisamment bien pour agir presque comme des unitaires ; dans

le sens où il est possible de trouver un (presque) inverse à Fk si Fk agit sur le sous-espace

protégé C. On pourrait croire que la correction échoue légèrement à être parfaite : on obtient

βk,k′ |ψ〉 au lieu de |ψ〉, mais notons que du fait que les états quantiques sont normalisés,

βk,k′ ne peut qu’être une phase indépendante de |ψ〉 – et donc une phase sans conséquence.

Lemme 9. Considérons un canal E avec éléments de Kraus {Fk} tels qu’ils satisfassent la

condition PF †
kFk′P = βk,k′P pour un code C, avec un projecteur P tel que βk,k′ soit diagonale.

Considérons alors un canal E ′ avec éléments de Kraus {Ea}, tel que Ea =
∑

k uk,aFk, avec

uk,a une matrice ; alors l’action de E ′ peut être corrigée.

Démonstration. Si le système commence dans l’état ρ, alors après l’application du canal E ′,

par définition le système est dans l’état

E ′(ρ) =
∑

a

EaρE
†
a

Par hypothèse, on a Ea =
∑

k uk,aFk, d’où :

E ′(ρ) =
∑

a,k,k′

uk,au
∗
a,k′FkρF

†
k′

Il également aisé de vérifier que les opérateurs { 1
βk′′,k′′

Fk′′PF
†
k′′} ont valeur propre 1

uniquement sur le sous-espace Fk′′C, et 0 autrement. Ces opérateurs sont donc des projecteurs

sur Fk′′C. On peut donc les utiliser pour une mesure projective. Si la mesure k′′ est obtenue,

d’après la définition de la mesure projective, le système s’effondre dans l’état (en ignorant la

normalisation)

1

β2k′′,k′′
Fk′′PF

†
k′′





∑

a,k,k′

uk,au
∗
a,k′FkρF

†
k′



Fk′′PF
†
k′′

On peut alors appliquer la correction PF †
k′′ . C’est-à-dire un canal quantique avec comme

seul élément de Kraus PF †
k′′ . On obtient alors
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1

β2k′′,k′′
PF †

k′′Fk′′PF
†
k′′





∑

a,k,k′

uk,au
∗
a,k′FkρF

†
k′



Fk′′PF
†
k′′Fk′′P

En utilisant PF †
kFk′P = βk,k′P , on a alors

∑

a,k,k′

uk,au
†
a,k′PF

†
k′′FkρF

†
k′Fk′′P =

∑

a,k′′

uk′′,au
∗
a,k′′β

2
k′′,k′′ρ ∝ ρ

Il est alors facile de déduire une partie du Théorème 8 à partir du Lemme 9. En effet,

toute matrice hermitienne α est diagonalisable telle que α = uβu†, ce qui nous donne les β

et u requis pour l’application du Lemme 9. On peut aussi noter que le Lemme 9 est la base

de la généralisation de la discrétisation.

Corollaire 10. Considérons un canal E avec éléments de Kraus {Ea} qui satisfait les

conditions du Théorème 8. Alors, tout canal E ′ avec éléments de Kraus {E′
b} tels que E′

b =
∑

ama,bEa pour une matrice complexe ma,b est corrigible.

Démonstration. Il suffit de remarquer que Ea =
∑

k uk,aFk pour un ensemble d’éléments de

Kraus Fk satisfaisant les conditions de Lemme 9. On note ensuite que E′
b =

∑

ama,bEa =
∑

ama,b
∑

k uk,aFk =
∑

k(
∑

ama,buk,a)Fk ≡ ∑

k u
′
k,bFk. Puisque E′

b =
∑

k u
′
k,bFk, alors E ′

est donc corrigible par le Lemme 9.

Du fait de ces résultats garantissant la possibilité d’éliminer certaines erreurs dans un

système quantique, les codes de correction d’erreur sont utilisés dans toutes les propositions

d’un ordinateur quantique à large échelle [ABO97, AGP05, Kit97, KLZ98, Sho96].

1.2.1 Codes stabilisateurs

Maintenant que nous avons établi de manière rigoureuse que la correction d’erreur

est possible, il nous faut maintenant des outils théoriques pratiques pour créer des codes

quantiques. Pour se faire, on peut se rappeler en quoi consiste cette tâche précisément. On

a un système physique vivant dans un espace de Hilbert H, et on souhaite en isoler un

sous-espace C ⊂ H de dimension 2k, pour protéger l’information contenue dans k qubits

logiques.
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Comme nous l’avons suggéré plus tôt dans la Section 1.1.2, une manière systématique de

fragmenter un espace de Hilbert est de considérer des observables qui commutent. Autrement

dit, on veut pouvoir considérer un ensemble de matrices, telles que l’on peut garantir qu’une

certaine propriété algébrique – la commutation – est satisfaite. Une méthode classique en

mathématiques pour obtenir un ensemble de matrices avec des garanties fortes sur leur

propriétés algébriques est la théorie de la représentation.

Par exemple, considérons un système avec un espace de Hilbert H, tel que H soit une

représentation d’un groupe G. C’est-à-dire qu’il existe une application η : G→ M(H), avec

M(H) l’ensemble des matrices inversibles sur H, tel que η est un homomorphisme 4. On

peut ensuite considérer un sous-groupe abélien S de G. Si l’on présume que les éléments de

S ont une représentation hermitienne, on peut alors arrêter notre quête ici : S nous garantit

l’existence d’un ensemble de mesures qui commutent. En d’autres termes, on obtient un code

quantique. Cette preuve d’existence nous donne cependant une compréhension limité du rôle

que joue le sous-groupe que l’on choisit. On peut alors détailler un peu plus notre analyse.

Le sous-groupe S étant abélien, pour tous g, g′ ∈ S, on a [η(g), η(g′)] = 0, et par

conséquent, les représentations de tous les éléments de S peuvent être simultanément

diagonalisées par un ensemble de vecteurs propres ; on dénote cet ensemble de vecteurs

propres {|α〉}. On note que puisque η est une représentation d’un groupe, tout η(g) est

inversible, et a donc plein rang. Par conséquent {|α〉} est une base de H. Ceci implique que

H a une fragmentation le long des vecteurs propres |α〉 : H = ⊕α |α〉.

Utiliser un élément de S comme mesure nous permettra donc de faire s’effondrer le

système dans un sous-espace généré par un sous-ensemble des vecteurs {|α〉}. Le rôle de ces

mesures peut alors rappeler celui de Z1Z2 et Z2Z3 dans l’exemple du bit-flip. Cependant

on risque alors d’obtenir trop d’information à propos du système. Par exemple, si pour un

élément g ∈ S, η(g) a des valeurs propres distinctes pour chaque vecteur propre |α〉, alors il

n’y a aucun degré de liberté. En effet, après une mesure, le système s’effondre dans un des

états |α〉 et aucune intrication entre les différents |α〉 n’est possible.

Il nous faut alors une manière systématique de trouver un sous-groupe très particulier :

les éléments de ce sous-groupe doivent avoir une représentation avec des valeurs propres

dégénérées. De plus, nous allons avoir besoin d’une hypothèse simplificatrice. En théorie, on

peut imaginer que H soit n’importe quel système physique. Cependant, on souhaite fortement

que les codes quantiques que l’on décrive et analyse soit indépendants de l’architecture que

4. On rappelle qu’un homomorphisme est une application qui conserve une structure algébrique, ici il
s’agit de l’opération de groupe. En d’autres termes, η est un homomorphisme si et seulement si ∀g, g′ ∈
G, η(g · g′) = η(g) · η(g′).
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l’on considère. En d’autres termes, on présumera que notre système H est déjà un système

composé de n qubits.

Il reste alors la question du groupe G à choisir. On peut en théorie choisir tout groupe

ayant une représentation de dimension 2n, par exemple, n’importe quel groupe de la hiérarchie

de Clifford [GC99]. Néanmoins, on s’intéressera ici au groupe de Pauli, dû à sa structure

simple.

Ces considérations inspirent naturellement la définition de code stabilisateur de Pauli,

introduit par Gottesman [Got97]. Dans ce contexte, la valeur propre dégénérée que l’on

considérera est +1.

Définition 11. Un code stabilisateur de Pauli est un code C induit par un sous-groupe abélien

S du groupe de Pauli sur n qubits. Plus particulièrement, C est le sous-espace de H ayant

comme valeur propre +1 pour tous les éléments de S :

C = {|ψ〉 |∀S ∈ S, S |ψ〉 = +1 |ψ〉}

On associe souvent à S un ensemble générateur {Si} tel que S = 〈{Si}〉. Par S = 〈{Si}〉
on dénote que {Si} est un ensemble générateur de S. Les opérateurs Si sont appelés les

générateurs du code. L’espace C est appelé l’espace code. Et S est le groupe stabilisateur. On

note qu’il est possible de vérifier que tous les éléments M du groupe de Pauli avec une valeur

propre +1 satisfont M2 = I.

Tel que mentionné plus tôt, on souhaite que le code C ait une dimension 2k. Heureusement,

il est aisé de calculer la dimension d’un code stabilisateur.

Théorème 12. Un sous-groupe abélien de Pauli avec r générateurs indépendants induit un

code stabilisateur de dimension 2n−r

Démonstration. Les matrices de Pauli, à part l’identité, obéissent à tr (M) = 0 pour tout

M ∈ P⊗n. De plus, puisque M2 = I, elles ont comme valeurs propre +1 ou −1. On en conclut

alors que pour toute diagonalisation de M , il y a autant de vecteurs propres avec valeur propre

+1, qu’avec une valeur propre −1 : M sépare l’espace en deux parties égales. Définissons

alors 1
2(I −M) le projecteur sur le sous-espace avec valeur propre +1. On peut calculer

tr (12(I−M)M ′) = 0 pour n’importe quelle autre matrice M ′ commutant avec M . Ainsi il

y a autant de vecteurs ayant comme valeurs propres M = 1,M ′ = 1 que M = 1,M ′ = −1.

À chaque fois qu’un générateur indépendant est ajouté, l’espace est divisé en deux. D’où le

résultat.
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On veut maintenant savoir comment manipuler ce sous-espace, comment effectuer des

opérations. On note que pour n’importe quel sous-espace de dimension 2k = 2n−r, on peut

toujours choisir une représentation du groupe de Pauli sur k qubits, et donc une représentation

de SU(2k). Cependant cette observation est insatisfaisante, car il est difficile d’imaginer à

quoi ressemblerait ces opérateurs dans la base physique.

Pour résoudre ce problème, il est utile de reconsidérer le groupe de Pauli P⊗n. En

particulier, il est possible qu’il existe des opérateurs L, tel que [L,S] = 0 pour tout S ∈ S,

mais L /∈ S. Autrement dit, si |ψ〉 ∈ C, alors on a :

SL |ψ〉 = LS |ψ〉 = L |ψ〉

Donc puisque S agît comme l’identité sur L |ψ〉, cet état fait partie de C, cependant,

puisque L |ψ〉 /∈ S, il n’est pas garanti que L |ψ〉 = |ψ〉. Autrement dit, les opérateurs L sont

une manière de modifier l’état du système sans sortir de l’espace code C. On définit alors ces

opérateurs comme étant les opérateurs logiques du code.

Définition 13. Pour un code stabilisateur généré par un ensemble {Si}, on définit le groupe

L des opérateurs logiques comme étant

L = {L|L ∈ P⊗n, [L, S] = 0, ∀S ∈ S}

On note que S ⊂ L.

Maintenant, comprendre la structure de ces opérateurs logiques est extrêmement utile,

car ils vont en réalité nous donner accès au groupe de Pauli sur C.

En premier lieu, on note que ces opérateurs ont une action équivalente sur l’espace code.

Considérons L ∈ L et notons que LS ∈ L pour tout S ∈ S. Alors, pour tout |ψ〉 ∈ C, on

a LS |ψ〉 = L |ψ〉. Il sera alors utile de classifier les opérateurs logiques en fonction de leur

action sur le code en éliminant ces dégénérescences.

Définition 14. On définit la classe d’équivalence d’un opérateur L ∈ L comme [L] =

{LS|∀S ∈ S}. Le quotient de groupe L/S = {[L]|L ∈ L} est une manière de classifier l’action

des opérateurs logiques. Si deux opérateurs sont dans la même classe, ils auront la même

action sur l’espace code C.
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On peut maintenant affirmer un résultat capital quant aux codes stabilisateurs, que l’on

affirme sans preuve 5.

Théorème 15. Pour un code stabilisateur défini par un sous-groupe abélien S du groupe de

Pauli, et avec un groupe logique L, le quotient L/S est isomorphe au groupe de Pauli P⊗k,

avec k le nombre de qubits logiques.

C’est-à-dire qu’en utilisant un certain ensemble de Pauli physiques (le groupe L), on peut

effectuer des opérations de Pauli sur les qubits logiques (le groupe L/S). Ces opérations sont

à la fois un avantage, car elles nous permettent de manipuler l’information, et un désavantage,

car elles permettent aussi à l’environnement de corrompre l’information. En effet, si une

erreur L ∈ L est appliquée sur le système, elle est par définition indétectable, car nos mesures

de stabilisateurs ne peuvent pas discriminer un état code d’un autre état code.

Imaginons alors qu’on utilise un code afin de protéger de l’information, et qu’un individu

souhaite corrompre cette information. Pour se faire, il lui suffit de choisir l’opérateur logique

le plus facile à appliquer sur notre système. De manière intuitive, on peut présumer que

plus cet opérateur logique implique de qubits, plus il est difficile à implémenter, et donc

plus l’information est difficile à corrompre. On cherche donc à avoir un code dont tous les

opérateurs logiques sont difficiles à implémenter, et donc que tous les opérateurs logiques

impliquent un grand nombre de qubits. Afin d’établir cette notion de manière rigoureuse, on

définit le support d’un opérateur.

Définition 16. Le support d’un opérateur de Pauli M = ⊗n
1Mi, avec Mi ∈ {I, X, Y, Z}

dénoté supp(M) ⊂ {1, ..., n} est l’index des qubits sur lesquels M agît de manière non-triviale :

i ∈ supp(M) si Mi 6= I.

On peut alors définir la distance d’un code stabilisateur.

Définition 17. La distance d’un code stabilisateur est d = minL∈L\S |supp(L)|. La quantité

|supp(L)| est le poids d’un opérateur.

Afin d’éviter toute confusion, on note que L \ S n’est pas le quotient de groupe L/S. Il

s’agit ici de L auquel on a soustrait les stabilisateurs : L \ S est l’ensemble d’opérateurs

logiques dont l’action diffère de l’identité.

5. Bien qu’on ne fournisse pas de preuve, ce résultat peut être dérivé de l’homomorphisme entre le groupe
de Pauli et GF(4). Le sous-groupe S peut alors être vu comme étant un sous-espace d’un espace vectoriel. Il
existe ensuite un changement de base qui envoie S au groupe généré par Z1, Z2, ..., Zr, et le théorème suit
[AG04].
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La distance capture donc à quelle point les états codes sont différents, plus elle est

grande, plus il est difficile de passer d’un état code à l’autre. Cette notion de distance, dont

la justification peut paraître vague, nous permet en réalité d’affirmer une borne très utile sur

les performance d’un code. En particulier, on peut obtenir le théorème suivant.

Théorème 18. Un code de distance d peut corriger tous les opérateurs de Pauli de poids

⌊d−1
2 ⌋.

Démonstration. Dénotons par E l’ensemble des opérateurs de Pauli de poids inférieur à

⌊d−1
2 ⌋. On peut vérifier que si M /∈ L \ S, alors 〈i|M |j〉 = cMδi,j , pour une constante cM , et

pour tous les états |i〉 , |j〉 ∈ C. Cette observation est due au fait que les Paulis commutent

ou anticommutent. En effet, si M /∈ L \ S, on a deux cas possibles : soit M ∈ S, soit

M /∈ L. Si M ∈ S, on note alors que 〈i|M |j〉 = 〈i|j〉 = δi,j , et cM = 1. Si M /∈ L, on a

〈i|M |j〉 = 〈i|sM |j〉 pour un stabilisateur s ∈ S. Puisque M /∈ L, alors sM = −Ms, on a

donc 〈i|M |j〉 = 〈i|sM |j〉 = −〈i|Ms|j〉 = −〈i|M |j〉 = 0, d’où cM = 0.

Prenons alors Ea, Eb ∈ E. On peut noter que E†
aEb a un poids strictement inférieur à d. De

part la définition de d, E†
aEb /∈ L\S. Et de part l’observation précédente, 〈i|E†

aEb|j〉 = ca,bδi,j .

On peut aussi noter que ca,b est hermitienne. L’ensemble E satisfait donc les critères de

Théorème 8.

Nous avons donc décrit la structure des codes stabilisateurs, que nous avons définis à

travers un sous-groupe S. Cependant, si l’on veut discuter et comparer des codes quantiques,

on discute rarement directement de leur sous-groupe stabilisateur. Il est en effet souvent

plus pratique de caractériser C par un petit nombre de propriétés. Celles auxquelles on

s’intéressera ici sont le nombre de qubit logiques k, et la distance d.

Définition 19. Un code quantique [n, k, d] est un code quantique défini sur n qubits, protégeant

k qubits logiques, avec une distance d.
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1.3 Codes CSS et formalisme symplectique

Dans la section précédente, nous avons vu qu’un code quantique peut être défini en

considérant un ensemble générateur S = {Si} d’opérateurs de Pauli dont les éléments

commutent. Jusqu’à présent, nous n’avons imposé aucune restriction sur ces Si : un stabilisateur

Si peut être un produit de X,Y ou Z, simultanément. Cependant, ce manque de structure

peut être quelque peu laborieux, notamment quand on veut vérifier que tous les Si commutent.

Pour simplifier notre tâche, nous allons faire une simplification très utile : chaque Si est

soit un produit d’opérateurs X uniquement, ou d’opérateurs Z uniquement. À travers

cette présomption on décrit alors une grande classe de code quantiques : les codes CSS

[Ste96, CS96].

Définition 20. Considérons un sous-ensemble d’opérateurs de Pauli X : SX ⊂ {I, X}⊗n,
et un sous-ensemble d’opérateurs de Pauli Z : SZ ⊂ {I, Z}⊗n, tel que ∀sX ∈ SX , sZ ∈
SZ , [sX , sZ ] = 0. Alors, l’ensemble de générateurs S = SZ ∪ SX définit un code stabilisateur

CSS.

Cette classe a de nombreux avantages :

1. Il est plus facile de vérifier la commutation des stabilisateurs.

2. Il est facile de calculer les opérateurs logiques X et Z, puis d’en déduire les opérateurs

Y .

3. On peut importer de nouveaux formalismes mathématiques. Ceux-ci permettent de

calculer facilement les propriétés d’un code.

4. On peut se demander si en se limitant aux codes CSS on s’empêche d’atteindre de

bons codes quantiques : est-ce que les codes CSS sont fondamentalement limités ? Il

se trouve que pour tout code stabilisateur [n, k, d], il existe un code CSS [4n, 2k, 2d]

[BTL10].

5. Bien que nous ne nous concentrerons pas sur cet aspect, ces codes peuvent également

être étudiés à travers les outils de la topologie algébrique [Del13, BH14, Bre18].

Les codes les plus étudiés aujourd’hui sont des codes CSS [BE21], tel que le code de

surface [Bom10]. Plus encore, ces codes détiennent les records des meilleurs performances

[KKL14, EKZ20, KT20, HHO20, PK20, BE20]. Afin de comprendre pourquoi ces codes

sont si populaires nous allons décrire dans les prochaines sous-sections comment facilement

déterminer certaines propriétés de ces codes.
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Afin de calculer ces propriétés nous ferons une utilisation abondante de l’algèbre binaire,

ce que l’on appelle aussi le formalisme symplectique.

1.3.1 Multiplication

Comme mentionné plus tôt nous allons limiter notre attention à des générateurs Si
composés uniquement de X, ou uniquement de Z. Ces éléments du groupe de Pauli seront

alors nommés des chaînes X, et des chaînes Z.

Définition 21. Une chaîne X est un opérateur de Pauli M tel que M = ⊗iMi, avec

Mi ∈ {I, X} . Une chaîne Z est définie de manière similaire. On définit le groupe P⊗n
X

comme étant le groupe de chaînes X. P⊗n
Z est définie de manière similaire.

Dorénavant si l’on sait que M est une chaîne X, pour spécifier M on peut se contenter

de noter les endroits où Mi = X. Par exemple, si M = X ⊗ I⊗X, on peut décrire M par un

vecteur (1, 0, 1). On peut donc formuler une bijection entre les chaînes X (ou Z), et l’espace

vectoriel binaire.

Définition 22. Dénotons F
n
2 = {0, 1}n l’espace vectoriel binaire. Alors il existe une bijection

entre les chaines X (Z) et Fn2 . On définit alors µX : P⊗n
X → F

n
2 tel que pour tout M ∈ P⊗n

X ,

µX(M) est le vecteur qui assigne 1 à chaque indice i où Mi = X, et 0 autrement. On obtient

naturellement la bijection en notant que M = ⊗XµX(M)
i .

Ainsi, dans le cas de notre exemple précédent, on a M = X ⊗ I ⊗ X, et µX(M) =

(1, 0, 1)⊺. Il se trouve que l’espace F
n
2 = {0, 1}n a une structure qui reflète étroitement

celle de P⊗n
X . Pour décrire cette similarité, il est utile de se rappeler de l’addition sous

F2 : a, b ∈ F2, a + b = a + b mod 2, voir Table 1.4. En particulier on note que 1 + 1 = 2

mod 2 = 0. Cette structure reflète exactement celle de la multiplication dans le groupe P⊗n
X ,

avec X ·X = I, voir 1.5. Par exemple, considérons M1 = X ⊗ I⊗X, M2 = X ⊗ I⊗ I, alors

M1 ·M2 = I⊗ I⊗X. Parallèlement, avec F
n
2 , on a µX(M1) = (1, 0, 1)⊺, µX(M2) = (1, 0, 0)⊺,

et µX(M1) + µX(M2) = (0, 0, 1)⊺ = µX(M1 ·M2).

On peut alors promouvoir la bijection entre les deux structures à un isomorphisme.

Fait 23. F
n
2
∼= P⊗n

X
6

6. On utilise ici un abus de notation. Il est implicite que l’opération à laquelle correspond l’isomorphisme
est l’addition. C’est-à-dire qu’en réalité l’isomorphisme est (Fn

2 ,+) ∼= P⊗n
X , avec (Fn

2 ,+) le groupe additif
de F

n
2 . Cet abus est fait pour alléger la notation, et sera répété quand on décrit un isomorphisme entre un

espace vectoriel et un groupe.
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+ 0 1

0 0 1

1 1 0

Table 1.4 Addition sous F
n

2
.

· I X

I I X

X X I

Table 1.5 Multiplication sous P⊗n

X
.

L’existence de cet isomorphisme est très pratique : au lieu de multiplier des matrices, ce

qui est généralement compliqué, on peut additionner des vecteurs, ce qui est beaucoup plus

simple.

On peut alors commencer à revisiter le formalisme stabilisateur pour les codes CSS.

En particulier, on veut pouvoir décrire de manière plus intuitive le groupe stabilisateur S.

On rappelle que pour un tel code, les générateurs peuvent être divisés en deux ensembles,

S = SX ∪ SZ , tels que SX ⊂ P⊗n
X , et SZ ⊂ P⊗n

Z . On a alors S = 〈SX ∪ SZ〉. Le fait que

S soit abélien nous permet de le décomposer davantage. Prenons par exemple un élément

t ∈ S généré par quatre générateurs. On peut alors avoir t = a1 · b1 · b2 · a2, avec ai ∈ SX et

bi ∈ SZ . Comme S est abélien on a alors t = a1 ·a2 · b1 · b2 = txtz avec tx ∈ 〈SX〉 et tz ∈ 〈SZ〉.
Puisque l’on peut écrire tout élément t ∈ S sous cette forme t = txtz, on en déduit que S est

en fait généré par deux sous-groupes : S = SX · SZ , avec SX = 〈SX〉, et SZ = 〈SZ〉.

Notons que l’on a donc divisé S en deux sous-groupes, et que chaque sous-groupe est

généré par des chaînes (X ou Z dépendamment du sous-groupe). Comme on vient de décrire

un isomorphisme entre les chaînes et Fn2 , il est intéressant de se demander comment il permet

de décrire ces sous-groupes.

Concentrons-nous sur SX . Pour tout élément tx ∈ SX , on peut écrire tx comme un

produit des générateurs : tx =
∏

i p
ci
i , avec pi ∈ SX , et ci ∈ {0, 1}. Sous l’isomorphisme

les multiplications deviennent des additions, on obtient alors µX(tx) =
∑

i ci · µX(pi). On

reconnait alors que SX correspond au sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble de

vecteurs µX(pi), ∀pi ∈ SX . Si l’on définit une matrice RX = [µX(p1), µX(p2), ...], on peut

peut écrire tx ∈ Im(RX).
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Définition 24. Pour un CSS défini par des générateurs SX , SZ , on définit RX = [µX(pi)] ∀pi ∈
SX . On a alors 〈SX〉 = SX ∼= Im(RX). Le même traitement tient pour le cas Z.

1.3.2 Commutation

Le formalisme symplectique est aussi très utile pour décrire la commutation entre les

opérateurs de Pauli. On se rappelle que les codes CSS sont définis par deux ensembles de

générateurs SX ⊂ P⊗n
X et SZ ⊂ P⊗n

Z . Tous les membres de SX commutent entre eux, et

tous les membres de SZ commutent également entre eux. Pour vérifier que SX ∪ SZ forme

un ensemble valide de générateurs, il ne nous reste donc qu’à vérifier que les membres de

SX commutent avec les membres de SZ . Pour ce faire nous allons utiliser le formalisme

symplectique.

Considérons deux chaînes A = ⊗iAi, avec Ai ∈ {I, X}, et similairement pour B = ⊗iBi,

Bi ∈ {I, Z}. Afin de savoir s’ils commutent, on souhaite calculer ABA−1B−1 7. On peut alors

l’exprimer comme suit : ABA−1B−1 = ⊗iAiBiA
−1
i B−1

i . On observe ensuite que, puisque

A ∈ {I, X} et B ∈ {I, Z}, on a AiBiA
−1
i B−1

i = −I uniquement si Ai = X et Bi = Z. S’il y

a un nombre pair d’indices i tel que Ai = X et Bi = Z, alors les −I s’annulent, et on obtient

ABA−1B−1 = I. S’il y en a un nombre impair, alors A et B anticommutent. Du point de

vue de la représentation µX(A) et µZ(B), c’est équivalent à l’affirmation suivante : A et B

commutent si et seulement si il y a un un nombre pair d’indices tel que µX(A)i = µZ(B)i = 1.

Prenons par exemple, A = X ⊗X ⊗ I et B = Z ⊗ Z ⊗ Z. On vérifie alors que AB =

(X⊗X⊗I)(Z⊗Z⊗Z) = −1(Z⊗X⊗I)(X⊗Z⊗Z). L’échange de X et Z «coûte» un facteur

−1. On peut ensuite continuer le processus : −1(Z⊗X⊗ I)(X⊗Z⊗Z) = (−1)(−1)(Z⊗Z⊗
I)(X⊗X⊗Z), on obtient un nouveau facteur−1. On a enfin (−1)(−1)(Z⊗Z⊗I)(X⊗X⊗Z) =
(−1)(−1)(Z ⊗ Z ⊗ Z)(X ⊗X ⊗ I) = (−1)(−1)BA = BA. On a donc AB = BA.

Comment la commutation se traduit-elle dans F
2
n? Prenons deux vecteurs u, v ∈ F

2
n. On

peut noter que ui · vi = 1 uniquement si ui = vi = 1, autrement ui · vi = 0. On remarque

ensuite que leur produit scalaire est défini comme u⊺ · v =
∑

i ui · vi =
∑

i ui · vi mod 2.

Du fait de ce modulo 2, s’il y a un nombre pair de i tels que ui · vi = 1, alors
∑

i ui · vi
mod 2 = 0. S’il y en a un nombre impair, alors

∑

i ui · vi mod 2 = 1. Prenons par exemple

les vecteurs u = (1, 1, 0)⊺, et v = (1, 1, 1)⊺, alors u⊺ · v = 1 + 1 + 0 mod 2 = 0. Ceci nous

permet donc d’affirmer la Proposition suivante.

Proposition 25. Deux chaînes A ∈ P⊗n
X , B ∈ P⊗n

Z commutent si et seulement si µX(A)
⊺ ·

µZ(B) = 0.

7. ABA−1B−1 = I si A et B commutent, et ABA−1B−1 = −I s’ils anticommutent.
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Cette formalisation de la commutation en tant que produit scalaire sera utile pour décrire

les opérateurs logiques d’un code CSS. En effet, on peut se rappeler que les opérateurs

logiques sont donnés par L ∈ P⊗n tels que [L, sX ] = [L, sZ ] = 0, pour tout sX ∈ SX , sZ ∈ SZ .

L étant une matrice de Pauli, on peut la réécrire comme L ∝ LXLZ avec LX ∈ P⊗n
X , LZ ∈ P⊗n

Z

en ignorant une phrase globale qui n’influe de toute façon pas la commutation. On peut

ensuite noter que [L, sX ] est équivalent à vérifier que [LZ , sX ] = 0. On a donc L = LX · LZ ,

tel que LX = {L|L ∈ P⊗n
X , [L, sZ ] = 0, ∀sZ ∈ SZ}, et similairement pour LZ .

Comme nous l’avons vu plus tôt, vérifier que [LX , sZ ] = 0 est équivalent à vérifier que

µX(LX)⊺ ·µZ(sZ) = 0. De même, vérifier que ∀s ∈ SZ , [LX , s] = 0 est équivalent à vérifier que

µX(LX)⊺ · µZ(s1) = µX(LX)⊺ · µZ(s2) = µX(LX)⊺ · µZ(s3) = ... = 0, ∀si ∈ SZ . Heureusement

l’algèbre linéaire nous donne une manière efficace de formaliser cette condition.

Proposition 26. Définissons HZ = R⊺

Z . Alors LX ∼= ker(HZ).

Démonstration. Les lignes de la matrice HZ consistent des vecteurs µZ(si)⊺. Pour vérifier

que µZ(si)⊺ · µX(LX) = 0 pour chaque ligne i, il suffit de vérifier que HZ · µX(LX) = 0⊺. Ou,

de manière équivalente, µX(LX) ∈ ker(HZ).

On peut continuer ainsi notre classification des opérateurs logiques. Nous avons mentionné

plus tôt que si le code a k qubits logiques, alors P⊗k ∼= L/S. Ici, dû à la nature des codes

CSS, on peut ainsi continuer : P⊗k ∼= L/S = (LXLZ)/S = LX/S · LZ/S. Cette expression

peut-être un peu plus simplifiée : pour LX , L
′
X ∈ LX , il n’existe aucun sZ ∈ SZ tel que

LX = sZL
′
X . Par conséquent LX/S ∼= LX/SX . On peut donc classifier les opérateurs logiques

par : P⊗k ∼= L/S ∼= LX/SX · LZ/SZ . Sans surprise P⊗k
X

∼= LX/SX , et P⊗k
Z

∼= LZ/SZ .

À travers le formalisme symplectique, on peut ensuite reformuler ce résultat : LX/SX ∼=
ker(HZ)/ Im(H⊺

X).

On peut résumer le formalisme symplectique avec la table 1.6.
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Représentation des Paulis Formalisme Symplectique

A ∈ P⊗n
X µX(A) ∈ F

n
2

A,B ∈ P⊗n
X , AB µX(A), µX(B) ∈ F

n
2 , µX(A) + µX(B)

A ∈ P⊗n
X ,B ∈ P⊗n

Z , ABA−1B−1 µX(A), µZ(B) ∈ F
n
2 , µX(A) · µZ(B)

L ∈ LX µX(L) ∈ ker(HZ)

S ∈ SX µX(S) ∈ Im(H⊺

X)

P⊗k
X

∼= LX/SX P⊗k
X

∼= ker(HZ)/ Im(H⊺

X)

k = dim(LX/SX) k = dim(ker(HZ)/ Im(H⊺

X))

Table 1.6 Correspondance entre la représentation des Paulis, et le formalisme

symplectique. On note que la dimension d’un groupe correspond au nombre de

générateurs indépendants.



Chapitre 2

Bornes sur les codes quantiques à

partir de considérations

géométriques

Manipuler un système quantique est en général une tâche ardue, et les outils expérimentaux

dont nous disposons aujourd’hui exhibent tous des limitations. Par exemple, les architectures

d’ordinateurs quantiques en matière condensée sont souvent limitées à des structure 2D. De

plus dans ces structures il est difficile de contrôler des interactions entre des qubits qui sont

loin l’un de l’autre.

La géométrie de ces structures est donc très rigide. Si l’on veut implémenter des systèmes

de plus en plus grands, il devient par exemple de plus en plus difficile d’implémenter des

interactions contrôlées de portée arbitraire. Une conséquence notable est que si les interactions

contrôlées sont limitées à des qubits qui sont plus proches qu’une distance r, alors toute

mesure que l’on pourra implémenter sur notre système sera limité à un une boule de rayon r.

Or, comme nous l’avons établi au chapitre précédent, ce sont précisément ces mesures

qui nous permettent de corriger les erreurs dans notre système. Intuitivement, on peut alors

se demander : si on limite le type de mesure que l’on s’autorise, est-ce que l’on risque de

limiter les performances de notre code quantique ? Autrement dit : est-ce que les mesures

locales sont suffisantes pour obtenir un « bon » code ? Dans cette section nous décrivons les

résultats de [BT09, BPT10] qui apportent une réponse négative à cette question.
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2.1 Notation asymptotique

Dans les sections qui suivent nous userons souvent de la notation asymptotique. Cette

notation est extrêmement pratique quand on souhaite comparer le comportement de deux

fonctions, mais qu’on ne souhaite pas s’embarrasser de constantes superflues.

En correction d’erreur quantique par exemple, un code avec des paramètres [n, 1,
√
n]

n’est pas considéré comme étant fondamentalement différent d’un code avec des paramètres

[n, 2,
√
n]. Ceci s’explique par l’observation suivante : un ordinateur quantique impliquera un

nombre n de qubits très grand. Ainsi un qubit logique de plus ou de moins ne fera pas une

grande différence. Par contre si un code a comme paramètres [n, n/10,
√
n], on peut noter

que pour n suffisamment grand, ce code sera plus intéressant que les deux précédents. Là est

une présomption répandue en théorie de l’information : seul le comportement asymptotique

est important. Par conséquent il nous faut formuler des outils nous permettant de comparer

des quantités de manière asymptotique.

Cette formulation nous permettra de dire qu’une fonction a(n) est «plus grande», «égale»

ou « plus petite » qu’une fonction b(n) asymptotiquement. On introduit alors la notation

suivante

Définition 27. Pour des fonctions a(n), b(n), on écrit

1. a(n) ∈ O(b(n)) s’il existe des constantes c, n0 > 0 telles que ∀n > n0, a(n) ≤ c · b(n).
2. a(n) ∈ Θ(b(n)) s’il existe des constantes c, c′, n0 > 0 telles que ∀n > n0, c

′ · b(n) ≤
a(n) ≤ c · b(n).

3. a(n) ∈ Ω(b(n)) s’il existe des constantes c, n0 > 0 telles que ∀n > n0, a(n) ≥ c · b(n).

Par exemple, pour a(n) = n/10, b(n) =
√
n, on a a(n) ∈ Ω(b(n)), et b(n) ∈ O(a(n)).

D’autre part, a(n) ∈ Θ(n/100).
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2.2 Lemme de nettoyage

Nous commençons par introduire quelques outils que nous utiliserons dans cette section.

Comme mentionné dans l’introduction, nous sommes particulièrement intéressés par la

structure des mesures que nous implémenterons. En particulier, il nous sera utile de savoir si,

pour deux ensembles de qubits Q1 et Q2 donnés, il existe une mesure qui est supportée sur

les deux ensembles.

Définition 28 (Bordure). Soit C un code stabilisateur, un ensemble générateur S, et U ⊂ Q

un ensemble de qubits. On définit respectivement la bordure intérieure et la bordure extérieure

comme suit :

1. Bordure extérieure : ∂+U est l’ensemble de tous les qubits v dans le complément

de U : v ∈ Q \ U , tels qu’il existe au moins un générateur stabilisateur s ∈ S, et un

qubit u ∈ U satisfaisant u, v ∈ supp(s) 1.

2. Bordure intérieure : ∂−U est l’ensembles des qubits u ∈ U , tel qu’il existe un

v ∈ Q \ U et un générateur stabilisateur s satisfaisant u, v ∈ supp(s).

Il nous sera fréquemment utile de décrire les qubits qui ne sont pas dans un ensemble U .

Pour cela on définit le complément.

Définition 29. Le complément U c d’une région U est compris comme étant l’ensemble Q\U ,

pour un ensemble implicite Q.

Remarque : Par exemple il est possible de définir la frontière intérieure comme étant

∂−U ≡ ∂+(U
c).

Afin de comprendre comment la préservation de l’information quantique peut être limitée,

il nous faut décrire comment elle se comporte. En particulier, la structure locale d’un code

peut grandement nous informer sur sa structure globale.

Un aspect notoire des codes quantiques est leur grande redondance. Imaginons par

exemple un système dans un état code ρ d’un code C. On peut imaginer qu’un ensemble

A de qubits décohère complètement, on dit que A a été « effacé ». L’état du système est

alors tr A(ρ)
2 : dans un sens, l’effacement est la pire erreur que le système puisse subir,

c’est équivalent à remplacer A par d’autres qubits dont l’état est complètement inconnu,

comme s’ils n’avaient jamais fait partie du code. Maintenant que cette information sur A

1. Voir Définition 16 du support.

2. Ou de manière équivalente, tr A(ρ)⊗ I/2|A
c|.
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est perdue, est-il possible la récupérer ? Peut-on rétablir le système dans son état d’origine ?

Comme élément de réponse, supposons que A est constitué d’un seul qubit, pour n’importe

quelle matrice de densité réduite ρA, on a alors : I/2 = 1
4(ρa +XρAX + Y ρAY + ZρAZ).

L’effacement d’une région est donc équivalent à l’application d’une erreur de Pauli avec une

probabilité exactement uniforme. On peut alors en conclure que si on est capable de corriger

X, Y et Z sur le système A, alors on peut corriger l’effacement de A 3. Or si l’on est capable

de corriger les erreurs X, Y et Z sur le sous-système A, par la discrétisation on est capable

de corriger tout opérateur sur le sous-système A – il est donc impossible qu’un opérateur

logique non-trivial soit supporté entièrement sur A. On peut donc voir une correspondance

entre l’absence d’opérateur logique sur A, et notre capacité à corriger l’effacement. Cette

observation motive la définition suivante.

Définition 30 (Région libre de logique). Pour un code quantique C défini sur un ensemble

de qubits Q, on dit que A ⊂ Q est libre de logique si pour toute classe [L] ∈ L/S, il existe un

représentant L ∈ [L], tel que supp(L) ∩A = ∅.

Cette définition capture les régions qui ne contiennent pas pleinement d’opérateurs

logiques non triviaux. Pour modifier l’état logique du système, il est nécessaire d’agir sur une

région plus large que A. De manière équivalente, il n’est pas possible de distinguer les états

logiques en implémentant une mesure projective sur A avec projecteurs {Mα}. Autrement, à

partir des projecteurs on peut définir un opérateur unitaire U =
∑

α e
iθαMα, qui est donc un

opérateur logique.

S’il est impossible d’implémenter une mesure sur A qui différencie les états codes, on en

déduit que tous les états codes ρ ont la même matrice de densité sur A : ∀ρ, ρ′ ∈ B(C), ρA =

tr Ac(ρ) = tr Ac(ρ′) = ρ′A – par B(C) on dénote l’ensemble de matrices de densité supportée

sur l’espace C. De manière équivalente, pour tout opérateur logique L ∈ L, L agît de manière

triviale sur ρA. Cette affirmation est formalisée à travers le Lemme de nettoyage – voir Figure

2.1 pour les codes stabilisateurs.

Lemme 31 (Lemme de nettoyage). Soit A une région libre de logique pour un code quantique

C avec S généré par S = {Si}. Alors pour tout opérateur logique L ∈ L, on peut trouver un

ensemble de générateurs {Sj} ⊂ S, et donc un opérateur équivalent L′ = (
∏

j Sj)L, tel que

1. supp(L′) ∩A = ∅
2. supp(Sj) ∩A 6= ∅

3. La magie de la discrétisation !
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Définition 34 (Régions découplées). Des ensembles {Ai}, Ai ⊂ Q sont dit découplés si

aucun générateur n’agît sur plus d’une région Ai. C’est-à-dire ∀i, ∀j 6= i,

∂+Ai ∩Aj = ∅ .

On peut alors formaliser l’idée que des régions peuvent être simultanément corrigées.

Lemme 35 (Lemme d’union). Soit {Ai} un ensemble découplé de qubits, et on écrit T = ∪iAi.
Si L ∈ L tel que supp(L) ⊆ T , alors L peut être décomposé comme un produit d’opérateurs

logiques, chacun supporté entièrement sur un sous-ensemble Ai : L =
∏

i LAi
, supp(LAi

) ⊂ Ai,

LAi
∈ L. Si chaque Ai est corrigible, on en déduit que T est corrigible.

Démonstration. Soit Ai une des régions découplées et LAi
la restriction de L sur Ai. LAi

doit

commuter avec tout générateur dont l’intersection avec L est uniquement contenue dans Ai.

Dû à la condition de découplage, c’est le cas pour tout générateur supporté sur Ai. Puisque

LAi
commute avec tous les générateurs ayant support sur Ai, on en conclut que LAi

∈ L.

Cependant, puisque chaque Ai est corrigible, alors LAi
= IAi

: il agît comme l’identité sur

Ai, donc Ai est corrigible.

Une autre conséquence du Lemme de nettoyage est que si une région A et sa frontière

∂+A sont corrigibles, alors leur union A ∪ ∂+A l’est aussi. On déduit le résultat suivant.

Lemme 36 (Lemme d’expansion). Soit A, T , des régions corrigibles telles que ∂+A ⊂ T ,

alors A ∪ T est corrigible.

Démonstration. On définit W = (A ∪ T )c. Puisque T est corrigible, alors tout opérateur

logique L dont le support touche T peut être nettoyé vers W ∪A, et on dénote L′ l’opérateur

nettoyé. Ceci implique que L′ = LA ⊗ LW . Notons qu’aucun générateur n’agît simultanément

sur A etW puisque ∂+A ⊂ T , ce qui implique que LA est en soit un opérateur logique. Puisque

LA est corrigible, on a LA = I, et donc A ∪ T est libre de logique, et donc corrigible.
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2.3 Borne de Bravyi-Terhal

À première vue, il peut sembler qu’un code où la plupart des ensembles de qubits A ont

une petit bordure |∂+A| < d est souhaitable ; puisqu’on peut ensuite appliquer le Lemme

d’expansion à répétition et garantir de larges régions corrigibles : on aboutit à un code dont

on peut aisément recouvrer l’information. Cependant, en étendant cette idée à l’extrême,

cela peut vite dégénérer : si la bordure est toujours petite, et que l’on prouve que tout le

code est corrigible, alors le code ne peut pas contenir de degrés de liberté, et donc n’encode

aucun qubit logique.

La connexion avec la géométrie d’un code s’éclaircit : si le code a une géométrie

garantissant de petites bordures, alors c’est un problème, car la distance ne peut pas grandir

trop vite. On peut alors se demander : quelle sont des conditions suffisantes pour garantir de

petites bordures dans notre système ?

Cette question de comment garantir une petite bordure pour des ensembles de plus en

plus larges est largement étudiée dans d’autres domaines. Considérons par exemple des objets

en 2D euclidienne E
2. On souhaite dessiner une forme qui a le plus petit périmètre pour

une aire donnée – c’est le problème de l’isopérimétrie. On cherche donc une forme S, avec

|S| = A qui minimise le ratio

Φ(S) =
|∂S|
|S| (2.1)

Avec |∂S| le périmètre de S, et |S| son aire. Il se trouve que ce ratio est maximisé quand

S est une boule [Ste38]. Dans l’espace E
2, on peut trouver des boules de taille arbitraire, tel

que leur bordure suit |∂S| ∈ O(
√

|S|).

Maintenant, comment ce problème dans l’espace continu se traduit-il à notre situation ?

Il est naturel d’imaginer que le problème de l’isopérimétrie se traduit au contexte de la

géométrie discrète. Considérons par exemple Z
2, un réseau bidimensionel infini. Afin de

mesurer les distances entre les points de Z
2, on adopte la métrique || · ||1 : pour u, v ∈ Z

2,

on a ||u − v||1 = |ux − vx| + |uy − vy|, avec ui, vi les composantes des vecteurs u, v. Dans

ce contexte, la bordure d’un ensemble A ⊂ Z
2 est définie comme étant les plus proches

voisins de A : tous les points u qui ne sont pas dans A, mais qui sont à une distance 1 de A :

∂A = {u : u ∈ Ac, ∃v ∈ A, ||u− v||1 ≤ 1}. Dans ce contexte, peut-on garantir que certaines

formes minimisent l’aire ? Et quelles sont-elles ?

Naturellement, on s’attend à ce que Z
2 reflète la structure de E

2. Et effectivement, dans
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Z
2, il est possible de trouver des régions de taille arbitraire telles que |∂S| ∈ O(

√

|S|), en

particulier, les régions qui minimisent l’aire sont des carrés [BE18]. Il est alors aisé de voir

comment la géométrie de Z
2 peut refléter celle de certains systèmes quantiques. Par exemple,

le modèle de Hubbard en 2D avec des interactions limitées aux plus proches voisins a une

géométrie isométrique à celle de Z
2 – deux qubits sont voisins si et seulement si ils diffèrent

d’une coordonnée x, ou y – et hérite donc de l’existence de régions avec de petites frontières.

La géométrie de Z
2 limite donc celle du modèle de Hubbard.

En quoi cette géométrie limitée se traduit-elle par des limites sur les performances d’un

code, précisément ? Nous essayerons ici d’y apporter une réponse intuitive : à partir d’un qubit

dans notre système, on peut grandir une région de plus en plus tout en gardant une petite

bordure qui nous sert à appliquer le Lemme d’expansion 36. Dans notre cas, on considère un

code vivant dans Z
2, et on suppose que d > c

√
n pour un c suffisamment grand. On peut

alors partir d’un sommet u, et on note que sa bordure est alors petite : |∂u| ≪ √
n < d.

Puisque u et ∂u sont plus petits que d, ils sont donc corrigibles. En appliquant le Lemme

d’expansion, on en conclut alors que u∪∂u est corrigible. On peut alors définir u′ = u∪∂u, et

reproduire la même procédure. Si d > c
√
n, pour c suffisamment large, il est alors possible de

reproduire ce processus sur tout le code, puisque l’on peut toujours garantir que la région u′

avec laquelle on travaille obéit |∂u′| ∈ O(
√
n). La conditions que |∂u′| < d est donc toujours

satisfaite, et donc tout le code est corrigible. On peut en tirer alors un théorème. La technique

de preuve est légèrement différente que celle évoquée ici, pour éviter des détails techniques.

Théorème 37 (BT). Pour tout code C défini sur un réseau carré Λ ⊂ Z
2, limitée à des

interactions aux plus proches voisins, si k ≥ 1, alors d ≤ √
n.

Démonstration. Nous procéderons par contradiction. Présumons que d >
√
n. On peut

ensuite numéroter les colonnes dans le réseau, Λ1 ⊂ Λ sera celle la plus à gauche, Λ2 est la

colonne à la droite de Λ1, et ainsi de suite jusqu’à Λ√
n.

Puisque l’on considère un réseau carré, |Λi| =
√
n < d, donc Λi est corrigible. D’autre

part, ∂Λ1 ⊂ Λ2. On peut donc appliquer le lemme d’expansion : Λ1 est corrigible, de même

que Λ2 ⊃ ∂Λ1. Par conséquent Λ1 ∪ Λ2 est corrigible.

Ensuite, notons que ce processus peut être répété : si l’on prend l’union des k colonnes

les plus à gauche, leur bordure est contenue dans la k + 1-ème colonne. Ainsi, si ∪i=ki=1Λi

est corrigible, alors sa bordure est contenue dans Λk+1, qui est également corrigible, et par

conséquent, ∪i=k+1
i=1 Λi est corrigible.

En répétant ce processus jusqu’à k =
√
n, on prouve ainsi que l’entièreté du réseau Λ est

corrigible. On peut alors en conclure aisément, à partir de la définition de corrigibilité, qu’il



33

n’y a qu’un seul état code autorisé, et donc k = 0. Ce qui est une contradiction par rapport

à notre supposition que k ≥ 1.

Il n’est en réalité pas nécessaire de continuer jusqu’à ce que tout le code soit corrigible.

Imaginons plutôt faire ce processus jusqu’à ce que les
√
n/2 premières colonnes à gauche

soient corrigibles, on nomme cette partie ΛG. Ensuite, faisons le processus inverse prouvant

que les
√
n/2 dernières colonnes à droite sont aussi corrigibles, et similairement on nomme cet

ensemble ΛD. Si k ≥ 1, on peut encoder un qubit dans un état |ψ〉 et donner ΛD et ΛG à deux

personnes différentes. Chacune peut obtenir l’état initial |ψ〉 à partir de leur ensemble ΛD ou

ΛG. Elles ont alors chacune une copie de |ψ〉, ce qui enfreint le théorème de non-copie.

Il est également facile de voir comment cette borne peut se généraliser au cas où les

interactions ne sont pas exactement plus proches voisins mais plutôt où chaque qubit peut

interagir avec des qubits à une distance w. On appelle alors w la portée d’interaction.

Théorème 38. Pour un code C défini sur un réseau carrée Λ ⊂ Z
2 avec k ≥ 1, alors

d ≤ w
√
n.

Démonstration. Présumons que d > w · √n. On peut définir Λi de la même manière que

le Théorème 37. Cependant, on ne peut plus garantir que ∂Λ1 ⊂ Λ2. On peut par contre

garantir que, puisque les interactions sont limitées à une distance w, les qubits de Λ1 peuvent

interagir avec les qubits de la colonne Λ1+w au plus loin.

En d’autres termes, si on considère l’union ∪i=ki=1Λi, sa bordure est contenue dans les

prochaines w colonnes ∪i=k+wi=k+1 Λi. Or | ∪i=k+wi=k+1 Λi| ≤ w · √n < d par hypothèse. Le même

processus d’expansion peut alors être répété.

2.4 Borne de Bravyi-Poulin-Terhal

La section précédente nous permet de borner la distance de codes locaux, mais ne nous

permet pas entièrement de caractériser les limites qu’impose la géométrie sur la préservation

de l’information.

Considérons par exemple le code de surface qui est local en 2D [Bom10], et a comme

paramètres [n, 1,
√
n]. Ce code sature la borne du Théorème 37 puisque d =

√
n. Par contre

il est en général souhaitable d’avoir plus qu’un seul qubit logique. Il est donc naturel de

se poser la question : Est-il possible d’obtenir un code local en 2D avec d ∼ √
n, mais un

nombre de qubits logiques qui augmente avec n ?
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Cette question a malheureusement une réponse négative, et le but de cette section est

de décrire comment il est possible d’aboutir à cette conclusion. Pour ce faire, nous allons

raffiner certains résultats que nous avons précédemment utilisés.

Notons que dans la section précédente, nous avons utilisé le fait que pour un code C
défini sur un ensemble de qubits Q, si Q est entièrement corrigible, alors k = 0. Peu après

nous avons détaillé cette affirmation en utilisant le théorème de non-clonage : si Q peut-être

partitionné en deux ensembles corrigibles A, B, alors k = 0. Il se trouve que cette observation

peut être un peu plus généralisée. Pour se faire, il nous faudra utiliser la notion d’entropie de

Von Neumann.

Entropie d’un système quantique

L’entropie d’un système, notion héritée de la mécanique statistique, est une manière de

quantifier la dégénéréscence du système. En général, la question est posée comme suit : en

fixant la valeur d’une observable macroscopique, combien d’états microscopiques correspondent

à cette valeur d’observable ?

Bien que cette question semble être fondamentalement de nature physique, elle a une

interprétation naturelle en termes de théorie de l’information. Imaginons que l’on ait un

système, et on souhaite numéroter ces microétats dans un ordinateur. Combien de bits ce

numéro prendrait dans le disque dur ? Plus le système a de microétats différents, plus il

prendra de la place dans le disque dur. Plus particulièrement, on s’attend à ce que si le

système a un nombre N de microétats, on a besoin de précisément logN bits de stockage 4.

Imaginons cependant qu’au lieu d’enregistrer un seul système en mémoire, on veuille

enregistrer n copies de ce système, est-ce que l’on peut optimiser notre utilisation de l’espace ?

En particulier, il est possible que notre système ait certains microétats qui sont très peu

probables comparés aux autres. Nommons a un microétat peu probable. On peut vérifier

facilement que plus le nombre de copies n augmente, moins il est probable que toutes les

n copies soient dans l’état a. On peut alors se permettre d’ignorer la combinaison a⊗n,

et économiser un peu d’espace. Ceci se fait au coût d’une erreur potentielle – il n’est pas

complètement impossible que les n copies soient dans l’état a – mais cette erreur converge

vers 0 avec n → ∞. On peut alors généraliser cette question : combien d’états peut-on se

permettre d’ignorer tout en garantissant que l’erreur tend vers 0 à mesure que n→ ∞.

C’est à cette question que répond l’entropie. Cette explication se transporte naturellement

aux systèmes quantiques, et nous permet de définir l’entropie de Von Neumann.

4. On rappelle qu’avec M bits, on peut générer 2M valeurs différentes.
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Définition 39. Pour un système quantique ρ ∈ B(H), avec dimH = 2k, on définit l’entropie

de Von Neumann comme

S(ρ) = tr (ρ log ρ)

Alors pour n’importe quel k′, avec k ≥ k′ > S(ρ), il est possible de trouver un sous-espace

H ′ ⊂ H⊗n de dimension 2n·k
′
, et une application η : B(H⊗n) → B(H ′), telle que la fidélité

F (ρ⊗n, η(ρ⊗n)) → 1 avec n→ ∞.

Ce que l’application η permet est simplement de plonger ρ⊗n dans un espace de Hilbert

plus petit que celui d’origine. On passe d’un espace de Hilbert avec dimension 2n·k à 2n·k
′
.

Remarque : L’entropie a les propriétés suivantes. Si ρ est un état pur sur un ensemble

Q de qubits, et que A est un sous-ensemble de qubits, alors S( tr Ac(ρ)) = S( tr A(ρ)), et

S(ρ) = 0.

Une notion liée à l’entropie est celle d’entropie relative et elle nous sera également utile.

Définition 40. Pour σ, ρ ∈ B(H), l’entropie relative S(σ||ρ) est définie comme

S(σ||ρ) = tr σ(log σ − log ρ)

De plus, l’entropie relative est monotoniquement décroissante sous l’action E d’un canal

quantique,

∀σ, ρ ∈ B(H), S(σ||ρ) ≥ S(E(σ)||E(ρ))

L’entropie relative est généralement comprise comme étant une mesure de la différence

entre deux matrices de densité. En ce sens, il est particulièrement intéressant de noter qu’on

ne peut pas mieux distinguer deux états ρ, σ avec un quelconque «post-traitement».

En quoi ces notions nous seront utiles ? Elles nous permettront de calculer le nombre

de qubits logiques d’un code, et ainsi d’obtenir des bornes sur celui-ci. On peut donc

commencer par noter que si l’on définit le mélange uniforme entre tous les états codes

ρ = 1
2k

∑

|ψi〉∈C |ψi〉 〈ψi|, on a k = S(ρ). Avec cette observation, on peut ensuite obtenir le

résultat suivant.



36

Lemme 41. Pour un code quantique C défini sur un ensemble Q de qubits, s’il existe une

partition Q = A ⊔B ⊔ C, telle que A et B sont corrigibles, alors k ≤ |C|.

Démonstration. On écrit ρ = 1
2k

∑

|ψi〉∈C |ψi〉 〈ψi| le mélange statistique uniforme de tous les

états codes, et ρM la réduction de ρ à une région M ⊂ Q : ρM = tr Mcρ. Pour n’importe

quel M on peut alors réécrire ρ = ρMMc , puisque que MM c = Q.

Notre premier objectif sera d’obtenir une expression pour S(ρM ) quand M est corrigible.

Due à la purification d’états quantiques [NC02], on peut étendre notre espace de Hilbert

de Hρ à Hρ ⊗ HR, en ajouter un sous-système virtuel doté de R qubits. Cette extension

nous permet alors de trouver un état pur ρMMcR satisfaisant tr R(ρMMcR) = ρMMc . Cette

purification simplifiera grandement nos calculs. En utilisant le fait que l’entropie décroit

monotoniquement, on note que

S(ρMMcR||ρMMc ⊗ ρR) ≥ S(ρMcR||ρMc ⊗ ρR)

Cependant par hypothèse, il existe une opération qui nous permet de recouvrer M à

partir de ρMc . D’où :

S(ρMcR||ρMc ⊗ ρR) ≥ S(ρMMcR||ρMMc ⊗ ρR)

Et donc :

S(ρMcR||ρMc ⊗ ρR) = S(ρMMcR||ρMMc ⊗ ρR)

En utilisant l’expression de l’entropie relative, on peut vérifier l’identité suivante :

S(ρAB||ρA⊗ ρB) = S(ρA) +S(ρB)−S(ρAB). On peut alors réécrire l’expression précédente :

S(ρMc)− S(ρMcR) = S(ρMMc)− S(ρMMcR)

Puisque ρMMcR est un état pur, on a S(ρMMcR) = 0, et S(ρMcR) = S(ρM ). On rappelle

également que S(ρMMc) = k. On en conclut que

S(ρM ) = S(ρMc)− k
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Par conséquent, si A, B sont corrigibles, on a

S(ρA) = S(ρBC)− k ≤ S(ρB) + S(ρC)− k

S(ρB) = S(ρAC)− k ≤ S(ρA) + S(ρC)− k

En additionnant les deux précédentes équations, on obtient

k ≤ S(ρC) ≤ |C|

Ce qui le résultat recherché.

On peut alors se demander comment utiliser ce résultat : comment obtenir une borne

sur k pour un système 2D où les interactions sont limitées à une distance w ? Cette borne

ne peut pas dépendre simplement de k, puisqu’il est trivial d’obtenir k = n : il suffit de

ne pas implémenter un code. Nous verrons par contre qu’il existe un compromis 5 entre les

paramètres k et d.

Pour se faire, le Lemme que l’on vient d’obtenir nous donne une intuition : on souhaite

maximiser la taille de A et B. Ainsi, on pourra minimiser la taille de C, et donc obtenir une

borne plus stricte sur k. Naïvement, on peut prendre A et B tel que |A| = |B| = d− 1, ce

qui donne k ≤ |C| = n − |A| − |B| = n + 2 − 2d. Néanmoins, exactement tel que dans la

section précédente, il est possible d’utiliser la structure géométrique d’un code afin d’en tirer

des bornes plus restrictives.

Par exemple, dans le cas de codes locaux en 2D, on peut prendre A et B deux carrés.

Dans ce cas, on a |∂A| ∈ O(
√

|A|) – et similairement pour B. Si on prend |A| = d−1, comme

dans le paragraphe précédent, on obtient |∂A| ∈ O(
√
d). Or, le lemma d’expansion nous dit

que l’on peut élargir A jusqu’à ce que |∂A| ∈ Θ(d), ou en d’autres termes, jusqu’à ce que

|A| ∈ Θ(d2). Cela nous permet donc de renforcer la borne : on peut prendre A, B corrigibles,

tels que |A|, |B| ∈ Θ(d2), ce qui nous donne k ∈ O(n− d2).

Cependant, ce résultat n’est toujours pas optimal, et on peut utiliser le lemme d’union

pour l’améliorer. Par exemple, considérons deux carrés, A1 et A2 tous les deux de tailles

Θ(d2). Si ces deux carrés sont en dehors de leur cônes de causalité respectifs, alors A1∪A2 est

5. trade-off
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kd2 ∈ O(n)

Démonstration. Considérons la décomposition illustrée en Figure 2.3. Les régions A = ∪Ai,
et B = ∪Bi sont corrigibles. On a alors C = ∪Ci, et chaque |Ci| ∈ Θ(1).

On veut maintenant appliquer le Lemme 41. On peut alors noter que |C| = ∑ |Ci|. Or

chaque Ai contribue au plus quatre coins. On peut donc borner la taille de C en multipliant

le nombre de régions Ai, par 4 · |Ci|. Chaque Ai a une taille d2, il y a donc environ n/d2

carrés Ai. On calcule alors k ≤ |C| ≤ n/d2 · 4 · |Ci| ∈ Θ(n/d2).

De manière équivalente,

kd2 ∈ O(n)

On peut alors vérifier que le code de surface sature cette borne, puisque kd2 = 1 ·√n2 = n.

On peut également argumenter pourquoi cette décomposition est optimale. Considérons

toute décomposition A,B,C. On a alors |BC| ≥ ∑

i |∂Ai|. Or, le mieux que l’on puisse faire

pour minimiser la taille de ∂Ai – et donc espérer minimiser |BC|– est de faire en sorte que

Ai sature la borne isopérimétrique en 2D, ou de manière équivalente, que Ai soit un carré.

On peut répéter le même argument pour séparer B et C. Après avoir retiré A, B ∪ C est

un système avec une dimension de moins : le système est presque 1D. Le mieux qu’il soit

possible de faire c’est que la bordure de Bi soit constante, ce qui est réalisé quand on prend

Bi une bande de largeur constante et de longueur Θ(d).

Un conséquence particulièrement notable du Théorème BPT est qu’aucun code local en

2D peut simultanément avoir k ∈ Θ(n) et une distance qui croît avec n. Ce résultat est assez

dramatique. Pour tout ordinateur quantique, on souhaite minimiser le surcoût causé par la

correction d’erreur : on souhaite minimiser n par rapport à k. Puisque k ≤ n, le meilleur

rendement que l’on puisse espérer c’est k ∈ Θ(n). Le Théorème BPT affirme que dans un

système local en 2D, si l’on souhaite obtenir un petit surcoût, alors la distance ne peut pas

croître : plus le système grandit, plus il sera susceptible aux erreurs.

Remarque : Les théorèmes BT et BPT peuvent être généralisés aux cas d’un code

local en dimensions D. Des résultats similaires tiennent alors : ces codes restent incapables

d’implémenter un code avec k ∈ Θ(n) et d→ ∞.



Chapitre 3

Bornes sur les codes quantiques à

partir de métriques de graphes

Nous avons vu au chapitre précédent que la géométrie d’un système quantique borne son

comportement. Dans le cas d’un code quantique en particulier, on obtient des limitations sur

ses capacités à corriger et à préserver de l’information quantique.

Cependant jusqu’à présent notre approche reste relativement limitée : on suppose que

notre système a une géométrie très particulière, et notre approche est alors difficile à généraliser

.Par exemple, certains codes sont définis dans l’espace hyperbolique. On pourrait explorer les

réseaux dans cet espace, mais cette approche est très délicate : ces espaces sont très variés

et il est souvent difficile de proposer une approche facilement généralisable. Pire : certains

codes sont définis uniquement à travers un langage algébrique, et appliquer les arguments

géométriques de BT et BPT devient non-trivial.

Malgré cette absence de géométrie, l’idée qu’une « petite bordure » corresponde à de

« mauvais codes » devrait rester valide. Pour nous permettre de formaliser cette idée dans

des espaces non-euclidiens, il nous faut alors explorer des outils plus flexibles : comment

formaliser cette notion de « petite bordure » dans une géométrie non-euclidienne ? Dans

notre cas, nous ferons usage de la théorie des graphes. Celle-ci offre un langage très universel

– et donc facilement généralisable – mais également très intuitif.
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Proposition 47. Un graphe G = (V,E) correspond à un espace métrique (V, dG) où dG(x, y)

est défini comme étant la longueur du plus petit chemin de x à y.

Le graphe de connectivité a donc une interprétation très simple. La métrique dG nous

informe sur combien de mesures de générateurs « séparent » nos qubits. Autrement dit, si

u, v ∈ V sont deux qubits, dG(u, v) nous donne précisément le nombre de mesures minimum

que l’on doit implémenter pour créer des corrélations entre u et v 1. On s’attend alors à ce

que plus dG est grand, plus les corrélations entre u et v soient difficiles à créer, une idée qui

rappelle fortement la borne de Lieb-Robinson et ses généralisations [Has10] 2.

Ce graphe a donc une relation étroite avec la description et la compréhension de systèmes

quantiques en général. On peut alors espérer qu’en obtenant des résultats qui ne se limitent

pas à la géométrie euclidienne, ni aux espaces continus, on puisse atteindre une compréhension

plus profonde, plus fondamentale, de la nature des systèmes en matière condensée.

3.2 Généralisation de BT

3.2.1 Les pyramid schemes, c’est mal

Nous venons de motiver pourquoi un formalisme plus abstrait présente un certain intérêt

théorique. Cependant à toute abstraction il faut une visualisation, et dans cette section nous

commencerons par dessiner une intuition qui sera utile à la compréhension de nos résultats.

Imaginons un réseau social représenté par un graphe de connectivité. Les individus sont

les degrés de liberté, et quand deux personnes peuvent communiquer entre elles, on dessine

une arête. On peut alors aisément comprendre pourquoi le réseau en Figure 3.3 est un

système très inefficace de conservation de l’information. Les personnes à la base du réseau –

les sommets 4, 5, 6, 7 – ne peuvent dialoguer avec les autres qu’en passant au travers d’un

seul intermédiaire. Si cet intermédiaire décide de leur mentir, ou se trompe, les individus

du plus bas niveau sont dans l’incapacité de vérifier cette information. Cette observation se

vérifie à mesure que l’on monte les niveaux : la personne au plus haut niveau est centrale à

toutes les commutations entre les sous parties. En somme, dans ce réseau, l’information est

aisément corrompue.

1. Par exemple l’état de Bell |00〉+ |11〉 est stabilisé par {X ⊗X,Z ⊗ Z}, on a donc une mesure qui a
généré un état intriqué.

2. Dans le cas d’une mémoire quantique où le hamiltonien du système correspond exactement au
hamiltonien stabilisateur, ces bornes s’appliquent directement.
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Cette observation nous mène naturellement à la notion de largeur d’arbre. D’un côté, on

a un arbre T = (VT , ET ), et de l’autre on a un graphe G = (V,E), et l’on souhaite faire «

rentrer » G dans T . Pour se faire, on définit une application η : G→ T . Pour t ∈ VT , v ∈ V ,

si η(v) = t on dit que t « contient » v : on a mis v à l’endroit où est t. De plus, on demande

que la métrique du graphe soit respectée : ∀u, v ∈ V, dT (η(u), η(v)) = dG(u, v). Si η est

une bijection, alors elle est aussi une isométrie : ∀r, s ∈ VT , dT (r, s) = dG(η
−1(r), η−1(s)).

Et donc G est un arbre ! Que faire lorsque G n’est pas un arbre ? On autorise alors η a

ne pas être injective, c’est-à-dire que l’on a η : V → 2VT , avec 2VT l’ensemble des parties

de VT . Pour cela on doit aussi relaxer la condition sur la conservation de la distance :

∀(v, u) ∈ E, dT (η(u), η(v)) ≤ dG(u, v), on demande simplement que deux voisins ne soient

pas trop distants.

Puisque qu’on a autorisé η à ne pas être injective, on peut se demander à quel point elle

échoue à l’être. Pour se faire on peut alors définir η−1 : VT → 2V qui envoie chaque v de VT
à sa pré-image dans V 4. Le « moins » η est injective, le plus il y a un t ∈ VT qui contient

beaucoup d’éléments de V . On peut définir alors τ = maxt∈VT |η−1(t)|. On peut répéter ce

processus pour tous les arbres T , et les applications η qui existent – il se peut que G rentre

bien dans un arbre T ′ mais pas dans l’arbre T . On arrive donc à τ = minT,ηmaxt∈VT |η−1(t)|.

La description précédente n’est pas exactement celle de la largeur d’arbre, qui est un

peu plus compliquée et obscure, son but est surtout de donner une image approximative

de la largeur d’arbre et de ce pourquoi elle sera utile plus tard. On passe maintenant à la

définition exacte de celle-ci.

Définition 50. Une décomposition d’arbre d’un graphe G = (V,E) est une pair (T, η), avec

T = (VT , ET ) un arbre, et une application η : V → 2VT – un même v ∈ V peut être envoyé

dans plusieurs t ∈ VT . Similairement on définit η−1 : T → 2V la pré-image de η : si t ∈ η(v),

alors v ∈ η−1(t).

On demande à ce que η respecte les conditions suivantes :

1. Pour toute arête (u, v) ∈ E, il existe un t ∈ VT tel que t ∈ η(u) ∩ η(v). De manière

équivalente, t contient u et v simultanément.

2. Si on a v ∈ V , et r, s ∈ η(v), alors tout élément t contenu dans le chemin de r à s

contient aussi v : t ∈ η(v).

Pour clarifier la notation, les éléments de VT sont appelés les noeuds, pour les distinguer

des sommets de V . De plus, on écrira souvent η−1(t) ≡ Q(t), pour évoquer le fait que t est

un noeud qui contient des qubits : t contient donc les qubits Q(t).

4. η−1 est donc une inverse dans un sens étendu : si η(u) = η(v) = w, alors η−1(w) = {u, v}
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ce qui est une contradiction, du à la définition des Aj . On en déduit donc que les Aj sont

corrigibles, puisque |Aj | ≤ |Q(fj)| ≤ τ < d. Puisque les Aj sont découplés, A ≡ ∪jAj est

corrigible par le Lemme d’union.

Par un argument similaire, on remarque alors que ∂−A ⊂ Q(pi). On a alors ∂+A ⊂
∂+∂−A ⊂ ∂+Q(pi)∪∂+Q(pi). On écrit Qext ≡ Q(pi)∪∂+Q(pi). Puisque que |Q(pi)| ≤ τ < d

et |∂+Q(pi)| ≤ δ · |Q(pi)| ≤ δ · τ < d, on peut appliquer le Lemme d’expansion : Qext est

corrigible.

On a alors : A corrigible, et ∂+A ⊂ Qext, avec Qext corrigible. On a donc A ∪ Qext

corrigible par le Lemme d’expansion.

On répète le processus pour tous les Fi. Puisque ∂+A ⊂ Qext, on peut savoir s’il est

possible d’appliquer les Lemmes d’expansion et d’union à A ∪Qext simplement en vérifiant

qu’ils s’appliquent à Qext.

On définit alors T ′ = T \ F . T ′ est toujours un arbre, et l’on peut reproduire le même

processus. Celui-ci se termine, car à chaque fois la profondeur du graphe diminue de 1, jusqu’à

ce que l’on prouve que tout le code est corrigible, et donc k = 0.

3.3 Généralisation de BPT

Il se trouve que la largeur d’arbre, bien que très utile dans notre généralisation précédente,

reste un outil relativement rigide : elle peut produire une décomposition d’un graphe en

sous-ensembles qui communiquent mal, mais elle nous dit peu de choses sur la structure de ces

sous-ensembles. Il se peut que notre graphe G soit en réalité une union de graphes petits mais

très bien connectés en leur intérieur : G = ⊔Gi, avec |Gi| ∼ τ . Une décomposition d’arbre

pourrait alors assigner chaque Gi à un sommet de l’arbre, et on a alors peu d’information

sur la structure de Gi.

Ceci fonctionne très bien pour obtenir une borne sur la distance : la taille des Gi nous

donne l’information que l’on souhaite. Cependant, s’il on veut obtenir un compromis entre k

et d on doit pouvoir analyser plus finement la structure du graphe. Par exemple, la borne

BPT repose sur la capacité de former des régions de taille arbitraire |A|, et ensuite sur la

garantie que |∂A| est petite. Ici, si l’on prend par exemple A ⊂ Gi, il n’est pas évident a

priori d’obtenir une expression pour |∂+A| en fonction de |A|.
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G1, G2 qui sont densément connectés. L’information que donne le séparateur n’est alors pas

fiable : on peut séparer G facilement en deux, mais ensuite séparer G1 en deux peut s’avérer

beaucoup plus compliqué. Pour remédier à ce problème, on introduit une notion de séparation

qui nous donne de l’information sur les sous-graphes également.

Définition 53. Pour tout graphe G sur n sommets, on dit que G est (s, α)-séparable, avec

s : N → N, et α ∈ [12 , 1), si ∀r ∈ {1, ..., n},

max{sepα(G′) : G′ ⊆ G, |G′| ≤ r} ≤ s(r)

Un ensemble de graphes G = {Gi} est dit (s, α)-séparables si chaque graphe Gi ∈ G est

(s, α)-séparable.

La fonction s nous permet donc de borner la taille du α-séparateur pour chaque sous-

graphe de taille plus petite qu’un paramètre variable r. On peut également remarquer que

la constante α n’est pas particulièrement importante, puisque pour tout α, il existe une

constante cα > 0, telle que tout graphe (s, α)-séparable est également (cα · s, 12)-séparable

[ST97]. Dorénavant, pour améliorer la lecture, on dit qu’un graphe est s-séparable s’il est

(s, α)-séparable pour un certain α.

Afin d’utiliser les séparateurs pour obtenir une borne sur les codes quantiques, on peut

se rappeler de certains aspects de la preuve de BPT. Dans un premier temps, on divise les

qubits en deux ensembles, A et Ac, tel que A est corrigible. Pour obtenir un tel A on peut se

contenter de trouver plusieurs régions corrigibles A = ∪iAi, tel que les Ai sont disjoints, ce

qui nous permet d’appliquer le Lemme d’union.

Les séparateurs sont précisément une manière d’obtenir ces Ai. Pour s’en convaincre,

considérons un graphe s-séparable G. En prenant un séparateur, on divise les qubits V en

deux, A1
1, A

1
2, tels que {A1

1, A
1
2} est un ensemble découplé. Si on a |A1

i | < d, on peut s’arrêter

là, prendre Ai = A1
i , et A = ∪Ai est corrigible. Si ce n’est pas le cas, on ne peux pas garantir

que les A1
i sont corrigibles. Pour y remédier, on peut simplement séparer chaque A1

i . On

obtient alors un ensemble {A2
i }i=4
i=1,et on vérifie si |A2

i | < d. On peut alors répéter ce processus

un nombre L de fois, tant que l’on n’a pas |ALi | < d.

On a alors une garantie sur la bordure de A. Si à chaque étape du processus on retire un

séparateur Sl, on a |∂+A| ≤
∑l=L

l=1 Sl Afin de formaliser cet argument, on va d’abord définir

une fonction qui nous sera utile : Sd.

Définition 54. Pour un graphe s-séparable, la fonction Sd est définie par la relation de

récurrence Sd(r) = cα · s(r) + 2S( r2), avec la condition que pour tout z < d, Sd(z) = 0.
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coût de la séparation de V•L et de V•R, avec |V•R|, |V•L| ≤ 1
2 |V•|. Comme noté plus haut, ce

processus est interrompu quand |V•| < d. La taille de Ac est donc bornée par la fonction

récursive Sd(n) = cα · s(n) + 2Sd(
n
2 ). La fonction Sd obéit Sd(z) = 0 pour z < d, puisque

la récurrence s’interrompt quand les ensembles V• ∈ Al sont plus petits que d.

On peut alors librement utiliser Lemme 55 pour trouver des région A,B,C telles que

A,B sont corrigibles, pour pouvoir appliquer Lemme 41. Cette observation nous donne le

prochain Théorème.

Théorème 56. Soit C un code sur n qubits, et G = (V,E) son graphe de connectivité. Si G

est s-séparable, alors k ≤ Sd ◦Sd(n).

Démonstration. Du Lemme 55, on obtient une région A = ∪V•∈AlV• telle que chaque |V•| < d,

donc chaque V• est corrigible. De plus ces régions sont découplés, donc A est corrigible par le

Lemme d’union. Il reste à trouver une autre région corrigible dans Ac. On peut simplement

appliquer de nouveau le Lemme 55. Considérons le sous-graphe induit par Ac, ce sous-graphe

est s-séparable. En appliquant de nouveau le Lemme 55, on divise donc Ac en deux ensembles

de qubits, B, et Bc, avec B corrigible. On a alors une partition des qubits en trois ensembles :

V = A ⊔B ⊔Bc, avec A,B corrigibles. On peut donc appliquer le Lemme 41 avec C ≡ Bc :

k ≤ |Bc| ≤ Sd(|Ac|) = Sd ◦Sd(n).

On obtient donc une généralisation de BPT. Cependant, ces résultats peuvent paraître

obscurs, l’expression k ≤ Sd ◦Sd(n) n’est pas la plus expressive, et il n’est pas évident en

quoi ces métriques peuvent être utiles. Heureusement, ces résultats peuvent être simplifiés

dans le cas où s(r) est un polynôme : la relation de récurrence a une expression de forme

fermée [AB98, BK21]. On obtient alors

Proposition 57. Si G est s-séparable, avec s(r) ∈ O(rc), pour c ∈ (0, 1), alors on peut

trouver la forme close suivante pour Sd

Sd(r) = O
( r

d1−c

)

Et par conséquent,

k ≤ Sd ◦Sd(n) ∈ O
( n

d2(1−c)

)

Ou encore,
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kd2(1−c) ∈ O(n)

3.3.1 Applications

Les séparateurs et la largeur d’arbre sont souvent étudiés dans la théorie des graphes.

En conséquence, pour un graphe G satisfaisant certaines propriétés, il est souvent possible

d’obtenir des bornes supérieures sur ces quantités.

Nos résultats décrivent donc une manière simple et efficace de prouver des bornes sur les

codes quantiques. Nous avons prouvé que une petite largeur d’arbre/séparateurs implique

un mauvais code. Si l’on souhaite prouver qu’un code C est mauvais, on a alors un simple

processus : le code C a un graphe de connectivité G,G a une petite largeur d’arbre/séparateurs,

et de ce fait, C est un mauvais code.

Cette section vise précisément à mettre en pratique cette idée. En particulier, nous allons

nous intéresser à des classes très générales de codes, et voir si nos résultats nous permettent

de borner ces codes de manière non-triviale. Obtenir ce type de résultat a une certaine

pertinence dans la quête de bons codes quantiques : si l’on sait qu’une certaine classe de

codes est fondamentalement limitée, on s’épargnera l’effort de l’étudier. D’autre part, comme

discuté précédemment ces restrictions se traduisent souvent en restrictions expérimentales :

résoudre ces questions nous permet d’établir quelles architectures pourront implémenter de

bons codes, et lesquelles en seront incapables.

Avant de plonger dans ces applications, nous soulignerons qu’il y a une connexion naturelle

entre séparateurs et largeur d’arbre. Premièrement, on remarque que pour n’importe quelle

décomposition d’arbre, il est toujours possible de diviser le graphe en deux en retirant un

seul noeud de l’arbre. On a alors sep(G) ∈ O(τ) : une petite largeur d’arbre implique un

petit séparateur. Il y a également une connexion inverse : un petit séparateur implique une

petite largeur d’arbre [DN16, BPTW10].

Lemme 58. Pour tout graphe G = (V,E) sur n sommets, tel que G est s-séparable, on

a τ ∈ O(s(n)). Similairement, si G a largeur d’arbre τ , alors G est s-séparable tel que

s(n) ∈ O(τ).

Dans les prochaines sections nous allons donc nous concentrer sur la notion de séparation,

car elle est plus naturelle à manipuler, avec cependant la compréhension que nos résultats

peuvent également être formulés sous forme de largeur d’arbre.
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Quelques espaces homogènes

Il est naturel dans un premier temps de revenir à des questions géométriques : est-ce que

nos résultats font mieux que BT et BPT dans l’espace euclidien ? Pour rappel, ces résultats

se concentrent sur les codes définis sur un réseau en D-dimensions euclidiennes, tel que les

interactions entre les qubits ont une distance bornée par une constante. En se restreignant

à ces codes, on espère que leur géométrie reflète effectivement celle de E
D ; cette intuition,

comme nous l’avons vu s’avère vérifiée. Cependant nous aimerions avoir une définition plus

formelle et plus générale de ce que cela signifie pour un code et donc un graphe G de «

refléter » la géométrie d’un espace.

Notre incursion dans la notion de largeur d’arbre nous a donné un indice. La notion

d’isométrie sur laquelle nous nous sommes étendus semble effectivement être capable de

capturer ce reflet : un graphe G est « presque » isométrique à un arbre T si sa largeur d’arbre

est petite. Lorsque la largeur d’arbre de G est petite, G est suffisamment similaire à T pour

nous permettre d’adapter notre borne du théorème 49 à celle de 51.

Cette observation nous amène au besoin de définir une presque-isométrie pour un

plongement d’un graphe dans un espace. En utilisant la notion de [BST11], il est possible

d’obtenir une définition très large.

Définition 59. Soit G = (V,E) un graphe, et (X, d) un espace avec une métrique d :

X ×X → R
+. On dit que η : V → X est une κ-presque-isométrie si η satisfait

1. ∀x, y ∈ X, d(η(x), η(y)) ≤ κ(1 + κ · dG(x, y))
2. ∀x ∈ X, la pré-image de la boule ouverte B(x, 1) a une taille limitée : |η−1(B(x, 1))| ≤

κ.

La boule est définie comme B(x, r) = {y : y ∈ X, d(x, y) < r}.

Remarque : L’application η est simplement une manière de disposer nos qubits dans

un espace. On envoie chaque qubit q ∈ V à un point x ∈ X de l’espace. Quand on se pose

la question de « Est-ce que les codes implémentables par une architecture A sont limités ?

», on cherche en réalité à répondre à la question suivante : « Pour tous les plongements η

compatibles avec A, quel est le meilleur code qu’il est possible d’implémenter ?»

La première condition de la Définition 59 implique que l’on tolère une erreur additive et

multiplicative dans l’isométrie. La deuxième implique que les sommets de V ne sont pas trop

densément concentrés dans X : pour toute boule dans X, il y a au plus κ sommets dans la

boule. On note que cette notion de presque-isométrie est une définition très large d’un code

« local » dans un espace.
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Il est alors possible de vérifier qu’une presque-isométrie correspond à un séparateur de

même ordre [BST11].

Lemme 60. S’il existe une κ-presque-isométrie d’un graphe G, pour une constante κ, à un

graphe s-séparable G′, alors on a que G est O(s)-séparable.

Cette notion de presque-isométrie nous permet donc de faire une affirmation très précise :

si G est presque isométrique à G′, ils sont similairement séparables. Par extension, si G est le

graphe de connectivité d’un code C, on peut obtenir des bornes sur C à partir de la structure

de G′.

Nous allons utiliser précisément cette méthode afin de prouver des bornes sur les codes

que l’on peut presque-isométriquement plonger dans E
D et H

D.

Lemme 61. Soit un graphe G κ-presque-isométrique à

1. E
D, alors G est O(r(D−1)/D)-séparable

2. H
2, alors G est O(log(r))-séparable

3. H
D≥3, alors G est O(r(D−2)/(D−1))-séparable.

Démonstration. Tous ces résultats peuvent être trouvés dans [BST11].

On peut alors instantanément vérifier le résultat suivant.

Corollaire 62. Soit C un code quantique dont le graphe de connectivité est κ-presque-

isométrique à E
D, alors

1. d ∈ O(n(D−1)/D)

2. kd2/D ∈ O(n)

On remarque alors que, même si on retrouve exactement BT, la borne BPT est plus

stricte que la notre. Ceci s’explique par le fait que notre lemme 55 n’utilise pas d’information

sur la bordure des régions V•. Dans l’espace Euclidien, on peut utiliser la capacité à créer des

régions A avec une bordure |∂A| ∼
√

|A|. Seulement le séparateur n’est pas une information

suffisante pour garantir une telle chose. Notre méthode dans le cas Euclidien revient à

appliquer l’argument de BPT mais en se limitant à des carrés de taille d, plutôt que d2.

Cela peut paraître décevant, cependant en sacrifiant cette étroitesse, on gagne en

généralité : certains espaces satisfont |∂A| ∼ |A|. Dans ces cas, aucune région n’a de petite

bordure, et le lemme d’expansion devient alors inutile : le mieux que l’on puisse faire ce sont

des régions de taille d.
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C’est dans ce contexte que nous allons nous tourner vers le cas des codes dans l’espace

hyperbolique. Cette étude est motivée par un certain intérêt pour ces codes dans cet espace

[BT16, LL17, GL14, Has13]. De plus l’existence d’une telle généralisation de BPT est citée

comme un problème ouvert dans un récent résumé du domaine [BE21].

L’étude de l’espace hyperbolique est simplifiée exactement du fait qu’il satisfait |∂A| ∼ |A|
dans la limite où |A| → ∞ : on s’attend exactement à ce que notre méthode soit très efficace,

puisque le lemme d’expansion sera inapplicable. En appliquant 51, et 56, on conclut que

Corollaire 63. Soit C un code quantique dont le graphe de connectivité est κ-presque-

isométrique à

1. H
2, alors d ∈ O(log(n)), et k d2

log(d)2
∈ O(n)

2. H
D≥3, alors d ∈ O(n(D−2)/(D−1)), et kd2/(D−1) ∈ O(n)

Une conclusion surprenante est que l’espace hyperbolique semble moins efficace que

l’espace euclidien à conserver l’information : le compromis entre k et d est le même, mais la

borne sur d est pire. En effet, la borne sur les codes hyperboliques en dimension D est la

même que celle des codes Euclidiens en dimension D − 1. On rappelle cependant que ni la

borne BT, ni la borne BPT n’ont été prouvées être strictes en dimension D ≥ 3 7.

Afin d’explorer l’utilité du séparateur, on peut pousser nos investigations encore plus

loin. Les codes quantiques définis dans un espace hyperbolique sont en réalité souvent définis,

non pas sur H
D, mais sur une variété H

D/Γ, avec Γ un sous-groupe de Isom(HD), le groupe

d’isométries de H
D. Dans le cas des codes topologiques par exemple, ceux-ci sont définis

sur une surface de genre g 8. On peut alors se poser la question suivante : est-ce que notre

méthode est applicable à ceux-ci ? En d’autres termes, est-il possible de faire mieux que les

codes topologiques de genre g ?

Pour répondre à cette question, on peut utiliser un fameux résultat de la théorie des

graphes [GHT84], qui nous permet en effet de borner la taille de séparateurs sur de tels

graphes. Ce résultat se concentre en particulier sur les graphes planaire : ce sont des graphes

que l’on peut dessiner sur une surface, telle qu’aucune arête ne se croise.

Lemme 64. Soit G = (V,E) un graphe, et η : V → S un plongement dans une surface S de

genre g. Si le plongement n’induit aucun croisement entre les arêtes, alors G est s-séparable

7. Il existe cependant deux codes candidats pour saturer la borne en dimension 3, les codes XYZ [LAV20],
et les codes fractaux [Haa11]

8. Toutes les surfaces compactes riemanniennes de genre g ≥ 2 sont homéomorphes à un quotient H
2/Γ

[dSGB16]



60

avec

s ∈ O(
√
gn)

Corollaire 65. Soit C un code quantique dont le graphe de connectivité est planaire sur une

surface de genre g, alors

1. d ∈ O(
√
ng)

2. kd ∈ O(ng)

Remarque : Ce résultat suggère qu’à genre constant, les codes topologiques saturent la

borne sur la distance [Del13]. Si l’on suppose l’existence de bons codes – k ∈ Θ(n), d ∈ Θ(n)

– dont le degré est borné, ce résultat est optimal. En effet, tout graphe peut être dessiné de

manière planaire sur une surface de genre g ≤ |E| ∈ O(n) pour un graphe de degré borné.

3.4 Épilogue : limites expérimentales à l’implémentation de

bons codes quantiques

Jusqu’à présent, nous avons utilisé notre formalisme comme un outil simple et malléable

nous permettant de dériver aisément des bornes sur les codes quantiques. Cette approche

nous a permis de répondre à la question suivante : « Pour une architecture A, quel est le

meilleur code qu’il est possible d’implémenter ?».

Cependant il est tout aussi instructif de répondre à la question réciproque : « Pour un

code C, quel est son coût expérimental minimal ?». Afin de fixer une notion de «coût» plus

précisément, nous nous concentrerons sur la question suivante :

Afin d’obtenir un code quantique dont la distance satisfait d ∈ Ω(nc), pour

une constante c ≤ 1, combien d’interactions à longue distance entre les qubits

devrons-nous implémenter ?

Afin de former une intuition sur les résultats que nous obtiendrons plus tard, on peut

se demander à quel point il est difficile de dépasser les limitations d’un code local. Plus

précisément, partons d’un code local, et ajoutons un faible nombre σ d’interactions à longue

portée. On peut espérer que cet ajout brise les limitations géométriques et soit suffisant

pour significativement améliorer notre code. Il n’en est rien, comme le montre le prochain

corollaire.
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Corollaire 66. Soit un code C dont le graphe de connectivité est s-séparable. On définit

un code C′ en ajoutant une quantité σ d’interactions (longues ou courtes). Le graphe de

connectivité de C′ est alors s′-séparable, avec s′(r) ≤ s(r) + 2σ. On a alors d ∈ O(s(n) + σ)

et k ≤ Sd ◦Sd(n) + 2σ.

Démonstration. Soit G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) les graphes de connectivité de C et C′, et

Eσ les interactions que l’on a rajoutées. On note que si S est un séparateur de G, il peut être

étendu à un séparateur de G′ en considérant S ∪Vσ, avec Vσ ⊂ V les sommets impliqués dans

les arêtes Eσ. Chaque arête implique au plus deux sommets, on a donc |Vσ| ≤ 2|Eσ| = 2σ.

Ceci nous donne la borne sur le séparateur et la distance. On peut également noter que

dans la mécanique de séparation donnant la borne sur k à partir de Sd(n), il suffit d’ajouter

Vσ à C pour obtenir la tripartition A,B,C désirée, avec A,B corrigibles. On obtient donc

k ≤ |C|+ |Vσ| ≤ Sd ◦Sd(n) + 2σ.

De manière équivalente, il n’est pas possible de briser les limites de la localité avec un

petit nombre d’interactions. Par exemple, un graphe local en 2D a une distance bornée

par n
1

2 , alors pour améliorer sa distance à nc, avec c > 1
2 , il faut ajouter, au minimum, nc

interactions. Similairement pour améliorer un code avec un petit k.

Ce corollaire nous donne de l’information sur le nombre d’interactions que l’on doit

rajouter, mais nous donne peu d’information sur la taille de celles-ci. Pour combler ce

manque, il est possible d’invoquer les outils de la théorie du plongement de métrique 9.

Malheureusement, une description complète de ces outils étant hors du domaine de cette

maîtrise, nous nous limiterons à une description informelle d’un des résultats qu’il est possible

d’obtenir.

Imaginons que nous ayons un code quantique avec une distance linéaire d ∈ Θ(n),

et que nous souhaitions plonger ce code dans une architecture d’ordinateur quantique.

De plus, on suppose que ce plongement respecte une distance minimale entre les qubits :

||η(q)−η(q′)|| ≥ θ, θ ∈ R
+. Entre autres choses, ceci nous garantit par exemple que la densité

de qubit ne diverge pas à un point de l’espace. Il est alors possible de prouver que pour tout

espace Euclidien de dimension D, les interactions entre qubits devront en moyenne être de

taille Θ(n1/D).

Autrement dit, pour implémenter C sur un réseau de dimension fixe, un nombre significatif

d’interactions contrôlées sur les qubits devront couvrir le réseau entier. Ce résultat témoigne

de la fragilité de l’information quantique, qui est en profond contraste avec l’information

9. Metric embedding theory
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classique. Dans le cas de cette dernière, il est possible d’implémenter un code avec une

distance linéaire 10, tel que le système peut être implémenté en 1D avec uniquement des

interactions locales.

Ce résultat est similaire à BT, en ce qu’il se concerne strictement avec la distance. Une

avenue de recherche pourrait alors être d’obtenir un résultat similaire a BPT : peut-on

trouver un compromis entre k et d en termes de la longueur des interactions dans un système

quantique 11 ?

10. Le code de répétition.
11. On peut contraster par exemple le code de surface [Kit03] : [n,O(1),Θ(

√
n)] utilisant uniquement des

interactions locales, et le code de produit d’hypergraphe [TZ14] : [n,Θ(n),Θ(
√
n)] qui requiert un grand

nombre d’interactions non-locales.



Conclusion

Dans ce travail nous avons décrit des notions élémentaires de correction d’erreur quantique.

Nous nous sommes notamment concentrés sur la distance d, qui capture le nombre de qubits

qu’il faut affecter avant de corrompre l’information. Nous avons également décrit la dimension

k, qui représente le nombre de qubits logiques protégés par un code quantique. Puis nous

avons décrit comment une notion de géométrie émerge naturellement dans un code quantique,

et comment une telle géométrie peut limiter les paramètres k et d d’un code à travers les

bornes BT et BPT.

Ensuite nous avons formalisé cette notion de géométrie d’un code à travers le graphe de

connectivité. Dans le cas des codes dont le graphe de connectivité a un degré borné, cette

approche nous a permis de prouver les résultats suivants :

1. La distance d’un code est bornée par la largeur d’arbre de son graphe de connectivité.

2. Il existe un compromis entre k et d dans le cas d’un graphe s-séparable.

Ces résultats nous permettent d’affirmer qu’il est impossible d’améliorer un code significativement

en ajoutant un petit nombre d’interactions entre les qubits.

En utilisant des résultats connus concernant la séparabilité des graphes, il nous a été

possible d’étendre les bornes BT et BPT. Alors que celles-ci s’appliquent aux codes locaux

dans l’espace euclidien E
D à D dimensions, nous avons pu prouver des bornes concernant les

codes locaux dans l’espace hyperbolique H
D à D dimensions. Ces bornes s’appuient sur des

résultats connus quant aux séparateurs dans l’espace hyperbolique. De même, nous obtenons

des bornes pour les codes dont le graphe de connectivité est planaire sur une surface de genre

g.

Finalement, notre approche nous permet de souligner la difficulté d’implémenter des

codes avec une distance linéaire dans l’espace euclidien à D dimensions. En effet, dans ce cas

la portée moyenne des interactions contrôlées entre les qubits est Θ(n1/D).
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