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Sommaire

L’objectif de cet ouvrage est de déterminer les propriétés optiques des semi-métaux
de Weyl de façon à aider la détermination d’applications technologiques.

Les semi-métaux de Weyl sont des matériaux topologiques qui présentent des
points autour desquels la structure de bande est linéaire. Ces points apparaissent
en paires nommées noeuds de Weyl et sont responsables de plusieurs propriétés
électroniques étonnantes. De façon à mieux comprendre l’impact de ces propriétés sur
l’optique, cet ouvrage couvre certaines étapes nécessaires à l’étude de l’angle de Kerr
(angle décrivant la capacité du solide à modifier l’orientation de la polarisation dans
la lumière réfléchie).

La première étape est de présenter un modèle simple pouvant encapsuler les
caractéristiques d’un semi-métal de Weyl. Le modèle du continuum est alors employé
pour fournir les états propres du système. Les états propres avec et sans champ magné-
tique externe appliqué sont alors obtenus et permettent de caractériser l’interaction
avec la lumière.

En effet, la seconde étape est d’obtenir l’expression de la conductivité. Seul un
survol rapide des étapes sera présenté puisque d’autres ouvrages couvrent déjà ces
calculs. Une fois l’expression de la conductivité déterminée, il convient alors d’évaluer
l’interaction entre la lumière et les charges dans le solide.

Pour arriver à cette fin, la troisième étape est de résoudre les équations de
Maxwell et les équations de frontière. Cependant, il sera alors question d’inclure les
termes d’axion. La présence de ces termes nécessite d’introduire une nouvelle façon
de résoudre les équations de Maxwell qui sera alors présentée.

Finalement, une analyse de l’effet de ces termes sera présentée. Dans cette
analyse, certaines caractéristiques innovantes seront mises en évidence. Parmi celles-
ci, sera notablement avancée une possible triréfringence, une technique expérimentale
pour déterminer la valeur des termes d’axion et un moyen de contrôler la polarisation
de la lumière de façon flexible.
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Introduction

État de la recherche

Les semi-métaux de Weyl sont une classe de matériaux topologiques ayant attiré

beaucoup d’attention dans les dernières années grâce à leurs propriétés électroniques

uniques. En effet, ces matériaux possèdent une structure de bande topologiquement

non triviale. En certains points, les bandes de conduction et de valence se croisent.

Ces points, nommés noeuds de Weyl, possèdent une dispersion linéaire et supportent

l’existence de particules se comportant comme des fermions de Weyl.

Les fermions de Weyl sont des particules de masse nulle possédant une chiralité

définie. L’existence de ces particules a été prédite par le physicien allemand Weyl

qui, en 1929, a introduit cette particule comme solution à l’équation de Dirac [1].

Dans la dernière décennie, on note un surcroit d’intérêt pour cette particule. C’est

effectivement en 2015 que le TaAs a été confirmé expérimentalement comme étant un

semi-métal de Weyl [2]. Depuis, plusieurs autres semi-métaux ont été confirmés [3-5].

Le caractère topologique de ces matériaux est associé à plusieurs caractéristiques

propres à cette branche des mathématiques. Pour commencer, les noeuds de Weyl

sont sources ou drains de la courbure de Berry [6]. La chiralité des noeuds permet

de définir si les noeuds sont des sources ou des drains. La valeur de la chiralité d’un

noeud peut être un entier quelconque. Cependant, la chiralité totale dans le solide

se doit d’être nulle [7]. Ainsi, les noeuds apparaissent toujours en paires de chiralité

opposée. Cela peut être plus facilement compris en considérant un noeud de Dirac.

En brisant une symétrie en présence d’un noeud de Dirac, il est possible de lever la

dégénérescence associée à cette symétrie. Cela entraine un dédoublement du noeud

1
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Objectifs

La première étape pour obtenir des applications technologiques est de caractériser

les semi-métaux de Weyl. Plusieurs techniques peuvent être utilisées pour caracté-

riser les solides. Les plus courantes sont l’ARPES et les mesures de la conductivité.

Cependant, ces techniques sont contraintes par des limitations [15, 16]. Il est alors

pertinent de considérer des techniques expérimentales alternatives à celles-ci.

L’une de ces techniques est l’ellipsométrie. L’ellipsométrie consiste en l’analyse du

champ électromagnétique en interaction avec le solide. Plus précisément, une onde

électromagnétique, avec une polarisation déterminée, est envoyée sur un solide. Une

différence entre la polarisation de l’onde réfléchie et l’onde incidente se nomme l’effet

Kerr [17]. L’objectif de cet ouvrage est de décrire cet effet pour le cas des semi-métaux

de Weyl. Tel que cela sera montré plus tard, l’interaction du champ électromagné-

tique avec les semi-métaux de Weyl nécessite de considérer les termes d’axion. Ces

termes seront introduits dans cet ouvrage et modifie considérablement l’effet Kerr.

Malheureusement, la compréhension de l’ellipsométrie est encore fragmentaire dans

la littérature pour le cas des semi-métaux de Weyl. Cet ouvrage entame le travail

nécessaire pour remédier à cette situation.

La première étape pour étudier les semi-métaux de Weyl est de définir un mo-

dèle décrivant ceux-ci. Un modèle simple supposant une dispersion linéaire sera

présenté avec les limitations de celui-ci. Par la suite, un rapide survol du calcul de la

conductivité permet d’achever la caractérisation des semi-métaux de Weyl. L’étape

suivante est de résoudre les équations de Maxwell avec les termes d’axion. Il sera

alors nécessaire d’introduire une nouvelle façon de résoudre les équations. Par la suite,

les équations de frontière seront résolues et enfin des résultats seront présentés. En

particulier, une analyse de l’information contenue dans cet effet sera menée. De plus,

certaines nouvelles propriétés étonnantes de l’effet Kerr seront exposées. Finalement,

de possibles applications technologiques seront présentées.

Cet ouvrage tente de trouver une solution générale aux équations de Maxwell

avec les termes d’axion. En effet, dans la littérature, seules certaines configurations

bien précises ont été résolues et, dans presque tous les cas, la séparation en énergie

des noeuds de Weyl est supposé nulle [18-20]. Ainsi, il est pertinent de trouver
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une solution qui implique aussi peu de contraintes que possible sur la validité des

solutions. L’identification de phénomènes nouveaux associés à ces solutions sera aussi

primordiale à la détermination de futures applications technologiques. Le travail

effectué afin d’accomplir cet objectif a permis la publication de deux articles. Le

premier étudie le champ électrique réfléchi et l’effet des paramètres topologiques sur

celui-ci dans différentes configurations [21]. Le second présente une étude similaire,

mais pour le champ électrique transmis [22].



Chapitre 1

Théorie

1.1 Caractérisation du système

La première étape pour comprendre le système est de définir un modèle pouvant

raisonnablement décrire celui-ci. Ensuite, la recherche des énergies et états propres

du système permet de définir sa structure de bande. À l’aide de la structure de bande,

nous pourrons alors débuter l’analyse du comportement du système. Finalement, nous

discuterons du régime de validité des développements faits.

1.1.1 Équations de Weyl et semi-métaux de Weyl

Dans le modèle standard, l’un des fermions de spin demi-entier est le fermion

de Weyl. Le fermion de Weyl est décrit par deux équations, σµ∂µψ= 0 et σµ∂µψ= 0

[1] avec les σi les matrices de Pauli et σ0 la matrice identité. Afin de comprendre

pourquoi on apparente certains solides aux équations de Weyl, il est pertinent de

comprendre certaines propriétés des équations de Weyl.

5
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Dispersion d’un fermion de Weyl

De façon à permettre la comparaison entre un fermion de Weyl et un semi-

métal de Weyl, nous allons commencer par obtenir la dispersion d’un fermion de

Weyl. On note que les équations de Weyl peuvent être écrites de la façon suivante

iħ ∂
∂t
ψ=−iχħc∇ · σ⃗ψ avec χ ∈ {+,−}, la chiralité, et c, la vitesse de la lumière. Cela

correspond à l’hamiltonien H =−iχħc∇ · σ⃗.

Pour débuter la recherche des fonctions propres, on écrit l’équation à résoudre

dans l’espace réciproque en posant ψk⃗,ω(⃗r, t)∝ ei(⃗k ·⃗r−ωt)ψ̃χ(⃗k,ω).

iħ ∂

∂t
ψ(⃗r, t)=−iχħc∇ · σ⃗ψχ(⃗r, t) (1.1)

ei(⃗k ·⃗r−ωt)
[

ħω−χħc⃗k · σ⃗
]

ψ̃χ(⃗k,ω)= 0 ∀⃗r, t (1.2)
[

ħωσ0 −χħc⃗k · σ⃗
]

ψ̃(⃗k,ω)= 0 (1.3)

On utilise l’analyse fait en annexe A. On trouve alors que les énergies propres

sont données par E = ħω = sħck avec s2 = 1 et les états propres sont ψ
χ,s,⃗k(⃗r, t) =

ei(⃗k· r⃗−sckt)
p

V

[

ẑ+χk̂
]

· σ⃗
p

2
p

1+χk̂· ẑ
|s〉 avec |s〉 ∈

{(

1

0

)

,

(

0

1

)}

.

On note qu’une forme alternative et plus conventionnelle pour les états normalisés

est d’introduire θk⃗ et φk⃗, les coordonnées sphériques du vecteur k⃗, de façon à écrire

ψ̃χ(⃗k,ω)=





cos
(

θk⃗
2

)

sin
(

θk⃗
2

)

eiφk⃗



 lorsque s = χ et ψ̃χ(⃗k,ω)=





−sin
(

θk⃗
2

)

e−iφk⃗

cos
(

θk⃗
2

)



 lorsque s =−χ.

Puisque la valeur de χ ne change pas les énergies propres, celles-ci sont dégénérées

et indépendantes de la chiralité considérée. De plus, comme montré sur la figure 1.1,

les dispersions sont linéaires et se croisent. Les dispersions sont distinguées par la

valeur de l’indice s avec s = 1 pour la dispersion supérieure et s =−1 pour la dispersion

inférieure.

Structure de bande d’un semi-métal de Weyl

La structure de bande des semi-métaux de Weyl est très particulière en certains

points. En effet, comme on peut le voir sur la figure 1.2, il existe des points, dans la
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structure de bande, semblables aux fermions de Weyl. Ces points, nommés noeuds de

Weyl, doivent toujours apparaître en paires. C’est le théorème de Nielsen-Ninomiya

qui impose que, pour chacune des paires, l’un des noeuds doit être de chiralité positive

tandis que l’autre doit être de chiralité négative [7]. De plus, les centres des noeuds

sont séparés d’une énergie 2ħb0 et d’un vecteur d’onde 2⃗b. Nous verrons plus tard

que chacune de ces séparations brise l’une des symétries du système.

Malgré le fait que les noeuds de Weyl puissent être inclinés, nous allons commen-

cer notre analyse du système en supposant que l’inclinaison des noeuds est nulle.

Nous discuterons brièvement des cas où l’inclinaison est non nulle plus tard.

L’ensemble de ces faits nous permet de faire le parallèle avec la structure de bande

des semi-métaux de Weyl. En effet, comme les fermions de Weyl, la structure de bande

du solide présenté est linéaire et sans interruption. Cependant, pour construire un

hamiltonien simple pouvant décrire le comportement du solide autour de ces points, il

nous faut ajouter une séparation entre les noeuds.

Considérons maintenant l’utilisation de l’hamiltonien des fermions de Weyl. Pour

introduire une séparation en énergie, nous allons ajouter un terme χτħb0τσ0 à l’éner-

gie et, pour introduire une séparation dans l’espace réciproque, nous allons ajouter un

terme χτb⃗τ aux vecteurs d’onde. Ces translations permettent de séparer une paire

de noeuds par un vecteur d’onde 2⃗b et une énergie 2ħb0 sans avoir à redéfinir les

paramètres topologiques (⃗b et b0) à l’intérieur d’une paire de noeuds. Ainsi, dans

l’espace réciproque, notre modèle prend la forme

Hτ = χτħ
[

v f

(

k⃗−χτb⃗τ

)

· σ⃗+b0τσ0

]

. (1.4)

Nous avons introduit un indice τ qui dénote le noeud considéré. L’introduction de

cet indice permettra d’ajuster le modèle en utilisant les χ, b⃗, b0 et v f appropriés pour

le noeud considéré. Ainsi, l’hamiltonien est maintenant distinct pour chaque noeud.

De la même façon que précédemment, les états propres et les énergies propres
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propres précédents sont aussi les états propres de ce terme. On voit alors que l’ajout

de ce terme modifie l’énergie en ajoutant χτħv f k⃗′ ·⃗tτ. Comme on le voit sur la figure

1.4, ce terme a incliné les noeuds dans la direction χτ⃗tτ et a modifié les vitesses des

noeuds.

Cependant, il faut noter que la détermination de la nouvelle énergie est simple

seulement si les états propres de l’hamiltonien sont aussi états propres du terme

ajouté. Cette condition n’est plus respectée lorsqu’un champ magnétique est ajouté.

Il est alors nécessaire d’utiliser d’autres méthodes [24-26]. Cependant, par souci de

simplicité, l’inclinaison sera prise comme nulle pour la suite.

1.1.2 Ajout du champ magnétique pour le cas sans inclinaison

Pour ajouter un champ électromagnétique statique et uniforme au modèle, il faut

effectuer la substitution Peierls [27] (qui s’apparente au couplage minimal présenté

dans le modèle standard) ∂µ → ∂µ+ ieAµ. Par souci de simplicité, on suppose l’absence

de potentiel électrique A0 =Φ= 0.

Hτ = χτħ
[

v f

(

k⃗−χτb⃗τ+
e

ħ
A⃗(⃗r)

)

· σ⃗+b0τσ0

]

(1.8)

Tel que vu plus haut, on peut poser ψ(⃗r, t) = eiχτ (⃗bτ ·⃗r−b0τt)ψ′(⃗r, t) pour débuter

la détermination des états propres. Il ne faut pas oublier que cela équivaut à une

translation du vecteur d’onde k⃗ et du décalage de la pulsation ω.

χτħv f

[

k⃗+ e

ħ
A⃗(⃗r)

]

· σ⃗ψ′(⃗r, t)= E′ψ′(⃗r, t) (1.9)

Cette transformation permet d’obtenir un nouvel hamiltonien effectif qui dépend

de τ seulement par l’intermédiaire du paramètre χ. On constate alors qu’il n’est plus

nécessaire de résoudre l’hamiltonien de chacun des noeuds à condition de résoudre

cet hamiltonien effectif.

On choisit maintenant de définir un système de coordonnées tel que ẑ ∥ B⃗. Ceci

ne retire rien à la généralité du problème et permet de simplifier la recherche de

solutions. On note qu’un simple changement de base permet de passer de ce système
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d’axes à un autre système. Ceci sera fait plus tard pour généraliser les résultats.

On utilise la jauge de Landau A⃗ = Bxŷ, on pose ψ′(⃗r, t) = e−iωtφ(⃗r) avec E = ħω et

lB =
√

ħ
eB

. L’équation à résoudre est alors plus simple.

χτħv f

[

k⃗+ x

l2
B

ŷ

]

· σ⃗φ(⃗r)= E′φ(⃗r) (1.10)

En introduisant les niveaux de Landau, les états propres et les énergies propres

sont finalement obtenus.

ψτ,sn,ky,kz
(⃗r, t)= eiχτ (⃗bτ ·⃗r−b0τt)e−iE′

sn,χτ (lBkz)t/ħ ei(ky y+kz z)

√

L yLz

〈

x

lB

+ lBky

∣

∣

∣

∣

ηsχτn(kz)
〉

(1.11)

∣

∣ηSn(kz)
〉

=







































0

|0〉



 si n = 0

1p
2





−isχτ f
(

sχτ
lBkzp

2n

)

|n−1〉

f
(

−sχτ
lBkzp

2n

)

|n〉



 sinon

(1.12)

f (x)=
√

1+ x
p

1+ x2
(1.13)

〈x|n〉 = (−1)n
(

2nn!
p
π
)−1/2

e
x2
2

dn

dxn
e−x2

(1.14)

E′
sn,χ(lBkz)=







−χτ
ħv f

lB
lBkz si n = 0

s
ħv f

lB

√

(lBkz)2 +2n sinon
(1.15)

Les états propres de l’oscillateur harmonique quantique en une dimension sont notés

|n〉 avec n ∈N et la représentation en position est donnée par l’éq. (1.14).

Comme on le voit sur la figure 1.5, l’introduction du champ magnétique a produit

des niveaux de Landau positifs et négatifs. L’ensemble des dispersions ne sont plus

linéaires contrairement à ce que nous avions auparavant sauf pour un niveau appelé

le niveau chiral. Ce niveau très particulier puisqu’il disperse seulement dans une

direction.

Aussi, puisque l’énergie ne dépend pas de ky, on voit que celles-ci sont dégénérées.

Le degré de dégénérescence gky
associé à ky est trouvé en prenant 0≤ l2

B
ky ≤ Lx. Nous
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la façon suivante ∇→∇− iχτb⃗τ et ∂t → ∂t + iχτb0τ. Il est alors évident que cette

phase s’apparente à une transformation de jauge et au couplage minimal décrivant

l’interaction entre les charges et les champs électromagnétiques.

De fait, il est possible de considérer l’effet de ces phases dans les équations de

Maxwell en ajoutant les termes d’axion. Il n’est alors plus nécessaire de considérer la

phase associée aux termes topologiques dans les états propres. L’expression exacte

des termes d’axion est donnée dans la section sur les équations de Maxwell [28-31].

1.1.4 Validité du modèle

Il est maintenant temps de parler des limitations du modèle employé.

Limitation des vecteurs d’ondes

Parmi les limitations, l’une des plus évidentes est probablement que nous ne consi-

dérons que des termes linéaires. Tel qu’on le voit sur la figure 1.2, il est raisonnable

de penser que les termes linéaires en k⃗ sont plus importants que les termes d’ordres

supérieurs. Cependant, lorsqu’on s’éloigne suffisamment du centre des noeuds, notre

structure de bande ne représente plus de façon fidèle un semi-métal de Weyl.

Une autre limitation d’importance est le fait que le modèle ne considère pas la

connexion entre les noeuds. Pourtant, la figure 1.2 montre qu’il est évident que les

noeuds sont devraient être connectés. Heureusement, l’endroit où la connexion entre

les noeuds doit être considérée est hors de la zone de validité dont nous avons discuté

au point précédent. Ainsi, la solution à ce problème est la même que la solution au

problème précédent, on emploit une coupure UV.

L’application d’une coupure sur les bornes lors des intégrations sur les compo-

santes des vecteurs d’onde permet de ne pas considérer ces régions éloignées. Cela

correspond à la prescription
∫∞
−∞dki →

∫kc

−kc
dki où kc est une valeur de coupure des

vecteurs d’onde.
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Limitation de la connection des noeuds

La prochaine limitation est associée au fait que notre modèle ne garantit pas

l’orthogonalité des états entre les noeuds.

〈

ψsn,ky,kz,τ

∣

∣

∣ψs′n′,k′
y,k′

z,τ′

〉

̸= δτ,τ′δsn,s′n′δky,k′
y
δkz,k′

z
(1.18)

Puisqu’il n’est pas raisonnable que les états d’un noeud puissent correspondre aux

états d’un autre noeud, nous allons supposer que les noeuds n’interagissent pas en

ajoutant artificiellement un terme aux produits scalaires.

〈

ψsn,ky,kz,τ

∣

∣

∣ψs′n′,k′
y,k′

z,τ′

〉

→ δτ,τ′
〈

ψsn,ky,kz,τ

∣

∣

∣ψs′n′,k′
y,k′

z,τ

〉

(1.19)

Limitation sur le calcul de la densité électronique

Une autre limitation d’importance est le fait que notre modèle décrit un système

avec un nombre d’électrons infini. Pour voir cela, on donne l’équation de la densité

d’états avec et sans champ magnétique.

Pour le cas sans champ magnétique, la densité d’états est donnée par

g(ϵ̃)=

[ħv f

a

]−1

2π2a3 ϵ̃2 (1.20)

avec ϵ= ħv f

a
ϵ̃ où ϵ est l’énergie dont on veut la densité d’états et a est une longueur

quelconque. La densité d’état est alors proportionnel au carré de l’énergie.

Alors que pour le cas avec un champ magnétique, la densité d’états est donnée par

g(ϵ̃)=

[ħv f

lB

]−1

(2π)2l3
B






1+2

⌊ ϵ̃22 ⌋
∑

n=1

ϵ̃
p
ϵ̃2 −2n






(1.21)

avec ϵ = ħv f

lB
ϵ̃ où ϵ est l’énergie dont on veut la densité d’états et ⌊⌋ est la fonction

plancher.

La densité d’électrons d’un noeud, à température nulle, est alors donnée par la

formule ne =
∫∞
−∞ g(ϵ)Θ(E f −ϵ)dϵ= neA+neR avec neA =

∫0
−∞ g(ϵ)dϵ et neR =

∫E f

0 g(ϵ)dϵ.
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La densité électronique est séparée en deux composantes, neA la densité si le niveau

de Fermi était au point de Dirac et neR la différence de densité due à la position du

niveau de Fermi relativement au point Dirac. Ainsi, neR est la densité électronique de

dopage. Un rapide calcul permet de vérifier que neA =∞ selon notre modèle. De façon

évidente, cela ne peut être physiquement acceptable.

Pour régler ce problème, nous rappelons que la densité d’états obtenue de notre

modèle n’est valide que près du centre des noeuds. Ainsi, la formulation utilisée pour

décrire neR est raisonnable, mais pas celle utilisée pour neA. Nous allons maintenant

poser neA comme étant une constante associée à la structure de bande du solide.

Limitation sur les niveaux de Landau

Lorsqu’un champ magnétique est appliqué, les niveaux de Landau devraient être

affectés par les termes non linéaires de l’hamiltonien. Ainsi, puisque les niveaux de

Landau plus élevés sont fortement affectés par l’approximation linéaire, on limite

les valeurs que n peut prendre à une valeur maximale nmax au-delà de laquelle on

suppose notre modèle insuffisant pour décrire la dynamique du système.

Nous n’avons pas considéré l’effet des autres bandes de la structure de bande

sur notre analyse. Les niveaux de Landau devraient être affectés par la présence

des autres bandes. Plus on considère des niveaux de Landau élevés, plus ceux-ci

dévient des niveaux tels qu’ils seraient dans le solide. Cela fournit un argument

supplémentaire pour limiter le nombre de niveaux considérés.

En l’absence de champ magnétique, l’effet des autres bandes est déjà inclus dans

la structure de bande. Puisqu’aucun niveau n’est ajouté dans ce cas, la présence des

autres bandes n’a aucun effet sur la validité de notre modèle.

Anisotropie

Nous n’avons pas considéré la possibilité que le semi-métal soit anisotrope. L’inclu-

sion de l’anisotropie dans l’hamiltonien peut être fait en effectuant le remplacement

v f k⃗ → ←→
V · k⃗ avec

←→
V une matrice contenant les vitesses de Fermi des différentes

directions.
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Heureusement, rien n’interdit d’effectuer le même remplacement dans nos états

propres et énergies propres. Ainsi, notre modèle et nos développements peuvent tout

de même décrire des semi-métaux anisotropes.

De plus, on pourrait traiter le cas où les vitesses de Fermi ne sont pas les mêmes

pour les différents noeuds en effectuant le changement v f → v f τ ou
←→
V →←→

V τ. Il faut

cependant garder à l’esprit que si le système préserve certaines symétries, il peut y

avoir des contraintes sur les valeurs que les différentes vitesses peuvent prendre.

Réseau

Nous n’avons pas considéré le fait que, dans un solide, c’est la présence du réseau

qui donne naissance aux noeuds de Weyl. Ainsi, les noeuds doivent être contenus dans

la zone de Brillouin et cela implique des contraintes sur les valeurs que les b⃗τ peuvent

prendre. On note aussi que les symétries du réseau peuvent impliquer des contraintes

sur les endroits où les paires de noeuds peuvent être situées.

Domaine de validité

Finalement, l’ensemble des contraintes dont nous avons discuté permet d’établir

le domaine de validité de notre modèle.

En effet, puisque notre modèle ne peut être valide que si on respecte les conditions

mentionnées plus haut, on trouve que seuls certains semi-métaux de Weyl peuvent être

décrits par celui-ci. De plus, il sera possible d’explorer les effets des paramètres pour

la conductivité. Il faut cependant garder à l’esprit que la conductivité alors obtenue

ne peut être associée à un semi-métal de Weyl que si les paramètres respectent les

contraintes mentionnées.

1.1.5 Conductivité

Par souci de simplicité, et parce que ce n’est pas l’objectif de ce document, seules

les transitions électroniques entre différentes bandes seront discutées. La conductivité

calculée en considérant seulement ces contributions se nomme la conductivité inter-

bandes. Dans la section présentant les résultats, la contribution associée au désordre
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et aux transitions à l’intérieur d’une même bande (le terme intra-bande) sera tout de

même incluse.

La première étape pour obtenir la conductivité est d’avoir une expression pour

l’opérateur courant. Puisque le potentiel vecteur est la quantité conjuguée au cou-

rant de charges libres, on peut écrire j⃗=−
(

δH

δA⃗

)

A⃗→0
. On obtient une expression pour

l’opérateur densité de courant en utilisant cette définition et l’éq. (1.8).

j⃗τ =−χτev f σ⃗ (1.22)

Cette définition permet d’écrire l’opérateur du courant total de charges libres en

seconde quantification.

J⃗τ

(

q⃗= 0⃗
)

=
∫

Ψ(⃗r)²⃗jτΨ(⃗r)d3r (1.23)

La réponse linéaire en transport est donnée par la formule de Kubo [32] en

prenant q⃗= 0⃗. De façon à simplifier la notation, les multi-indices (I, I ′) sont introduits

et les indices des composantes sont a,b ∈ {x, y, z}.

χR
Ja Jb

(

0⃗,ω
)

= lim
δ→0

∑

I,I ′

〈

ψI

∣

∣Ja

(

0⃗
)

∣

∣ψI ′
〉 〈

ψI ′
∣

∣Jb

(

0⃗
)

∣

∣ψI

〉

〈

ρI

〉

−
〈

ρI ′
〉

E I ′ −E I −ħ(ω+ iδ)
(1.24)

En se limitant au cas à température nulle, on peut prendre le facteur d’occupation

de l’état I comme étant
〈

ρI

〉

=Θ(EF −E I) où Θ est la fonction de Heaviside et EF

l’énergie de Fermi. La réponse permet alors est reliée à la conductivité.

σab = i
χR

ja jb
(⃗0,ω)−δa,bχ

R
Jb Jb

(⃗0,0)

ω+ iδ
(1.25)

Pour le cas sans champ magnétique, on peut s’aider de l’égalité (⃗a · σ⃗) · σ⃗ · (⃗b · σ⃗)=
[

a⃗⊗ b⃗+ b⃗⊗ a⃗− a⃗ · b⃗1
]

· σ⃗− i⃗a× b⃗σ0 pour obtenir l’expression des composantes du cou-

rant.

J⃗τ(⃗0)=−χτev f

∑

k⃗,s′,s

[
[

ẑ+χτk̂
]

⊗
[

ẑ+χτk̂
]

1+χτk̂ · ẑ
− 1

]

·
〈

s′
∣

∣σ⃗
∣

∣s
〉

c
²
τ,s′ ,⃗k

c
τ,s,⃗k (1.26)

〈

s′
∣

∣σ⃗
∣

∣s
〉

= (x̂+ siŷ)δs′,−s + sẑδs′,s (1.27)
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Pour le cas avec champ magnétique, l’expression du courant est plus complexe et

dépend de la fonction f définie à l’éq. (1.13).

J⃗τ(⃗0)=
∑

s′n′,sn,ky,kz

I⃗s′χτn′,sχτn,ky,kz
c

²
τ,s′n′,ky,kz

cτ,sn,ky,kz
(1.28)

I⃗s′χτn′,sχτn,ky,kz

−χτevF

=ẑδn′,n

[

1−δn,0

2

(

sχτδs′,s

[

f

(

lBkzp
2n

)2

− f

(

− lBkzp
2n

)2]

−2δs′,−s f

(

lBkzp
2n

)

f

(

− lBkzp
2n

))

−δn,0

]

+ i
[

x̂− iŷ
]

δn′−1,n
s′χτ

2
f

(

s′χτ
lBkzp

2n′

)[

δn,0
p

2+ (1−δn,0) f

(

−sχτ
lBkzp

2n

)]

− i
[

x̂+ iŷ
]

δn−1,n′
sχτ

2
f

(

sχτ
lBkzp

2n

)[

δn′,0
p

2+ (1−δn′,0) f

(

−s′χτ
lBkzp

2n′

)]

(1.29)

Ces expressions sont alors insérées dans la réponse linéaire (1.24) pour ensuite

obtenir la conductivité (1.25). La suite des développements sera omise puisqu’elle

comporte beaucoup plus de mathématiques que de physique et que celle-ci a déjà

été couverte par d’autres ouvrages [14, 18, 25]. Les expressions finales pour les

conductivités sont données dans la section résultats.

1.2 Équations de Maxwell

1.2.1 Équations de Maxwell avec termes d’axion

Dans la section 1.1.3, on montre que les termes topologiques peuvent être absorbés

dans la définition de l’action couplant les charges et le champ électromagnétique.

Puisque la transformation de jauge associée ne laisse pas le jacobien de l’action

invariant et modifie la fonction de partition[29], cela implique d’ajouter les termes

d’axion dans les équations de Maxwell [28-30]. Ce phénomène est nommé l’anomalie
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chirale.

∇ ·E⃗= ρ

ϵ0
+κ∇(θ) · cB⃗ (1.30)

∇ ·B⃗= 0 (1.31)

∇× E⃗=− ∂

∂ct
cB⃗ (1.32)

∇× cB⃗= ∂

∂ct
E⃗−κ

[

∂

∂ct
(θ)cB⃗+∇(θ)× E⃗

]

+ cµ0J⃗ (1.33)

On note en particulier que κ= 2α
π

, θ = b⃗ ·⃗r−b0t où α est la constante de structure

fine, b⃗ = ∑

τ b⃗τ et b0 = ∑

τ b0τ. Ainsi, nous avons ∇θ = b⃗ et ∂
∂t
θ = −b0. Il pertinent

de remarquer que dans la cas où il n’y a qu’une paire de noeuds, on trouve alors

simplement θ = 2(⃗bτ ·⃗r−b0τt).

∇ ·D⃗/ϵ0 =
ρ f

ϵ0
+ κ⃗b · cB⃗ (1.34)

∇ ·B⃗= 0 (1.35)

∇× E⃗=− ∂

∂ct
cB⃗ (1.36)

∇× cµ0H⃗= ∂

∂ct
D⃗/ϵ0 +κ

[

b0

c
cB⃗− b⃗× E⃗

]

+ cµ0J⃗ f (1.37)

Nous prenons D⃗(⃗r, t)=
∫

d3r′
∫

dt
←→ϵ (⃗r−⃗r′, t−t′) ·E⃗(⃗r′, t′), J⃗ f (⃗r, t)=

∫

d3r′
∫

dt
←→σ (⃗r−

r⃗′, t− t′) ·E⃗(⃗r′, t′) et B⃗= µ0H⃗. Nous pouvons utiliser le théorème de convolution pour

obtenir la transformé de Fourier des deux premières expressions. Aussi, à partir de

maintenant, on note E⃗0 = E⃗(⃗q,ω) et B⃗0 = B⃗(⃗q,ω).

i⃗q ·←→ϵ r ·E⃗0 =
ρ f

ϵ0
+ κ⃗b · cB⃗0 (1.38)

q⃗ ·B⃗0 = 0 (1.39)

q⃗× E⃗0 =
ω

c
cB⃗0 (1.40)

i⃗q× cB⃗0 =−i
ω

c

←→ϵ r ·E⃗0 +κ

[

b0

c
cB⃗0 − b⃗× E⃗0

]

+ cµ0
←→σ ·E⃗0 (1.41)



21

On suppose ω ̸= 0 et on introduit q̃ = cq

ω
, b̃ = cb

ω
, b̃0 = b0

ω
et

[

b⃗
]

×
=









0 −bz by

bz 0 −bx

−by bx 0









de façon à avoir
[

b⃗
]

×
·E⃗0 = b⃗× E⃗0.

iq̃q̂ ·←→ϵ r ·E⃗0 =
c

ω

ρ f

ϵ0
+κb̃b̂ · cB⃗0 (1.42)

q̃q̂ ·B⃗0 = 0 (1.43)

q̃q̂× E⃗0 = cB⃗0 (1.44)

q̃q̂× cB⃗0 =−
[

←→ϵ r +
i
←→σ
ϵ0ω

− iκb̃
[

b̂
]

×

]

·E⃗0 − iκb̃0cB⃗0 (1.45)

Malheureusement, les équations sont maintenant trop complexes pour être ré-

solues en tentant des solutions. Il faut trouver une méthode systématique afin de

résoudre les équations de Maxwell.

On constate que le champ magnétique est entièrement défini par les éqs. (1.43) et

(1.44). On utilise alors ces équations pour écrire les éqs. (1.42) et (1.45) uniquement

en fonction de E⃗0.

iq̃q̂ ·←→ϵ r ·E⃗0 =
c

ω

ρ f

ϵ0
+κb̃b̂ ·

[

q̃q̂× E⃗0

]

(1.46)

q̃2[q̂]2
× ·E⃗0 =−

[

←→ϵ r +
i
←→σ
ϵ0ω

− iκb̃[b̂]×+ iκb̃0 q̃[q̂]×

]

·E⃗0 (1.47)

La première ligne permet d’obtenir l’équation de continuité tandis que la seconde

contient l’information pour trouver les polarisations et les dispersions de la lumière

dans le solide. Ainsi, on se concentre sur la résolution de cette seconde ligne et on

écrit celle-ci d’une façon plus compacte.

←→
M ·E⃗0 = 0⃗ avec

←→
M = q̃2[q̂]2

×+
←→ϵ r +

i
←→σ
ϵ0ω

− iκb̃[b̂]×+ iκb̃0 q̃[q̂]×. (1.48)

À ce point, il nous faut dévier du moyen généralement employé pour résoudre les

équations. En effet, l’éq. (1.48) ne se prête pas à la recherche de solutions par simple

intuition lorsque les termes d’axion ont été ajoutés aux équations de Maxwell.
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Pour débuter la résolution, on constate que l’éq. (1.48) est semblable à celle

d’un problème de valeurs et vecteurs propres. Cependant, on doit remarquer que

det
(←→
M

)

= 0 définit les dispersions q̃(ω). Une fois la valeur de q̃ fixée, le(s) vecteur(s)

propre(s) associé(s) à la valeur propre nulle de la matrice donne les polarisations E⃗0

permises.

1.2.2 Détermination des dispersions et des polarisations

Choix du système d’axes

Pour simplifier les expressions, il convient de définir un système d’axes. Il faut

cependant garder à l’esprit que nous avions déjà défini un système d’axes lorsque

nous avons choisi de poser un champ magnétique le long de l’axe ẑ.

Nous pourrions continuer de travailler dans ce système d’axes. Cependant, il est

intéressant de s’interroger sur le système simplifiant au maximum le reste de nos

démarches. On donne, ci-dessous, les choix les plus évidents.

1. Choisir un système dans lequel l’expression de [b̂]× est simple.

2. Choisir un système dans lequel l’expression de ←→ϵ r + i
←→σ
ϵ0ω

est simple.

3. Choisir un système dans lequel l’expression de [q̂]× est simple.

Puisque le terme [b̂]× apparait une seule fois dans l’expression, il semble raison-

nable de préférer un autre choix.

Le second choix pourrait sembler être celui qui simplifie au plus l’expression. En

plus de correspondre au système d’axes précédent, ce choix permet de simplifier le

terme dont l’expression est la plus complexe dans l’équation. Cependant, considérons

la forme que prend alors ce terme. Lorsque l’inclinaison est incluse, aucune composante

n’est strictement nulle [26]. Ainsi, si l’un des noeuds est incliné, définir un système

d’axes ne permet pas de rendre l’expression de ce terme plus simple. On note que dans

le cas sans inclinaison, certains termes sont nuls et il est alors pertinent de considérer

ce choix pour simplifier la situation.

De façon à rester général, nous n’allons rien supposer sur l’inclinaison et allons

utiliser le dernier choix. Pour appliquer ce choix, on prend ẑ ∥ q̂. On obtient alors
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[q̂]× =









0 −1 0

1 0 0

0 0 0









et [q̂]2
× =−









1 0 0

0 1 0

0 0 0









.

Cependant, pour le cas avec un champ magnétique externe, on doit faire le chan-

gement de base permettant de passer du système d’axes précédent vers le nouveau.

La matrice entrainant la rotation d’un angle θ autour d’un axe û est donnée par
←→
R = cosθ1+sinθ[û]×+ (1−cosθ)û⊗ û.

Pour passer de l’ancien système au nouveau, on doit envoyer l’ancien axe ẑ dans

la direction du champ magnétique B̂. L’axe de rotation doit être orthogonal à ẑ et B̂.

On prend alors u⃗= ẑ× B̂. Ensuite, on doit déterminer l’angle de la rotation à effectuer.

L’angle de rotation est défini par l’angle entre les axes ẑ et B̂.

ẑ ·B̂= cosθ
∣

∣ẑ× B̂
∣

∣= |sinθ| (1.49)

Avec les identités précédentes et quelques simplifications, on obtient l’expression de

la matrice de rotation en fonction de l’orientation du champ magnétique.

←→
R = ẑ ·B̂1+ [ẑ× B̂]×+

[ẑ× B̂]⊗ [ẑ× B̂]

1+ ẑ ·B̂
(1.50)

On vérifie assez facilement que
←→
R · ẑ= B̂. Ainsi, la matrice de rotation permet ef-

fectivement de pivoter l’ancien axe ẑ dans la direction du champ magnétique appliqué.

De plus, on donne l’expression de la matrice inverse
←→
R −1 = ẑ ·B̂1−[ẑ×B̂]×+ [ẑ×B̂]⊗[ẑ×B̂]

1+ẑ·B̂
.

Ainsi, nous pouvons obtenir l’expression de la fonction de réponse dans le choix de

base fait.
←→χ Nouveau =←→

R ·←→χ Ancien ·
←→
R −1 (1.51)

On note que si q⃗ n’avait pas été pris nul dans ←→χ Ancien(⃗q), il aurait été nécessaire

d’appliquer également le changement de base sur le vecteur.

De façon à uniformiser les développements, nous allons remplacer B̂ par ẑ dans

les équations lorsque nous traitons le cas sans champ magnétique. La matrice de

rotation est alors simplement l’identité.
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1.2.3 Réduction du problème

On prend maintenant ϵ̃i j =
[←→ϵ r + i

←→σ
ϵ0ω

]

i j
de façon à pouvoir écrire simplement l’éq.

(1.48).








ϵxx − q̃2 ϵxy + iκb̃z − iκb̃0 q̃ ϵxz − iκb̃y

ϵyx − iκb̃z + iκb̃0 q̃ ϵyy − q̃2 ϵyz + iκb̃x

ϵzx + iκb̃y ϵzy − iκb̃x ϵzz









E⃗0 = 0⃗ (1.52)

En utilisant ϵ̃ ji =−ϵ̃i j∀i ̸= j, on peut écrire l’équation de la façon suivante.









ϵ̃xx − q̃2 iZ− iκb̃0 q̃ −iY

−iZ+ iκb̃0 q̃ ϵ̃yy − q̃2 iX

iY −iX ϵ̃zz

















α

β

γ









= 0⃗ (1.53)

De façon à mettre en évidence l’apparition des termes hors diagonaux avec un

équivalent associé à b⃗, nous avons introduit X = κb̃x − iϵ̃yz, Y = κb̃y − iϵ̃zx et Z =
κb̃z − iϵ̃xy [33].

Nous pouvons distinguer les cas ϵ̃zz = 0 et ϵ̃zz ̸= 0. Le premier cas définit la relation

de dispersion du plasmon. Puisque ce cas ne se produit qu’à une fréquence précise, on

ne traite que le second cas.

Le second cas permet la réduction du problème en prenant γ = i
Xβ−Yα

ϵ̃zz
et en

utilisant la dernière ligne pour simplifier le problème.









ϵ̃xx − q̃2 − Y 2

ϵ̃zz
iZ− iκb̃0 q̃+ XY

ϵ̃zz
0

−iZ+ iκb̃0 q̃+ XY
ϵ̃zz

ϵ̃yy − q̃2 − X2

ϵ̃zz
0

i Y
ϵ̃zz

−i X
ϵ̃zz

1

















α

β

γ









= 0⃗ (1.54)

On peut écrire cette équation en utilisant les matrices de Pauli. De façon à

simplifier la notation, on introduit A = ϵ̃xx+ϵ̃yy

2 − Y 2+X2

2ϵ̃zz
et B = ϵ̃xx−ϵ̃yy

2 − Y 2−X2

2ϵ̃zz
.

[

(

A− q̃2)
1+ XY

ϵ̃zz

σx +
(

κb̃0 q̃−Z
)

σy +Bσz

]

(

α

β

)

= 0⃗ (1.55)
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1.2.4 Résolution du cas ϵ̃zz ̸= 0

Détermination des dispersions

Puisque le cas ϵ̃zz ̸= 0 est le cas le plus souvent rencontré, nous allons nous

concentrer sur celui-ci.

Égaliser le déterminant de (1.55) à zéro permet d’obtenir l’équation que doit

respecter q̃.

[

A− q̃2]2 −
[

XY

ϵ̃zz

]2

−
[

κb̃0 q̃−Z
]2 −B2 = 0 (1.56)

q̃4 − [2A+ (κb̃0)2]q̃2 +2κb̃0Zq̃+ A2 −B2 −
[

XY

ϵ̃zz

]2

−Z2 = 0 (1.57)

A2 −B2 −
[

XY

ϵ̃zz

]2

= ϵ̃xxϵ̃yy −
ϵ̃xxX2 + ϵ̃yyY 2

ϵ̃zz

(1.58)

On remarque que l’équation est simple dans certains cas.

1. Lorsque b̃0 = 0, l’équation est bicarrée et q̃2
j
= A±

√

[

XY
ϵ̃zz

]2
+Z2 +B2

2. Lorsque Z = 0, l’équation est bicarrée et q̃2
j
=

[

A+ (κb̃0)2

2

]

±
√

[

A+ (κb̃0)2
2

]2
− A2 +B2 +

[

XY
ϵ̃zz

]2

3. Lorsque B2 +
[

XY
ϵ̃zz

]2
= 0, l’équation est simple par q̃2

j
± (κb̃0)q̃ j − [A±Z]= 0

Autrement, il convient d’utiliser la méthode de Ferrari décritedans l’annexe B

pour trouver les quatres solutions de l’équation.

q̃4 + pq̃2 + sq̃+ r = 0 (1.59)

(q̃ j ±
p

x)2 =± s

4
p

x
− x− p

2
(1.60)

x =























− p+ 3p2∆1+∆0/ 3p2∆1
6 si ∆0 = 0

− p

6 si C = 0

− p+C+∆0/C
6 sinon

(1.61)

C = 3

√

∆1 +
√

∆2
1 −∆3

0 ∆0 =
p2 +12r

4
∆1 =−27

2
2p3 −72pr+27s3

216
(1.62)
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Analyse des dispersions

Avant de passer à la recherche des polarisations, on analyse la direction de

propagation des solutions. Celle-ci est donnée par sgn[Re(q̃ j)]. En excluant les deux

premiers cas simples mentionnés, rien ne semble imposer que seules deux solutions

se propagent dans la direction opposée à celle des deux autres solutions. Ainsi, à

l’intérieur d’un semi-métal de Weyl, il pourrait être possible d’avoir plus de deux

solutions dans une direction [34] !

On note tout de même qu’en analysant certaines propriétés des équations quar-

tiques, on peut montrer que
∑

i q̃ j = 0. Ainsi, il n’est pas possible d’avoir plus de trois

solutions dans une direction. Finalement, on remarque qu’on peut observer de la

triréfringence pour le dernier cas simple (B2 +
[

XY
ϵ̃zz

]2
= 0) en prenant, par exemple,

κb̃0 = 8, ϵ̃xx =−1, ϵ̃xy = i et κb̃z = 1. On voit donc qu’il existe bien des valeurs pour nos

variables permettant d’obtenir de la triréfringence. Il reste tout de même à vérifier si

ces situations se produisent dans notre modèle avec des paramètres ayant des valeurs

raisonnables.

Détermination des polarisations

Tel que mentionné plus haut, une fois les dispersions q̃ j trouvées, il suffit d’obtenir

le(s) vecteur(s) propre(s) associé(s) à la valeur propre nulle pour obtenir la polarisation.

Malheureusement, la détermination des polarisations n’est pas aussi simple.

En effet, il est possible qu’il existe plusieurs vecteurs propres pour une dispersion

donnée. On pourrait croire que cela permet d’avoir un nombre de polarisations plus

grand que le nombre de dispersions. Pour répondre à ce curieux résultat, on utilise

une analyse en annexe.

Dans l’annexe C, on montre qu’il est nécessaire d’avoir B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z±
p

A(κb̃0)
]2

=
0 pour qu’une dispersion soit associée à deux polarisations. On montre que la disper-

sion est alors forcément q̃ j =∓
p

A. Par ailleurs, on voit que si (κb̃0)
[

Z±
p

A(κb̃0)
]

= 0,

alors cette dispersion est en fait une racine double de l’équation quartique. Ainsi,

il suffit de vérifier si l’une des dispersions est donnée par q̃ j = ∓
p

A, pour trouver

les cas où plusieurs polarisations sont possibles pour une dispersion. Ensuite, si

(κb̃0)
[

Z±
p

A(κb̃0)
]

= 0, on peut attribuer le second vecteur propre au fait que la

dispersion est une racine double.
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On note tout de même, si B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z±
p

A(κb̃0)
]2

= 0 et (κb̃0)
[

Z±
p

A(κb̃0)
]

̸=
0, qu’alors l’une des racines reste avec deux polarisations orthogonales alors que celle-

ci n’est pas une racine double. Puisque, dans la plupart des situations considérées,

ces deux conditions ne sont pas vérifiées, on suppose que cette situation se manifeste

rarement. De plus, si cette situation se présente, il n’existe, à notre connaissance,

aucune façon de résoudre ce cas.

Puisque l’expression des vecteurs propres est donnée par l’analyse faite en annexe

A, il suffit de déterminer le(s) bon(s) ± à utiliser pour une dispersion q̃ j donnée. Tel

que discuté plus haut, si B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z±
p

A(κb̃0)
]2

̸= 0, alors le signe est déterminé

de façon à respecter 0= A− q̃2
j
±

√

B2 +
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z− q̃ j(κb̃0)
]2

. En prenant la racine

carrée comme étant la racine dont l’angle dans le plan complexe respecte
]

−π
2 , π2

]

, on

trouve que le signe est positif si l’angle de q̃2
j
− A respecte

]

−π
2 , π2

]

. Autrement, pour

les cas où q̃ j =∓
p

A, on suppose que q̃ j est une dispersion doublement valide. Ainsi,

on utilise le signe + pour obtenir la polarisation de l’une des dispersions et le signe −
pour obtenir la seconde polarisation de la même dispersion.

Maintenant que le signe a été déterminé, on doit s’assurer que les conditions parti-

culières discutées en annexe A soient respectées. Lorsque B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z− q̃ j(κb̃0)
]2 =

0, on doit prendre v̂ = 0⃗ et ensuite insérer le signe dans l’expression. Lorsque

Z− q̃ j(κb̃0)= XY
ϵ̃zz

= 0 et sgn(B)=−1, on a v̂=−ẑ et on doit inverser le signe déterminé

plus haut en plus de prendre v̂= ẑ.

En résumé, le signe est déterminé de la façon suivante.

sgn(a)=







+ si −π
2 < arg(a)≤ π

2

− sinon
(1.63)

±=







Les deux sont valides si q̃ j est une double racine

sgn(q̃2
j
− A) sinon

(1.64)



28

Ce signe est alors utilisé pour obtenir les polarisations.

(

α

β

)

=







|∓〉 si Z− q̃ j(κb̃0)= XY
ϵ̃zz

= 0 et sgn(B)=−1

v̂+ẑp
2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗ |±〉 sinon

(1.65)

v̂=







v⃗p
v⃗2

si v⃗2 ̸= 0

0⃗ sinon
(1.66)

v⃗=









XY
ϵ̃zz

κb̃0 q̃ j −Z

B









(1.67)

Tel que discuté plus haut, on doit s’assurer que
p

v⃗2 retourne la racine dont

l’angle dans le plan complexe est dans l’intervalle
]

−π
2 , π2

]

. De plus, le cas v⃗2 = 0 avec

(κb̃0)
[

Z±
p

A(κb̃0)
]

̸= 0 présente une difficulté que l’on ne sait pas traiter. On observe

que ce cas est rarement rencontré. L’expression complète de la polarisation est alors

E⃗0 =









α

β

i
Xβ−Yα

ϵ̃zz









.

Finalement, on observe que, excluant le cas du plasmon, la composante parallèle

de la polarisation E⃗0 · k̂ peut être non nulle si au moins l’un de X ou Y est non nul.

1.2.5 Exemple d’un cas simple

Puisque cette façon de résoudre les équations de Maxwell n’est pas convention-

nelle, on donne un exemple pour un cas bien connu. On prend b⃗ = 0⃗, b0 = 0 et on

alligne le champ magnétique avec la direction de propagation de la lumière. Cela

implique ϵ̃zx = ϵ̃yz = 0, ϵ̃xx = ϵ̃yy et ϵ̃xy ̸= 0. Cette situation correspond à la configuration

de Faraday en champ magnétique dans un solide ordinaire et est caractérisée par le

fait que le champ magnétique est parallèle à la propagation de la lumière.

Puisque le champ magnétique est le long de l’axe ẑ, la matrice de rotation est

simplement l’identité. Les variables introduites prennent alors les valeurs X =Y = 0,

Z =−iϵ̃xy, A = ϵ̃xx et B = 0. Puisque b̃0 = 0, les dispersions correspondent au premier
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cas simple mentionné.

q̃2
j = ϵ̃xx ±

√

[−iϵ̃xy]2 = ϵ̃xx ∓ iϵ̃xy (1.68)

Ensuite, on trouve v⃗ =









XY
ϵ̃zz

κb̃0 q̃ j −Z

B









= iϵ̃xyŷ de façon à avoir v̂ = ŷ. Ainsi, les compo-

santes perpendiculaires des polarisations sont données par E⃗0⊥ =
(

α

β

)

= ŷ+ẑp
2

· σ⃗ |±〉 =

1p
2

(

±i

1

)

. Ce sont les polarisations circulaires droite et gauche. On retrouve bien les

résultats attendus.

1.2.6 Configuration de Faraday

On veut maintenant étudier des configurations connues de façon à pouvoir vérifier

les effets nouveaux introduits par les termes d’axion. Les développements suivants

sont limités au cas où les noeuds ne sont pas inclinés de façon à garder les expressions

aussi simples que possible. L’implémentation de méthodes numériques permet de

traiter le cas général en utilisant la méthode présentée plus haut.

On étudie encore une fois la configuration de Faraday. Avec l’orientation du champ

magnétique B̂ = ẑ, on prend
←→
R = 1 et on a ϵ̃xx = ϵ̃yy. Cela permet de définir les

variables intermédiaires introduites pour simplifier la résolution des dispersions et

des polarisations.

X = κb̃x Y = κb̃y Z = κb̃z − iϵ̃xy (1.69)

A = ϵ̃xx −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

B = κ2

2

b̃2
x − b̃2

y

ϵ̃zz

(1.70)

On doit alors obtenir les dispersions en trouvant les racines de l’équation quar-

tique.

q̃4 +
[

(κb̃⊥)2

ϵ̃zz

−2ϵ̃xx

]

q̃2 +2(κb̃0)[κb̃z − iϵ̃xy]q̃+
[

ϵ̃2
xx −

ϵ̃xx

ϵ̃zz

(κb̃⊥)2 −
(

κb̃z − iϵ̃xy

)2
]

= 0

(1.71)
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Pour obtenir les dispersions de cette expression, il est généralement nécessaire

d’utiliser la méthode de Ferrari. De façon à ne pas employer une formule dont l’ex-

pression serait difficile à analyser, on tente de résoudre les cas b0 = 0, b⃗⊥ = 0⃗ et,

finalement, le cas bz = 0 et sans champ magnétique.

Cas b0 = 0

On prend maintenant b0 = 0. Ce cas correspond à l’un des cas simples pour la

détermination des dispersions.

q̃2
j = ϵ̃xx −

(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

±

√

[

(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

]2

+ [κb̃z − iϵ̃xy]2 (1.72)

On remarque que si q̃ j est une dispersion, alors une autre dispersion est −q̃ j.

Ainsi, il n’est pas possible d’obtenir de la triréfringence dans ce cas. La partie per-

pendiculaire des polarisations est donnée par E⃗0⊥ =
(

α

β

)

= v̂+ẑp
2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗ |±〉 avec v̂ =

1p
v⃗2











κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz

iϵ̃xy −κb̃z

κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz











. Pour le cas +, la polarisation est définie par

(

α

β

)

∝





κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz
+
p

v⃗2

κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz
+ i[iϵ̃xy −κb̃z]



.

Alors que, pour le cas −, la polarisation est définie par

(

α

β

)

∝





κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz
− i[iϵ̃xy −κb̃z]

−κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz
−
p

v⃗2



.

Si b⃗⊥ = 0⃗, on remarque qu’alors les dispersions sont simples et les polarisations

sont circulaires.

q̃2
j = ϵ̃xx ± [κb̃z − iϵ̃xy] (1.73)
(

α±

β±

)

= 1
p

2

(

±i

1

)

(1.74)
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Cas b⃗⊥ = 0⃗

On prend maintenant b⃗⊥ = 0⃗. Les variables introduites sont alors, pour la plupart,

simplifiées ou même nulles.

X =Y = B = 0 Z = κb̃z − iϵ̃xy A = ϵ̃xx (1.75)

L’élément ϵ̃zz n’est alors plus présent dans le problème. Aussi, puisque B2 +
[

XY
ϵ̃zz

]2
= 0, on peut utiliser l’un des cas simples mentionnés pour obtenir l’expression

des dispersions.
(

q̃ j ±
(κb̃0)

2

)2

=
[

(κb̃0)
2

]2

+ ϵ̃xx ± [κb̃z − iϵ̃xy] (1.76)

Dans cette situation, il est théoriquement possible d’observer de la triréfringence

à condition d’avoir b0 ̸= 0. Cependant, ce phénomène n’a pas été observé pour des

valeurs de paramètres rapportées dans la littérature pour les semi-métaux de Weyl.

Les polarisations sont obtenues en utilisant v⃗= [(κb̃0)q̃ j − (κb̃z − iϵ̃xy)]ŷ =⇒ v̂= ŷ

dans l’éq. (1.65).
(

α

β

)

= ŷ+ ẑ
p

2
· σ⃗ |±〉 = 1

p
2

(

±i

1

)

(1.77)

Cas bz = 0 et sans champ magnétique

On prend maintenant bz = 0 et on suppose le champ magnétique nul de façon

à avoir ϵ̃xy = 0. Les variables introduites sont alors, pour la plupart, simplifiées ou

nulles.

X = κb̃x Y = κb̃y Z = 0 (1.78)

A = ϵ̃xx −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

B = κ2

2

b̃2
x − b̃2

y

ϵ̃zz

(1.79)
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Puisque Z = 0, on peut utiliser l’un des cas simples mentionnés pour obtenir l’expres-

sion des dispersions.

q̃2
j =

[

ϵ̃xx −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

+ (κb̃0)2

2

]

±

√

[

ϵ̃xx −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

+ (κb̃0)2

2

]2

−
[

ϵ̃xx −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

]2

+
[

(κb̃⊥)2

2ϵ̃zz

]2

(1.80)

Les polarisations sont obtenues en utilisant v⃗=











κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz

(κb̃0)q̃ j

κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz











dans l’éq. (1.65). Pour

le cas +, la polarisation est définie par

(

α

β

)

∝





κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz
+
p

v⃗2

κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz
+ i(κb̃0)q̃ j



. Pour le cas − la

polarisation est définie par

(

α

β

)

∝





κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz
− i(κb̃0)q̃ j

−κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz
−
p

v⃗2



.

Si b⃗⊥ = 0⃗, on remarque alors que les dispersions sont plus simples.

q̃2
j =

[

ϵ̃xx +
(κb̃0)2

2

]

± (κb̃0)

√

ϵ̃xx +
(κb̃0)2

4
(1.81)

Aussi, en supposant b0 ̸= 0, on obtient v⃗ = κb̃0 q̃ jŷ =⇒ v̂ = ŷ et on trouve alors les

polarisations circulaires.
(

α

β

)

= 1
p

2

(

±i

1

)

(1.82)

Résumé de l’analyse de la configuration de Faraday

La matrice de rotation est
←→
R = 1. Les variables introduites ont pour valeurs

X = κb̃x, Y = κb̃y, Z = κb̃z − iϵ̃xy, A = ϵ̃xx − (κb̃⊥)2

2ϵ̃zz
et B = κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz
.

On remarque que le terme ϵ̃zz n’intervient que par l’intermédiaire des termes

b̃x et b̃y. Ainsi, si b̃2
⊥ = 0, alors ce terme n’intervient pas dans les dispersions et les

polarisations.
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Les dispersions sont données par l’équation quartique.

q̃4 +
[

(κb̃⊥)2

ϵ̃zz

−2ϵ̃xx

]

q̃2 +2(κb̃0)[κb̃z − iϵ̃xy]q̃+
[

ϵ̃2
xx −

ϵ̃xx

ϵ̃zz

(κb̃⊥)2 −
(

κb̃z − iϵ̃xy

)2
]

= 0

(1.83)

De façon générale, on peut utiliser la méthode de Ferrari pour résoudre cette

équation. Cependant, il existe des cas pour lesquelles les solutions prennent une forme

simple. Un tableau détaillant ces cas est donné.

Condition(s) Dispersions v⃗

b0 = 0, b⃗= 0⃗ et en

champ magnétique
q̃2

j
= ϵ̃xx ∓ iϵ̃xy ŷ

b0 = 0 q̃2
j
= ϵ̃xx − (κb̃⊥)2

2ϵ̃zz
±

√

[

(κb̃⊥)2
2ϵ̃zz

]2
+

[

κb̃z − iϵ̃xy

]2











κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz

iϵ̃xy −κb̃z

κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz











b⃗⊥ = 0⃗ et au moins

un de
{

bz ̸= 0,b0 ̸= 0, ϵ̃xy ̸= 0
}

(

q̃ j ± (κb̃0)
2

)2
=

[

(κb̃0)
2

]2
+ ϵ̃xx ± [κb̃z − iϵ̃xy] ŷ

bz = 0, ϵ̃xy = 0 q̃2
j
=

[

A+ (κb̃0)2

2

]

±
√

[

A+ (κb̃0)2
2

]2
− A2 +

[

(κb̃⊥)2
2ϵ̃zz

]2











κ2 b̃x b̃y

ϵ̃zz

(κb̃0)q̃ j

κ2

2
b̃2

x−b̃2
y

ϵ̃zz











On note que les composantes perpendiculaires des polarisations sont données par

l’équation suivante.

(

α

β

)

=







|∓〉 si v̂=−ẑ

v̂+ẑp
2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗ |±〉 sinon

(1.84)

v̂=







v⃗/
p

v⃗2 si v⃗2 ̸= 0

0⃗ sinon
(1.85)

La composante parallèle des polarisations est donnée par E⃗0 · q̂ = i
κb̃xβ−κb̃yα

ϵ̃zz
. On

comprend que cette composante peut-être non nulle uniquement si b⃗⊥ ̸= 0⃗.
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1.2.7 Configuration de Voigt

La configuration de Voigt est caractérisée par le fait que la propagation de l’onde

électromagnétique est perpendiculaire à l’orientation du champ magnétique appliqué.

Le champ magnétique est pris le long de l’axe x̂. L’expression de la matrice de rotation

est alors
←→
R = [ŷ]×+ ŷ⊗ ŷ=









0 0 1

0 1 0

−1 0 0









.

De façon à simplifier la notation, il est pertinent de définir ϵ̃1 = ϵ̃xx = ϵ̃yy, ϵ̃2 = ϵ̃xy

et ϵ̃3 = ϵ̃zz où les ϵ̃i j sont les éléments dans l’ancienne base. Avec cette notation, il est

possible d’éviter des ambiguïtés associées au changement de base. Dans la nouvelle

base, l’expression des ϵ̃i j est
[

ϵ̃i j

]

=









ϵ̃3 0 0

0 ϵ̃1 ϵ̃2

0 −ϵ̃2 ϵ̃1









.

La suite des développements plus hauts est valide uniquement si ϵ̃zz = ϵ̃1 ̸= 0. En

supposant cette condition respectée, on poursuit nos développements.

Les valeurs des variables introduites sont plus complexes que dans la configura-

tion de Faraday.

X = κb̃x − iϵ̃2 Y = κb̃y Z = κb̃z (1.86)

A = ϵ̃3 + ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 + (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1
B = ϵ̃3 − ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 − (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1
(1.87)

La quartique à résoudre est elle aussi plus complexe.

q̃4−
[

ϵ̃3 + ϵ̃1 −
(κb̃⊥)2

ϵ̃1
+ (κb̃0)2

]

q̃2+2(κb̃0)(κb̃z)q̃+
[

ϵ̃3ϵ̃1 −
ϵ̃3

ϵ̃1
(κb̃x − iϵ̃2)2 − (κb̃y)2 − (κb̃z)2

]

= 0

(1.88)

Encore une fois, il est pertinent d’étudier des cas simples.
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Cas b⃗= 0⃗ et b0 = 0

La première étape est encore une fois de déterminer l’expression des variables

introduites.

X =−iϵ̃2 Y = Z = 0 A = ϵ̃3 + ϵ̃1

2
+

ϵ̃2
2

2ϵ̃1
B = ϵ̃3 − ϵ̃1

2
−

ϵ̃2
2

2ϵ̃1
(1.89)

Puisque b0 = 0, la situation concorde avec l’un des cas simples. Les dispersions

sont alors rapidement obtenues.

q̃2
j =

[

ϵ̃3 + ϵ̃1

2
+

ϵ̃2
2

2ϵ̃1

]

±

√

√

√

√

[

ϵ̃3 − ϵ̃1

2
−

ϵ̃2
2

2ϵ̃1

]2

= 1±1
2

ϵ̃3 +
1∓1

2

ϵ̃2
1 + ϵ̃2

2

ϵ̃1
(1.90)

Encore une fois, les composantes perpendiculaires des polarisations sont données

par l’éq. (1.65) et il suffit d’insérer la définition de v⃗.

v⃗=
[

ϵ̃3

2
−
ϵ̃2

1 + ϵ̃2
2

2ϵ̃1

]

ẑ (1.91)

Puisqu’il est toujours nécessaire de se référer à l’éq. (1.65) pour obtenir les polari-

sations, seule l’expression de v⃗ sera donnée et la référence à cette équation sera

maintenant omise. Il reste cependant important de comprendre que même si une

seule expression est donnée pour v⃗, il existe tout de même au moins une polarisation

pour chaque dispersion.

Cas b0 = 0

Puisque b0 = 0, la situation concorde avec l’un des cas simples. Les dispersions

sont alors rapidement obtenues.

q̃2
j =

[

ϵ̃3 + ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 + (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1

]

±

√

√

√

√

[

(κb̃x − iϵ̃2)(κb̃y)

ϵ̃1

]2

+ (κb̃z)2 +
[

ϵ̃3 − ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 − (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1

]2

(1.92)

Encore une fois, les composantes perpendiculaires des polarisations sont données
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par l’équation suivante.

v⃗=









(κb̃x−iϵ̃2)(κb̃y)
ϵ̃1

−(κb̃z)
ϵ̃3−ϵ̃1

2 − (κb̃y)2−(κb̃x−iϵ̃2)2

2ϵ̃1









(1.93)

Cas bz = 0

Cette fois, on a bz = 0 =⇒ Z = 0. Ceci est encore l’un des cas simples. Les

dispersions sont alors rapidement obtenues.

q̃2
j =

[

ϵ̃3 + ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 + (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1
+ (κb̃0)2

2

]

±

√

√

√

√

[

ϵ̃3 + ϵ̃1

2
−

(κb̃y)2 + (κb̃x − iϵ̃2)2

2ϵ̃1
+ (κb̃0)2

2

]2

− ϵ̃3ϵ̃1 +
ϵ̃3

ϵ̃1
(κb̃x − iϵ̃2)2 + (κb̃y)2

(1.94)

Les polarisations sont caractérisées par la définition de v⃗.

v⃗=









(κb̃x−iϵ̃2)(κb̃y)
ϵ̃1

κb̃0 q̃ j

ϵ̃3−ϵ̃1
2 − (κb̃y)2−(κb̃x−iϵ̃2)2

2ϵ̃1









(1.95)

Cas b⃗⊥ = 0⃗ et sans champ magnétique

Sans champ magnétique, les égalités ϵ̃2 = 0 et ϵ̃1 = ϵ̃3 permettent de simplifier

considérablement les variables introduites.

X = κb̃x Y = κb̃y Z = κb̃z (1.96)

A = ϵ̃1 −
(κb̃⊥)2

2ϵ̃1
B = κ2

2

b̃2
x − b̃2

y

ϵ̃1
(1.97)

La condition b⃗⊥ = 0⃗ permet de rendre certains termes nuls.

X =Y = B = 0 Z = κb̃z A = ϵ̃1 (1.98)
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On trouve alors que B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
= 0 et cela correspond au dernier cas permettant

une résolution simple de la quartique.

(

q̃ j ±
(κb̃0)

2

)2

=
[

(κb̃0)
2

]2

+ ϵ̃1 ± (κb̃z) (1.99)

Aussi, l’expression v⃗ = [κb̃0 q̃ j −κb̃z]ŷ permet d’obtenir v̂ = ŷ à condition que

[κb̃0 q̃ j −κb̃z] ̸= 0. Dans le contexte des semi-métaux de Weyl, on ne peut pas avoir

b⃗= 0⃗ et b0 = 0 en même temps. Ainsi, puisque b⃗⊥ = 0⃗, au moins l’un de bz ou b0 est

non nul. Dans le semi-métal, la condition [κb̃0 q̃ j −κb̃z] ̸= 0 est donc assurée.

Résumé de l’analyse de la configuration de Voigt

La matrice de rotation est
←→
R = [ŷ]×+ŷ⊗ŷ. Les composantes ϵ̃i j sont alors données

par
[

ϵ̃i j

]

=









ϵ̃3 0 0

0 ϵ̃1 ϵ̃2

0 −ϵ̃2 ϵ̃1









.

Les variables introduites ont pour valeurs X = κb̃x − iϵ̃2, Y = κb̃y, Z = κb̃z, A =
ϵ̃3+ϵ̃1

2 − (κb̃y)2+(κb̃x−iϵ̃2)2

2ϵ̃1
et B = ϵ̃3−ϵ̃1

2 − (κb̃y)2−(κb̃x−iϵ̃2)2

2ϵ̃1
.

La quartique à résoudre pour obtenir les dispersions est plus complexe que dans

la configuration de Faraday.

q̃4−
[

ϵ̃3 + ϵ̃1 −
(κb̃⊥)2

ϵ̃1
+ (κb̃0)2

]

q̃2+2(κb̃0)(κb̃z)q̃+
[

ϵ̃3ϵ̃1 −
ϵ̃3

ϵ̃1
(κb̃x − iϵ̃2)2 − (κb̃y)2 − (κb̃z)2

]

= 0

(1.100)

De façon générale, on peut utiliser la méthode de Ferrari pour résoudre cette

équation. Les composantes perpendiculaires des polarisations sont obtenues de la

même façon que précédemment.

E⃗⊥ =
(

α

β

)

=







|∓〉 si v̂=−ẑ

v̂+ẑp
2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗ |±〉 sinon

(1.101)

v̂=







v⃗/
p

v⃗2 si v⃗2 ̸= 0

0⃗ sinon
(1.102)
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Le tableau suivant fournit les détails des cas où la détermination des dispersions est

simple.

Condition(s) Dispersions v⃗

b0 = 0 q̃2
j
= A±

√

A2 − ϵ̃3ϵ̃1 + ϵ̃3
ϵ̃1

(κb̃x − iϵ̃2)2 + (κb̃y)2 + (κb̃z)2









(κb̃x−iϵ̃2)(κb̃y)
ϵ̃1

−κb̃z

B









bz = 0 q̃2
j
=

[

A+ (κb̃0)2

2

]

±
√

[

A+ (κb̃0)2
2

]2
− ϵ̃3ϵ̃1 + ϵ̃3

ϵ̃1
(κb̃x − iϵ̃2)2 + (κb̃y)2









(κb̃x−iϵ̃2)(κb̃y)
ϵ̃1

κb̃0 q̃ j

B









b⃗⊥ = 0⃗, ϵ̃2 = 0 et

au moins un de

{bz ̸= 0,b0 ̸= 0}

(

q̃ j ± (κb̃0)
2

)2
=

[

(κb̃0)
2

]2
+ ϵ̃1 ± (κb̃z) ŷ

b⃗= 0⃗ et b0 = 0 q̃2
j
= 1±1

2 ϵ̃3 + 1∓1
2

ϵ̃2
1+ϵ̃

2
2

ϵ̃1
ẑ

On note que seules les composantes perpendiculaires des polarisations sont données

dans le tableau. La composante parallèle des polarisations est donnée par E⃗0 · q̂ =
i

(κb̃x−iϵ̃2)β−κb̃yα

ϵ̃2
. Lorsque b⃗⊥ = 0⃗, cette composante vaut simplement β. Ainsi, cette

composante peut-être non nul même si b⃗⊥ = 0⃗.

Il devrait maintenant être évident au lecteur que la complexité des solutions dans

la configuration de Voigt et Faraday est similaire. Il n’est alors plus aussi pertinent de

distinguer la configuration de Voigt de celle de Faraday.

Discussion sur les solutions trouvées

Malgré l’étude approfondie de plusieurs cas, il est difficile de visualiser ce qui

se passe dans le solide. Pour remédier à cela, limitons nous à comprendre ce qu’il se

passe lorsqu’on suppose que b0 = 0 dans l’expression de v⃗. Cela permet de rendre v⃗

indépendant des dispersions q̃ j et de simplifier grandement l’analyse des solutions.

Malgré le fait que cela peut paraître limitant, dans la section résultat, il sera discuté

que κb̃0 q̃ j contribue très peu à la détermination des polarisations lorsque nous

sommes dans le domaine térahertz.
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Considérons d’abord quelques situations artificielles. Prenons v⃗∝ x̂ ; les polari-

sations sont alors 1p
2

(

±1

1

)

. De la même façon, v⃗∝ ŷ donne que les polarisations sont

1p
2

(

±i

1

)

. En fait, le vecteur v⃗ correspond directement aux directions des polarisations

sur la sphère de Bloch (à condition que Im(v̂) = 0). Il devient alors évident que les

termes XY et Z, apparaissant dans vx et vy, entrainent une rotation des polarisations

sur la sphère de Bloch.

Reste maintenant à résoudre l’effet de la partie imaginaire Im(v̂). Une première

façon de considérer son effet est de projeter une première polarisation sur la seconde.

〈−s| [v̂∗+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂∗
[v̂+ ẑ] · σ⃗

p
2
p

1+ ẑ · v̂
|s〉 = 4(x̂+ isŷ) · ([ẑ+Re(v̂)]× Im(v̂))

√

1+2ẑ · Re(v̂)+|ẑ · v̂|2
(1.103)

La projection des deux polarisations est non nulle. Force est d’admettre que Im(v̂)

rend les polarisations non orthogonales. La partie imaginaire entraine une orientation

différente sur la sphère de Bloch pour les deux polarisations. Malheureusement, il

est bien difficile d’obtenir une compréhension plus profonde que de constater que les

polarisations sont affectées de façon différente par ce terme.

1.2.8 Résolution des équations de frontière avec les termes

d’axion

Avant de commencer la résolution des équations de frontière, il est pertinent de

définir les conditions utilisées pour résoudre celles-ci.

L’interface est prise comme étant un plan perpendiculaire au vecteur n̂. Ce

vecteur pointe du second milieu vers le premier. L’onde incidente est considérée

comme normale à cette surface. Cela permet de garder les solutions suffisamment

simples tout en restant une situation commune. Aussi, les vecteurs d’onde de l’onde

réfléchie et de l’onde transmise sont évidemment parallèles au vecteur d’onde incident.

Une autre condition qu’il est nécessaire de considérer est la non-réciprocité.

Puisque les modes se propageant vers l’avant et l’arrière ne sont pas forcément

identiques, il est nécessaire de résoudre les équations en considérant cette possibilité.
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Une fois cela fait, il sera alors aussi possible de résoudre les cas où la triréfringence

est possible.

Deux matériaux semi-infinis

Maintenant que la situation pour laquelle on recherche les solutions est établie, il

est possible de débuter la résolution. Il convient alors de commencer par vérifier de

quelle façon les équations de frontières sont modifiées par l’ajout des termes d’axion.

La première équation à vérifier est l’éq. (1.34). Afin de faciliter la discussion,

l’équation est écrite d’une façon différente.

∇ ·D⃗/ϵ0 =
ρ f

ϵ0
− iκb̃b̂ · (∇× E⃗)=

ρ f

ϵ0
+∇ · (iκb̃b̂× E⃗) (1.104)

ρ f

ϵ0
=∇ ·

(←→ϵ r − iκb̃[b̂]×
)

E⃗=∇ ·
(←→ϵ r − iκb̃[b̂]×+ iκb̃0

c

ω
[∇]×

)

·E⃗ (1.105)

ρ f =∇ ·D⃗′ (1.106)

Il est donc possible d’écrire la première équation modifiée par les termes d’axion

d’une façon similaire à l’équation habituelle. Ainsi, l’équation de frontière habituelle

D1⊥−D2⊥ =σ f devient D′
1⊥−D′

2⊥ =σ f avec σ f la densité surfacique de charges libres,

D′
⊥ = n̂ ·D⃗′ et D⃗′/ϵ0 =

(←→ϵ r − iκb̃[b̂]×+ iκb̃0
c
ω

[∇]×
)

·E⃗.

De façon évidente, l’éq. (1.37) peut être écrite d’une façon similaire à celle habi-

tuellement utilisée à condition de remplacer D⃗ par D⃗′. Il suffit alors d’effectuer le

même remplacement dans l’équation de frontière pour voir de quelle façon celle-ci

est modifiée. Ainsi, la seconde équation de frontière modifiée par les termes d’axion

s’écrit H1∥−H2∥ = K⃗ f × n̂ où K⃗ f est la densité de courant de surface libre.

L’ensemble des équations de frontière sont donc connues [35].

D′
1⊥−D′

2⊥ =σ f (1.107)

B1⊥−B2⊥ = 0 (1.108)

E⃗1∥− E⃗2∥ = 0⃗ (1.109)

H⃗1∥− H⃗2∥ = K⃗ f × n̂ (1.110)
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En utilisant V⃗∥ = V⃗− n̂(n̂ ·V⃗)= (1− n̂⊗ n̂) ·V⃗=−[n̂]2× ·V⃗ et V⊥ = n̂ ·V⃗, les équations

de frontière sont écrites différemment.

n̂ · (D⃗′
1 − D⃗′

2)=σ f (1.111)

n̂ · (B⃗1 − B⃗2)= 0⃗ (1.112)

[n̂]2
× · (⃗E1 − E⃗2)= 0⃗ (1.113)

[n̂]2
× · (H⃗1 − H⃗2)= [n̂]× ·K⃗ f (1.114)

À partir de maintenant, les équations sont écrites avec la transformée de Fourier

des éléments impliqués dans les équations. Autrement dit, à partir d’ici, lorsqu’on

écrit E⃗, cela réfère à E⃗(⃗q,ω)= E⃗0. La raison pour laquelle l’indice 0 n’est pas utilisé, tel

que dans la section précédente, pour dénoter le fait qu’on travaille avec la transformée

de Fourier, est qu’il sera bientôt nécessaire d’introduire d’autres indices. Il est donc

plus simple de travailler uniquement avec les transformées de Fourier des éléments.

On remarque que D⃗′ peut être écrit en fonction de la matrice
←→
M introduite

précédemment comme D⃗′/ϵ0 =
(←→ϵ r − iκb̃[b̂]×+ iκb̃0 q̃[q̂]×

)

·E⃗=
(←→
M − q̃2[q̂]2

×− i
←→σ
ϵ0ω

)

·E⃗.

Puisque
←→
M ·E⃗= 0⃗, de par l’éq. (1.48), D⃗′ est écrit sous une forme finale.

D⃗′/ϵ0 =−
(

q̃2[q̂]2
×+

i
←→σ
ϵ0ω

)

·E⃗ (1.115)

Comme la direction de propagation de la lumière est perpendiculaire à la surface,

le premier terme dans la parenthèse ne contribue pas à la première équation de

frontière.

σ f = n̂ · (D⃗′
1 − D⃗′

2)=−n̂ ·
(

i
←→σ 1

ω
·E⃗1 −

i
←→σ 2

ω
·E⃗2

)

(1.116)

−iωσ f = n̂ ·
(

J⃗ f 2 − J⃗ f 1

)

(1.117)

Pour le cas q̂ ∥ n̂, la seconde équation de frontière est donnée par l’éq. (1.43). Il reste

alors les deux dernières équations de frontière à résoudre.

Avant de présenter le formalisme pour résoudre ces équations, discutons du terme

dont l’expression n’est pas connue soit K⃗ f . D’ordinaire, il est argumenté que la loi
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d’Ohm force le courant surfacique de charges libres à être nul à moins que le champ

électrique n’ait pas une valeur finie ou que le solide soit un film mince. Ainsi, le

courant surfacique de charges libres est pris nul.

L’éq. (1.44), permet d’écrire les deux équations de frontière à résoudre en fonction

du champ électrique. Pour ce faire, il est maintenant nécessaire d’avoir deux indices

pour d’écrire les éléments impliqués dans l’expression du champ électrique total.

Le premier indice i dénote le milieu et, le second j, les 4 différentes dispersions et

polarisations permises dans le milieu. Ainsi, le champ électrique du milieu 1 s’écrit

E⃗1⊥(z)=∑

j A1 j(z)E⃗1 j⊥. En situant l’interface du milieu 1 et 2 à z = 0, les équations

s’écrivent

∑

j

[

A1 j(0)⃗E1 j⊥(0)− A2 j(0)⃗E2 j⊥(0)
]

= 0⃗, (1.118)

∑

j

[

A1 j(0)q̃1 jE⃗1 j⊥(0)− A2 j(0)q̃2 jE⃗2 j⊥(0)
]

= 0⃗. (1.119)

Un individu ayant été initié à la résolution des équations de Maxwell pourrait être

tenté de remettre en question la nécessité de décomposer sur quatre modes. Dans un

solide conventionnel, b0 = 0 permet d’exprimer les modes se déplaçant vers l’arrière

en fonction de ceux se déplaçant vers l’avant. Il est alors possible de simplifier le

problème à des matrices 2×2 plutôt que des matrices 4×4. Comme discuté plus haut,

nous tentons de résoudre le cas général impliquant b0 ̸= 0.

L’introduction de la matrice
←→
P i =

(

E⃗i1⊥ E⃗i2⊥ E⃗i3⊥ E⃗i4⊥
)

de dimension 2×4,

de la matrice
←→
Q i = diag(q̃i1, q̃i2, q̃i3, q̃i4) de dimension 4×4 et du vecteur contenant les

amplitudes des modes A⃗i de dimension 1×4 permet d’écrire les équations précédentes

d’une façon compacte.

←→
P 1 ·A⃗1(0)=←→

P 2 ·A⃗2(0) (1.120)
←→
P 1 ·

←→
Q 1 ·A⃗1(0)=←→

P 2 ·
←→
Q 2 ·A⃗2(0) (1.121)

( ←→
P 1

←→
P 1 ·

←→
Q 1

)

A⃗1(0)=
( ←→

P 2
←→
P 2 ·

←→
Q 2

)

A⃗2(0) (1.122)
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Ainsi, les amplitudes des modes du premier milieu sont liées à celles du second par

A⃗2(0)=←→
T ·A⃗1(0) avec

←→
T =

( ←→
P 2

←→
P 2 ·

←→
Q 2

)−1( ←→
P 1

←→
P 1 ·

←→
Q 1

)

. (1.123)

On doit imposer la valeur du champ électrique incident et une valeur nulle pour le

champ électrique réfléchie dans le dernier milieu. Pour imposer ces valeurs, on sépare

le champ électrique en fonction de la direction de propagation.

E⃗1⊥ = E⃗1+⊥+ E⃗1−⊥ E⃗2⊥ = E⃗2+⊥+ E⃗2−⊥ (1.124)

E⃗1+⊥ = E⃗I⊥ E⃗2−⊥ = 0⃗ (1.125)

Définir
←→
P i+ et

←→
P i− permet de séparer les polarisations en fonction de la direction

de propagation de la polarisation.

←→
P i =

←→
P i++

←→
P i− (1.126)

←→
P i± =

(

P⃗i1± P⃗i2± P⃗i3± P⃗i4±
)

(1.127)

P⃗i j+ =







E⃗i j⊥ si sgn(Re[q̃i j])= 1

0⃗ sinon
(1.128)

P⃗i j− =







E⃗i j⊥ si sgn(Re[q̃i j])=−1

0⃗ sinon
(1.129)

Cette définition de
←→
P i± est équivalente à remplacer les polarisations E⃗i j⊥ par 0⃗

dans
←→
P i lorsque la polarisation considérée correspond à une dispersion se dirigeant

dans la direction du signe.

Avec cette définition, les deux contraintes ajoutées permettent de déterminer les
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amplitudes dans le premier milieu.

←→
P 1+ ·A⃗1(0)= E⃗I⊥ (1.130)
←→
P 2− ·A⃗2(0)= 0⃗ (1.131)

( ←→
P 1+

←→
P 2− ·

←→
T

)

A⃗1(0)=
(

E⃗I⊥

0⃗

)

=⇒ A⃗1(0)=
( ←→

P 1+
←→
P 2− ·

←→
T

)−1(
E⃗I⊥

0⃗

)

(1.132)

L’expression des champs transmis et réfléchis est obtenue en utilisant E⃗1⊥(0)=
E⃗R⊥ + E⃗I⊥ et E⃗2⊥(0) = E⃗T⊥ + E⃗2−⊥ = E⃗T⊥ + 0⃗. Il est alors évident que les champs

transmis et réfléchis sont connus si les champs électriques totaux dans le premier et

dernier milieux sont connus. Finalement, les définitions introduites précédemment,

E⃗R⊥(0)=←→
P 1− ·A⃗1(0) et E⃗T⊥(0)=←→

P 2+ ·
←→
T ·A⃗1(0) permettent d’obtenir l’expression des

champs électriques transmis et réfléchi.

(

E⃗R⊥

E⃗T⊥

)

=
( ←→

P 1−
←→
P 2+ ·

←→
T

)

A⃗1(0)=
( ←→

P 1−
←→
P 2+ ·

←→
T

)( ←→
P 1+

←→
P 2− ·

←→
T

)−1(
E⃗I⊥

0⃗

)

(1.133)
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Utilisation de la méthode pour le cas d’un solide semi-infini avec b0 = 0 et en

contact avec le vide.

Le premier milieu est pris comme le vide. Dans le premier milieu, il est facile de

déterminer l’expression des définitions introduites.

←→
P 1+ =

(

1 O

) ←→
P 1− =

(

O 1

) ←→
P 1 =

(

1 1

)

(1.134)
←→
Q 1 = diag(1,1,−1,−1) (1.135)

1=
(

1 0

0 1

)

O=
(

0 0

0 0

)

(1.136)

Le second milieu est pris comme ayant b0 = 0 de façon à assurer que les dispersions

dans une direction sont de signe inverse que les dispersions dans la direction inverse.

Aussi, cette condition permet d’assurer que v⃗ est de même valeur pour chaque disper-

sion puisqu’il ne dépend plus des q̃ j. Ainsi, dans ce milieu, b0 = 0 implique que les

solutions dans une direction sont données par l’application d’un signe moins sur les

solutions dans la direction inverse. Puisque
(

[v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂
|+〉 [v̂+ẑ]· σ⃗p

2
p

1+ẑ· v̂
|−〉

)

= [v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂
,

on écris l’expression des définitions introduites.

←→
P 2+ =

(

[v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂
O

) ←→
P 2− =

(

O
[v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂

) ←→
P 2 =

(

[v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂
[v̂+ẑ]· σ⃗p
2
p

1+ẑ· v̂

)

(1.137)

←→
Q 2 =

(←→
q 2 O

O −←→q 2

)

←→
q 2 =

(

q̃2+ 0

0 q̃2−

)

(1.138)

Une fois les définitions déterminées, il suffit d’utiliser celles-ci dans (1.133) avec la

définition de
←→
T dans (1.123) et résoudre le système d’équation. Sans le démontrer,

l’expression finale est obtenue.

(

E⃗R⊥

E⃗T⊥

)

=
(

[←→q 2 + 1]−1[1−←→
q 2]⃗EI⊥

2[←→q 2 + 1]−1E⃗I⊥

)

(1.139)
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Cas de plusieurs interfaces

Comme vu plus haut, pour une interface située en zi, les champs doivent respecter

une équation précise.

( ←→
P i

←→
P i ·

←→
Q i

)

A⃗i(zi)=
( ←→

P i+1
←→
P i+1 ·

←→
Q i+1

)

A⃗i+1(zi) (1.140)

Cependant, les prochaines conditions de frontière exprimées à l’interface précédente

font intervenir le terme A⃗i(zi−1). Il est donc nécessaire de déterminer la liaison entre

A⃗i(zi−1) et A⃗i(zi).

A⃗i(zi)= ei
←→
Q i(zi−zi−1)A⃗i(zi−1)= ei

←→
Q i+diA⃗i(zi) (1.141)

On doit remarquer que, malgré le fait que le premier et dernier milieu sont techni-

quement de largeur infini, les amplitudes dans ces milieux sont exceptionnellement

prises comme ayant pour origine la première et dernière interface. Cela implique que

les d1 et dn sont prises comme étant nulles.

Ainsi, avec plusieurs interfaces, les équations prennent une forme similaire aux

équations précédentes.

←→
T i→ j =

( ←→
P j

←→
P j ·

←→
Q j

)−1

·

( ←→
P i

←→
P i ·

←→
Q i

)

(1.142)

←→
T 1→n =←→

T n−1→n · . . . ·
←→
T 2→3 · ei

←→
Q 2d2 ·

←→
T 1→2 (1.143)

Autrement dit, il faut répétitivement résoudre le système

( ←→
P i

←→
P i

←→
Q i

)

ei
←→
Q i,+diA⃗i =

( ←→
P i+1

←→
P i+1

←→
Q i+1

)

·A⃗i+1.

Une fois cela fait, le système se réduit au cas à deux milieux semi-infinis avec une

matrice de transfert
←→
T qui respecte

←→
T ·A⃗1 = A⃗n.

(

E⃗R⊥

E⃗T⊥

)

=
( ←→

P 1−
←→
P n+ ·

←→
T

)( ←→
P 1+

←→
P n−

←→
T

)−1

·

(

E⃗I⊥

0⃗

)

(1.144)

1.2.9 Caractérisation du champ électromagnétique
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Avant de continuer, on note que les définitions des angles peuvent être écrites

d’une façon différente. Cette représentation met en évidence où se trouve l’information

déterminant ψ et χ.

tan
(

2ψ
)

= tan(2Re(arctanζ)) sin
(

2χ
)

= tanh(2Im(arctanζ)) (1.148)

2arctanζ= arg
(

i−ζ

i+ζ

)

− i ln

√

∣

∣

∣

∣

i−ζ

i+ζ

∣

∣

∣

∣

(1.149)

=⇒ ψ= arg(z)
2

χ=−arcsin(tanh(ln |z|))
2

z = i−ζ

i+ζ
(1.150)

Puisque la forme de l’ellipse est complètement définie par les angles ψ et χ, on

peut utiliser ceux-ci pour caractériser le champ électrique. Il est alors naturel de

vouloir comparer les paramètres du champ électrique incident et d’un autre champ

électrique.

En particulier, lorsque l’angle ψ de l’onde incidente est comparé à celui de l’onde

réfléchie, cet angle est nommé l’angle de Kerr. Lorsque cet angle est comparé entre

l’onde incidente et l’onde transmise, cet angle est nommé l’angle de Faraday. Ainsi,

les angles de Kerr et Faraday déterminent la capacité du matériau à entrainer une

rotation de la polarisation.

θKerr =ψR −ψI θFaraday =ψT −ψI (1.151)

Notons que chacun de ces deux angles peut être mesuré dans la configuration de Voigt

ou de Faraday.

1.2.10 Limitations

Il est maintenant temps de discuter des limitations de la méthode utilisée pour

résoudre les équations de Maxwell.

Aimantation

Plus tôt, il a été supposé que µ0H⃗= B⃗. Cela correspond à prendre une aimantation

nulle dans le matériel et est évidemment valide dans un solide non magnétique. Dans
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FIGURE 1.7 ± Représentation des arcs de Fermi. Figure adaptée de [13].

la plupart des cas, l’effet de l’aimantation sur les propriétés optiques est négligeable.

D’ordinaire, l’exception à cette règle est le cas d’un solide ferromagnétique saturé [37].

La validité de cette analyse semble encore valide dans le cas des semi-métaux de

Weyl [38, 39]. Autrement, dans la méthode proposée pour résoudre les équations, une

aimantation non-nulle pourrait modifier l’éq. (1.48) avec q̃2[q̂]2× → q̃2[q̂]× ·←→µ r · [q̂]× où

µ0µrH⃗= B⃗.

Arcs de Fermi

Dans cette section, les arcs de Fermi ont été négligés. Un arc de Fermi est une

propriété de la structure électronique apparaissant à la surface de l’échantillon

comme montré sur la figure 1.7. Ces arcs de Fermi représentent une connexion sans

interruption dans la structure de bande à la surface de l’échantillon. Aussi, ceux-ci

peuvent créer un courant de surface. Heureusement, la contribution des arcs de Fermi

semble négligeable devant la contribution des termes topologiques [5, 18].



Chapitre 2

Résultats

Avant de se lancer dans l’analyse des angles de Kerr et de Faraday, il est pertinent

d’établir la liste des paramètres caractérisant un semi-métal de Weyl et d’essayer de

comprendre leur effet. Pour accomplir cet objectif, lors du calcul de la conductivité,

les cas avec et sans champ magnétique externe ont été distingués. Ensuite, lors de

la résolution des équations de Maxwell, deux orientations du champ magnétique ont

été différenciées. Celle où le champ magnétique appliqué est parallèle à la direction

de propagation de l’onde et celle où elles sont perpendiculaires. Cependant, comme

alors discuté, la distinction n’est plus très pertinente en présence des termes d’axion.

Finalement, lors de la résolution des équations de frontière, le cas d’un semi-métal de

Weyl infini en contact avec le vide et d’un semi-métal de Weyl fini en contact avec le

vide a été identifié. Ces distinctions permettront de guider l’analyse des résultats.

2.0.1 Paramètres et conductivité

Commençons par analyser la conductivité. Tel que mentionné, celle-ci est forte-

ment affectée par la présence d’un champ magnétique externe.

50
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Sans champ magnétique externe

En l’absence d’un champ magnétique, les contributions à la conductivité du noeud

τ sont obtenues [21].

i
στ,inter

ϵ0ω
= κπ

6
c

vF

[

ln

∣

∣

∣

∣

∣

(ħω)2 −4|ħvF kc|2

(ħω)2 −4
∣

∣EF −χτħb0τ
∣

∣

2

∣

∣

∣

∣

∣

+ iπΘ
(

ħω−2
∣

∣EF −χτħb0τ
∣

∣

)

]

(2.1)

i
στ,intra

ϵ0ω
= κ

3
c

vF

1

1+ (ωτ̃)2

[(

1
12

−
∣

∣

∣

∣

τ̃
EF −χτħb0τ

ħ

∣

∣

∣

∣

2)

+ i

ωτ̃

(

1+ (ωτ̃)2

3
− 1

12
+

∣

∣

∣

∣

τ̃
EF −χτħb0τ

ħ

∣

∣

∣

∣

2)]

(2.2)

La conductivité dépend alors de l’ensemble {b0τ} associé au noeud τ, de l’énergie de

Fermi EF , du temps de diffusion τ̃, du vecteur d’onde de coupure kc, de la vitesse de

Fermi vF et de la pulsation ω. Par la suite, les paramètres sont pris égaux ou dans le

même ordre de grandeur que les valeurs expérimentales [3-5].

Les paramètres EF et b0τ apparaissent toujours ensemble via le terme EF−χτħb0τ.

Dans i
στ,inter
ϵ0ω

, ce terme détermine où la partie réelle devient non nulle et la position de

discontinuités dans la partie imaginaire. Dans i
στ,intra
ϵ0ω

, ce terme détermine l’amplitude

d’un élément dans la partie réelle et d’un élément dans la partie imaginaire.

Le temps de diffusion n’apparaît que dans la contribution intra-bande. Il définit

alors les unités de temps des paramètres apparaissant dans cette contribution. Le

vecteur d’onde de coupure a un effet uniquement dans la partie imaginaire de la

contribution inter-bande. En particulier, une fois multiplié par la vitesse de Fermi, ce

terme détermine la position de discontinuités dans la conductivité.

La vitesse de Fermi apparaît uniquement à deux endroits. L’un des endroits a

déjà été considéré avec le vecteur d’onde de coupure. Le second endroit est dans le

terme multipliant chaque terme des conductivités. Plus précisément, la vitesse divise

les deux conductivités. Ainsi, augmenter la vitesse diminue la conductivité totale pour

une valeur de vF kc constante.

Finalement, la pulsation est présente à plusieurs endroits. Dans la contribution

inter-bande, la pulsation définit l’endroit où la partie imaginaire devient non nulle.

Dans la contribution intra-bande, la pulsation définit la partie réelle comme une

fonction lorentzienne ayant une largeur à mi-hauteur de τ̃−1. Puisque l’effet de ω sur
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bande sont obtenues [21].

Re
[

i
σxx,τ

ϵ0ω

]

= κ

4
c

vF

1

ω2
r

[

ln
∣

∣

∣

∣

4

ω4
r −4(xF,τ+1)ω2

r +4

∣

∣

∣

∣

−
nmax
∑

n=2

∫∞

−∞

Λn(x)
en(x)+ en−1(x)

2ω2
r

ω2
r − [en(x)+ en−1(x)]2

dx

]

(2.3)

Im
[

i
σxx,τ

ϵ0ω

]

= κπ

4
c

vF

1

ω2
r

∑

±

[

Θ
(

ωr − [e1(xF,τ)± xF,τ]
)

+
ω4

r −4

4ω3
r

nmax
∑

n=2

Λn(±xn)
xn

Θ(ωr − [en(0)+ en−1(0)])

]

(2.4)

Re
[

i
σxy,τ

ϵ0ω

]

= κπ

4
c

vF

1

ω2
r

∑

±
±Θ

(

ωr − e1(xF,τ)± xF,τ
)

, (2.5)

Im
[

i
σxy,τ

ϵ0ω

]

= κ

4
c

vF

1

ω2
r

ln

∣

∣

∣

∣

∣

ω2
r +2xF,τωr −2

ω2
r −2xF,τωr −2

∣

∣

∣

∣

∣

(2.6)

Re
[

i
σzz,τ

ϵ0ω

]

=−κ

4
c

vF

1

ω2
r

nmax
∑

n=1









1+ 8n

ω2
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1
√

1− 8n

ω2
r

atanh









[√
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ω2
r

]sgn
[

1− 8n

ω2
r
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(2.7)

Im
[

i
σzz,τ

ϵ0ω

]

= κπ

4
c

vF

1

ω2
r

nmax
∑

n=1

8n

ω2
r

Θ
(ωr

2 −
p

2n
)

√

1− 8n

ω2
r

(2.8)

Dans les équations précédentes, certaines expressions ont été utilisées.

ωr =
ω

vF /lB

(2.9)

xF,τ =
EF −χτħb0τ

ħvF /lB

(2.10)

xn =

√

(

ωr +2
2ωr

)2

−2n, (2.11)

en(x)=
√

x2 +2n (2.12)

Λn(x)=
(

1+ x

en(x)

)√

1+ x

en+1(x)

√

1+ x

en−1(x)
(2.13)

On remarque que les termes
√

1− 8n

ω2
r

peuvent laisser croire que certaines des

expressions ne sont pas uniquement réelles. Cependant, lorsque cela se produit, ces

termes complexes sont multipliés par un terme annulant la partie imaginaire. Aussi,

ces expressions sont valides uniquement pour ω ≥ 0. Pour obtenir les expressions
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lorsque ω≤ 0, il suffit de prendre le conjugué complexe des expressions évaluées en

|ω|.

Lorsqu’un champ magnétique externe est appliqué, la conductivité inter-bande

dépend alors de l’ensemble {boτ} associé au noeud τ, de l’énergie de Fermi EF , de la

vitesse de Fermi, de la norme du champ magnétique, du niveau de Landau maximal

considéré nmax et de la pulsation ω.

De la même façon que précédemment, les paramètres EF et b0τ apparaissent

toujours ensemble via le terme EF−χτħb0τ apparaissant uniquement dans xF,τ. Aussi,

ce terme apparaît dans la plupart des composantes de la conductivité, mais pas dans

le terme σzz,τ. Ainsi, σzz,τ ne dépend pas de b0τ, cette composante n’est donc pas

affectée par la configuration du noeud τ.

σzz,τ =σzz (2.14)

Le champ magnétique définit la longueur magnétique lB =
√

ħ
eB

. Ainsi, la vitesse

de Fermi définit l’unité des vitesses et la norme du champ magnétique définit l’unité

des longueurs. Une variation de ces paramètres modifie donc la valeur effective des

autres paramètres. Aussi, la vitesse de Fermi divise encore une fois les conductivités.

Cependant, puisque vF définit les valeurs effectives de plusieurs autres paramètres,

il n’est plus possible de dire que la conductivité est inversement proportionnelle à ce

paramètre.

Le plus haut niveau de Landau considéré semble avoir un effet difficile à évaluer.

Cependant, tel que discuté lors de l’introduction de ce paramètre, ω doit être pris

suffisamment petit pour ne pas s’approcher des transitions impliquant ce niveau.

Ainsi, en utilisant cette contrainte, il est possible de montrer que, dans la plage de ω

considéré, les contributions associées à n sont de plus en plus petites lorsque la valeur

de n augmente. Il est alors raisonnable de croire que la modification de nmax n’a pas

d’effet significatif sur l’allure de la courbe à condition que le paramètre soit de valeur

suffisamment élevée.

L’effet du paramètre ωr peut être étudié par l’intermédiaire de la figure 2.2. Les

fréquences des transitions impliquant le niveau chiral dépendent de l’énergie de Fermi

alors que les autres fréquences de transition n’en dépendent pas. Cela est dû à la
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Finalement, on peut établir la liste des paramètres utilisés qui n’apparaissent

pas dans la suite des résultats : B, τ̃, vF , EF , nmax et kc. Cela permet de constater

qu’une fois la conductivité déterminée, ces paramètres n’ont aucun autre effet sur les

résultats. Il convient de discuter du cas spécial des {b0τ}. Ces termes apparaissent

par la suite uniquement via le terme b0 =
∑

τ b0τ. Ainsi, la configuration spécifique de

chaque noeud n’importe plus. Il est donc possible d’obtenir une même valeur de b0

pour plusieurs configurations de {b0τ}.

2.0.2 Paramètres et solutions des équations de Maxwell

Malgré le fait que la méthode proposée puisse résoudre toute configuration, la

suite se limite à deux cas. Cela permet d’obtenir des expressions analytiques plutôt

que de devoir reposer sur des méthodes numériques pour obtenir les résultats.

Le premier cas, b⃗⊥ = 0⃗, permet d’assurer que le plan d’incidence de la lumière

est perpendiculaire à b⃗. Ainsi, puisqu’il n’y a aucun arc de Fermi, ceux-ci ne parti-

cipent pas à la conductivité surfacique aux interfaces. L’exactitude des solutions des

équations de frontière est alors assurée. Le second cas, b0 = 0, est analysé pour la

simplicité des développements résultants. Aussi, le premier et dernier milieu seront

supposés être le vide de façon à avoir
←→
S 1 =

←→
S 3 =

(

1 1

1 −1

)

.

Sans champ magnétique externe et sans arcs de Fermi

Tel qu’obtenu précédemment, avec b⃗⊥ = 0⃗, les dispersions données.

(

cq j(ω)

ω
± κb0

2ω

)2

=
[

κb0

2ω

]2

+ ϵ̃(ω)±κ
cbz

ω
(2.17)

Lorsque ω→ 0, on obtient le curieux résultat q j(0)
(

cq j(0)± κb0
2

)

= 0 montrant que les

vecteurs d’onde peuvent être de valeur non nulle même à ω= 0. Cette anomalie est

peut-être due à un problème avec notre modèle.

En supposant qu’au moins l’un de bz où b0 est non-nul, les polarisations sont
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Dans la région B, l’onde est décomposée en polarisations circulaires et seule

l’une des polarisations peut se propager ; le matériau présente un dichroïsme

circulaire malgré l’absence de champ magnétique. L’onde sera donc moins

réfléchie et la polarisation de l’onde sera différente de celle initiale.

Les interfaces de la région B sont déterminées par les fréquences respectant

ωϵ̃(ω)±κcbz = 0 et donc la largeur de cette région croît de façon monotone avec bz.

Dans la limite où bz est très grand, l’interface AB est poussée vers le zéro alors que

l’interface BC est poussée vers l’interface CD. Lorsque bz = 0, cette région n’existe

pas et l’interface AC est situé à la fréquence plasmon. Pour les paramètres utilisés, la

fréquence plasmon se trouve à ħω= 3.35meV . Aussi, cette région n’existe pas dans

un métal ordinaire en l’absence d’un champ magnétique appliqué.

Dans la région C, les modes de l’onde peuvent toutes pénétrer dans le solide. Ainsi,

l’onde réfléchie devrait être d’amplitude minimale et il est difficile de dire comment la

polarisation sera affectée. L’interface CD est déterminée par le terme inter-bande de

la conductivité et dépend uniquement de EF et des {b0τ}.

Dans la région D, la partie imaginaire des vecteurs d’onde est non nulle et les

ondes sont absorbées par le milieu.

Pour cette situation, il est possible de montrer que l’une des conditions à respecter

pour obtenir de la triréfringence est
p

2|Im(ωϵr)| < |κb0|. Puisque b0 doit avoir une

valeur très élevée pour respecter cette condition, cette condition est supposée ne pas

être respectée. Cela permet d’évaluer immédiatement que deux des dispersions se

dirigent vers l’avant (notés q±+) et les deux autres se dirigent vers l’arrière (noté q±−).

L’expression de la matrice
←→
S 2 est données avec les définitions associées.

←→
S 2 =





ŷ+ẑp
2

· σ⃗ O

O
ŷ+ẑp

2
· σ⃗





(

1 1
←→
Q 2+

←→
Q 2−

)

(2.19)

←→
Q 2+ =

(

cq++
ω

0

0 cq−+
ω

)

←→
Q 2− =

(

cq+−
ω

0

0 cq−−
ω

)

(2.20)

←→
Q 2 =

←→
Q 2+−

←→
Q 2−

2
=









√

[

κb0
2ω

]2
+ϵr(ω)+κ

cbz

ω
0

0

√

[

κb0
2ω

]2
+ϵr(ω)−κ

cbz

ω









(2.21)
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Pour le cas du solide semi-infini, l’expression des champs transmis et réfléchi sont

E⃗R⊥ =−σy+σzp
2

[←→
Q 2+− 1

][←→
Q 2++ 1

]−1 σy+σzp
2

E⃗I⊥ et E⃗T⊥ = σy+σzp
2

[←→
Q 2++ 1

]−1 σy+σzp
2

E⃗I⊥. Pour

un solide de largeur d, les expressions sont plus complexes.

E⃗R⊥ =−
σy +σzp

2

[←→
Q 2+− 1

][←→
Q 2−− 1

][(←→
Q 2++ 1

)(←→
Q 2−− 1

)

−2
←→
Q 2

←→
F

]−1σy +σzp
2

E⃗I⊥

(2.22)

E⃗T⊥ =−2i
σy +σzp

2
e−iσzκb0d/2c sin

(←→
Q 2

dω

c

)

,

×
[

(←→
Q 2++ 1

)2(←→
Q 2−− 1

)2
−4

←→
Q 2

2
←→
F 2 +

(←→
Q 2

2+− 1

)(←→
Q 2

2−− 1

)

+ κb0

ω
σz

(←→
Q 2+− 1

)(←→
Q 2−− 1

)←→
F

]

×
[(←→

Q 2++ 1

)(←→
Q 2−− 1

)

−2
←→
Q 2

←→
F

]−1σy +σzp
2

E⃗I⊥ (2.23)

←→
F = 1− i cot

(←→
Q 2

dω

c

)

(2.24)

Les expressions données peuvent sembler complexes, mais en réalité les seuls

termes qui ne sont pas diagonaux sont les
σy+σzp

2
. Le résultat des expressions est

donc assez simple à évaluer. Aussi, si la polarisation incidente correspond à l’une

des polarisations du milieu, il est possible de montrer que le sens de rotation du

vecteur polarisation se doit d’être le même que le sens du vecteur polarisation de

l’onde incidente.

Comme montré dans les équations, le terme b0 a plusieurs effets. Le premier

effet a déjà été considéré dans le calcul des conductivités. Le second effet est de

modifier les termes apparaissant dans
←→
Q 2. Cependant, κb0

2ω est considérable que

si l’onde est une onde radio et que b0 est plus grand que la valeur permise par le

modèle du continuum. Ainsi, dans ces conditions, il peut être raisonnable de prendre
←→
Q 2+ =−←→Q 2− =←→

Q 2(b0 = 0). Cependant, cela ne veut pas dire que b0 n’a aucun effet.

Pour comprendre le dernier effet, il est pertinent de se placer dans la base des

polarisations circulaires. Dans cette base, on constate que le champ électrique trans-

mis dans le solide de largeur finie est multiplié par le terme e−iσzκb0d/2c. Ce terme a

pour effet de déphaser les deux polarisations. Lorsqu’une des polarisations circulaires

est complètement atténuée par le passage dans le solide, cet effet se résume à un

déphasage de l’onde totale.
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situation.

La matrice
←→
S 2 est fournise avec les définitions associées.

←→
S 2 =





v̂+ẑp
2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗ O

O
v̂+ẑp

2
p

1+ẑ· v̂
· σ⃗





(

1 1
←→
Q 2+

←→
Q 2−

)

(2.28)

←→
Q 2+ =

(

cq++
ω

0

0 cq−+
ω

)

←→
Q 2− =−←→Q 2+ (2.29)

←→
Q 2 =

←→
Q 2+−

←→
Q 2−

2
=←→

Q 2+ (2.30)

et, par similitude avec le cas précédent, on réutilise les résultats obtenus. Pour les

champs dans le solide semi-infini, les expressions sont similaires à précédemment.

E⃗R⊥ =− [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂

[←→
Q 2 − 1

][←→
Q 2 + 1

]−1 [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂
E⃗I⊥ (2.31)

E⃗T⊥ = [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂

[←→
Q 2 + 1

]−1 [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂
E⃗I⊥ (2.32)

Pareillement pour les champs dans le solide fini de largeur d.

E⃗R⊥ =− [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂

[←→
Q 2

2 − 1

]

[

(←→
Q 2 + 1

)2
+2

←→
Q 2

←→
F

]−1 [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂
E⃗I⊥ (2.33)

E⃗T⊥ =4i
[v̂+ ẑ] · σ⃗

p
2
p

1+ ẑ · v̂
sin

(←→
Q 2

dω

c

)[

(←→
Q 2 + 1

)2(←→
Q 2

2 + 1

)

−2(
←→
Q 2

←→
F )2

]

·
[

(←→
Q 2 + 1

)2
+2

←→
Q 2

←→
F

]−1 [v̂+ ẑ] · σ⃗
p

2
p

1+ ẑ · v̂
E⃗I⊥ (2.34)

←→
F = 1− i cot

(←→
Q 2

dω

c

)

(2.35)

On voit que b⃗⊥ a aussi pour effet de modifier les polarisations. L’analyse des

expressions des champs électriques permet de conclure que si les deux dispersions

associées à une direction sont de même valeur alors la polarisation de l’onde réfléchie

est la même que la polarisation de l’onde incidente. En effet, lorsque les dispersions

sont égales,
←→
Q 2 est proportionnel à l’identité et les termes [v̂+ẑ]· σ⃗p

2
p

1+ẑ· v̂
s’annulent. Il

ne reste alors que des termes proportionnels à l’identité dans les expressions et les

champs se doivent alors d’être proportionnels au champ incident.
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2.0.4 Avec champ magnétique externe dans la configuration

de Voigt

Il est maintenant temps d’analyser la configuration de Voigt. Cependant, cette

configuration est plus complexe que la configuration de Faraday. Ainsi, cette section

ne tente pas d’effectuer une analyse complète des phénomènes pouvant se produire et

se limite à caractériser les régions en fréquence ainsi qu’effectuer une comparaison

avec la configuration de Faraday.

Avant de commencer, il est important de comprendre que les composantes de
←→ϵ sont exprimées dans une base différente de celle employée dans la configura-

tion de Faraday. Sans entrer dans les détails du changement de base, les {ϵ̃1, ϵ̃2, ϵ̃3}

correspondent respectivement aux
{

ϵ̃xx, ϵ̃xy, ϵ̃zz

}

de la configuration de Faraday.

Lorsque b0 = 0 ou bz = 0, les dispersions sont données par l’équation

(

cq j(ω)

ω

)2

= A+ (κb0)2

2ω2 ±

√

[

A+ (κb0)2

2ω2

]2

− ϵ̃1ϵ̃3 +
ϵ̃3

ω2ϵ̃1
[κcbx − iωϵ̃2]2 +

[κc

ω

]2
[

b2
y +b2

z

]

(2.38)

avec A = ϵ̃3+ϵ̃1
2 − [κcby]2+[κcbx−iωϵ̃2]2

2ω2ϵ̃1
, alors que les polarisations sont donnees par

E⃗⊥, j =
[v̂ j + ẑ] · σ⃗

p
2
√

1+ ẑ · v̂ j

|±〉 (2.39)

où

v⃗ j =









2[κcbx − iωϵ̃2][κcby]

2κc[b0q j −ωbz]ϵ̃1

ω[ϵ̃3 − ϵ̃1][ωϵ̃1]− [κcby]2 + [κcbx − iωϵ̃2]2









. (2.40)

La première différence remarquable dans cette configuration est le fait que ϵ̃2 ap-

paraît maintenant uniquement dans κcbx− iωϵ̃2. En fait, peu importe la configuration,

ϵ̃2 apparaît toujours dans κcB̂ · b⃗− iωϵ̃2. Tel que vu précédemment, ce terme est celui

qui détermine principalement la position de l’interface de la première région. Comme

discuté précédemment, ce terme permet la d’évaluer si la condition 2π2ħne = eB⃗ · b⃗ est

respectée. Ainsi, en modifiant l’orientation et la norme du champ magnétique,

il est possible de déterminer expérimentalement b⃗.
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La seconde différence significative est le fait que ϵ̃1 a remplacé ϵ̃3 dans les déno-

minateurs où ce dernier apparaissait. Ainsi, il n’y plus de discontinuité à la fréquence

plasmon. Puisque 1≤ |ϵ̃1|, ces termes aux dénominateurs n’introduisent pas de discon-

tinuités. De plus, puisque ϵ̃3 est au numérateur, les transitions −n → n vont apparaître

plus facilement. Il est possible de montrer que le terme apparaissant au dénominateur

va toujours être B̂ ·←→ϵ ·B̂.

La troisième différence significative est le fait que, si b0 ̸= 0, l’une des composantes

du vecteur v⃗ dépend de la dispersion q d’intérêt. Ainsi, les polarisations ne sont plus

les mêmes dans chaque direction. Cela implique que les formules obtenues pour le

cas sans champ magnétique ne s’appliquent pas lorsque b0 ̸= 0. Une implémentation

numérique de la méthode proposée pour résoudre les équations de Maxwell est alors

utilisée pour produire les résultats de cette situation.

Lorsque b⃗= bxx̂ et b0 = 0, les dispersions sont simples.

(

cq j(ω)

ω

)2

= 1±1
2

ϵ̃3 +
1∓1

2
[ωϵ̃1]2 − [κcbx − iωϵ̃2]2

ω2ϵ̃1
. (2.41)

Dans cette situation, les dispersions + impliquent uniquement ϵ̃3 et les transitions

associées à ce terme (−n → n). De la même façon, les dispersions − impliquent unique-

ment ϵ̃1 et ϵ̃2. Ainsi, prendre by, bz ou b0 non nul lève cette exclusivité d’apparition

des ϵ̃ dans chaque dispersion.

Malheureusement, une fois le mélange des ϵ̃ permis, les fonctions déterminant la

position de chaque région sont difficiles à déterminer. Malgré cela, il reste possible

d’effectuer certaines affirmations.

L’interface de la région B1 croît de façon monotone avec
∣

∣

∣2π2ħne − eB⃗ · b⃗
∣

∣

∣. Lorsque

ce terme est nul, l’interface de la région B1 tombe à zéro et la région n’existe plus.

L’interface de la région D2 est toujours située en ω= vF

√

8eB
ħ .

Lorsque by = bz = 0 et b0 = 0 dans les termes d’axion, les interfaces de la troisième

région sont déterminées par les pulsations

{

vF

lB

(
√

(EF +ħmax {b0τ})2 +2−|EF +ħmax {b0τ}|
)

,ωp

}

. (2.42)
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absence de champ magnétique. De plus, le terme B̂ · b⃗ permet alors de créer un

intervalle de fréquence dans lequel le solide est dichroïque. Ainsi, même en l’absence

de champ magnétique, il est possible de filtrer les polarisations dans un large domaine

de fréquence. De plus, la polarisation filtrée n’est pas la même dans une direction que

dans la direction inverse.

Les termes topologiques peuvent permettre aux polarisations de ne pas être ortho-

gonales. Ce phénomène est lié au fait que ces termes permettent d’avoir Im(v̂) ̸= 0⃗. Un

autre effet des termes topologiques est la possibilité de contrôler les polarisations en

variant la valeur de ceux-ci (par exemple en appliquant une pression sur l’échantillon

[40]).

Les angles ψ et χ peuvent varier grandement grâce aux termes topologiques. En

effet, ces termes permettent d’avoir une variation des angles de facteurs π rad alors

qu’il est habituellement difficile d’avoir des variations de l’ordre de 0.1 rad pour l’angle

de Kerr [4].

À basse fréquence et en champ magnétique, il est possible de déterminer que la

condition 2π2ħne = eB⃗ · b⃗ est respectée lorsque la transmission est maximale pour

toutes les polarisations incidentes possibles. Cela permet de déterminer expérimenta-

lement la valeur de b⃗ entrant dans les termes d’axion.

Lorsque le solide est de largeur finie, les propriétés de l’onde transmise et de l’onde

réfléchie oscillent en fonction des cos(Re[qi(ω)d]). Il s’ensuit qu’il existe des résonances

dans le système à certaines fréquences et que certaines périodicités peuvent être

observées. C’est pourquoi, lorsque plusieurs polarisations se dirigeant dans la même

direction peuvent s’exprimer, il est possible d’observer un phénomène de battement.

Lorsque b0 ̸= 0 et bz ̸= 0, il devrait être possible d’avoir de la triréfringence à

condition que ces paramètres soient de valeur suffisante.



Conclusion

De façon à comprendre l’ellipsométrie dans les semi-métaux de Weyl, plusieurs

développements ont été faits.

Pour commencer, un modèle simple décrivant les semi-métaux de Weyl a été

introduit. Les états propres de ce modèle ont été obtenus pour le cas avec et sans

champ magnétique externe appliqué. Les limitations de ce modèle ont aussi été

discutées. Par la suite, une brève entrée en matière au calcul de la conductivité a été

présentée.

Ensuite, les équations de Maxwell avec les termes d’axion ont été résolues. Il était

alors nécessaire d’introduire une méthode systématique qui ne repose pas sur l’essai

de solutions pour résoudre les équations de Maxwell. De plus, les termes topologiques

introduisent de nouvelles notions optiques. En effet, dans les semi-métaux de Weyl, les

dispersions de la lumière ne sont pas forcément les mêmes pour la direction avant et

arrière. Ces termes pourraient, entre autres, permettre d’obtenir de la triréfringence.

Dans la section résultat, il a alors été montré que ce solide agit comme filtre

chiral. Il est alors possible d’utiliser ce matériel pour laisser passer une polarisation

précise, et ce pour un large domaine de fréquence. De plus, la polarisation filtrée

n’est pas la même dans une direction que dans la direction inverse. Le semi-métal de

Weyl agit alors comme isolant optique. Puisque ces résultats sont valides même en

absence de champ magnétique, il est donc possible de créer des dispositifs optiques

et opto-électronique de taille réduite comparé à ce qui est présentement possible. Un

autre avantage de ces dispositifs est que la modification des paramètres topologiques

(b0 et b⃗) permet de contrôler la polarisation filtrée.

Bien sûr, plusieurs éléments ne sont toujours pas compris. L’étude des conditions
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permettant de la triréfringence dans les semi-métaux de Weyl reste à compléter et

pourrait être à la base de nouvelles applications technologiques. Considérer une onde

n’ayant pas une incidence normale à la surface est susceptible de mettre en évidence

de nouveaux phénomènes. De la même façon, il serait intéressant de considérer ce

qu’il se passe lorsque plusieurs semi-métaux de Weyl sont empilés et l’effet d’une

charge topologique différente de 1 pour les noeuds.

Durant l’écriture de ce mémoire, un nouvel article a été publié couvrant des points

similaires [41].



Annexe A

Détermination des valeurs et
vecteurs propres associés aux

matrices de Pauli

Considérons une matrice exprimée à l’aide des matrices de Pauli et de la matrice
identité.

M = v01+ v⃗ · σ⃗ (A.1)

Le polynôme caractéristique est facilement trouvé.

det(M−λ1)=
∣

∣

∣

∣

v0 −λ+vz vx − ivy

vx + ivy v0 −λ−vz

∣

∣

∣

∣

= (v0−λ+vz)(v0−λ−vz)−(vx−ivy)(vx+ivy)= (v0−λ)2−⃗v2

(A.2)

Les valeurs propres sont alors λ= v0 ±
p

v⃗2. Les vecteurs propres sont facilement
trouvés.

(

0
0

)

=
(

v0 −λ±+vz vx − ivy

vx + ivy v0 −λ±−vz

)(

a±
b±

)

(A.3)

(

a±
b±

)

∈
{(

vx − ivy

±
p

v⃗2 −vz

)

,
(

±
p

v⃗2 +vz

vx + ivy

)}

(A.4)

(

a−
b−

)

=
(

vx − ivy

−
p

v⃗2 −vz

)

=
(p

v⃗2 +vz vx − ivy

vx + ivy −
p

v⃗2 −vz

)

|−〉 (A.5)

(

a+
b+

)

=
(
p

v⃗2 +vz

vx + ivy

)

=
(p

v⃗2 +vz vx − ivy

vx + ivy −
p

v⃗2 −vz

)

|+〉 (A.6)

(

a±
b±

)

=
(p

v⃗2 +vz vx − ivy

vx + ivy −
p

v⃗2 −vz

)

|±〉 =
[

v⃗+
√

v⃗2ẑ
]

· σ⃗ |±〉 (A.7)
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En normalisant, on obtient l’expression suivante pour les vecteurs propres.

(

a±
b±

)

= v̂+ ẑ
p

2
p

1+ ẑ · v̂
· σ⃗ |±〉 (A.8)

On a introduit v̂= v⃗p
v⃗2

. On remarque que l’expression de nos vecteurs propres ne
sont pas valides pour deux situations.

La première situation se produit lorsque v⃗2 = 0. Les vecteurs propres peuvent
alors être pris comme étant |±〉. On constate que ces vecteurs propres sont égaux à
ceux de notre expression à condition de prendre v̂ = 0⃗ et de normaliser le vecteur
propre ensuite.

La seconde situation se produit lorsque 1+ ẑ · v̂ = 0. C’est-à-dire lorsque v̂ =−ẑ.
Les vecteurs propres peuvent alors être pris comme étant |∓〉.



Annexe B

Résolution d’une quartique avec la
méthode de Ferrari

Soit à résoudre une équation mise sous la forme :

z4 + pz2 + qz+ r = 0

dont les racines seront notées zi.

Si q = 0, l’équation est bicarrée et facilement soluble.

Si q ̸= 0, nous commencerons par résoudre l’équation

λ3 − p

2
λ2 − rλ+ pr− (q/2)2

2
= 0

avec λ0, l’une des trois racines de cette dernière équation.

Nous en déduisons les solutions :

p
2zi =±1

√

λ0 −
p

2
±2 i

√

√

√

√

√

λ0 −
p

2
+ p±1

q/
p

2
√

λ0 − p

2

avec (±1,±2) ∈ {(+,+), (+,−), (−,+), (−,−)}i.

Soit à résoudre une équation de la forme :

λ3 − p

2
λ2 − rλ+ pr− (q/2)2

2
= 0

.
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On pose λ= x+ p

6 et on obtient alors l’équation suivante.

x3 − p2 +12r

12
x− 2p3 −72pr+27q2

216
= 0

On peut montrer que l’une des racines est données par l’équation

x0 =−C+∆0/C
3

λ0 =
p

6
− C+∆0/C

3

avec C = 3

√

∆1 +
√

∆2
1 −∆3

0, ∆0 = p2+12r

4 et ∆1 =−27
2

2p3−72pr+27q2

216 [42].

On doit cependant faire attention. Lorsque ∆0 = 0, on doit utiliser C = 3
p

2∆1.
Aussi, lorsque C = 0, on doit utiliser λ0 = p

6 .



Annexe C

Étude de la dégénérescence des
polarisations et du lien avec

l’équation quartique

Nous savons que les valeurs propres sont données par [A− q̃2
j
−λ]2 = v⃗(q̃ j)2 où q̃ j

est l’une des solutions de la quartique. Plus précisement, λ± = A− q̃2
j
±

√

v⃗(q̃ j)2.

Pour avoir λ+ =λ− = 0, on doit avoir A = q̃2
j

et v⃗(q̃ j)2 = 0. De la première expres-

sion, on obtient q̃ j = ∓
p

A. Alors que de la seconde, on obtient v⃗(0)2 = −(κb̃0)2A ∓
2(κb̃0)Z

p
A.

Ces résultats permettent de simplifier la quartique de façon à avoir l’expression
de celle-ci lorsque les valeurs propres sont dégénérées.

q̃4 − [2A+ (κb̃0)2]q̃2 +2(κb̃0)Zq̃+ A2 + (κb̃0)2A±2(κb̃0)Z
p

A = 0 (C.1)

Puisqu’on connait l’une des racines, on peut diviser l’équation par q̃±
p

A de façon
à obtenir l’équation que doit respecter les autres racines.

q̃3 ∓
p

Aq̃2 − [A+ (κb̃0)2]q̃±
p

A[A+ (κb̃0)2]+2(κb̃0)Z = 0 (C.2)

On cherche maintenant à vérifier sous quelle condition la dispersion est dégénérée.
Pour ce faire, on pose q̃ =∓

p
A dans la cubique et on obtient la contrainte suivante.

(κb̃0)[Z±
p

A(κb̃0)]= 0 (C.3)

Ainsi, lorsque deux polarisations sont valides pour une dispersion q̃ j, cette dis-
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persion est de multiplicité deux à condition d’avoir (κb̃0)[Z− q̃ j(κb̃0)]= 0. Autrement
dit, lorsque la condition est respectée, la dispersion q̃ j est doublement solution de la
quartique et donc il est normal de trouver deux polarisations pour cette dispersion.

Lorsque la condition n’est pas respectée, les deux polarisations sont alors valides
et on a alors plus de polarisation que de dispersion. On constate qu’habituellement,
lorsque b0 = 0, nous n’avons jamais besoin de traiter cette situation. Cela est un effet
nouveau que l’on pourrait associer aux semi-métaux de Weyl.

Finalement, on note qu’il est plutôt difficile de remplir les conditions pour voir cet
effet. Pour obtenir deux vecteurs propres pour une seule dispersion, on doit déjà avoir

B2+
[

XY
ϵ̃zz

]2
+

[

Z±
p

A(κb̃0)
]2

= 0. Ensuite, pour préserver la doublure des polarisations,

on doit avoir (κb̃0)[Z±
p

A(κb̃0)] ̸= 0.

Au mieux, le respect des deux conditions semble accidentel et limité à des fré-
quences particulières si elles existent.
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