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Organisation du cours

Chapitre 1 : Introduction

Chapitre 2 : Origine du magnétisme atomique
2.1 Généralités
2.2 Magnétisme classique
2.3 Magnétisme quantique 2.4 Magnétisme dans les atomes
2.4 Magnétisme dans les atomes (suite et fin)
2.5 Paramagnétisme et diamagnétisme
2.6 Structure fine, hyperfine et effets électrodynamique quantique
Relges de Hund, Couplage L-S, j-j, Structure fine
2.7 Champ cristallin, effet Jahn-Teller

Chapitre 3 : Théorie des groupes
3.1 Définitions
3.2 Exemples
3.3 Représentations
3.4 Groupes de Lie
3.5 SU(2) et SO(3)

Chapitre 4 : Transitions de phase
4.1 Phases, etats de la matiere, symétries brisées
4.2 Transitions de phase
- Thermodynamique
- Physique statistique
- Transitions de premier ordre
4.3 Théorie de champ moyen
- Approche de Weiss
- Approche variationnelle
- Dépendance spatiale
4.4 Symétrie et ordre de la transition dans la théorie de Landau.
4.5 Effet des fluctuations: approximation gaussienne
- Approximation du col

- Transformation de Hubbard-Stratonovich
- Théorie de champ moyen comme approximation du col
- Fluctuations gaussiennes

4.6 Critere de Ginzburg

4.7 Lois d'échelle

4.8 Groupe de renormalisation



Chapitre 5 : Hamiltoniens effectifs et seconde quantification
5.1 Théorie des perturbations dénegénérées
5.2 Oscillateur harmonique et opérateurs d'échelle
5.3 Seconde quantification
- Bosons
- Fermions
- Changement de base
5.4 Opérateurs a un corps
5.5 Operateurs a deux corps
5.6 Approximation de Hartree-Fock
5.7 Origine des hamiltoniens effectifs ferro- et antiferromagnétiques
- Etats de Wannier et modéle de Hubbard
- Modeles de Heisenberg ferromagnétique et antiferromagnétique.

Chapitre 6 : Transition de phase et modes collectifs quantiques
6.1 Transformation de Holstein-Primakov
6.2 Ondes de spin ferromagnétiques et anriferromagnetiques
6.3 Transformation de Bogoliubov

Chapitre 7 : Etats cohérents macroscopiques
7.1 Condensation de Bose Einstein
7.2 Piéges magnétiques et optiques
7.3 Equation de Gros-Pitaevskii

Chapitre 8 : Supraconductivité
8.1 Phénoménologie
8.2 Approche Ginzburg-Landau
- Sans champ externe
- Ginzburg-Landau dans un champ magnétique
- Rigidité superfluide, brisure de symétrie de jauge
- Longueur de pénétration, effet Meissner-Ochsenfeld
- Quantification du flux
- Tourbillon de London
8.3 Théorie de Bardeen-Cooper-Schrieffer (1957)
- Mécanisme d'attraction dans le modele du jellium
- Hamiltonien BCS réduit et état supraconducteur
- Solution de I'équation du gap, supraconductivité singulet, s,p,d...
- Tc, Gap a T=0, équation de Ginzburg Landau
8.4 Effet Josephson
- Hamiltonien de Josephson
- Base phase-nombre
- Courant et effet Josephson



Chapitres 2 et 4

12¢me sigcle, compréhension ~ 1600

Le fer magnétique était connu
des savants grecs 1000 ans AD
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Magnétisme et sa premiere application Applications

FRERDOKE

Isolant magnétique en théorie des solides

standard?
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Physique du solide standard: metal, isolant
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Remplir la mer de Fermi

The discovery, 1911

® Heike Kamerlingh

Onnes (1853/1926)
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Supraconductivité : La découverte, 1911
® Heike Kamerlingh Onnes (1853/1926)

— Cryogénie
— Premier a liquéfier I’He (4 K)
— Nobel de physique (1913) =
z - ® Etudie la résistance des matériaux purs a /
Un métal parfait? T=0 | — -
— Supraconductivité de Hg en 1911, o — Ly
puis Sn et Pb
== wr : :
o : |
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, Chapitre 8
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Métal parfait et supraconducteur?

» Expérience numéro 1
— Appliquer un champ magnétique a haute température
— Refroidir sous Tc

 Expérience numéro 2
— Refroidir sous Tc
— Appliquer un champ magnétique

 Deux expériences, deux résultats pour un
conducteur parfait

» Méme résultat pour un supraconducteur !

9
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Détection de champs magnétiques faibles

A SQUID ing QUanium Device) is the most
sensitive type of detector known 1o science. Consisting of & super-
conducting foop with two Josephson junctions, SQUIDs are used to
measure magnelic fields.

E"““fp&'plht'&"dlfdléb\""' :

SQUID "'Superconducting Quantum Interference Device"
Un champ magnétique modifie la phase des ondes de matiére. En
détectant les oscillations dans le courant, on peut détecter des champs

magnétiques trés faibles.
10
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BiSrCaCuO
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wAcLey)

Benson, p.314
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Imagerie par Résonance Magnétique

Toujours d’actualité !
D)

[RROINNPIED e |

Vol 447|31 May 2007 dol:10.1038/ nature05 872 e

LETTERS

Quantum oscillations and the Fermi surface in an
underdoped high-T, superconductor

Nicolas Doiron-Leyraud’, Cyril Proust”, David LeBoeuf', Julien Levallois, Jean-Bapliste Bonnemaison
Ruixing Liang", D. A. Bonn™, W. N, Hardy™ & Louis Taillefer*

- =
Recherche : 1) Plus hauts champs Bose-Einstein condensation of quasi-equilibrium
2) Autre fagon de détecter (SQUID) gnons at room temperature under pumping

5.0 Cummchrites’, V.1 Dumder’, O, Diyphts’, . & Mo’ A & Jarga”. B lnbromds’ .5, W Shawin’
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Toujours d’actualité Condensation de Bose Einstein

At 7 Gcaden ol messmencal yffar, physiciun 11l commer 4xplain
Mg Smperates i pors sadac vy But By sy have deatdfind The
pries thry Nave yor 3 seiow

High T¢: The Mystery
That Defies Solution

Condensation de Bose Einstein a 400, 200 et 50 nano-Kelvins

6 Chapitre 7
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Symeétries brisées et etats cohérents, PHY-740

Supraconducteurs a haute température
Diamagnétisme
parfait

SCIENTIFIC ™=
AMERICAN

Symétrie brisée, (aussi, cristaux liquides)

(Effet Meissner)

, André-Marie Tremblay W "
B B siiikasiooke

YBa,Cu;0; 5

. , . Succes et échecs de la théorie des bandes
Diagramme de phase expérimental

« Théorie des liquides de Fermi »

. . . =1
Dopés aux électrons Dopés aux trous n ' oo
P P Metal selon la théorie des bandes
wob N, CeCu0, S L\ La, S1Cu0, Isolant antiferromagnétique en réalité | t |1 |t |1
5 ;
Pseﬁgoéap ] P
supr | & . PEL LTI
Pt critique| £ | Rayures +7 N I
quantique| £ 100f —] | i ‘ i
= i of 3 -t 0
H
0 i . N ; Isolant de Mott...
0.3 0.2 0. 0.0 L L2 L3 —
J R l ﬁ}upulnl ("ur;ll'l:nlr.lllqu v 4 , -+ ¥
Optimalement dopé Optimalement dopé : .
B 0 Bl fisumar o e - 5 1 f i Chapitre 4 et 6
" . lasce digranm o oo ||-|_\|I|' .\ll]!l‘lllll]llll! Lors. [' ' A "
< o i TR 20
n, densité électroniqueamascelli, Shen, Hussain, RMP 75, 473 (2008)  Siifitiooxe ¥, B Siiaiooks




Ondes de spin: mode collectif, phénomene emergent

Observation directe des états électroniques en

LagrCu (T2 K

LA
*a -l
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Radiation synchrotron

ipped with o phine grasing
ped roen e [Colos

Méme I’état « normal » d’un haut Tc

n’est pas normal...
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Rappel de physigue du solide de base
Electrons sans interactions
EDC
X nlkid () |
Yo .
Wk
5 }5 T
AR
N1k : N+ E
25 \ Damascelli, Shen, ¢dussain, RMP 75, 473 (2003)
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_ . Avec interactions : le liquide de Fermi
Une autre facon de voir les données

Frequency w=—1

TDispersion relation Y\é/
=0, n=14, t=0.2%
td=-0.075, t2=0.05

u=g, n=14, t=9.25 i A(k,()))f((l))
1d==0.475, 1Z=0.45 a5

Nl Ee N#lE
Fermi liguid system

20
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FIG. 7. Spectml istemely & & lanction of biodig cocrgy FIG. 1. ARPES intensity plot of the Mo{110) surface
fon comutase ciies b wormalized b th i recorded along the I' — N line of the S6Z at 70 K Shown in

::n-':::ﬂ- wieolll, 9-*::- mymials, "ﬂ::r-a the inset is the spectrum of the region around kp taken with
itzian peaka with o limesr backgr : i 2

depeibence ou e busbing snergy (o), banperatars (1), and #pecial atiention to the surface cleanliness.

Eydmgm ecposus fc) in shows.

T. Valla, A. V. Fedorov, P. D. Johnson, and S. L. Hulbert
P.R.L. 83, 2085 (1999).
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Un liquide de Fermiend =2

TiTe, I
T=13K
T-T|Te2 hvall.2eV
U/W=0.8 g
Perfetti, Grioni et A
e ——— —
al. Phys. Rev. B A f—
20 [ [~

64, 115102 (2001)

Rinding encrgy (meV)

ARPES spectra of | T-TiTey measuned

FIG. 1. High-resolut
i Big metry I'M di-

near the Fermi surfac

Fermi liqud fits w the data with the parameters. discussed i e

text. The inset show: tion of the Brillouin zone with the rel-

evant ellipsaid peke e
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Supraconducteurs

SCIENTIFIC ™=
AMERICAN

229 .

YBa,Cu;0,

Surface de Fermi d’un supraconducteur dopé aux

électrons
Armitage et al. PRL 87, 147003; 88, 257001
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Electron-doped, 17%, U=8t

U=8 z
. Frequency w=—2 Dispersion relation '\&3/
u=0, n=14, t=0,25
td=10.075, £2=0.05

v=z, n=13, 1=0.25
Td=-0.075, 12=0.85

Un modele d’électrons dans les solides qui

décrit magnétisme et supraconductivité?

0.2 04 08 08
kx

33 34
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Modeéle de Hubbard a une bande Un modeéle effectif

[ 2 ] A. Macridin et al., cond-mat/0411092
E : [ 4 R 2
H = /{l';r Plr) | —=—V"+V(r) |, (r) a A
Z, (x) 2m (r) B R s
4 o B N -
d*rd* . . g 5
- Z / U(r ="yl (o) (e (e )0, () N Qo P [ B
' 9 o ) o e i, . H
o - o | j?_u.::;.. -2 L \\ B
' o ® T
(n 0o (z.m (n,m
(r) = Z cpw(r —m) @ W
nel’ d ,05 i
I (e mE in nE
1'1',, — f(‘,l‘.‘ jJ- lt L‘O‘..!E’T f,'_ f,'_ Clo Clonr LHR R l/‘JI\l: LHR r Bms l_u{a
2 1 ; < it ".l| | & l'} iy jo Sloy Sy, Chapitre 5 Q ) II, L Q ) ll(' )
710570 Chapitre 5 . et T
Echange direct est ferromagnétique ! ¥ @ siiaiooe Damascelli, Shen, Hussain, RMP 75, 473 (2003) ¥, B Siiaiooks




' 72‘ Le modele de Hubbard t=0| Ako) U
i —
7 —+=—
| -U2
-U2 uz o
(O]
H% H=-3 i, tij (ChsCio + CJsCio ) + U Nigny, \/ K
| T f'_' ! :Pas de factorisation <3:7hamp moyen pour supra type d-wave —f:t/a n/:a —75/3&18 n:/a
ST B B siiiwasioos B B siiiwasioos
Détruire le liquide de Fermi a demi-rempli | Couplage faible vs fort n=1
Reseau + Interactions e T AKe,®)
Répulsion forte (transition de Mott) (ke0)
° © - = ~——
(0] (]
U$ #* # ® \
¥ 4y ¥ -+ += + Btw |40 tw LHB UHB
r r r
| ® 4 4;3 " ® 4 I $W ¢ U~15W (W=8t) Transition de Mott
0w
U U ﬁ
1 v - I - - _ DMFT- Georges, I 1 |l I Jll
Kotliar, Rosenberg,
r r " 1086 ?
% ) Modele effectif, Heisgnberg: J = 4t2 JU
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Organiques en couche (famille k—-BEDT-X)

t ~50 meV
Y. Shimizu, et al. Phys. Rev. Lett. 91, = L,J ~ 400 meV
“ sauses 107001(2003) a2 tt~06-11
B B siiikasiooke B B siiikasiooke

Modele de Hubbard a une bande pour les organiques

H. Kino + H. Fukuyama, J. Phys. Soc. Jpn 65 2158 (1996),
R.H. McKenzie, Comments Condens Mat Phys. 18, 309 (1998)

Diagramme de phase expérimental pour ClI

40 ; i
o
30 O
o M
g ® 5 DO
= 20 he &
]
AF ,-“*. ' =
10+ . ;
AQ/Esc u-sc F. Kagawa, K. Miyagawa, + K. Kanodg
ok J 1 ‘ PRB 69 (2004) +Nature 436 (2005)
P (bar)
Diagramme de phase expérimental (X=Cu[N(CN),]CI)
S. Lefebvre et al. PRL 85, 5420 (ZOQQ), P. Limelette, et al. PRL 91 (2003)
M CIAR v conori s s s s Jérome, Bourbonnais®y, @ siiiiioox:
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« Bethe ansatz en d=1 (correlation functions?).

* Groupe de renormalisation en une dimension (ou
quasi-unidimensionnel) (Séparation spin-charge,
Liquide de Luttinger)

— Solyom, Bourbonnais

» Théoreme de Nagaoka

« En deux ou trois dimensions (approx):
— Approximation de Gutzwiller

— Différentes formes de champ moyen pour bosons
esclaves (+ champs de jauge).

- ACDP
» Dimension infinie (Dynamical Mean-Field
Theory)

...... 45
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Fig. 2.1 The mass susceptibility of the first 60 elements in the periodic table at room temperature, plotted as a function of the atomic number. Fe,
Co and Ni are ferromagnetic so that they have a spontancous magnetization with no applied magnetic field.
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Fig. 2.8 The (a) magnetization M (normal-
ized by the saturation magnetization), (b)
energy E, (c) heat capacity C (ar constant
applied magnetic field) and (d) entropy S
of a paramagnetic salt containing n non-
interacting spin-5 ions per unit volume as a
function of kg T/ug B. The quantities E, C
and § are therefore plotted per unit volume
of paramagnetic salt.

Ch 1_3 WBlundel

@y,

Yo 1 2 3 4 5 msl/upB
(b) E

5 IL l) ;', 4 r, knT/p3B
=ttty BB
© ¢

“.5;\'“ o

kpT/upgB

d g

nhpln2 b

0 - d :' 2 .; -IL'BT/MBB

and the Helmholtz free energy can be evaluated using the expression F
—kpT In Z yielding the Helmholtz free energy for n spins per unit volume as
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g —— T
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Ii Cs J
L <5 Br
C‘i‘;Bu'
L o [ " 4
2o R
— L 8 ]
T K
— 2+..
< (G S
g -10) Tl
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= E *"Na* ]
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25 L d
1=l - .
10 s I ii-' ]
Fig. 2.2 The measured diamagnetic molar A ]
susceptibilities xm of various ions plotted o e S
against Zgpr~, where Zegr is the number of 10 10 10
electrons in the ion and r is a measured ionic 7 2 2
radius. eff T (m )
(a) (b)
Il H
H L& C H
Tt N x o
Fig. 2.3 (a) Naphthalene consists of two 1
fused benzene rings. (b) Graphite consists | ” I
of sheets of hexagonal layers. The carbon & C C

atoms are shown as black blobs. The carbon I'I/ \ _/ S /.// R

atoms are in registry in alternate, not adjacent | |
planes (as shown by the vertical dotted lines).

The effective ring diameter is several times larger than an atomic diameter and
so the effect is large. This is also true for graphite which consists of loosely
bound sheets of hexagonal layers (Fig. 2.3(b)). The diamagnetic susceptibility
is much larger if the magnetic field is applied perpendicular to the layers than
if it is applied in the parallel direction.

Diamagnetism is present in all materials, but it is a weak effect which can
either be ignored or is a small correction to a larger effect.
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Table 2.2 Magnetic ground states for 4f ions using Hund’s rules.
For each ion, the shell configuration and the predicted values of
S, L and J for the ground state are listed. Also shown is the
calculated value of p = pe/ug = g70J(J + D1'/? using these
Hund's rules predictions. The next column lists the experimental
value pexp and shows very good agreement, except for Sm and Eu.
The cxperimental values are obtained from measurements of the
susceptibility of paramagnetic salts at temperatures kg T 3> Ecgp
where Ecgg is a crystal field energy.

ion shel § L J term P Pexp

Cedt 4 13 3 Fs/a 254 251

P+ 42 1 5 4 3Hy 358  3.56

Nt 48 3 6 3 ‘p 362 3337

Pmit 4 2 6 4 Oy 268 - RN

sm¥t 4 5 5 3 Olp 085 174 &— Perviation o sa©
B+ 48 3 3 0 TR 00 34 a— Ol& niveamns excites
Ga¥+  af? % 0 1 s 794 798 'L{r-of /br;.s duw

vt 48 3 3 6 TR 97 977 fondamenta|

pyt 4?3 5 B OHy, 1063 1063

Hot 410 2 6 8 g 10.60 104

ESt 4t 3 6 B npsp 959 95

™3+ 4712 1 5 6  3Hg 757 7.6l

yoit 4 1 3 1 ZEp 453 45

et 4 o0 0 o0 Is, 0 0

the 3d ions)."? § rises and becomes a maximum in the middle of each group. L
and J have maxima at roughly the quarter and three-quarter positions, although
for J there is an asymmetry between these maxima which reflects the differing
rules for being in a shell which is less than or more than half full.
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Table 3.1 Magnetic ground staies for 3d ions using Hund’s rules. For each

ion, the shell confignration and the predicted values of S, L and J for the /@M R £./ .dk‘jﬁ/ ceq/
ground state are listed. Also shown is the calculated value of p = uof/p1p

for each ion using Hund’s rules predictions. This is given the symbol by = ) t ?z A '1) pu,

2707 (J4+1)1*/% and the next column lists the experimental values pexp which

are derived from measurements on paramagnetic salts containing the relevant

ions. This agrees much betier with py = 2[5(S + 1)]1/2, which assumes S (: S+ l

orbital quenching, sothat L =0, J = Sand g; = 2.
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@ Théorie des groupes

2.3.1 Définitions

Les opérations de symétrie décrites en début de chapitre sont telles que la succession de deux opérations
de symétrie prise comme un tout est encore une opération de symétrie. Cette propriété est a la base d’une
structure mathématique appelée groupe. Cette section se veut un survol rapide des concepts les plus simples
de la théorie des groupes telle qu’utilisée en physique théorique.

Un groupe est un ensemble d’éléments sur lequel une loi de composition (c’est-a-dire un produit) a été
définie, satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Sia et b appartiennent au groupe G, alors le produit ab appartient aussi a G.

2. Il existe un élément neutre (ou identité), noté e, tel que ea = ae = a pour tout élément a de G.

1 1

3. Chaque élément a de G posséde un inverse a~! tel que ¢ 'a = aa™! = e.

4. Le produit est associatif : (ab)c = a(bc)

Un groupe est dit abélien ou commutatif si le produit est commutatif : ab = ba. Dans le cas contraire, on le
dit non-commutatif. Un groupe est dit fini (resp. infini) s’il contient un nombre fini (resp. infini) d’éléments.
L’ ordre d’un groupe fini est simplement le nombre d’éléments du groupe. Un groupe est discret si ses
éléments forment une suite discréte, en correspondance avec les entiers, mais pas nécessairement finie. Il
est continu dans le cas contraire. Un groupe continu est un groupe de Lie s’il possede en méme temps la
structure d’une variété différentiable, c’est-a-dire, si on peut localement le mettre en correspondance avec
R? pour le paramétriser ; d est alors la dimension du groupe de Lie.

Un sous-groupe est un groupe qui est sous-ensemble d’un autre groupe, avec la méme regle de multiplica-
tion.

2.3.2 Exemples

1. L’ensemble Z des nombres entiers est un groupe par rapport a I’addition. Ce groupe est infini, discret
et abélien. L’ensemble R des nombre réels est aussi un groupe par rapport a 1’addition, mais un
groupe continu. Cependant, R n’est pas un groupe par rapport a la multiplication car I’élément 0 n’a
pas d’inverse.

2. L’ensemble des permutations de n objets est un groupe dénoté S, le groupe symétrique ou groupe
des permutations. La multiplication est ici la composition des permutations (voir I’appendice 4.5 pour
un rappel sur les permutations). Il s’agit d’un groupe non abélien et fini, comportant n! éléments.

3. L’ensemble des translations de I’espace a trois dimensions est un groupe ot le produit est la composi-
tion des translations. Ce groupe est abélien, infini et continu (il est en correspondance avec R?, chaque
translation étant caractérisée par un vecteur réel).

4. L’ensemble des matrices de rotations dans I’espace a trois dimensions forment un groupe noté SO(3)
(pour Special Orthogonal). Ce groupe est non abélien et continu. En général SO(n) est le groupe
des matrices orthogonales O d’ordre n avec déterminant unité (det O = 1). Le produit de groupe est
bien slir la multiplication des matrices. Bien entendu, SO(n) est un sous-groupe de SO(n + 1). Si
on relaxe la contrainte det O = 1, on obtient le groupe orthogonal O(n) qui, en plus des éléments de
SO(n), contient aussi les réflexions par rapport & un plan quelconque.

5. L’ensemble des matrices non singulieres d’ordre n forment le groupe G L(n) (pour General Linear).
Le groupe SO(n) est un sous-groupe de GL(n).
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6. L’ensemble des matrices unitaires d’ordre n forment le groupe U (n). Si on ajoute la condition que le
déterminant soit unité, condition compatible avec la multiplication des matrices, on obtient le groupe
SU(n).

7. L’ensemble des rotations et des réflexions qui préservent I’aspect d’une structure cristalline forment
le groupe cristallographique de cette structure. Le groupe cristallographique comporte un nombre fini
d’éléments et est un sous-groupe de O(3). On dénombre 32 groupes cristallographiques différents. Si
on autorise, en plus des rotations et des réflexions, des translations par un vecteur du réseau cristallin,
on peut construire des groupes plus grands, appelés groupes d’espace. 11 existe 230 groupes d’espace
différents.

2.3.3 Représentations

Un groupe est une structure abstraite, qui peut étre représentée par des objets plus concrets, en 1’occurence
des matrices. Une représentation de dimension n d’un groupe G (plus précisément, une représentation
vectorielle) est un ensemble de matrices d’ordre n qui sont en correspondance avec les éléments du groupe
(isomorphisme). Si on désigne par a un élément de G et par R(a) la matrice correspondante, on doit avoir

R(ab) = R(a)R(b) R(a™'Y)=R(a)™! (2.73)

Un méme groupe a généralement plusieurs représentations de dimensions différentes.

On distingue parfois la représentation dite fondamentale, qui sert a définir certains groupes. Par exemple,
I’ensemble des matrices orthogonales qui définit le groupe SO(3) constitue la représentation fondamentale
de ce groupe. SO(3) compte cependant une infinité d’autres représentations.

L’espace vectoriel de dimension n sur lequel les matrices d’une représentation agissent est appelé le module
de la représentation. Malheureusement, un abus de langage courant donne aussi a cet espace le nom de re-
présentation ; le contexte aide généralement a distinguer les deux concepts. C’est sur cet espace que résident
les objets qui sont transformés par la représentation du groupe. Le module de la représentation fondamentale
de SO(3) est simplement I’espace cartésien de dimension 3. En mécanique quantique, les modules sont des
sous-espaces de I’espace des états. Par exemple, I’ensemble des états a moment cinétique orbital [ dans un
atome (oublions le spin pour le moment) forme le module associé a la représentation de dimension 2/ 4 1
de SO(3).

Une représentation est dite réductible si le module V' correspondant peut étre divisé en une somme directe
(V = Vi & V) telle que V) et V5 ne sont pas mélangés par I’action du groupe. Cela signifie qu’il est possible
de choisir une base dans V telle que toutes les matrices de la représentation sont diagonales par blocs, c.-
a-d. qu’un élément de V; (ou de V5) demeure dans V; (resp. V2) quand un élément du groupe agit sur lui
par I’intermédiaire de la représentation. Dans le cas contraire, la représentation est irréductible. Ce sont ces
dernieres qui sont intéressantes, puisque les représentations réductibles peuvent étre obtenues par somme
directe de représentations irréductibles.

Un des résultats importants de la théorie des groupes est le lemme de Schur, qui stipule que si une matrice
H commute avec tous les éléments d’une représentation irréductible, alors H est proportionnel a 1’identité.
Si H commute avec tous les éléments d’une représentation réductible, alors H est diagonal, et égal a un
multiple de I’identité dans chaque sous-module irréductible, la constante de proportionnalité étant a priori
différente dans chaque sous-module. En mécanique quantique, si, en raison d’une symétrie, I’hamiltonien
H commute avec tous les éléments d’un groupe de transformation, alors [ est une constante dans chaque
module irréductible du groupe, c’est-a-dire que tous les états appartenant & un méme module irréductible
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ont la méme énergie. C’est ici le principal avantage de la théorie des groupes en mécanique quantique : la
classification des niveaux d’énergie. On voit comment la présence de symétries dans un systéme quantique
est reliée & une dégénérescence des niveaux d’énergie : les n états indépendants d’une représentation (mo-
dule) irréductible de dimension n d’un groupe de symétrie de ’hamiltonien ont tous la méme énergie, par
le lemme de Schur.

Si un groupe est abélien, chaque élément du groupe commute avec tous les autres et le lemme de Schur
s’applique a tous les éléments ! On conclut que la seule représentation irréductible d’un groupe abélien
est de dimension 1. Ceci est effectivement ce que nous avons trouvé dans le cas du groupe de translation,
la représentation de 7'(a) étant donnée par la phase e~%*¢, Il s’agit bien d’une représentation puisque la
propriété de groupe T'(a)T'(b) = T'(a + b) y est fidélement reproduite : e~*@e 0 = ¢~tk(a+b),

Une représentation est dite unitaire si toutes ses matrices sont unitaires. En mécanique quantique on s’in-
téresse uniquement aux représentations de ce type. Deux représentations sont dite équivalentes si elles sont
reliées par une transformation de similitude, provenant par exemple d’un simple changement de base sur
le module. En clair, si A est un élément d’une représentation, alors la représentation formée des éléments
SAS~! est équivalente 2 la premiére, pourvu que la matrice S soit la méme pour tous les éléments de la
représentation.

Pour étre plus précis, les représentations qui sont pertinentes a la mécanique quantique ne sont pas les
représentation vectorielles proprement dites, mais les représentations dites projectives, qui sont caractérisées
par la relation

D(a)D(b) = e(a, b)D(ab) (2.74)

ou e(a, b) est une phase qui dépend des deux éléments a et b Ceci provient du fait que la propriété de
groupe doit étre satisfaite non pas par des matrices agissant sur des vecteurs, mais sur des états physiques,
qui sont des vecteurs modulo une phase arbitraire. L’espace des états est en réalité un espace projectif, c.-
a-d. un espace vectoriel sur lequel deux vecteurs qui ne différent que par une constante multiplicative sont
identifiés. La propriété de groupe s’énonce alors comme suit : les états D(a)D(b)[¢)) et D(ab)|y)) doivent
étre équivalents, ce qui mene a la relation (2.74). Wigner a démontré qu’on pouvait toujours ramener une
représentation projective a une représentation vectorielle, parfois multivoque. C’est ce qui se produit dans
le cas du groupe SO(3) (voir plus bas).

2.3.4 Algébres de Lie

Les générateurs d’un groupe, comme par exemple les composantes du moment cinétique pour le groupe de
rotation, sont des opérateurs qui agissent sur le module. En général, ces opérateurs ne commutent pas entre
eux. Par exemple, les composantes du moment cinétique obéissent aux relations de commutation (2.49). La
forme de ces relations de commutation est intimement liée a la structure du groupe de rotation. En principe,
cette relation nous permet de calculer des produits d’opérateurs de rotation a partir de I'Eq.(2.48). Il est alors
clair que si on arrive a trouver un ensemble de matrices d’ordre n qui satifont a la relation de commutation ci-
haut, il sera possible de trouver une représentation d’ordre n du groupe de rotation, simplement en calculant
des exponentielles.

En général, I’ensemble des générateurs d’un groupe de Lie, avec leurs relations de commutation, forment
ce qu’on appelle une algébre de Lie. La dimension d’une algébre de Lie est le nombre de générateurs,
c’est-a-dire la dimension du groupe de Lie associé. Une représentation d’ordre n d’une algebre de Lie est,
naturellement, un ensemble de matrices d’ordre n qui ont les mémes relations de commutation entre elles
que les générateurs. Le lemme de Schur s’applique aussi a I’algebre de Lie : si une matrice H commute avec
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tous les éléments d’une représentation irréductible de I’algebre de Lie — en fait, avec tous les générateurs
dans cette représentation — alors cette matrice est proportionnelle a I’identité.

L’algebre de Lie associée a un groupe ne fait qu’explorer le voisinage de I’identité du groupe et ne peut
refléter la structure topologique du groupe de Lie, qui est une propriété globale. Il est donc possible que
deux groupes différents, de méme dimension, aient la méme algeébre de Lie. C’est le cas notamment des
groupes SO(3) et SU(2), tous deux de dimension 3, qui partagent la méme algebre de Lie.

2.3.5 Les groupes SU(2) et SO(3)

Concentrons-nous maintenant sur le cas particulier des groupes SO(3) et SU(2) pour illustrer un peu plus
explicitement les concepts introduits plus haut.

Le groupe SU(2) est formé de I’ensemble des matrices unitaire d’ordre 2 avec déterminant unité. Ces
matrices ont donc la forme suivante :

o a b 2 2
U= <_b* a*> la|” +[b]" =1 (2.75)
La contrainte |a|? + |b|> = 1 signifie que chaque élément de SU(2) correspond 2 un point sur la sphére S3
de rayon unité plongée dans I’espace R* : il suffit de poser a = 1 + iz et b = x3 + ix4 pour s’en assurer.

Les matrices de rotations (2.65) calculées pour le spin % forment en fait la représentation fondamentale de
SU(2). 1l est en effet trés simple de démontrer que les matrices (2.65) sont unitaires et ont une déterminant
unité, pour toutes les valeurs de n et de 6. Il en ressort que les générateurs de SU(2) sont proportionnels
aux matrices de Pauli et qu’ils ont les mémes relations de commutation que les composantes du moment
cinétique : SU(2) et SO(3) ont la méme algebre de Lie. On peut aussi le voir de la fagon suivante : si U est
une matrice unitaire d’ordre 2 tres proche de I’identité, on peut I’écrire comme U ~ 1 — K, ou K est une
matrice hermitique. Puisque det(1 — iK) ~ 1 — itr K, la contrainte det U = 1 devient alors tr K = 0.
Donc K est une matrice hermitique d’ordre 2 sans trace et doit de ce fait étre une combinaison linéaire des
trois matrices de Pauli.

Dans la section 2.2.2 nous avons, sans le dire, construit les représentations irréductibles de I’algebre de Lie
de SU(2) et SO(3). En effet, les 2j + 1 états permettent de construire une représentation des générateurs .J3
et J1 et cette représentation est irréductible par construction : tous les états peuvent &tre obtenus par action
successive de J_ sur un seul état; il n’y a donc pas d’état qui ne puisse étre relié a un autre par ’action de
Ji.

Les représentations de SO(3) de spin demi-entier (j = %, %, %, ...) ont la particularité d’&tre multivoques,

c’est-a-dire qu’a chaque rotation correspondent plus d’une matrice (ici, deux matrices). Ceci se voit facile-
ment pour la représentation (2.65) : il suffit de faire § — 6 + 27 pour voir que Z(n, §) change de signe,
alors que la rotation correspondante est la méme. Le méme ensemble de matrices n’est pas multivoque si
on le considere comme une représentation de SU (2) car, bien évidemment, il s’agit de la représentation qui
définit le groupe SU(2).

La possibilité de représentations multivoques de SO(3) est liée a la structure topologique du groupe SO(3) ;
plus précisément, au fait que SO(3) est doublement connexe (71 (SO(3)) = Zsg). Pour démontrer ceci, il
suffit de remarquer qu’on peut représenter géométriquement SO(3) comme I’intérieur et la surface d’une
sphere de rayon 7 dont les points opposés sont identifiés. Un point dans cette sphere peut étre représenté
par le triplet (£, 6, ¢) en coordonnées sphériques, ot £ € [0, 7] est la coordonnée radiale et ot (7, 6, ) est
identifié a (7w, m — 0, p + 7). La direction spécifiée par 6 et ¢ est alors I’axe de rotation et £ est I’angle de
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FIG. 2.1: Deux courbes fermées dans SO(3) qui ne sont pas homotopes.

rotation par rapport a cet axe. Le fait que les points opposés de la sphere soient identifiés est essentiel et
signifie qu’une rotation de 7 autour d’un axe est équivalente a une rotation de —r.

Considérons maintenant une courbe fermée dans SO(3), c’est-a-dire une succession de rotations pouvant
représenter physiquement le mouvement d’un corps rigide qui revient a la fin a son orientation de départ.
Le fait que SO(3) soit doublement connexe signifie qu’il existe deux catégories de courbes fermées qui
ne peuvent étre déformées continuement I’une dans 1’autre. Elles sont illustrées a la figure 2.1. L'une de
ces courbes fermées correspond & un mouvement rotatoire de 27 autour d’un axe et ne peut tre déformé
continuement vers un mouvement rotatoire fermé composé de petites rotations (c.-a-d. proche du centre de
la sphere SO(3)).
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4. PHENOMENOLOGIE DES TRAN-
SITIONS DE PHASE, SYMETRIE
BRISEE

4.1 Phases, états de la matiere, symétrie brisée

4.2 Thermodynamique, transitions de phase (pre-
mier ordre)

4.3 Théorie de champ moyen

4.3.1 Approche de Weiss
4.3.2 Approche variationnelle

4.3.3 Dépendance spatiale, longueur de corrélation

4.4 Symétrie et ordre de la transition dans la théorie
de Landau!

Pour qu’une transition de phase soit continue, les deux phases doivent étre présentes
au point de transition. Ceci veut dire qu’une condition nécessaire pour que la tran-
sition de phase soit continue est que le groupe de symétrie de chacune des deux
phases doit étre un sous-groupe du groupe de symétrie de la phase au point de
transition.

Autrement dit, on peut supposer qu'un certain groupe de symétrie Gy décrit
la phase qui existe en un point du diagramme de phase et on se demande quelles
phases peuvent émerger de chaque c6té de ce point. Prenons par exemple la
densité d’un cristal p(r) comme parameétre d’ordre. Au point de transition, on
peut développer p (r) sur une base de fonctions gbl(.") (r) qui se transforment selon

1E.M. Lifshitz and L.P. Pitaevskii, "Statistical Physics, 3rd edition, Part 1", (Pergamon Press,
Oxford, 1980) section 145.
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les représentations irréductibles du groupe Gy

pr) = a8 (x) (4.1)

ou l'indice ¢ de (;Sgn) (r) représente les différentes fonctions qui forment le module (la
base) pour la représentation irréductible n. Une des représentations irréductibles
est celle ot toutes les opérations du groupe sont représentées par l'identité. En
Iisolant, on peut réécrire

p(x)=po+op=py+ Y as{" (r). (4.2)
n#l,i

(n)

A la transition, le cristal a la symétrie G donc tous les coefficients a; ~ s’annulent.

Pour que la transition soit continue, il faut que les agn) augmentent de fagon

continue d’au moins un des cotés de la transition (ils peuvent demeurer zéro dans
(n)

4

sont
déterminées a partir des conditions d’équilibre. Lorsque au moins un des al(-")
devient différent de zéro, la symétrie de la nouvelle phase est déterminée et elles
sera plus petite que celle représentée par Gg. La nouvelle phase sera symétrique
sous les transformations d’un sous-groupe de Gg. Par exemple, si on prend un
liquide avec invariance sous toutes les rotations continues, il est clair que le solide
est invariant seulement sous les opérations d’un sous-groupe du groupe de rotation.
Comme les al(»n) sont arbitrairement petits & la transition de phase, Landau fait
I’hypotheése que le potentiel thermodynamique peut se développer en puissances de
ces agn) preés de la transition. Le potentiel thermodynamique I" doit étre invariant
au point de transition par rapport a toutes les opérations du groupe Gy, donc il
ne peut contenir de termes linéaire en dp. Il n’y a qu’un invariant de deuxiéme

odre pour chaque représentation. On peut toujours le réarranger sous la forme,

Pory+ A0 S ]

n#l i

une des phases qui a alors elle aussi la symétrie Gg). Les valeurs des a

En posant que les A sont des fonctions continues de la pression et de la tem-
pérature, on a que A = 0 a la transition pour toutes les valeurs de n et que
pour une des valeurs de n, on a A > 0 dans une phase et A < 0 dans 'autre
phase. Dans la phase ou la condition A" > 0 est satisfaite, la solution d’équilibre

(n)

est que ai" = 0 pour tous les i et tous les n. Dans la phase ot un des A est

, . e , . n
négatif, on minimisera ’énergie avec des valeurs al(» ) # 0 pour cette valeur de n.

Pour vraiment trouver la valeur des a{™

termes d’ordre supérieur se comportent.

, il faut cependant savoir comment les

e S’il y a des invariants d’ordre trois, la transition peut étre du premier ordre.

e Méme s’il n'y a que des invariants d’ordre pair, si un des coefficients du
terme d’ordre quatre est négatif, la transition peut étre du premier ordre.

e Pour les solides, la situation réelle est plus compliqué car la classification des
groupes d’espace est plus compliquée.

Exemple 1 Si on prend le cas d’un aimant ot le paramétre d’ordre est un vecteur

M, [l'imvariant de deuxiéme ordre est M- M et linvariant d’ordre quatre est
(M- M)>.

2 PHENOMENOLOGIE DES TRANSITIONS DE PHASE, SYMETRIE BRISEE



Remarque 1 Comme nous le verrons dans les sections suivantes, la théorie de
Landau ne s’appliqgue pas dans beaucoup de cas. Lorsqu’on consideére les fluctu-
ations, l'ordre de la transition peut changer. Aussi, il y a eu des propositions
récentes ow la tramsition par exemple entre un solide de liens de wvalence et un
antiferroaimant n’entrerait pas du tout dans cette classification de Landau.

4.5 Effet des fluctuations: approximation gaussi-
enne

Nous démontrerons d’abord, pour le cas simple du modéle de Ising, que la théorie
de champ moyen peut étre vue comme une approximation a une théorie beaucoup
plus générale qui inclue des fluctuations. Puis nous verrons comment traiter les
fluctuations dans I'approximation la plus simple. Pour étre plus spécifique, nous
verrons que la théorie de champ moyen peut étre vue comme venant d’un calcul
de la fonction de partition dans I’approximation du col. Nous commencerons donc
par réviser cette approximation, puis nous démontrerons un petit théoréme sur
les intégrales gaussiennes qui nous permettra de réécrire la fonction de partition
comme une intégrale que nous évaluerons par la suite a l’aide de I’approximation
du col.

4.5.1 Approximation du col (saddle-point approximation)

Supposons qu’on doive évaluer I'intégrale

/ e N @) gy (4.3)

ou N est grand. On peut supposer que c’est le voisinage de 'endroit ou f (z) est
minimum qui contribuera le plus a I'intégrale. On peut formaliser ce résultat en
faisant le développement limité de f (z) autour de son minimum

Y NI @o) AN (o) +
e NI@ gy o [ NI~ EN T a—w0) o g, (4.4)
—o0 —o0

ol g est défini par la valeur de z telle que (en variables complexes ce point est
souvent un col de la fonction)

of
— =0 4.5
B (4.5)
L’intégrale a faire est une gaussienne, donc
T NI ~Nf(zo) |27
e dr ~e 7 (4.6)

La valeur du logarithm de cette intégrale sera dominée par la valeur de I’argument
au col car

[ e NI@ gy ~ —Nf (z0) + ERNY i P (4.7)
— 2 N

Ox2
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et In N est négligeable devant N dans la limite N — oco. Ce résultat est contin-
uellement utilisé en mécanique statistique. C’est la méthode qui est utilisée par
exemple pour dériver la formule de Stirling.

4.5.2 Transformation de Hubbard-Stratonovich

Pour formuler la théorie en fonction de variables continues qu’on pourra par la
suite minimiser pour trouver un col qui correspondra & la théorie de champ moyen
et les corrections a cette théorie, nous introduisons la transformation de Hubbard-
Stratonovich qui ne fait appel a rien d’autre que ’algébre linéraire et I'intégration
d’une gaussienne.

Soit 'intégrale

o0 2
/ e~ ® /20195 4 (4.8)
— 00

ou S est un opérateur. Si la variable a a une partie réelle positive, 'intégrale
converge. On peut faire le développement en série de 'exponentielle d’un opérateur

o 2 > 2 = (pS)"

/ e 9 /2995 g :/ e PPNy (4.9)
n!

- - n=0

Chaque terme de la série est une intégrale gaussienne qu’on peut faire facilement.

On obtiendra une série de puissance en S;. Cette série est identique a celle que

nous aurions obtenue si S; avait été un simple nombre. Il est donc plus simple de

faire directement l'intégrale en complétant le carré

e 142 4G o 1 5.2 as? as?
/ e 2?95 :/ e 2a (9708 5 4 = \mae s . (4.10)

La généralisation de ce résultat au cas qui nous intéresse se fait de la fagon suivante.
En notation matricielle

> iAo, = Ad; > ¢85 =¢"S (4.11)
i,J i

En supposant A réelle symétrique, A = AT cette matrice est diagonalisable par
une transformation orthonormale: A = TTDT ou D est une matrice diagonale et
TTT =1. Alors, avec la mesure,

D¢ =[] do, (4.12)

on obtient
/°° 9T 6+6TS Dy /OO e ¢TTTBTo LT (TIT)S g (413)

Si toutes les valeurs propres de A sont réelles positives, l'intégrale converge et
peut étre faite. Soit le changement de variable 9 = T¢. Le jacobien de cette
transformation est égal & I'unité parce que det T =1. On peut utiliser le résultat
scalaire obtenu précédemment pour écrire

/OO e T BTo 0T (TTT)S g _ /OO eV BUTTTS Dy (414)

= /@2m)V detD-1eST TS (4.15)
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En retournant dans la base originale, on a donc, pour une matrice N x N

oo -1
/ e_¢T%¢+¢TSD¢ =/ (2m)" det A-1e5%8 (4.16)
— 00

On peut utiliser le résultat précédent pour calculer la fonction de partition du
modeéle de Ising. En effet il faut calculer

7 (B) = TrefS" I'SHABTS (4.17)

En faisant I'identification $J’= A~'/2 dans les membres de droites des deux équa-
tions précédentes, on obtient

+Tr1me_¢
./(g) det J’

1 o0 T/ —1 ’ ,
T/,me o7 I qu(e 6, BBiJre%JrﬁBi) Dé
,/(g) det J' i

) oo

N 6_¢T J;;q)—&-zilﬂ(2C05h(¢i+ﬁB1{>>D¢ (419)

,/(g)NdetJf /’°°

4.5.3 Théorie de champ moyen comme approximation du col

Z(8,B) = " o048 S gy (4.18)

Pour évaluer le logarithme de Z (/3) dans ’approximation du col, on trouve I’endroit
ol 'argument de 'exponentielle dans I'intégrale est maximum et on développe au-
tour de ce maximum. Trouvons d’abord le maximum

0 TJ/_1 I 1 /—1 /
90, <—¢ 17 o+ zi:ln (2cosh (¢; + 8B;)) | = —ZZJ: EJU ¢;+tanh (¢, + 8B;) = 0.
(4.20)
Avec le changement de variable ¢ = 23J'M, ou en composantes
¢; =28 Jj My (4.21)
k

I’équation pour le col donnera

=TGN T M = —tanh (25 > T M + 53;) (4.22)
J k k
M; = tanh (w > T M + 53;) (4.23)
k

ce qui correspond bien au résultat de la théorie de champ moyen ou au résultat
de Weiss dans le cas ou M; est indépendant de . Dans ce dernier cas, la partie de
I’énergie libre qui dépend du paramétre d’ordre et qui ne vient que de la valeur de
I’argument de ’exponentielle & son minimum s’écrit,

TJ/71

4p

F(3,B)Y=—-f""'lmz=-p" <¢ ¢+NIn (2cosh (¢ + BB’))) (4.24)
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Si on réexprime en fonction des variables M; = M Eq.(4.21) dans le cas o la
solution est invariante sous translation, on a

Fo= S JLMAM, - % In[2cosh (2820'M + BB')] (4.25)
= N (20 — 87" In [2cosh (28200 + 8B')] ) (4.26)
= —NB 'In2+N <zJ'M2 — % In [cosh® (282" M + ﬁB’)}) (4.27)
= F+N (zJ'M2 + % In [1 — tanh?® (282J'M + ﬂB’)]) (4.28)
_ 1 _
- R+ N (zJ'M2 550 [1 - MQD (4.29)

ou dans la derniére équation nous avons utilisé I’équation pour le col Eq.(4.23). 1l
faut se souvenir que F est en fait une fonction de B’ donc lorsqu’on écrit M ci-
dessus, en fait on parle de la valeur de M extraite de ’équation du col en fonction
de B'.

Pour retrouver I'expression pour I', on écrit la transformation de Legendre

I'(8,M)=F(3,B)+NBM (4.30)
ou oF
NM = o5 = = N tanh (28zJ'M + 3B’) (4.31)

est bien identique a 1’équation du col Eq.(4.23). La dérivée partielle par rapport
a B’ a été évaluée avec ’équation Eq.(4.25) en utilisant le fait que méme si M
dépend de B’, OF/OM = 0 au col. La valeur de B’ est donné par ’équation du
col

— = 1 1+ M
282 "M + BB’ =tanh ' M = - In [ —= 4.32
5203 + 6B’ = tan (5 (432
d’ou, la partie de I' qui dépend du paramétre d’ordre s’écrit,
I'(8,M) = F(B,B")+NB'M (4.33)
1+ M
= FBY+N|=1 —2zJ'M 4.34
(B) + [25 n( M> zJ’ } (4.34)
I (8,M) ~—2 — — M 1+M
= — 1|(1-M) —  (1+M) —
F(BM) = =2 W+ 5 |5 In (1= M) + ——In (1+77)

ce qui correspond bien au résultat trouvé auparavant par la méthode variationnelle.

4.5.4 Fluctuations gaussiennes

Dans la phase désordonnée & haute température, M = 0. La fonction de partition
avec la transformation Hubbard-Stratonovich correspondante a8 B’ = 0 s’écrit donc

\/ (75) detJ’/
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En faisant un nouveau changement de variable de ¢; a M; de la facon suivante
¢ =+/2J’'M la mesure se transforme comme suit

D¢ = ((25)” 2 det J'1/2) DI

Remarque 2 La racine carré d’une matrice est définie de la fagon suivante. Si
T diagonalise J', alors

J = T'DT =T"DY?D'/2T (4.37)
- (TTD1/2T) (TTD1/2T> — J'1/231/2 (4.38)

Remarquez que det J'V/2 = /detJ".

Apres avoir fait le développement In (cosh (z)) = ;xQ - 12:104 +0 ( ) on ob-
tient (il y a une somme sur les indices répétés), en négligeant les termes quartiques,
(on note simplement qu'ils ont le bon signe pour que I'intégrale converge a grand
M,

Zi: In (2 cosh (¢;)) Z In (2 cosh ((\/W)j M—)) (4.39)

1
5 (263, VPR (28302 L + a2 (4.40)
J-1 1l—r—

T4 SM M (4.41)

De la on extrait, en utilisant le fait que J’ est symétrique,

12

¢T

Z(B,B =0) — (28)"* det J1/2 YN/2 et 31/2 / 4[4 M- (5 M)}DMMAQ)
\/ (7B) N det J/
_ 1/ / §[$M M- (2MTIM)] pr (4.43)

/ T oM par (4.44)

— 00

ol Zj est une constante et

5, )
(G™), . =—2J],+—=.
ij 5
Pour faire 'intégrale en permettant les fluctuations spatiales, on passe en trans-
formée de Fourier ou chaque mode devient indépendant. On définit ces transfor-
meées de Fourier en utilisant les résultats

(4.45)

1 .
o DL L (4.46)

1 e,
— Ze q'(rz_rj)
N q

Il
=

i (4.47)

qui permettent d’écrire

M (q) = \/—% Z e "aT; (4.48)
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— 1 Pp—
M; = Ni Zq:e“l iM (q) (4.49)

De 1a,

M G M = Z M, M, (4.50)

NZZZe“’”M (G™), 4™ (q). (4.51)

Comme J{j ne dépend que de r; —r;, on pose r; = R+3, r; = R—5. En faisant
la somme sur R,on obtient dq+q,0 ce qui permet de faire la somme sur q'. Il ne
reste que

Z Z TG (r) M (q) M (— Z G (q) M (q) M (—q) (4.52)

G (q)=-2J (q)+ 8" (4.53)

Qui correspond bien & la définition donnée antérieurement.
Exemple 2 FEn trois dimensions par exemple,
G '(q) = —4J (cosq.dy + cosq,do + cosq.do) + 5
= —%kBTC (cosqqdy + cosqydy + cosq.dy) + kT (4.54)

kg (T —T,) + (kBT d2) (4.55)

kp (T —T.) (1 + (ﬁdo) ) (4.56)

On voit bien que pour T > T, Uintégrale convergera tel que promis. En dimension
quelconque, & grande longueur d’onde ou petite valeur de q, on obtient (avec z le
nombre de premiers voisins

R

1

G a) ~ kp(T-T.) (1 + (ﬁcﬂ) > (4.57)
= 2(a(T)+cq) (4.58)

ta” (1+&¢%) (4.59)

o(T) = kB (T-T,) ; c= kngcdg (4.60)
t = % _kBTC,g—%O,ggzd;g (4.61)

Comme la transformation qui passe de M; a M (q) est unitaire, le jacobien est
égal a l'unité. Cependant, comme M, est réel, on a une relation entre M (q) et
M (—q), soit

M(—-q)=M(q)". (4.62)

On a donc N/2 valeurs de q seulement qui sont indépendants, mais comme M (q)
est complexe, il y a autant de variables a intégrer qu’au départ. Sous le changement
de variable, la mesure se transforme donc ainsi

DM =[] *dM (q) dM (—q) (4.63)

qa
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L’indice supérieur x a la somme rappelle que chaque fois qu’un vecteur q est
compté, le vecteur —q ne l'est pas. Comme on a égalité M (q) M (—q) =
Re M (q)° + Im M (q)° on veut utiliser ces variables d’intégration. Comme

M (q) =ReM (q) +iImM (q) ; M (—q) =ReM (q) —ilmM(q)  (4.64)
le jacobien de la transformation est donné par 2. Donc,
dM (q) dM (—q) = 2idRe M (q) dIm M (q) . (4.65)

La fonction de partition 4.44 écrite avec ces nouvelles variables factorise car
G~!(q) est diagonale.

Z(3,B'=0) = 2z} /OO o3 X q G (@ ®ReM(q)’+Im M(q)?) (4.66)
I[ “dReM (q) dIm M (q) (4.67)
a

Dans 'argument on peut sommer sur la moitié des valeurs de q & condition de
multiplier par un facteur deux, donc

F = —f7'InZ = termes non singuliers + (4.68)
g1 Z *1n {/OO e AGT (@ ®ReM(q)*+ImM(0)*) g Re W (q) dIm 7 (q)
q — 00
Pour calculer (M (q) M (—q)) = <R6M(q)2 + ImM(q)2> avec la fonction de

partition ci-dessus, il suffit d’utiliser les propriétes de la gaussienne (on identifie 02 = G (q) / 2)
pour obtenir

<ReM<q)2 + ImM<q)Q> =G (q) (4.69)

Il ne reste qu’a voir section 4.5 des notes de Claude Bourbonnais.

4.6 Critére de Ginzburg

Il ne reste qu’a voir section 4.5 des notes de Claude Bourbonnais et le devoir

4.7 Lois d'échelle, invariance d'échelle?

A laide d’arguments physiques simples, on peut établir des relations entre les
exposants critiques. Dans un premier temps les relations finales entre exposants
n’impliquent pas la dimension du systéme et sont donc valables méme en théorie
de Landau. Une relation supplémentaire qui implique la dimension physique du
systéme n’est valable que lorsqu’il y a invariance d’échelle, ce qu’on retrouve dans
la théorie des phénomeénes critiques lorsque la dimension est plus petite que celle
ou la théorie de Landau s’applique (dimension critique supérieure) et plus grande
que celle ou l'ordre a longue portée disparait (dimension critique inférieure).

2E.M. Lifshitz and L.P. Pitaevskii, "Statistical Physics, 3rd edition, Part 1", (Pergamon Press,
Oxford, 1980) section 148

CRITERE DE GINZBURG 9



4.7.1 Lois d'échelle

Définition 3 On adopte la convention que A ~ B veut dire “que A varie asymp-
totiquement (i.e. suffisamment prés du point critique) comme B”.

On sait qu’un champ magnétique peut induire un parameétre d’ordre non-nul
M = xB. Donc, étant donné le comportement critique de y en fonction de

;= (IT-T)
=5
M~ t|7"B (4.70)
Supposons qu’on applique un champ magnétique suffisamment fort pour que 'aimantation
induite soit de 'ordre de 'aimantation spontannée
M ~ |t|° (4.71)
on a alors, a partir des deux équations précédentes,
B~ |t (4.72)

Pour un tel champ magnétique, I’énergie magnétique —M B ~ — |t\/3 B est compa-
rable a I’énergie thermique, qu’on peut estimer & partir de t2C ~ \t|27o‘ (puisque la
chaleur spécifique est la deuxiéme dérivée par rapport a la température de 1’énergie
libre). On a donc une autre expression pour le champ magnétique

B~ |t (4.73)

L’égalité des deux derniéres équations nous donne (J.W.Essam et M.E. Fisher

1963)
a+26+7=2 (4.74)

Si on est dans le régime ou il faut appliquer un grand champ magnétique pour
atteindre une valeur d’aimantation M ~ |¢|” le parametre d’ordre induit prend
plutot la forme

M ~ BY/? (4.75)
(c’est comme si Veffet de |t| était négligeable devant B). L’égalité du paramétre
d’ordre induit et du parameétre d’ordre spontanné se produit alors lorsque

B~ M~ |t (4.76)

Il y a un régime intermédiaire ot on passe de champ fort & champ faible. Dans ce
régime, les deux estimés, Eqs.(4.72) et (4.76) devraient étre valables. Alors,

170 ~ [t (4.77)

Comme ceci peut se produire pour une valeur quelconque de |¢| il faut que (B.

Widom 1964)
)

Comme 0 ne peut pas dépendre du signe de ||, et que 8 n’est défini que pour
t < 0, cela nous dit que v = «/, i.e. Iexposant critique pour la susceptibilité est
le méme en haut et en bas de T,. La relation dans I’équation Eq.(4.74) nous dit
alors que o = o’ aussi.

Nous pouvons aussi relier ’exposant relié & la fonction de corrélation avec les
autres. En effet, dans un volume V suffisamment grand,

1 30 3. /T SV _ 1 3
72 d°r1d’ry <M (rl)M(r2)> = 7 /d rG (r) (4.79)
T,

= T~ (4.80)
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Or la valeur de l'intégrale est déterminée par la région de Iespace de l'ordre de &
ou la fonction de corrélation ne s’annule pas et prend la valeur

1
rd—2+n"

G (r) (4.81)

Par analyse dimensionnelle on peut donc estimer la valeur de l'intégrale par

¢ 2 —v(2—n)

En comparant avec |t|”” obtenu ci-dessus, on obtient immédiatement que

v(2—mn)=y. (4.83)

Remarque 3 On vérifie aisément que la théorie de Landau satisfait les trois équa-
tions encadrées de cette sous-section.

Remarque 4 La dépendance en |t| et en B du paramétre d’ordre peut s’obtenir
a partir de (pour B > 0)

_ pl/s —t

En effet, il suffit que (a) g(xz — 0) — cte lorsque BY® >> |t| pour retrouver
M ~ BY% (b) que g(x — o0) — 7 lorsque B — 0 et t < 0, pour retrouver
M ~ (—t)? (¢) que g (x — —00) — (=)~ lorsque B — 0 et t > 0 pour retrouver
M ~ B/9 (W)_V ~ (BYoH7/0B)) =7 ~ BB/ (B=7 ~ Bt~ en utilisant
la relation de Widom Eq.(4.78). La fonction g décrit le passage (crossover) entre
la situation ot B domine et celle ot |t| domine. Tant qu’on est & B # 0, la fonction
g est continue en fonction de t car on est pas au point de transition. Tout ce qui

change dans les considérations ci-dessus lorsque B < 0, c’est que B — —B et
M — —M.

4.7.2 Invariance d'échelle

Le critére pour la validité de la théorie de Landau peut étre formulée d’une autre
facon.

Définition 4 7y est le volume ot les fluctuations du paramétre d’ordre sont com-
parables & la valeur moyenne du parameétre d’ordre en équilibre.

On peut trouver 7y de la fagon suivante. Estimons les fluctuations dans un
volume V = r3 a l'aide de 1’équation Eq.(4.79). On obtient

1

0

Evidemment, plus ro est petit, plus les fluctuations sont grandes. On pose ce
résultat égal & M2 ~ |t|*’ . Cela nous donne

r ~ [¢| 728/ (=2 (4.86)
En théorie de Landau, il faut que 7o soit beaucoup plus petit que la longueur de
corrélation £ > ro. En d’autres mots, il faut que lorsqu’on a atteint une distance
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plus grande que 7q, les fluctuations deviennent petites par rapport au carré du
paramétre d’ordre. Celui-ci répond & une perturbaton externe sur une distance
plus grande, soit £. En effet, on a obtenu cette longueur en théorie de Landau
en supposant qu’on pouvait négliger les fluctuations du parameétre d’ordre. En
théorie de Landau avec d =3, 7 =0, 8=1/2,0n a

ro ~ |t| ! (4.87)
alors que la longueur de corrélation obéit a
g~ 2 (4.88)

La longueur 7y croit donc beaucoup plus rapidement que £. C’est une autre fagcon
de retrouver le critére de Ginzburg. Tant que ry est beaucoup plus petit que
&, i.e. tant qu'on est pas trop prés de T, la théorie de Landau (ou de champ
moyen en général) s’applique. Suffisamment prés du point critique, les consid-
ératons précédentes montent que la théorie de Landau ne s’applique plus en trois
dimensions. Lorsque rg ~ &, ro dans la théorie correcte ne grandit plus et il n’y a
plus qu’une échelle de longueur dans le probléeme qui est £&. En remplagant ry par
¢ dans Iéquation pour ro Eq.(4.86), on obtient

€~ [t 7P g (4.89)

ou (d—2+n)rv = 25. Mais la relation de Widom Eq.(4.78) nous donne que
v(2—mn) = v. Donc, dv = 20 + ~, ou bien en utilisant la relation de Essam

Fisher Eq.(4.74)
[dv=2-a] (4.90)

Cette relation est la relation dite d’hyperscaling. La dérivation montre qu’elle n’est
évidemment pas satisfaite pour la théorie de Landau. C’est clair aussi puisque les
exposants ne dépendent pas de la dimension en champ moyen.

4.8 Groupe de renormalisation (un apercu)

A T., la longueur de corrélation devient infinie. Il n’y a donc plus d’échelle de
longueur pertinente. On s’attend donc a ce que la théorie soit invariante d’échelle
a la transition. En d’autres mots, partons de (on écrit h plutot que B)

Z:/DMexp [/ddr (hM+ (tM2+c(VM)2) +uM4+UM6+...)

(4.91)

On remarque que le fait que I’énergie libre ne soit pas analytique a la transition
ne permet pas le développement de Landau. Cependant, comme argument dans
I’exponentiel, le développement est permis puisqu’il représente 1’énergie libre sur
des distances relativement courtes. On trouve a la fin (on justifie & postériori)
que cette forme gros grains (coarse grained) de 'argument de I’exponentielle est
cohérent.

L’invariance d’échelle, de fagon plus précise, veut dire qu’il y a des valeurs des
paramétres entrant dans la fonction de partition ci-dessus qui sont tels que si

(1) on integre les M (q) pour de grands q compris entre la coupure (le cut-
off) A (qui est le pas du réseau au départ) et A/s ou s est un facteur d’échelle
infinitésimalement prés de 'unité (la nouvelle coupure pour g est A/s)
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(2) on change léchelle des vecteurs d’onde de telle sorte que ¢/ = sq ait la
méme coupure A que la théorie de départ

alors on retombe exactement sur la méme théorie. Ces deux opérations définis-
sent ce qu’on appelle un groupe de renormalisation (ou plus précisément un semi-
groupe car U'inverse de ’étape (1) n’est pas définie). La théorie invariante d’échelle
s’appelle un point fixe. Elle correspond au point de transition.

Pour clarifier les idées, faisons I’étape (2), changement d’échelle, explicitement
dans I’expression de la fonction de partition ci-dessus. Comme ¢’ = sq, cela veut
dire pour les distances que s’ = r. Comme M n’est qu’une variable d’intégration,
on peut aussi changer sa définition comme on veut. Choisissons donc M = s™M’.
I reste,

7 s_mN/DM' exp [ — [dr's? (hsmM' + (1552mM’2 + cs?m—2 (V'M’)2>
+US4mMI4 + ,USGmM/6 + .. )
(4.92)
Pour que la théorie qu'on cherche soit non-triviale, il faut que le coefficient du
gradient reste constant sinon chaque site devient indépendant. Choisissons donc
m tel que s¥t2m=2 =1 ie. m =1—£. La nouvelle théorie a exactement la méme

2
forme que la théorie de départ a condition de définir

W= stmp=gitip (4.93)
t = s = 2% (4.94)
u = sy = sy (4.95)
v = s0HEmy = §672dy (4.96)

Les relations ci-dessus sont des relations de récurrence qui définissent comment les
paramétres se transforment sous changement d’échelle. Des relations analogues
existeront si on fait les deux étapes prescrites ci-dessus. Dans le jargon, on dit
que ces relations définissent I’écoulement (flow) des parameétres de I’hamiltonien
sous renormalisation. La tendance est claire dans notre cas simple. Si d > 4, il
suffit de choisir ¢t = 0 et h = 0 pour qu’aprés avoir itéré suffisamment, la théorie
converge vers un point fize ot u’ = 0,09’ = 0. Ces parametres qui convergent vers 0
sont dits non-pertinents (irrelevant). Dans notre cas simple, la théorie résultante
est la théorie gaussienne a T = T, qui ne contient que le terme (VM )2. Les
modes de fluctuations sont indépendants, contrairement au cas ot le terme en M*
est présent. Le fait que plein de constantes de couplages (coefficients des termes
en M?) itérent vers zéro (sont non-pertinents) montre bien comment plusieurs
détails microscopiques ne sont pas pertinents pour décrire le comportement au
point critique.

En d plus petit que 4, (mais d suffisamment grand pour qu’il y ait de I'ordre)
la théorie de point fixe aura une forme ou tous coefficients a partir de v’ (i.e. ceux
des pluissances de M plus grandes ou égales a 6) tendront vers 0. La théorie sera
non-triviale et non-gaussienne parce qu’il y aura une valeur non-nulle du coefficient
de M? et de celui de M*. 11 y aura, comme ci-dessus, deux paramétres pertinents
(relevant), i.e. qui grandissent sous renormalisation. L’énergie libre ne dépendra
que de ces paramétres. Autrement dit, on pourra dire que I’énergie libre par unité
de volume peut s’écrire

1
f(h)= s_df (ts¥t, hs'M). (4.97)
On peut relier les exposants y; et y, aux exposants définis précédemment. Par
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exemple

of 1 Of (ts¥t, hs¥n)
m(t,h=0) = == =—
Oh|,_o ¢ oh =0
sYn af (tsyt , hsyh) sYn )
STy e W AL A
Si on choisit s =t~1, on trouve que
yn—d
m(t,0) = (fl/yt)yh m (1) (4.99)
d’ou p
g=5"tn (4.100)
Ye

On a en plus en bonus que comme s = ¢t~ '/% donne la loi de transformation des
longueurs puisque sr’ = r,

v=1/y (4.101)
Une dérivée supplémentaire par rapport a A nous donne
2yp—d
X(t,h=0)= (t’l/y‘) x (1,0) (4.102)
d’out on déduit que

2 d
S (4.103)

Yt Yt

En dérivant deux fois I’énergie libre par rapport a ¢ pour trouver la chaleur
spécifique, on trouve

g2yt

— 2 _C(ts",0) (4.104)
S

s2e 9P f (¢, 0)

CO0 =" =

et donc, en choisissant encore une fois s = t~'/¥* on a

2y —d
C (t,0) = (t’l/yt) ! (4.105)
d’ou
d
a=2-2, (4.106)
Yt

On reconnait la relation d’hyperscaling lorsqu’on utilise le résultat obtenu ci-dessus
v = 1/y;. On vérifie aussi, par exemple, la relation de Essam-Fisher.

d d 2 d
a+2ﬁ+7=2——+2(——y—h)+ﬂ——:2 (4.107)
Yt Yt Yt Yt Yt
Pour trouver I’exposant ¢, on part encore de I’équation d’échelle pour la densité
d’énergie libre. Cela donne,

of 1 Of (ts¥t, hs¥r)
m({t=0h) = = == -
Oh|,_y s? oh =0
sYn 0f tsyt’hsyh syn
= W é(hsy_h) .- 7 (0.hs™) - (4.108)
=0

En choisissant s¥» = h~! dans cette équation, on retrouve

m (t =0,h) = h~ 4 Ynm (0,1) (4.109)

14 PHENOMENOLOGIE DES TRANSITIONS DE PHASE, SYMETRIE BRISEE



d’ou
Yh

d—yn

Les exposants ne peuvent pas dépendre des détails microscopiques car la théorie
n’a pas de longueur microscopique apparaissant explicitement (sauf dans la rela-
tion entre h.,T. et les quantités microscopiques). Les exposants ne dépendent
que de propriétés de symétrie trés générales comme la dimension de ’espace et la
symétrie du parametre d’ordre. Comme en d plus grand que quatre la théorie est
gaussienne et facilement soluble, on peut “comprendre” qu’il soit possible d’obtenir
les exposants comme une série en puissances de ¢ = 4 — d. (voir la dépendance
en 4 — d de la relation de récurrence pour u, Eq.(4.95)) C’est fait en pratique.
On peut aussi obtenir les exposants en puissances de 1/n ou n est le nombre
de composantes du parameétre d’ordre. On dit que les exposants apparaissent a
des “classes d’universalité” qui sont déterminées par la dimension de ’espace, la
symétrie du parameétre d’ordre et la portée des forces. En fait, méme certains
aspects des fonctions comme f ci-dessus sont universels dans le sens qu’on vient
de décrire.

Sl =—1+d/yn; 0= (4.110)

Remarque 5 Les phases ordonnées ou désorsonnées sont décrites par des points
fixes triviaux, i.e. des points fizes ot il n’y a plus d’interaction car, aprés avoir
renormalisé suffisamment, on contemple des longueurs qui sont plus grandes que
la longueur de corrélation. Dans une phase ordonnée loin du point critique, ce
n’est plus la valeur des exposants qui compte.

Remarque 6 FEn théorie des phénoménes critiques, on abandonne l’idée de cal-

culer T, par exemple pour se concentrer sur la valeur des exposants et autres
quantités universelles.
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1.4. Oscillateur harmonique 13

1.4 Oscillateur harmonique

1.4.1 Etats propres et opérateurs d’échelle

Le systeme le plus simple et le plus important dans toute la physique théorique est sans doute
I'oscillateur harmonique. L’hamiltonien d’un oscillateur simple est

1
H=_—+ -mw’X? (1.56)

ou m est la masse de l'oscillateur et w sa fréquence. Rappelons ici comment on détermine le spectre
de 'hamiltonien a I’aide des opérateurs d’échelle (voir la section 1.1.3): on définit 'opérateur

a= E(X +iP/mw) (1.57)

En tenant compte de la relation [X, P] = ih, on vérifie aisément que
L, i t
H = §hw(a a+aa') et [a,a']=1 (1.58)
La relation de commutation nous permet d’écrire

1
H=hw(N+ 2) N

5 a'a (1.59)

Les opérateurs a et al, qui ne sont pas hermitiques, ont la propriété de diminuer et d’augmenter
respectivement la valeur propre de N, donc aussi de H. Pour cette raison, a et af sont appelés
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opérateurs d’échelle. Soyons explicites : soit |n) un vecteur propre de N avec valeur propre n. Alors
aT|n> est encore un vecteur propre de N, cette fois avec valeur propre n + 1, car

Na'|n) = a'aa’|n)

= a!(1 + d'a)|n)

(1.60)
= (1+n)al|n)
x [n+1)
De méme, I’état a|n) correspond a la valeur propre n — 1:
Nal|n) = a'aa|n)
= (=1 t
(=14 aa")aln) (1.61)
= (—1+n)aln)
x |n—1)
Ces propriétés se réfletent dans les relations de commutation
[N,a'] = a [N,a] = —a
En général, si le commutateur de deux opérateurs A et B est [A, B] = (B, cela signifie que

Popérateur B, agissant sur un état propre de A avec valeur propre «, produit un autre état propre
de A avec valeur propre a + f3.

En supposant que 1’état [n) est normalisé, on peut en déduire la norme de af|n):
(nlaa’|n) = (n|(1+d'a)|n) = (n + 1){n|n) (1.62)

Il s’ensuit que

alln) = vVn+1jn+1)
aln) =+vnln=1)  (n#0)

On déduit de cette derniére relation que n doit étre un entier positif ou nul. En effet, ’ensemble
des valeurs propres de N forme une suite de valeurs espacées de 1:

(1.63)

..n+2, n+1, n,n—-1,n-2... (1.64)

et & chacune de ces valeurs propres ne correspond qu’un seul état propre (aucune dégénérescence).
Si n n’était pas un entier, il s’ensuivrait une suite infinie d’états de norme négative avec n < 0, ce
qui est impossible : on a supposé des le départ que le produit bilinéaire est défini positif sur I’espace
des états. Si n est entier, cette suite se termine avec n = 0 en raison de la relation a|0) = 0. L’état
|0) est donc I'état fondamental de I'hamiltonien : H|0) = hw|0). Les états excités s’obtiennent
alors simplement en appliquant a' & répétition :

Hin) = (n+ )hln)  In) = ——(a')"]0) (1.65)

1
vl
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Remarques :

e Un opérateur de la forme a'a, oll a est un opérateur quelconque, n’a que des valeurs propres
positives ou nulles. En effet, il suffit de montrer que la valeur moyenne de afa dans n’importe
quel état |1)) est non négative :

(lataly) = (a|ay) (1.66)
Cette derniére quantité étant la norme d’un vecteur d’état, est positive, ou nulle si a|y) = 0.
e Comme [H,a] = —hwa, I’évolution temporelle de a est donnée par
- %[H, a = —iwa = a(t) = a(0)e (1.67)

Ce qui coincide avec la version classique du probleme.

e La fonction d’onde de ’état |n) se trouve aisément en appliquant l'opérateur différentiel
mw 1 .d
a =/ — <—FL + x) (1.68)

sur la fonction d’onde de I'état fondamental ¢,(x) = (z]0). Cette derniere satisfait a I’équation

(hd + 1:) Yo(z) =0 (1.69)

mw dx

Ce qui implique

Py(x) exp—%mwa/h (1.70)
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CHAPITRE 4

Deuxieme Quantification

Les premiers cours de mécanique quantique se concentrent sur des systémes qui n’ont qu’un
petit nombre de degrés de liberté, dans le but évident de simplifier I’exposé. Cette approche permet
de couvrir des systémes importants (par exemple des atomes isolés dans des champs extérieurs)
mais ne permet pas de couvrir la plupart des systemes physiques importants, dans lesquels le
nombre de degrés de liberté est quasi infini : solides, champ électromagnétique, etc. Ce chapitre
est consacré au développement d’'un langage utile a la description des systémes ayant un nombre
tres grand de degrés de liberté.

Pour ce faire, nous partirons d’un espace des états a une particule et construirons un espace des
états ou le nombre de particules peut prendre plusieurs valeurs. Sur cet espace nous pourrons con-
struire un hamiltonien incorporant les interactions entre les particules. Ce formalisme pourra étre
appliqué a la fois aux bosons et aux fermions, et permettra d’écrire de maniere simple un hamil-
tonien représentant l'interaction d’un grand nombre (10?%) de particules identiques en incorporant
de manieére automatique les propriétés d’identité des particules.

4.1 Espace de Fock

Dans toute cette section nous emploierons la notation unidimensionnelle (pas de signes vecto-
riels) dans le but d’alléger la notation; des vecteurs seront cependant implicites.

4.1.1 Etats symétrisés

Considérons un type de particules identiques (des bosons) pour lequel V; est I'espace des états
a une particule. Sur cet état on peut utiliser la base des positions {|x)}. Tout état |¢)) dans V] peut
alors eétre décomposé comme suit :

v} = [ do vl (41)
Rappelons que les états |z) ont la normalisation suivante :

(x|z') = 6(z — ') (4.2)

Appelons V,, I'espace des états a n particules. Si les n particules n’étaient pas identiques, cet
espace serait simplement le produit tensoriel de V; n fois : V, = V; ® V; ® ... ® V;. Cependant, les
particules étant des bosons, seul les états symétriques par rapport aux permutations des particules
doivent étre conservés. Ces états forment un sous-espace vectoriel V, de V.



4.1. Espace de Fock 65

Prenons le cas n = 2. Une base pour V, est donnée par le produit tensoriel des états propres
des positions des deux particules : |z)|y). Une base pour V, est obtenue en sélectionnant la moitié
de ces vecteurs de base : ceux qui sont symétriques lors de ’échange x < y:

umEjgmm+mm> (4.3)

Constatons que ces états ont la normalisation suivante :
(@' ¢ |v,y) = 0(z — 2")o(y — y') + d(z — y)o(z" — y) (4.4)

La relation de complétude dans V, (et non pas dans V;) prend alors la forme suivante :

1
5 [ dady e,y =1 (4.5)

Cette relation se vérifie par application sur |2/, y'). On peut alors définir la fonction d’onde & deux
particules ¢(x,y) associée & un état arbitraire |¢) de Vj:

8(w.9) = (2.31¢) = 16) = 5 [ dady ola.y)l,y) (146)

La généralisation a V,, est la suivante : les états de base sont définis par une somme sur les
permutations possibles de n particules :

’xh Loy ooy T Z ‘.’II ’xp(2 |xp(n)> (47)

peSu

Ici p dénote une des n! permutations de S,,. On voit que

|T15 gy -+ @) = [Tp(1)s Tp(ys - - 5 Tpn)) (4.8)

et l'espace V, engendré par les vecteurs (4.7) est manifestement symétrique par rapport a une
permutation des particules.

Les états (4.7) ont la normalisation suivante :

<$17 Loy e 7$72’y17y27 s 7yn> = 1)|yq(l) e <‘Tp(n)’yq(n)>

)
xl)lfl(l) ’y1> o <qu’1(n) ‘yn>

1
n! Z (@
g € Sn
1
DI
4 € S (4.9)
= Z <‘Tp(1)|y1> T <xp(71,)’yn>

p € Sy

Z 5 - yl 5(:6[)(”) - yn)

p €S,

Dans la deuxieme équation nous avons changé I'ordre des facteurs dans chaque terme, de sorte que

ly;) arrive en premier, |y,) en deuxieéme, etc. Ceci est équivalent & changer I'indice ¢ apparaissant
_1 . LN ’ . . s’ .

dans (2,;|Y,)) en ¢ (i). Dans la troisieme équation nous avons changé la variable de somme
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p en pq, ce qui fait disparaitre ¢ de ’expression sommée et nous permet d’en calculer la somme
trivialement : ) 1= nl. Le résultat de ce calcul peut s’exprimer sous la forme équivalente suivante :

<$17$27 s 7xn|y1a Yoy yn> = Z 5(3:1 - yp(l)) U 6($n - yp(n)) (410)
p € Sy

De cette normalisation on déduit la relation de complétude suivante :

1 n
1= n'/deL |T1, Toy ooy ) (Tq,Toy .oy T, (4.11)
i=1

De méme, on définit la fonction d’onde & n particules associée a I'état |¢):

Oz, ... x,) = (T, ..., 2,|0)

1 (4.12)
lp) = o /de‘l codz, ¢y, xy)|Ty, )
4.1.2 Opérateurs de création et d’annihilation
Définissons maintenant I’espace des états élargi :
V=VeVieV,eV;®--- (4.13)

Cet espace porte le nom générique d’espace de Fock. Notons qu’il ne s’agit pas d’un produit ten-
soriel, mais d’une somme directe! Le seul état de V|, est le vide |0), qui par définition ne contient
aucune particule. La normalisation des vecteurs de base définit en quelque sorte le produit bilinéaire
sur ’espace V. Pour compléter cette définition sur V, il faut spécifier que les espaces correspondant
a des nombres différents de particules sont orthogonaux : V, LV, sin # m.

Pour naviguer dans V il nous faut définir 'opérateur de création v'(z), qui nous fait passer de
V,aV,
o)z, ..z, = |z, 2y, ..., T,) (4.14)
Il ne s’agit que d’une définition : cet opérateur est défini par son action sur les états de base.
L’adjoint de v'(z) a alors I’action suivante :

P(@)|zy, . m,) = 25(56 — x|y, Ty (4.15)

ou I; signifie que cette position est omise. Pour démontrer cela, il suffit de vérifier que cette
expression pour v est compatible avec la définition de ’adjoint, pour tous les vecteurs de base
possibles. Le calcul explicite se fait comme suit :

<y1 s ‘ynfl‘w(x)"rh s 7$n> = <$‘,y1 s -y,L,1’x17 ce 7‘rn> = <y1 N 'y’n717x‘x17 ce ,.’L',”>
= Z 5(y1 - mp(l)) e 5(yn—1 - xp(n—l))5($ - xp(n))
p € Sy

n

= Z 6(y, — xq(l)) 6 (Y — xq(n)) 6(z — ;) [q(i) absent]

=1 q € Sn—l

n
= Zé(x — ) (Yps e s YTy oo Ty oo Ty,)
i=1

(4.16)
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Dans la troisieme équation nous avons réarrangé la somme en regroupant les termes qui ont 6(x—z;)
en commun; il y a (n — 1)! termes de ce type pour chaque valeur de i. La derniére équation étant
valable pour n’importe lequel état de base (y,,...,y,_;|, on en conclut que la relation (4.15) est
correcte.

Il est ensuite facile de démontrer la relation de commutation suivante :

[Y(x), ¥ (y)] =0 (@), ¥ (y)] = 6(z —y)

4.1.3 Etats antisymétrisés

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des systemes de bosons. A la différence des bosons, 1’état
d’un ensemble de fermions doit étre antisymétrique lors de I’échange de deux fermions ou en général
lors d’une permutation impaire de n fermions. Nous procéderons comme pour les bosons, mais avec
moins de détails. La différence est que seuls les états antisymétriques de V, feront partie de V.

Par exemple, dans le cas n = 2, les seuls états admis seront

1
x,y) = —(|x — T 4.17
|,y) \/i(‘ )y) = ly)lx)) (4.17)
Ces états sont antisymétriques (|z,y) = —|y, x)) et ont la normalisation suivante :
(@' |x,y) = 0(x — 2)o(y — ) — d(z — y)é(a" — y) (4.18)

La relation de complétude dans V, (et non pas dans V;) prend toujours la forme

1
5 [ dady e,y =1 (4.19)

et la fonction d’onde a deux particules ¢(x,y) associée & un état arbitraire |¢) de V, est
(j)(m, y) = <£C, y|¢> <f>(337 y) = _¢(y7 :L’) (4'20)

La généralisation a V,, est la suivante :
1
|.’IJ1, Loy 7$n> - ﬁ Z €p|$p(1)>’$p(2>> e ’xp(n)> (421)
" pES)K
Ces états sont bels et bien antisymétriques :

1
[T o) = = D Eal )} [api)

‘qe S,
1 (4.22)
=g, Y edra)lT@) - Tom)
\/m q € Sy
= e,l2y, 29, .., 2,,)

Dans la deuxieme équation, nous avons procédé a un changement de variable de sommation ¢ —
gp~" et nous avons utilisé le fait que £,,1 = e,6,1 = €,6,.
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Les états (4.21) ont la normalisation suivante :

1
<l’1, Loy - 7xn|y17 Yoy - - 7yn> = E Z €p5q<xp(l)|yq(1)> e (xp(71)|yq(n)>

"pa €S,

1

- E Z 817(171 <qu—1(1)|y1> e <mpq*1(n)‘yn>
Pas S (4.23)

= Z 5p<xp(1)|y1> o <l‘p(n)|yn>

p € Sp
- Z Ep(s(l'p(l) B yl) e 5(xp(n) - yn)

p € Sy

Dans la deuxieme équation nous avons réarrangé ’ordre des facteurs dans chaque terme de sorte
que les y; apparaissent en ordre croissant; ceci revient & changer i en ¢~!(i). Nous avons aussi utilisé
la propriété e, =¢,1 et £,6,1 =€,,1.

4.1.4 Relations d’anticommutation

Comme pour les bosons on définit des opérateurs de création et d’annihilation qui nous font
passer de V,, a V, ;. On définit toujours

¢T(x)]x1, Xy =Ty, y,) (4.24)

Cependant, ’adjoint de v'(z) doit alors avoir 'action suivante :

@)y, .z,) = 3 (~D)T6(w -2, 51y, (4.25)

i
Voici les détails explicites du calcul :

01 - s @110} = (o1 - Ys s 1)
=(=1)"NYy, ...y, xlTy, . T,)
= (_1)n+1 Z Ep(s(yl - xp(l)) U 5(3/77,—1 - xp(n—l))é(x - ‘Tp(n))

p € Sy

[q(i) absent] = (1" Y4 Y e (1" Sy — @) 6y — @) ¢ Oz — )

=1 q € Sn,l

n
= Z(_l)Hlé(x - xz‘)<y17 tet ,yn,1|331, tet v@» te 7$n>
i=1

(4.26)
Dans la troisitme équation nous avons utilisé le fait que e, = £,(—1)""" si p(n) = i et si ¢ est la
restriction de p aux particules restantes.

La conséquence de action de 1(z) est que les relations de commutations sont remplacées par
des relations d’anticommutation :

{tb(z),9(y)} =0 {¥(@), ' (y)} =z —y) (4.27)
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ou les accolades signfient un anticommutateur :

{A,B}Y= AB + BA (4.28)

Dans ce qui suit nous allons traiter des bosons et des fermions simultanément. Dans ce but
nous utiliserons la notation suivante :

1 (bosons) 1 (bosons)
n= : 1, = . (4.29)
-1 (fermions) €p (fermions)
4.1.5 Densité et nombre de particules
On définit 'opérateur de densité de particules'
p(x) = Yl (2)y () (4.30)

On vérifie les commutations suivantes, valables pour les bosons comme pour les fermions :

[p(2), ¥ (y)] = =0(z —y)v(x)  [p(2), " ()] = 6(z — y)¥' () (4.31)

Ces relations démontrent que p(x) représente la densité des particules au point . Pour préciser ce
point, considérons Ny, I'intégrale de p dans un volume V':

Ny = [ de pla) = [ do vl @i (4.32)

L’intégration des commutateurs ci-haut donne

[Ny, (y)] = (4.33)

0 autrement

{—wy) sioyev

(une relation similaire existe pour ). On constate alors que 1(y) et 1f(y) sont des opérateurs
d’échelle pour Ny, ils en diminuent ou augmentent la valeur par 1, ce qui confirme que Ny, représente
le nombre de particules dans V' et que p(x) a bien I'interprétation voulue.

Parallelement a cet opérateur densité on définit un opérateur de courant :

I A T
S A ) (4.34)

Le flux de la valeur moyenne de cet opérateur a travers une surface quelconque est le nombre moyen
de particules traversant cette surface par unité de temps. Remarquons la parfaite analogie avec la
densité de probabilité et le courant de probabilité en mécanique quantique a une particule.

I Ne pas confondre avec I'opérateur densité en mécanique statistique.
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4.1.6 Etats de base différents

La base définie en (4.7) est celle des états propres de la position. Cependant, toute autre base
peut faire l'affaire. En particulier, on peut définir les états suivants a ’aide de la base des états
propres de l'impulsion {|k)} (ou du vecteur d’onde):

|k17k27'-'a n an|k |kp(n)> (435)

PGSN

pour lesquels la normalisation est (d est la dimension)

<k1? k?’ T IL‘q17 dy; - - - 7qn> = (271_)71(1 Z npé(kl - qp(l)) ce 6(kn - qp(n)) (436)
et la relation de complétude

1 n
=TI ki) b (437
Y=l

La fonction d’onde est toujours définie comme
O(kyy .. k) = (kyy ook l0) (4.38)

Les opérateurs de création et d’annihilation dépendent maintenant de k. 9(k) crée un état
d’impulsion k et ¢ (k) détruit un état d’impulsion k. Ces opérateurs obéissent aux relations

[(k), ¥ (q)] = 2m(k — q) (bosons)
{(k), W(Q)} =27m0(k —q) (fermions)

[ (K), ¥ (q)]

(4.39)
{(k), ¥(a)}

Etant donné que
k) = / dz ™ |xz) (4.40)

on démontre facilement que
v = [dr et u@) W) = [doetua) (4.41)

En général, si on désire utiliser les avantages d’une base arbitraire (discrete) {|r)}, on définit
les états comme ci-haut, avec la correspondance

Sz —y) =9, / de— ) (4.42)

La transformation unitaire qui nous fait passer des états |k) aux états |r) est la méme qui nous
fait passer de ¥'(k) & 'opérateur de création 1| associé & |r).

Notons cependant que dans le cas d’un spectre discret, les états |r) ne sont pas normalisés
(bosons): on a

(1, Ty ey | S15 Sy - ooy Sp) an s O, ¢ S (4.43)
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Pour que les deux états ne soient pas orthogonaux, ils doivent contenir la méme liste d’indices
modulo l'ordre dans lequel les indices apparaissent. On peut dénoter un état par un ensemble de
k indices r; et le nombre n,; de fois que cet indice apparait (Zf n;, = n). Autrement dit, ’ensemble
des (r;,n;) représente I'état
|) = | Ty ey Ty ey Ty ey Tg) (4.44)
N—— SN——

ni Nk

On démontre facilement que cet état a la normalisation suivante :
(Plp) = nqlny!. .. ny! (4.45)

Dans le cas de fermions, la fonction d’onde associée a un état antisymétrique a la forme suiv-
ante :

1
T N AT CTRRRY I nl Z 5p5q<xp(1)"“(%(n)Hrq(1)>“"Tq(n)>
" pgES,
1
= ﬁ Z 8‘10“€q<'1"pq*1(1)| U <$pq*1(n)”rl> T |rn>
P,gESy,
4.46
=3 eplapm - (i) - 1) (4.46)
pEeES,
= Z quzz)rl (‘rp(l)) T wrn (l‘p(n))
PES,
= det [, (x;)

Cette fonction d’onde est un déterminant de Slater:

U(xy,...,x,) =det (4.47)

4.2 Hamiltonien a un corps

Dans cette section nous allons exprimer, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation,
un hamiltonien ne comportant que des termes & un corps, c’est-a-dire ne comportant pas d’interac-
tion entre les particules. Les termes a un corps sont I’énergie cinétique de chaque particule et
I’énergie potentielle externe que ressent chaque particule séparément. Nous discuterons aussi de la
solution générale a ce type d’hamiltonien, c’est-a-dire de la forme des états propres.
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4.2.1 Opérateurs a un corps

Soit O un opérateur agissant dans I’espace des états a une particule V. Par exemple, O peut étre
I’énergie cinétique P?/2m de la particule, ou un potentiel extérieur V(z) auquel chaque particule
est soumise. L’action de O sur l’espace a une particule V; est bien définie. On s’intéresse ici a un
hamiltonien H; qui est la somme de cet opérateur a un corps sur toutes les particules du systeme :

H =)0, (4.48)
i=1

ou la somme est faite sur les n particules figurant dans l’espace V. O, est une copie de O agissant
sur la ¢ copie de V] figurant dans V,:

1
01|CC1, s 7$n> = ﬁ ano‘xp(1)>|$p(2)> e |xp(n)>
op

1 4.49
02"T17"‘7wn> = ﬁznp‘xp(l)>o|xp(2)>|xp(n)> ( )
TP

ete. ..

C’est a cette ¢ copie de V] qu’on fait référence en parlant de la ¢ particule, car bien sir les
1 )
particules elles-mémes sont indiscernables et on ne peut les numéroter.

Le but de cette sous-section est de démontrer la formule suivante pour H;:

H, = / dedy (4/0z) ¥ (v)y(z) (4.50)

ou (y|O|z) est I'élément de matrice de O entre deux états de base a une particule. En fonction de
cet élément de matrice, I’action de O sur une particule peut s’écrire ainsi :

Olz) = / dy (5|0} ) (4.51)

Pour démontrer la formule (4.50), étudions l'effet de H, sur un état de base & n particules, en
utilisant la relation ci-dessus :

1
Hl"r17'~-7mn> - mznp/dy <y’0‘xp(L)> ‘xp(l)> ‘ > '”‘xp(n)> (452)
oap M

7

ou y apparait & la position i. Pour une valeur fixe de p(i), la somme sur p fait passer |y) partout
dans le produit tensoriel et on peut écrire

H|zy,...,x,) = Zn”l /dy W|Olx;) |y, @y, ... Ty, ... x,)
_ /dxdy WOk S a6 — w )y ws - F ) (4.53)

_ / dedy (y[Olz) ¢! (y)d(2)|ay,. .., ,)

La formule (4.50) est donc vérifiée pour un état de base arbitraire |z,,...,z,) et donc pour tous
les états.
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Energie cinétique
Comme premier exemple, considérons I’énergie cinétique O = P?/2m. L’élément de matrice est
2,2

wlols) = | @) 52 ) ol

1 o
=35 /(dp) Rl pPe?v—7)

b | (4.54)
— o0 [ (@p) )
R,
= 0y )
L’opérateur H, correspondant est alors
h? '
Hy = g [ dedy 825(a ~ v (1) 01
h? .
— oo [ dody 3o~ ¥ ()220 (455)

2
o [ do v @)

E‘nergie potentielle
Comme deuxieme exemple, considérons un potentiel O = V(z) commun a toutes les particules.
L’élément de matrice est simplement (y|V|z) = V(z)(y|x), et

H, = / dz V(@) () () (4.56)

Ainsi donc on pourrait écrire un hamiltonien comprenant ’énergie cinétique de chaque particule
et un potentiel commun V(x) de la fagon suivante :

H, = /d:v V(@) (—hQa? V(e )> (@) (4.57)

Cet hamiltonien ne comporte aucune interaction entre les particules. En notation tridimensionnelle,
on écrirait plutot

H, = /d3r (e (—v2 +V(r )> P(r) (4.58)

Base des ondes planes
On peut tres bien écrire cet hamiltonien en fonction des opérateurs de création et d’annihilation
associés a la base des impulsions, tout simplement en utilisant les transformées de Fourier :

21.2
H, = /( ak) gt (k) + /(dk)(dq> V(k— g (k) (q) (4.59)

ou V (k) est la transformée de Fourier du potentiel V (z):

(k) = / dz eV (2) (4.60)
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4.2.2 Etats propres

Dans cette sous-section nous allons donner la forme générale des états propres d’un hamiltonien
a un corps comme (4.58). Ecrivons '’hamiltonien comme

, h?
H = /ddr DiIDy D= —%VQ +V(r) (4.61)

D est un opérateur différentiel hermitique. Cet opérateur différentiel possede en principe un en-
semble de fonctions propres orthogonales ¢, :

D, (r) = E,0,(r) / &r o (), (1) = 6, (4.62)

Ces fonctions propres peuvent servir de base dans l’espace des fonctions; ceci implique que
Popérateur ¢(r) peut étre développé selon cet ensemble de fonctions propres :

b0) =3 e, (1) ¢, = / & o)) (4.63)

Ici les ¢, sont de simples fonctions complexes, alors que les coefficients ¢, sont des opérateurs,
obéissant a la relation de commutation

cl] =4,, [c,,c,] =0 (bosons)

[CT ’ s

, _ (4.64)
{c,,cl} =9, {¢,,c,} =0 (fermions)

Ces relations de commutation se démontrent facilement en y substituant 1’expression (4.63) et en
utilisant les relations de commutation de l'opérateur ¢ (r). Notons que dans le cas des bosons, ce
sont les relations de commutation d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants.

En fonction des opérateur c,, I’hamiltonien prend la forme suivante :
H=Y [ @ degitDe,m
=Y [ @ deBpiem
r,s

(4.65)

L’hamiltonien a donc la forme associée a un nombre infini d’oscillateurs harmoniques découplés,
chacun avec une fréquence w, = E, /h.

Bosons
Dans le cas des bosons, I'hamiltonien (4.58) décrit donc une somme d’oscillateurs harmoniques
découplés. Nous connaissons les états propres d’un tel systeme :

ny, ..y = %@D’“ + (ch)m0) (4.66)
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ou |0) est I’état fondamental de tous les oscillateurs, annihilé par tous les c,. Evidemment, le
développement (4.63) nous permet d’affirmer que ¢(r)|0) = 0 pour toute valeur de r et donc que
|0) coincide avec le vide défini plus haut.

Le vide n’est cependant pas I’état fondamental, car ce dernier dépend du nombre de particules
dans le systeme. Comme 'opérateur N du nombre de particules, donné par

N = /d3r Y (r)y(r) = Zcicr , (4.67)

commute avec ’hamiltonien, les états propres de H ont un nombre déterminé de particules et il
existe un état fondamental pour chaque valeur de IN. Dans le cas de bosons, I'état fondamental a
N particules est obtenu en placant les N particules dans 1’état de plus basse énergie :

@) = —= () 10 (4.68)

ou on a supposé que les états a une particule sont numérotés dans ’ordre croissant des énergies :
E1<E2<E3<"'.

Fermions
Dans le cas des fermions, ’hamiltonien (4.58) est une somme d’oscillateurs fermioniques découplés.
Un oscillateur fermionique est défini par ’hamiltonien et les relations d’anticommutation suivants :

H = Ecle {e,cd} =1, {c,c} =0 (4.69)

Comme pour l'oscillateur harmonique, 'opérateur N = cf¢ représente un nombre entier, qui est
augmenté par l'action de ¢! et diminué par celle de ¢, en raison des relations de commutations
suivantes, qu’il est facile de démontrer :

[N,c] = —c [N, cl] = ¢ (4.70)

A la différence d’un oscillateur harmonique, on a les relations ¢ = 0 et (c')? = 0, qui font qu’il n’y
a que deux états indépendants dans I'espace de Hilbert : |0) (tel que c|0) = 0) et |1) = cf|0). Ces
états ont respectivement les valeurs propres N =0 et N = 1.

Les états propres d’'une somme d’oscillateurs fermioniques découplés sont spécifiés en identifiant
quels sont les oscillateurs occupés, c’est-a-dire ceux qui sont dans ’état |1). Le fait qu’on ne puisse
pas placer plus d’une particule dans un oscillateur (ou niveau a une particule) donné est le principe
d’exclusion de Pauli. Le vide |0) est bien sur annihilé par tous les opérateurs c,: ¢,|0) = 0. L’état
fondamental a N particules est obtenu en occupant les N oscillateurs ayant les énergies les plus

basses :
N
|®={Hd%m (4.71)

ol on a encore une fois supposé que les oscillateurs étaient numérotés dans ’ordre d’énergie crois-
sante. L’énergie de Fermi E est par définition ’énergie associée au N™° niveau d’énergie a une
particule; £ = E\. Tous les niveaux sont alors remplis jusqu’au niveau de Fermi. L’ensemble des
niveaux inférieurs a E, est appelé mer de Fermi. Les états excités sont obtenus en dépeuplant
un ou plusieurs niveaux dans la mer de Fermi et en peuplant des niveaux au-dessus de la mer de
Fermi.
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4.2.3 Gaz de bosons et de fermions libres

Considérons ici le plus simple de tous les hamiltoniens décrivant des particules identiques :
le gaz de particules libres. Les particules sont non seulement indépendantes, c’est-a-dire qu’elles
n’interagissent pas entre elles (le potentiel U(r,r’) est nul), mais elles sont aussi libres, car elles ne
subissent pas I'influence d’un potentiel externe V (r).

Plagons ce systeme dans une boite imaginaire de volume V afin de manipuler des états nor-
malisés. Les états propres de 'Eq. (4.62) sont alors des ondes planes :

1 a4 h?k?
L ik B 4.72
(Pr(r) - \/‘76 r om ( )
Les opérateurs ¢, définis plus haut sont en fait la transformée de Fourier de (r):
¢, — P = 1/d3r e ®Tyh(r) (4.73)
r k \/V
et obéissent aux relations de commutation suivantes :
T/Jk% - TIZZ)(TI%( = 5k,q (4.74)
L’hamiltonien s’exprime donc comme
. h2k2
H =" Bty By= - (4.75)
k
L’état fondamental (normalisé) & N bosons est simplement
) = —— ()" 10) (bosons) (4.76)
= — osons .
VNI

ol Yy = Yy, L'état fondamental (normalisé) a N fermions est obtenu en remplissant la mer de
Fermi. Comme I’énergie ne dépend que de la grandeur de k, la mer de Fermi est une sphere de
rayon kp (le nombre d’onde de Fermi) centrée a k = 0. Le nombre d’états a l'intérieur de cette
sphere doit étre égal a N et s’obtient a ’aide de la correspondance suivante :

20— [ gt (477

On trouve donc

1 4 3
= @i

(2mEF?3/2
673 h3

(4.78)

<|=

Une valeur fixe de E} correspond donc a une densité N/V donnée.
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4.3 Interaction a deux corps

Dans cette section nous allons exprimer, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation,
un hamiltonien ne comportant que des termes a deux corps, décrivant une interaction entre des
particules identiques.

4.3.1 Opérateurs a deux corps

Dans le but d’incorporer dans un hamiltonien des interactions entre particules identiques, il
faut tenir compte d’opérateurs a deuz corps, qui agissent dans l’espace a deux particules V;. Soit
O un tel opérateur; son action peut étre exprimée en fonction de ses éléments de matrice :

1
Olz,2) = 2/dydy’ (,y'[Olx, ") |y, y) (4.79)

ol on a inséré une relation de complétude sur les états a deux particules. Typiquement, O est un
potentiel d’interaction U(z,y), de sorte que O|x)|y) = U(z,y)|z)|y) (dans cette sous-section, nous
utilisons une notation unidimensionnelle pour alléger les expressions).

Un hamiltonien a deux corps est la somme sur toutes les paires de particules d’un opérateur a
deux corps :

Hy = Z o (4.80)

i<j

olt O;; est une copie de O agissant dans le produit tensoriel des copies de V) associées aux positions
i et j. Le but de cette sous-section est de démontrer I’expression suivante de H, en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation :

H, = / da:;ix’dy;ly’ <y’y/|0|x’$l>1/JT(y)?/)T(y/)w(x’)¢(x) (4.81)

La preuve se fait un peu de la méme maniere que pour l'expression (4.50), sauf qu’elle est un
peu plus compliquée. On applique H, sur un état de base a n particules :

1
H2|$1, s ?$n> = ﬁ Z npOij|xp(1)> e |xp(n,)> (482)
T pii<j
L’opérateur O,; agit sur les états aux positions ¢ et j. On montre facilement que
(W Y101, 2, ) Y ¥') = (U 10120, 250 [9) 1Y) (4.83)
et donc l'action de H, en fonction des éléments de matrice de O est

1 dydy’
H2|J}1, s 7xn> = ﬁ Z 77p/2 <y,y'|O|xp(i),xp<]—)>><

T pi<j
) - Jy) e 1Y) )

i j

(4.84)

ol y et y' apparaissent aux positions 7 et j respectivement. La somme ci-haut est effectuée sur les
n(n — 1)/2 paire de particules et les n! permutations des n particules. Il est possible de réarranger
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les termes de cette somme afin de mettre en évidence les éléments de matrice qui contiennent la
paire (z;,7;):

dydy
Hy|zy,...,x, Z/ W, V' 10lzs z)|ey, -y, x,) (4.85)

1<)

ou y et 3 sont aux positions i et j respectivement. On remet ensuite y et y' en premiere position (ce
qui cause un signe (—1)"7*! pour les fermions) et on remplace |z;,2;) dans 'élément de matrice
par |z,z’), tout en introduisant une intégrale avec fonctions delta pour compenser :

Hylzy,...,z, Z ’“H/dy y dzdz' (y,y'|Olz, 2")é(z — x;)0(z" — x;)x (4.56)
i<j .

/ ~ ~

|y’y7x1,-'-xi7'.-x‘j’.'-’x7l>
Au lieu de sommer uniquement sur les paires distinctes (i < j), on somme ensuite sur i et j
indistinctement, mais on compense en divisant par deux et en tenant compte du signe généré par
la transposition de ¢ et j:

dydy dxda’
Hy|zy,...,x, zn”ﬁl € 5 5 (y,9'|Ox,2")6(x — x;)0(x" — x;)x
(4.87)
|y7y7x17."‘@7".@7."7$n1>
ou nous avons défini le symbole suivant :
1 (i <j)
e; =40 (i=j) (4.88)
n (i>j)

Or, la derniére expression est précisément ce qu’on obtient par appliquations successives de deux
opérateurs d’annihilation et de deux opérateurs de création :

dxdz’ dydy’
H2’$1, s ,1'n> - / 2 T <y7 y/‘o‘x7 HC/WT(?J)W@/W(?U/W(%‘)’9517 T 7$n> (489)
L’ordre des opérateurs est tres important, surtout en ce qui concerne les fermions. Ceci étant
valable pour tous les états de base et pour tout n, on peut écrire H, comme en (4.81). Il est
conseillé au lecteur de refaire la démonstration ci-haut en détail dans le cas particulier de trois
particules (n = 3), pour en suivre toutes les étapes plus clairement.

Considérons un systeme de particules en interaction avec un potentiel extérieur V(z) et en
interaction entre eux par un potentiel U(r). Les éléments de matrices de 'opérateur & deux corps
U(r) sont :

(v, 9|0z, ") = U(z,2')(y, o |2, 2)

4.90
= Ula,2') {6z — )3’ — o) + n3(x — )6 — )} 90
L’hamiltonien correspondant est alors
H = /dx i (x ( —VQ +V(z )> P(x)
(4.91)

«/ P U — oyt 0! (@0 )
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En notation tridimensionnelle, on écrirait plutot

H= /d?’er ( v2+V(>>w(r)

37" 37“/
+ [ S U - 0l el

(4.92)

Particules avec spin

Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’'une seule espéce de particules. En général nous devons tra-
vailler avec plusieurs especes de particules, qui par exemple correspondent & différents états de
spin, différentes orbitales, etc. L’incorporation de plusieurs espeéces est tout-a-fait simple : il suffit
d’ajouter aux variables continues r (position) ou k (vecteur d’onde) un indice discret o représentant
I’espece. Par exemple, cet indice peut prendre les valeurs T et | pour un fermion de spin % Les
opérateurs de création et d’annihilation sont alors notés 9] (r) et v, (r), avec les relations de com-
mutation

[ (0), 90 ()] = 6,0 8(r =) [ty (x), 400 (x")] =0 (bosons)

. (4.93)
{15 (1), 5 ()} = 6,00(r — 1) {¥,(r), ¥ (r')} =0 (fermions)

Les intégrations sur r ou r’ doivent alors étre accompagnées de sommes sur o et ¢’. L’hamiltonien
général d’une particule avec spin s’écrit alors ainsi :

i3 [ vl ) (g V) ) i)
3T 37“’ N
X [ U e ) ()0 1)

(4.94)

Il est sous-entendu ici que le potentiel d’interaction U entre les électrons ne dépend pas du spin,
quoique le contraire soit en général possible.

4.3.2 Formulation lagrangienne

En mécanique classique, on peut remplacer les opérateurs ¢ et 1" par des champs qu’on désigne
par les mémes symboles : 1) et *. L’hamiltonien (4.92) provient alors du lagrangien suivant :

3 * [ %07 h2 2
(4.95)

d3rd3r’ . .
- [ U e @l
On vérifie que le facteur de ¢ dans la dérivée temporelle assure la réalité du lagrangien. Le moment
conjugué a (r) est thy*(r), ce qui mene, aprés quantification, a la relation de commutation
canonique

[¥(r),ihp"(r')] = ihd(r — ') (4.96)

qui coincide avec (4.16), ce qui confirme que le lagrangien a la forme adéquate pour les bosons.
L’écriture d’un lagrangien classique menant aux relations d’anticommutation est plus subtile. De
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telles relations ne peuvent pas découler d’une action dont les variables sont des nombres (réels
ou complexes). En fait, on définit pour la cause des variables anticommutatives (ou variables de
Grassmann) dont la dynamique mene a des relations d’anticommutation . Ce sujet est discuté a la
section 3.

Si on oublie pour le moment les interactions a deux corps et qu’on tire les équations du mouve-
ment de ce lagrangien (en variant le champ ¢*) on trouve I’équation de Schrodinger de la mécanique
quantique a une particule :

2
il = —j—mv% + V(r)e (4.97)

Il peut sembler curieux de trouver cette équation dans un contexte classique. C’est pour cette
raison que la procédure décrite dans cette section a recu le nom de deuxieme quantification: on
y procede a la quantification d’un champ (le champ de Schrédinger) dont la valeur classique est
égale a la fonction d’onde a une particule. Il est cependant malsain de considérer cette procédure
comme un deuxieme processus de quantification. En fait, la mécanique quantique ‘ordinaire’ a un
corps n’est pas une limite classique de la deuxieme quantification, mais une restriction de ’espace
des états a ’espace a une particule V.

4.4 Approximation de Hartree-Fock

L’hamiltonien décrivant un ensemble de fermions en interaction par un potentiel a deux corps
U(r) et plongés dans un potentiel externe V' s’écrit comme suit (nous oublions les degrés de liberté
de spin pour le moment):

H = /d%« Yi(r) [ - Vi+ V(r)] ¥(r)

2m

by [ @ v e U - o)) 499

=H, + H,

ol H, est H, sont respectivement les hamiltoniens a un et a deux corps.

En principe H; est soluble. Son état fondamental |2) est la mer de Fermi des états & une par-
ticule avec énergies £ < E,. En d’autres termes, |Q2) est le déterminant de Slater formé des N états
ayant les plus basses énergies (N est le nombre de particules). En revanche, I’état fondamental de
H = H, + H, nous est inconnu et il n’y a aucune raison de croire qu’il soit une antisymétrisation
d’états a une particules, c’est-a-dire un déterminant de Slater. En général le véritable état fonda-
mental sera une combinaison linéaire de déterminants de Slater (ces derniers, rappelons-le, forment
une base). Pour I’étudier nous en sommes réduits a des méthodes approximatives, comme la théorie
des perturbations. C’est cependant une méthode variationnelle qui nous intéresse ici.
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4.4.1 Méthode du champ auto-cohérent

La premiere méthode non perturbative utilisée dans le probleme a N électrons fut celle de
Hartree. Elle repose sur une base purement intuitive et suppose que 1’état fondamental est un
produit tensoriel simple d’états et que chaque électron se meut dans le potentiel moyen créé par
tous les électrons. En clair, I’état fondamental est écrit comme

@) = len)lpa) - low) (4.99)

ou les états a une particule |p,,) sont orthonormaux. Cet état n’est pas antisymétrisé: c’est ce qui
distingue 'approximation de Hartree de celle, plus réaliste, de Hartree-Fock. Sa fonction d’onde
est simplement

Uy(ry,.ry) = @(r) - on(ry) (4.100)

La densité d’électrons au point r’ dans cet état est
2
p(') = lea(r)] (4.101)
n
et le potentiel moyen créé a r par ces électrons est

Ur) = /d3r' U(lr — r'|)p(r) (4.102)

En retour, ce potentiel moyen contribue a déterminer les fonctions d’ondes ¢, (r) par I’équation de
Schrédinger :

R -
77mv3¢n(r) + [V(I') + U(r)]gpn(r) = Engpn(r) (4103)

Nous avons donc ici un probleme auto-cohérent (self-consistent): Nous devons connaitre les ¢,
pour calculer U et vice-versa. Ce genre de probleme se résout par itération : on commence par
U = 0 et on trouve une premiére approximation cpSLO ) aux fonctions d’ondes. Ensuite on calcule
UM 3 T’aide de ces fonctions d’onde et on résout de nouveau ’équation de Schrédinger pour trouver
une deuxieme approximation gogll ) qui & son tour nous permet de calculer U et ainsi de suite.
Ces calculs sont évidemment faits sur ordinateur et le processus s’arréte quand il converge a la
précision requise. La méthode de Hartree a été I'une des premieres applications des ordinateurs a

la physique?.

Le principal défaut de la méthode de Hartree est qu’elle ne tient pas compte du principe de
Pauli. La méthode de Hartree-Fock est un raffinement appréciable de la méthode de Hartree, dans
laquelle on cherche un état fondamental approché ayant la forme d’un déterminant de Slater et se
rapprochant le plus possible du véritable état fondamental, au sens variationnel : on minimise la
valeur moyenne de ’hamiltonien dans cet état fondamental approché.

Plus précisément, on cherche un ensemble de fonctions propres orthonormales ¢, (r) telles que

la fonction d’onde du fondamental approché |®,) soit
@1(ry) oo p(ry)
o(ry,..onty) =| : (4.104)
en(r) o pn(ry)

2 Hartree utilisait, dans les années 1930, des ordinateurs mécaniques, tels celui mis au point par V. Bush
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Les N fonctions ¢,, sont orthonormales et peuvent étre complétées pour n > N dans le but d’obtenir
une base orthonormale compléte en fonction desquelles le champ ¢ se décompose ainsi :

P(r) = a,p,(r) (4.105)

On a alors la relation d’anticommutation {a,,a! } = d,,.. Le vide |0) est toujours défini par la
relation 9 (r)|0) = 0 et I’état fondamental approché peut s’écrire

@) = al ... aly[0)

Le probleme précis qui se pose maintenant est de minimiser ’énergie (®,|H|®,) par rapport a
une variation des fonctions propres ¢, (1 < n < N). Notons que les opérateurs a,, se trouvent &
varier en méme temps que les ¢,,, puisque la relation (4.105) ne varie pas.

4.4.2 Théoréme de Wick

Avant de pouvoir minimiser I’énergie (®,|H|®,), il faut pouvoir I’évaluer. Cette expression
peut se ramener a une combinaison linéaire d’expressions de ce genre :

(chem) = (Dolehe, | Do)

n-m

<CZT'C;CkCz> = (q’o’CgC}Ckcz’q’&

Premierement, il est évident que (cfc,,) s’annule sin > N oum > N. Au contraire, si m,n < N
on peut écrire
@) = (=1 el el el |o)

A (4.106)
<®O|CIL = (_1)n+1 <0|CN <l
ou l'accent (") signifie que le facteur correspondant est omis. Il s’ensuit que
J (n < N)
el ={ o Iy (4.107)

Deuxiémement, calculons <cjc}ckcl>. Encore une fois, cette quantité s’annule si I'un des indices
1,7, k, 1 est plus grand que N. On constate que

)| By) = (=) ey, el el el )o)

o L (4.108)
(®glcch = (=1)™ e, (Oley...e] ... b e
ol
1 (k<)
0 (k=1)
Le produit de ces deux expressions n’est non nul que sit =%k, j=Ilousii=1, j=k:
()
¢;C:CCp) = —€11€;: (0,0, + 6,0
< 15k l> kl ,]( ik™ 5l il jk) (4110)

= 51'[5,7% - 5ik5jl
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A Daide de ces résultats, on trouve facilement que

(@[0! (r)e(r)|Rg) =Y I, (r)[?

N

(@9 () () () ()| Rg) =D [0, (1) Loy, () (4.111)

m,n

N
=D en@®)e, (), ()¢, (x)

m,n

Le premier des deux termes de la deuxieme équation est appelé terme direct et le second terme
d’échange.

La généralisation de ce résultat a des expressions plus compliquées s’exprime comme suit : si
on dénote la moyenne (cgcj) par le symbole suivant :

(cley=1ij (4.112)
On peut écrire la moyenne précédente comme
. =1
(cleleye) =ijhl—ijkl (4.113)

et une moyenne a six facteurs comme suit :

i _ Il \
(cjcheseqesce) 123456 — 123456

——
4123456 — 123456 (4.114)

=1 =
+123456 — 123456

(on a remplacé les indices symboliques par des nombres pour alléger la notations). Le trait reliant
un opérateur de création a un opérateur d’annihilation symbolise une contraction, c’est-a-dire un
facteur <cj;c]->. La moyenne d’un produit de n opérateurs de création avec n opérateurs d’annihi-
lation est égale a la somme de toutes les contractions possibles, chacune prise avec le signe de la
permutation nécessaire pour amener tous les opérateurs immédiatement a c6té de leur partenaire en
contraction. Ce résultat est une forme du théoréme de Wick, a la base de la théorie des perturbations

en théorie des champs (diagrammes de Feynman).?

3 Notons que ce théoréme, tel quexprimé ici, n’est pas valable pour des bosons, en raison de la possibilité
d’une occupation macroscopique de ’état fondamental. Cependant, il est valable si on exclut cette possibilité,
comme par exemple a température finie. Dans ce cas, les signes des différents termes sont tous positifs, car des
relations de commutation remplacent alors les relations d’anticommutation entre les opérateurs de création
et d’annihilation.
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4.4.3 Equations de Hartree-Fock

En utilisant le résultat (4.111), la valeur moyenne de I’hamiltonien dans ’état Hartree-Fock
est

N 2
I n
alim) =3 [t ol |- govieve)

N
1 e o (4.115)
+ 5 E d’rd’r U(I‘ r)[|(pn(r)| |(pm(r )|

= 0r (008112, (1), (1)]

Notre tache est de minimiser cette valeur moyenne en utilisant le calcul des variations sur les
fonctions ¢,,. Cependant, nos fonctions doivent étre orthonormales et cette contrainte peut étre
incorporée dans la valeur moyenne a l'aide de multiplicateurs de Lagrange en ajoutant le terme

suivant :
N
> ] [ Er e, - 6 (4.116)

m,n

En effectuant une variation de ¢} (r), on obtient I’équation suivante :

Ve ) 4 V(e )+ Y [ 4 UG = Dl ()P 0

N N (4.117)
=30 [ U = ) e o) + D) =0

Bien str, la variation des multiplicateurs +,,, ne fait que reproduire les contraintes d’orthonor-
malité.

Nous avons donc obtenu un ensemble de N équations intégro-différentielles non linéaires
couplées. Il va sans dire qu’il est hors de question de les résoudre de manieére analytique! Sig-
nalons toutefois la simplification suivante : il est possible d’effectuer une transformation unitaire
des fonctions propres ¢, sans affecter le déterminant de Slater, c’est-a-dire sans affecter 1’état de
Hartree-Fock. La solution des équations ci-haut n’est donc pas unique. Nous pouvons restrein-
dre le choix des solutions en demandant que la matrice v,,, des multiplicateurs soit diagonale :
Vo = €n0mn- Dans ce cas, les équations de Hartree-Fock peuvent s’écrire comme suit :

n-mn*

h2 2 3./ / /
~o Va#n(®) + Vi(r)e, (r) - /d ' Ve, ), () = €,¢,(r) (4.118)

ol nous avons défini le potentiel de Hartree Vi; et le potentiel non local d’échange Vi;:

N
Va) = V(r)+ Y / & Ulr — 1')pn ()2

N

Vp(r,r') =) Ur — 1)), (1), (x)

m

(4.119)
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Les équations de Hartree-Fock se résolvent de maniere itérative, comme les équations de Hartree.
La différence est la présence du potentiel non local d’échange V.

Les quantités €, jouent donc le role d’énergies a une particule, ce qui nous permettrait d’écrire
un hamiltonien deuxiéme quantifié (version Hartree-Fock) comme

Hyp =Y €cle, (4.120)

n

Cependant, nous devons garder a ’esprit que la solution variationnelle qui provient des équations
(4.118) n’est valide que pour une valeur précise de N. Si on augmente la valeur de N, les équations
de Hartree-Fock sont modifiées et toutes les fonctions propres changent en général. En termes
plus intuitifs, le fait de rajouter une particule modifie le potentiel dans lequel toutes les autres
particules se meuvent. L’énergie E (V) de I'état variationnel dépend donc de N. Cependant,
I’approximation de Hartree-Fock ne serait pas tres utile si ce changement était énorme. Le théoréme
de Koopman stipule que I’énergie Hartree-Fock Ey (V) du systeme a N particules, moins ’énergie
Hartree-Fock Ejp(N —1) du systeme a N —1 particules, mais calculée a I’aide des mémes fonctions
©,, que pour le systeme a N particules, est précisément égale a ’énergie de la N¢ particule :

Eyp(N) = Egp(N —1) = ey (4.121)

Ceci signifie que si la variation des fonctions ¢, est d’ordre § lorsqu’on enleve une particule, alors
I’énergie gagnée en enlevant une particule est donnée, a I'ordre §2, par €, le niveau d’énergie le plus
élevé parmi les niveaux occupés. On suppose donc que les niveaux d’énergie et les fonctions propres
de Hartree-Fock sont une approximation raisonnable méme si plusieurs particules sont enlevées du
systeme, pourvu que ce nombre soit petit par rapport & N. Ceci nous permet d’utiliser les fonctions
propres obtenues pour un systéme a N particules pour décrire un systeme de M particules (1—M /N
petit) mais dans lequel certaines particules sont excitées a des niveaux supérieurs.

Tableau 4.1 Niveaux d’énergie du fondamental de I'ion H™ et de ’atome
d’Hélium obtenus par diverses méthodes (tiré de BALLENTINE).

méthode H~ (Ry) He (Ry)
Hartree-Fock instable -5,72336
Etat variationnel -1,05550 -5,807449
Expérience -1,055 -5,80744

Hartree-Fock et les atomes simple

La méthode de Hartree-Fock est une méthode variationnelle limitée, puisqu’elle prend comme état
variationnel un seul déterminant de Slater. D’autres méthodes variationnelles peuvent s’approcher
plus de I’état fondamental en utilisant des combinaisons linéaires de déterminants de Slater comme
fonctions d’onde d’essai. Le tableau ci-contre donne les valeurs (en Rydberg) de I’énergie du fonda-
mental de I'ion H™ et de 'Hélium obtenue (a) par la méthode de Hartree-Fock, (b) par la meilleure
méthode variationnelle & date et (c) par I'expérience. On constate que 'ion H™ serait instable
d’apres 'approximation de Hartree-Fock, puisque son énergie serait plus grande que -1, c.-a-d.
qu’il serait énergétiquement favorable & cet ion de se dissocier en un atome d’hydrogene (énergie
—1) et un électron libre au repos (énergie 0).



86 4. Deuxieme Quantification

Appendice 4.A
Permutations

Une permutation est une opération qui change l'ordre d’'un ensemble ordonné d’objets. On
peut noter une permutation de n objets par le résultat qu’elle produit sur ’ensemble (123...n).
Ainsi, (213...n) est le résultat de la permutation des deux premiers objets. Une permutation est
appelée transposition lorsqu’elle n’affecte que deux des n objets, en les échangeant, comme dans
I’exemple précédent. Une permutation est dite cyclique lorsque tous les objets sont déplacés du
méme nombre de positions, par exemple (234 ...n1).

Sip et g dénotent des permutations, alors le produit pq est la permutation obtenue en appliquant
d’abord ¢ aux n objets et ensuite p au résultat. Par exemple,

(21435)(23451) = (32541) et (23451)(21435) = (14352) (4.122)

on constate que la multiplication des permutations n’est pas commutative. L’ensemble des permu-
tations de n objets forme un groupe. En effet, chaque permutation a son inverse, avec lequel son
produit donne la permutation unité (123...n). Ce groupe est noté S, et comporte n! éléments.

Chaque permutation peut étre décomposée en un produit de transpositions. Par exemple,
(21435) = (21345)(12435). Une permutation est dite paire ou impaire selon que le nombre de
transpositions requises pour la décomposer est pair ou impair. La signature £, d’une permuation

est égale a 1 si la permutation est paire et —1 si elle est impaire. Evidemment, il y a plusieurs fagons
de décomposer une permutations en produit de transpositions, mais la signature d’une permutation
ne change pas d’une décomposition a ’autre. La signature du produit pg de deux permutations est
le produit des signatures :

Epq = EpEyq (4.123)
En d’autres termes, le produit de deux permutations de méme parité est pair, alors que le produit
de deux permutations de parités opposées est impair. Cela signifie entre autres que I’ensemble des

permutations paires forme aussi un groupe, qui est un sous-groupe de S, avec n!/2 éléments.

Si f, est une quantité quelconque qui dépend d’une permutation p, on aura la relation
2w =2 u=2_0, (4.124)
P p P

Ceci provient du fait que gp est tour a tour égal a tous les éléments de S, quand p passe par tous
les éléments de S, successivement.
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CHAPITRE 5

Applications a la physique du solide

5.1 Fonctions de Bloch et de Wannier

5.1.1 Réseaux

Dans cette sous-section nous expliquons comment procéder a ’analyse de Fourier dans un
réseau cristallin. Rappelons qu'un réseau I' est ’ensemble des points obtenus par combinaisons
linéaires entieres d’une base {e;}, (i =1,2,3):

Le réseau réciproque ou dual, noté I'*, est I’ensemble des points k tels que n-k € 27Z. On démontre
immédiatement que cette condition définit bien un réseau, c’est-a-dire que k;, k, € I'* — k, +k, €
I'*. On choisit sur I'* une base {e}} telle que e} - e; = 2md;;. Il est évident que le réseau réciproque
du réseau réciproque est le réseau original lui-méme : ['** =T,

Un ensemble de points de ’espace forme une maille élémentaire s’il est possible d’obtenir
n’importe quel point de ’espace en ajoutant un vecteur du réseau a un point de la maille élémentaire
et s’il est impossible de trouver deux points de la maille élémentaire qui different par un vecteur
du réseau. En d’autre termes, pour tout r, il existe un point unique r; de la maille élémentaire et
un vecteur unique n € I' tels que r = ry + n. Il y a bien str une infinité de mailles élémentaires
possibles. Par exemple, on peut prendre le parallélépipede dont les arétes sont les trois vecteurs de
base e;. Il est alors évident que le volume de la maille élémentaire est

Vo =e; - (e;Aey) (5.2)
Les vecteurs de base du réseau réciproque peuvent étre choisis comme suit :

2 2

T
e = Ve A ey e; = . A e, e; = Ve A ey (5.3)
r r r

Comme maille élémentaire du réseau réciproque on choisit la zone de Brillouin, centrée autour du
vecteur k = 0. Son volume est évidemment donné par

(2m)°
Vr

Vi = (5.4)
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Nous nous intéresserons dans cette section a des fonctions périodiques sur le réseau, c’est-a-
dire & des fonctions du type u(r) telles que u(r + n) = u(r) si n € I'. Une telle fonction peut étre
décomposée en série de Fourier comme suit :

u(r) = Z uy, KT
kel
1

3 —ikr
Uy = / d’r u(r) e
Vi JME.

L’indice M E signifie que l'intégrale est prise sur la maille élémentaire. La seconde de ces équations
a été obtenue en vertu de 'identité suivante :

/N . dPr T =Vig,  (keIM) (5.6)

(5.5)

Cette identité se démontre explicitement, en procédant a un changement de variables d’intégration
vers les coordonnées t; définies par r = t;e; et dont le domaine est de 0 a 1. L’identité analogue
pour le réseau réciproque est

, 1
/Z @R T, meD) (5.7)

La version réciproque de (5.5) est utilisée pour une fonction f,, qui ne dépend que du site sur le
réseau :
fo= [ (@) Fi ek
7.B.
F) = Vi) fye ™™

nel

(5.8)

Le cas particulier de uy, = 1/V}, dans la formule (5.5) mene a l'identité suivante :
1 -
2 ¢T=) d(r+n) (5.9)
I ker- nel

Il suffit d’intégrer sur r dans une maille élémentaire pour la démontrer explicitement. La version
réciproque de cette relation est

Vi) e =>" (2m)%(p + k) (5.10)
nel kel™
En principe, nous devrions utiliser les fonctions delta suivantes, appropriées aux réseaux :

op(r) = Z d(r+n)

nel

r(p) =) (p+k)

kel™

(5.11)

Bien sur, quand l'intégrale qui contient, par exemple, dp.(p), est limitée a la zone de Brillouin, un
seul terme du membre de droite de I’équation ci-haut y contribue.

En résumé, I'information contenue dans une fonction f(k) définie sur la zone de Brillouin peut
tout aussi bien étre contenue dans une fonction f,, du site du réseau direct. De méme, I'information
contenue dans une fonction périodique f(r) (c’est-a-dire définie dans la maille élémentaire) peut
aussi étre incorporée dans une fonction f, définie sur le réseau réciproque I'*.
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5.1.2 Fonctions de Bloch

Considérons ici un gaz d’électrons dont nous négligerons les corrélations, placé dans un réseau
cristallin.! Pour étudier ce systéme sans interactions il faut résoudre 1’équation de Schrédinger pour

les fonctions propres :
2

—h 9

ou le potentiel V(r) est créé par les ions du réseau et donc possede la périodicité du réseau :
V(r+n)=V(r)sineTl. On peut également tenir compte des interactions de facon minimale, en
utilisant 'approximation de Hartree-Fock. On doit alors résoudre itérativement 1'équation (4.118).
Comme le potentiel d’interaction ne dépend que de la différence des coordonnées des électrons, il
est lui-aussi invariant par rapport aux translations de toutes les coordonnées des électrons par un
vecteur du réseau.

L’hamiltonien est ici invariant par une translation 7, d’un vecteur du réseau. L’action de cet
opérateur sur la fonction d’onde est T,¢(r) = ¢(r — n). Le fait que [H,T,] = 0 signifie qu'une
fonction propre de H peut aussi étre choisie fonction propre de 7}, c.-a-d. ¢(r — n) < ¢(r). La
solution de cette équation est

Pp(r) = ePTyu(p,r) (5.13)

ou u(p,r) est périodique en r et ot p est un élément de la zone de Brillouin. La valeur propre de
T, dans cet état est alors e ™. Il est important de comprendre que p n’est défini que modulo
un vecteur du réseau réciproque I'*; c’est pour cela qu’on restreint le domaine de p a la zone de
Brillouin. L’équation de Schrodinger peut alors étre écrite en fonction de u:

32
% (VQu +2ip - Vu — p2u> +V(r)u = E(p)u (5.14)

Cette équation est soluble en principe et nous fournit des niveaux d’énergie E, (p) qui sont fonctions
de I'impulsion : ce sont les bandes d’énergies. L’indice n est maintenant un indice de bande et non
un simple indice de niveau. Les solutions & cette équation sont notées ¢, (p,r) = ePTu, (p,r) et
appelées fonctions de Bloch. Elles forment une base orthogonale :

[ g ) = 205,00 - @) (5.15)
Chaque fonction de Bloch est associée a un niveau d’énergie E (p).

Opérateurs de création et d’annihilation
Nous pouvons reprendre ici le probleme de la deuxieme quantification, dans la base des fonctions
de Bloch. Ceci signifie que I'opérateur d’annihilation sera décomposé dans cette base :

¢m=zéﬁm%@%w> (5.16)

En substituant la relation précédente et en utilisant la relation d’orthogonalité (5.15) des fonctions
de Bloch, on trouve la relation inverse

mmz/&whwwn (5.17)

I “Négliger les corrélations’ signifie qu’on considére les électrons comme indépendants, soit complétement,
soit dans l'esprit de I'approximation de Hartree-Fock.
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On vérifie sans peine les relations d’anticommutation suivantes :

{c,(@),cl(p)} = (27)%5,,,,00. (P — Q)

{en(a),c,(P)} =0 (5.18)

En reprenant les arguments généraux de la sous-section (4.2.2) et en les adaptant au cas
particulier qui nous occupe, on voit que ’hamiltonien (5.12) peut s’écrire de la manieére suivante :

=y / (@) Ep)el P, () (5.19)

Bandes remplies ou demi-remplies

Les états propres de I'hamiltonien (5.19) nous sont connus : ce sont des particules d’impulsion p et
d’énergie E, (p). L’état fondamental est la mer de Fermi, obtenue en occupant les N, états ayant
la plus basse énergie, N, étant le nombre d’électrons du systeme. Selon la forme des bandes, la
mer de Fermi peut avoir des caractéristiques bien différentes.? Si les bandes se recouvrent, la bande
inférieure pourra ne pas étre completement remplie alors que la bande supérieure sera partiellement
remplie. Dans le cas contraire, la mer de Fermi consistera en une bande complétement remplie ou
une bande demi-remplie selon que le nombre d’électrons par site dans le systeme est pair ou impair.
Ceci se voit facilement par le décompte suivant : Considérons un réseau pourvu d’un nombre N
de sites, ou N est cependant tres grand. Il est encore possible de parler d’un réseau réciproque
dans ce cas, sauf que les points de la zone de Brillouin sont discrets, c¢’est-a-dire ne forment plus
un continuum. Dans la limite continue nous avons la correspondance

Z — V/ZB (d®p) (5.20)

ou V = NV est le volume total du systeme. Si n, est le nombre d’électrons par maille élémentaire,
on peut donc écrire

n
(d®p) = =% ou / d*p = n Vp. (5.21)
; /E'n(p)<EF VF ; E’u(p)<EF :

Si on ne compte dans n, que les électrons de valence (ceux qui vivent dans la bande occupée la
plus haute) et si on tient compte du spin qui introduit une dégénérescence double des bandes, on
obtient la relation

2/ d*p = n, Vi (5.22)
En(p)<EF

Cela veut dire que pour n, = 1, la bande est demi-remplie, alors qu’elle est completement remplie
pour n, = 2. Il s’agit de la facon la plus élémentaire d’expliquer la différence entre un isolant
(nombre pair d’électrons par maille) et un conducteur (nombre impair d’électrons par maille).
Cette distinction simple entre conducteurs et isolants ne se base que sur I’hamiltonien a un corps
et oublie I'influence tres importante des corrections a ’approximation de Hartree-Fock.

2 Nous ne décrirons pas en détail toutes les possibilités de bandes partiellement remplies, de gap indirect,
etc. Ces sujets appartiennent au cours de physique du solide.
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5.1.3 Fonctions de Wannier

Considérons, pour simplifier les choses, un systeme a une bande. On définit la fonction de
Wannier w(r — n) somme suit :

w(r—n)=+/Vp [ (d’p) e Ppy(r)
ZB. (5.23)

=VVi [ (&p) P u(p,r)

Vu que u(p,r) est périodique, la dépendance fonctionnelle de w est bien en r — n. D’autre part, il
s’ensuit de (5.10) que

2p(0) = VT S ePMu(r ) (5.24)

nel

Meéme si on ne dispose avec w que d’une seule fonction, définie sur tout ’espace, on peut tout de
méme en faire une collection de fonctions de base en déplagant son argument par un vecteur de
réseau. Ces fonctions sont orthonormales :

/d3r w*(r — n)w(r —n')
Vi [ @@ [ @ g mp )

% [ (@) i)
7.B.

- 5 ’

n,n

(5.25)

Liaisons faibles

A la différence de la fonction de Bloch, qui est délocalisée, la fonction de Wannier est localisée
autour de chaque site du réseau. Comme exemple, considérons un systéme a une dimension dans
lequel la fonction périodique u dépend faiblement de p: u(p,r) ~ u(r) — il s’agit du cas de particules
quasi-libres, dit des liaisons faibles. Le volume V|- devient ici la distance L entre deux sites du réseau
et la fonction de Wannier est alors

/L d )
w(z) = VL 2—p e u(x)
/L =T (5.26)
_ sinmz/L u(x)

N mx/L ﬁ

Le facteur 1/x localise cette fonction autour de xz = 0. Il s’agit ici d’un cas extréme, celui ou les
fonctions de Wannier sont les moins pertinentes.

Liaisons fortes
Dans la limite des liaisons fortes extrémes — 'opposée du cas précédent — chaque électron de la
bande est confiné a son ion (au site n) et la fonction d’onde d’un état propre a une particule est
une orbitale atomique ¢(r — n) centrée autour de cet ion. Les ions étant identiques, les différents
états propres centrés sur des ions différents sont tous dégénérés et la bande d’énergie est infiniment
étroite. Dans le but de respecter la forme des fonctions de Bloch, on peut prendre des combinaisons
linéaires de ces états dégénérés :

P =Y e*"(r —n) (5.27)

nel’
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Ceci est précisément 1’expression des fonction de Bloch par rapport aux fonctions de Wannier (mod-
ulo un facteur y/V;). Dans cette limite, ces dernieéres coincident donc avec les orbitales atomiques

o(r — n).

Opérateurs de création et d’annihilation

On peut aussi définir des opérateurs de création et d’annihilation ¢, et ¢, associés aux fonctions
de Wannier. En fonction de ces derniers, 'opérateur d’annihilation (r) s’exprime comme suit :

P(r) = cuuw(r—n) (5.28)

nel

La substitution de la définition de w dans cette expression nous permet de relier ¢, a I'opérateur
d’annihilation ¢(k) dans un état de Bloch :

r) = 3 e P r) c .
(r) WF/Z.B@ ZDICR R (5.29)

En identifiant le coefficient de ¢,(r) et en comparant avec le développement (5.16), on trouve une
expression de ¢(p) en fonction de c¢,:

c(p) =V Y e P, (5.30)
nel’

En substituant plutot la relation (5.24) dans le développement (5.16), on trouve une expression de
¢, en fonction de ¢(p):

e = Vi /Z (@) ¢e(p) (5.31)

En substituant la relation (5.30) dans I'expression (5.19) de ’hamiltonien & un corps, on trouve

H=> t, chey (5.32)
ou on a défini ’intégrale de saut
e = Vi [ (@) PO (p) (5:39
7.B.

satisfaisant ¢} , = ¢,y , (le cas de plusieurs bandes est une généralisation triviale). La spécification
des intégrales de saut t,, ,, équivaut a celle de la relation de dispersion F(p).

Par exemple, considérons une relation de dispersion quadratique :
h2p2

Blo) =8+ 5

(5.34)

L’intégrale de saut est alors donnée par

h? e
bam = E()5n7n, + 2VF/ (d3p) p2e1p( ) (5.35)
m 7.B.
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En dimension 1, cette expression donne

h2m2
Bot Gz (0=
tn,n’ = , h2 (536)
(_1)71,771, (n 7& n/)

m(n —n')2L?

(ici n et n’ sont des entiers qui numérotent les sites du réseau unidimensionnel : n = nLx). Le
coefficient ¢, , multiplie 'opérateur N du nombre total de particules, une quantité conservée, et
de ce fait n’est pas tres intéressant.®> Pour n # n’, on remarque que le saut diminue avec le carré
de la distance. On peut a 'inverse se demander quelles relations de dispersion E(p) découlent de

différentes intégrales de saut. Cette question est assez simple pour étre étudiée en exercice.

En général, les fonctions de Bloch sont utiles quand les interactions sont négligeables ou quand
le nombre d’intégrales de saut est trop grand, c’est-a-dire quand elles ne diminuent pas assez rapi-
dement avec la distance. On préfere cependant les fonctions des Wannier lorsque U'interaction est
de courte portée et que les sauts se limitent aux sites voisins les plus immédiats, ce qui correspond
a des bandes d’énergies étroites.

5.2 Modele d’électrons localisés

5.2.1 Modéle de Hubbard

Ajoutons maintenant & notre hamiltonien (5.19) un terme d’interaction, décrit dans la base de
Wannier :

1 .
Hy = 7> (UK, elclee, (5.37)
ijkl
Dans cette expression les indices i, . . ., k désignent des sites du réseau et constituent une abréviation
pour n,,...,n;. L’élément de matrice de I'interaction est
1 .
(i, Uk, 1) = 1 /dsrldgrzdsr?)dgﬂ (i, jlry, o) (ry, To|Ulry, 1) (13, 1y K, 1) (5.38)
mais
(r1,1o|Ulrg,ry) = U(ry — 1y)[6(ry — 13)0(ry — 1) — 0(ry —1,)d(Ty — 13)] (5.39)

et la fonction d’onde (i, j|r{,r5) est

(i, jlry, re) = w'(r) — n)w"(ry — nj) —w'(r; - nj)W*(rz - n;) (5.40)

avec une expression similaire (sans la conjugaison complexe) pour (rs, r |k, ). L’élément de matrice
de l'interaction est donc

(i, j|Uk, 1) = /d3rd3r’ {w*(r —n)w'(r' —njw(r —n)w( —n) — (i < j)}U(r —r') (5.41)

Jusqu’ici nous avons négligé les degrés de liberté de spin, absents de 'interaction (5.37). Cet
oubli a comme conséquence qu’'une interaction de tres courte portée, comme par exemple le cas

3 En physique statistique, on dirait que tn,n contribue au potentiel chimique.
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limite U(r) = U,6(r), n’a pas d’effet : H, s’annule. En d’autres termes, le principe de Pauli mene
déja a une répulsion effective des fermions a courte portée et toute autre interaction de ce type
est superflue. Cependant, le spin est bel et bien présent; les opérateurs doivent étre affublés d’un
indice de spin : ¢; — ¢; . et 'interaction prend la forme suivante :

1
H, = 1 Z (zaﬂja |U|k:ak,lal) Cig, ;r(T]Clglegk (5.42)
ijkl
0000

En supposant que l'interaction est indépendante du spin, 1’élément de matrice devient

(i0;, jo;|U\koy,loy) = /d3rd3r' U(r —r')w*(r — n;)w*(r' — n;)

(5.43)
% {80000 (x = )0’ = 1)) = (= 1)}

Dans la limite des liaisons fortes, les fonctions de Wannier sont tres localisées et 1'élément de
matrice ci-haut n’est appréciable que si les quatres sites 7, j, k, [ coincident. En posant

U, = /dsrd3r' Ur — ') |w(r)*w(r)|? (5.44)
on écrit donc dans ce cas

1
H2 = ZUO Z (C;(cha’cz J’cza CZUC;{U,C oCi, o’)

i,0,0"

7U[Zc7(r 10 z(r zcr (545)

i,0,0"

=U, Z 11|
i

En incluant 1’énergie cinétique, on obtient le modéle de Hubbard:

H = Ztmza JU+UZnLTnzL

1#j,0 (546)
— Hl + HO

Dans ce modele, les électrons sentent une énergie de répulsion U (ou d’attraction, selon le signe) au
meéme site. Dans le cas de liaisons fortes, l'amplitude de saut ¢;; est considérablement plus petite
que la répulsion U. Nous pouvons alors considérer H, comme une perturbation ajoutée a H,. Les
états propres de H|, sont infiniment dégénérés, puisque les différents sites sont découplés dans cet
hamiltonien. Ils sont spécifiés par les nombres d’occupation (0 ou 1) de chaque spin & chaque
site. Tous les états sans occupation double (un électron par site ou moins) auront une énergie
E, = 0. Il est donc important d’étudier les corrections apportées par diverses perturbations; c’est
I'importance relative de ces perturbations qui déterminera le comportement du systeme.
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Avantage de la base de Wannier

C’est ici qu’apparait I’avantage d’utiliser la base de Wannier : si I'interaction est forte en compara-
ison de ’énergie cinétique (U, > tij) il est préférable d’utiliser la base de Wannier puisque dans
celle-ci 'hamiltonien d’interaction est diagonal, alors que ’énergie cinétique est non-diagonale.
Dans le cas contraire (U, < t;;) il est préférable d’utiliser les fonctions de Bloch, qui diagonalisent
Iénergie cinétique mais en fonction desquelles I'interaction est non diagonale. La base de Wannier
est donc préférable dans le cas du couplage fort et celle de Bloch dans le cas du couplage faible. La
base de Wannier trouve aussi son utilité dans les simulations numériques sur taille finie, car elle
permet de simuler des fluctuations quantiques et thermiques locales.

Interprétation de t;; comme intégrale de saut

On sait que H, provient de ’énergie cinétique des électrons. Pour rendre ce fait plus explicite dans
ce contexte, il suffit de considérer un état initial |0;, T]»> possédant un électron de spin en haut au
site j et aucun électron au site ¢; le taux de transition de ’électron du site j au site ¢ est donné en
premiere approximation par la regle d’or de Fermi et implique I'amplitude de transition

<Ti50j|H1’0ia Tj> = tij (5-47)

ce qui confirme l'interprétation de ¢;; comme étant 'amplitude pour un électron de sauter du site
j au site 1.

5.2.2 Echange : modele de Heisenberg

Dans la limite des liaisons fortes, les fonctions de Wannier sont tres localisées et le cas i =
j =k =1 domine dans (5.42). Il en résulte le modele de Hubbard (5.46). Si l'intégrale de saut est
relativement petite (¢;; < U), il est pertinent de se demander si d’autres termes de la somme (5.42),
tout en étant petits par rapport a U, ne peuvent pas étre appréciables. Nous nous concentrerons
sur le cas d’un électron par site (bande demi-remplie). Nous allons montrer comment les états
excités d’énergie basse relativement a U peuvent étre décrits par 1’hamiltonien de Heisenberyg:

H=J) S, S, (5.48)
(i)

ou J est une constante (négative dans le cas présent) et la notation (ij) signifie qu’on somme sur
les paires de sites qui sont des voisins immédiats (chaque lien n’est compté qu’un seule fois).

La contribution la plus importante a (5.42) apres le terme dominant est obtenue quand on
considere deux sites voisins, c’est-a-dire les termes suivants :*

(a) i=j k=1
(b) i=k j=1 (5.49)
(c) i=1 j=k
Dans le cas (a) on obtient la contribution suivante :
1 3 3.7 / * s/ /!
24ZZ/d rd’r’ U(r —r')w*(r — n;)w*(r' — n;)
(ik) 0.0 (5.50)

X U}(I' - nk,‘)w(r/ - nk) CIUCI(T/CICU/C]CO

4 A demi remplissage, on montre que les termes du type (#4|U|ig) ont un effet équivalent & modifier I’énergie
cinétique du modele (Hy).
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Cette contribution ne nous intéresse pas, car son action est triviale dans le sous-espace des états
d’énergie E; = 0 de 'hamiltonien H, qui ne comportent pas plus d’un électron par site.

Les cas (b) et (¢) meénent a la contribution

— Z Z { kni’ankﬂ./ - chja 7 U,CL,O'/ck-,O'} (551)

(ik) o,0'

ol
Gy = /dgrd?’r’ Ur —1)|w(r — n)lw(’ —n,)}?
(5.52)
Jip = /d3rd3r’ U(r — ' )w*(r — n;)w*(r' — ny)w(r — n,)w(r’ —n,)

Le cas (c) meéne au méme résultat que le cas (b). Dans le cas d’une bande demi-remplie, le terme

en n; ,n; » n'est pas pertinent, puisqu'il est constant dans le sous-espace fondamental.

Concentrons-nous donc sur le terme dit d’échange direct, proportionnel a l'intégrale d’échange

I
ZZJZ]CZUCZU jO' jO’ (553)

ij
( i) o

Appelons V, le sous-espace des états engendré par les états, notés |a), correspondant & une occu-
pation simple de chaque site. Dans le cas ou il y a autant d’électrons que de sites ces états sont les
états fondamentaux dégénérés de H|, et ont une énergie non perturbée nulle. Dans le sous-espace V,
il est possible d’exprimer cet hamiltonien en fonction des opérateurs de spin, en procédant comme
suit. Premierement, pour un site donné, on a les représentations matricielles suivantes :

1 0 1
cJ{cT:<O )—2(1+03)
0 1
cie, = <0 ) 5(1 —0y)
0\ (5.54)
ciep = <O 0) 5(01 +i0y)
0 0 1 )
ccer =11 o 5(01 —i0y)

Considérons maintenant une paire (ij) donnée. Les quatre états de spin a considérer sont | T1),

| T1), [ 17) et | [l). On obtient

§ :cwr za ]o ]0'

i

= (14o03;)1+03.:)+(1—=03;)(1 =05

210+ os)d+o5;) + (1 —05:)(1 —03;) (5.55)
+ (01, +i0y,)(01; —i0g;) + (01, — i0y;)(0y; + ia?,j)}
1

En fonction des opérateurs de spin S, = 50, le terme d’échange direct devient égal a ’hamiltonien

de Heisenberg ferromagnétique (5.48), ol nous avons défini J = —J;; et supposé que l'intégrale
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d’échange J;; est la méme pour toutes les paires de plus proches voisins, c’est-a-dire dans toutes
les directions.® Si on néglige complétement le terme cinétique (¢t — 0) le terme d’échange devient
le seul hamiltonien pertinent pour décrire les états excités de basse énergie par rapport a U. Il est
qualifié de ferromagnétique parce que le signe négatif précédant la somme incite les spins a étre
paralleles dans I’état fondamental.

5.2.3 Super-échange

Dans la sous-section précédente nous avons montré comment l’effet de l'interaction entre
les électrons dans des états de Wannier voisins, a demi-remplissage, peut étre représenté par
I’hamiltonien de Heisenberg dans le sous-espace de plus basse énergie de H,. Nous allons main-
tenant montrer que 'effet du terme cinétique H; de I’hamiltonien (5.46) est similaire. Remarquons
d’abord que H, décrit un processus de premier ordre par lequel un électron peut sauter au site
voisin, ce qui nous fait quitter le sous-espace V,, puisque ’état final comprend deux électrons sur
le méme site. Cependant, le méme H, au deuxieme ordre de la théorie des perturbations nous per-
met d’échanger les électrons de deux sites voisins, par une succession de deux sauts. Nous allons
montrer que ce processus mene a une description des états de basse énergie a I'aide du modele de
Heisenberg antiferromagnétique ou la constante J est maintenant positive et donnée par

A

J
U

(5.56)

Pour démontrer cela, distinguons trois catégories d’états propres de ’hamiltonien non perturbé
H, décrit en (5.46): premierement, les états |a) décrits plus haut. Deuxieémement, les états notés
|3) correspondant a une seule occupation double parmi tous les sites et ayant une énergie U.
Finalement, les états notés |y) représentant tous les autres états, d’énergies 2U et plus. Soit Vs le
sous-espace généré par les états de type |3); on définit de méme V. L’action de H; sur un état
de type |a) donne une superposition d’états de type |3): H,|a) € V;. Lorsque la perturbation H,
est mise en place, les états propres dans V,, évoluent vers de nouveaux états propres formant un
nouveau sous-espace d’états de basse énergie qu’on notera V;,. L’état perturbé |¢,) provenant d’un
état |a) est donné par Iexpression suivante au premier ordre en théorie des perturbations :

v =loy + 3 L),

= o)~ = S (BlH )] 3)
s (5.57)

5]
= o)~ = 3" lm) ] Hy o)

1
— o) = 5 Hia)

Dans la deuxieme équation nous avons utilisé le fait que seuls les états |3) ont un élément de matrice
non nul avec |a). Dans la troisiéme nous avons utilisé le méme fait pour étendre la sommation a
tous les états, obtenant ainsi une relation de complétude.

% En realité, Panisotropie spatiale, ¢’est-a-dire 'existence de couplages J;, Jy, et J, différents selon les direc-
tions, est tres fréquente.
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Nous pouvons maintenant écrire I’hamiltonien H, + H, dans la base des états perturbés de
basses énergies formant Vj, en calculant les éléments de matrice suivants :

<¢a/‘(HO + Hl)w(y) = <<O/| — 5(0/|H1> (Ho + Hl) (|O‘> - éH1’a>> (5 58)

1,
= — (o |H}|a) + 0(1/U)

Ceci signifie que, sur I'espace V, , I'hamiltonien —H? /U est celui qui s’approche le plus du véritable
hamiltonien H, + H, agissant sur V[. Autrement dit, au premier ordre en 1/U, H, + H, est
équivalent & —H? /U par transformation unitaire dans V. D’apres I'expression pour H, avec sauts
aux premiers voisins

=—t Y (e, +cl 0, (5.59)
(i)

On écrit donc

H12 = t2 Z Z (C;f,rrcj,a + C}L',o—ci,(f)(cz,a’cl,o’ + C;r,a’ck,a’) (560)
(ij),0 (kl),0’

Pour que H?|a) ait une composante non nulle dans V,, il faut que (ij) = (kl). Par conséquent nous

avons effectivement, sur V,,

Hl _tz z {Czacjacza jU’_l_CLUCjaC}LU’Cza

T 1
+CJ G, ocz o’ ] o’ + C] «Ci, UCJ o' Cio!

Les premier et quatrieme termes ont une action nulle dans V,: ils annihilent deux particules au
méme site. Le deuxieme terme est

cjgc7 Uci 5/ Cigt = —cjgcl o cj 5Cio t 5UU/CT Ci o (5.62)
et le troisiéme est obtenu par la substitution (i < j). Le premier terme ci-haut est égal a —%(1 +
o, a'j) alors que le second ne fait que contribuer au potentiel chimique. On peut donc finalement
écrire I’hamiltonien effectif sur V:

_ A Z (5.63)
(i)

On obtient donc le modele de Heisenberg antiferromagnétique, tel qu’annoncé. Une contribution
provenant d’une correction du deuxieme ordre comme celle-ci et apportant une contribution positive
a J est un terme dit de super-échange.

En général, les termes d’échange et de super-échange sont en compétition, le plus fort décidant
si ’hamiltonien de basse énergie sera ferromagnétique ou antiferromagnétique.
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5.3 Ondes de spin (&

Ecrivons le modele de Heisenberg comme suit :

| _ 1
H=7Y {S:8;+557S; + 5575} (5.64)
(i5)

ol S* = 87 +iSY. Nous avons montré dans la section précédente comment ce modele peut décrire
les excitations de basse énergie dans un systeme d’électrons fortement corrélés dans lequel chaque
site est occupé par un électron. Dans ce cas la représentation de spin % est utilisée. Cependant ce
modele s’applique aussi a des systemes ayant un spin plus grand a chaque site et sert de base a la
théorie du magnétisme. Dans ce qui suit nous supposerons que les opérateurs de spin appartiennent
a une représentation générale de spin s. Notons que cet hamiltonien conserve le spin total

Sir. = > S (5.65)

ce qui est caractéristique d’un systéme sans interactions spin-orbite. L’hamiltonien conserve aussi
I'impulsion, modulo bien sir un vecteur du réseau réciproque.

Notons qu’une base de I’espace des états de ce modele est obtenue en spécifiant la valeur de S;
a chaque site. Dans un systeme a une dimension ou chaine de spins, cela revient a utiliser comme
états de base les chalnes de projections

|...87,85,85,...) (5.66)

5.3.1 Cas ferromagnétique

Etudions d’abord le cas ferromagnétique (J < 0). L’état fondamental de H est alors obtenu
quand tous les spins sont paralleles. Cet état est plusieurs fois dégénéré. En particulier, ’état de
base |s; = s) est un état fondamental d’énergie E, = N.Js® et de projection SZ, = Ns, oit N est
le nombre de sites. Comme S, commute avec H et comme cet état appartient a la représentation
de spin maximal (S, = Ns), il y a 2Ns + 1 états de méme énergie E|,. Tous ces états ont une
impulsion nulle.

Etat 4 une onde de spin en une dimension

Ce qui nous intéresse ici sont les premiers états excités du systeme. Il est intuitivement clair que ces
états ne différeront des états fondamentaux que par un ou quelques spins qui ne sont pas paralleles
aux autres. D’autre part, comme l'impulsion est conservée, ces états excités devront avoir une
impulsion bien définie : ce seront des combinaisons linéaires d’états ayant chacun une projection
de spin réduite a un site donné. Plus explicitement, appelons |i) un état de la chaine de spins dans
lequels tous les sites ont une projection Sj = s sauf au site ¢ ou S7 = s — 1. L’action de H sur cet
état est (nous avons soustrait F, de H):

Hli) = J{(2s(s — 1) — 2s?)|i) + s|i + 1) + s|[i — 1)}

. N (5.67)
= Js(li — 1) — 20i) + i + 1))
Cela nous incite a considérer des combinaisons linéaires du type suivant :
|k‘> _ CZ e—ik'rc|r>
" (5.68)

_ eikrc
") = / ) e
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ou q est le pas de réseau, c’est-a-dire la taille de la maille élémentaire. On vérifie sans peine que
H|k) = 2Js[cos(kay) — 1]|k) (5.69)
Nous avons donc un ensemble d’états propres d’impulsion k£ et d’énergie
E(k) = 2|J|s[1 — cos(kay)] (5.70)

Aux faibles impulsions la relation de dispersion est quadratique : E(k) ~ s|J|a2k?. Ces états sont
appelés ondes de spin.

Une onde de spin est un exemple de mode collectif, c’est-a-dire un état qui décrit non pas le
mouvement d’un électron en particulier, mais le mouvement collectif de ’ensemble des électrons
(ici, de leurs spins). L’onde de spin a les caractéristiques d’une particule, mais cette particule est
radicalement différente de la particule sous-jacente sur laquelle elle est construite (1’électron). En
fait, nous allons constater que cette particule est un boson, comme tous les modes collectifs.

Un fait important est qu’il n’y a pas de bande interdite (gap) entre ’état fondamental et le
premier état excité. Il s’agit ici d’une manifestation particuliere du théoreme de Goldstone, qui
stipule que si le fondamental d’un systéme n’est pas invariant par une symétrie continue (ici, la
symétrie de rotation dans ’espace des spins), alors les états excités ont une relation de dispersion
E(k) qui touche a ’état fondamental a une valeur précise de k (ici, k = 0). Le mode collectif
associé est appelé mode de Goldstone.

Transformation de Holstein-Primakov
Meéme si nous avons montré qu’une onde de spin est un état propre de I’hamiltonien, cela ne veut pas
nécessairement dire que deux ondes de spin ensemble forment un état propre. Pour mieux étudier
ces états et pour préciser ce qu’on entend par ‘deux ondes de spins’, il est nécessaire de procéder
a la transformation de Holstein-Primakov. On exprime les composantes du moment cinétique a
I’aide d’un oscillateur harmonique a; comme suit :

;

z __
S; =s—a;a;

St=14/2s— a;rai a, (5.71)

T

i

S{:alT 25 —a

a;

L’oscillateur a; défini & chaque site obéit a la relation de commutation usuelle [a;, a;] = 9,;. Pour
démontrer la légitimité de cette transformation, il faut démontrer que les relations de commutation
du moment cinétique sont reproduites, ce qui se fait aisément. On voit que I’état fondamental |0)
des oscillateurs, tel que a,;|0) = 0, coincide avec I’état fondamental S; = s du systeme. L’état |7)
décrit plus haut coincide avec 1’état aj]O). Ce qu’il y a de particulier dans cette transformation

c’est que les états tels que n; > 2s pour un ou plusieurs sites (ici n; = ala;) sont découplés des
autres. L’espace de Hilbert effectif n’est donc pas équivalent & l’espace de Hilbert d’un ensemble

d’oscillateurs harmoniques.

L’expression de I’hamiltonien H en fonction des oscillateurs est compliquée en raison des racines
carrées. Si on développe ces racines carrées en série, on obtient une décomposition H = H, + H,;
ou H, est purement quadratique dans les a; alors que H; contient des termes de degré supérieur a
2 représentant des interactions entre les oscillateurs. Ce développement est d’autant plus str que
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le spin s est grand. Le fait de ne retenir que H,, constitue donc une approximation dite de spin
grand. L’hamiltonien ‘libre’ H|, est, modulo une constante,

H0—8|J|ZZatal—s|J\Zaa +aa (5.72)

(ig)

ou Z est le nombre de coordination (le nombre de premiers voisins). Cet hamiltonien peut étre
diagonalisé par transformation de Fourier sur réseau. On définit

k) = VT Y e,
nel (5.73)

=V [ (k) e a(k)
Z.B.

Nous avons modifié un peu notre notation pour la rendre plus explicite vis-a-vis du réseau : les
indices de site sont maintenant des vecteurs du réseau I'. Nous avons la relation de commutation

[a(a),a'(p)] = (27)"6r. (a — P) (5.74)

On montre sans peine que
S ahay = [ @) alKat)
m 7.B.
1 . 1
i I 3 iek
(g >amam =5 Ee (d°k) e““a'(k)a(k)

(5.75)

7.B.

ou les Z vecteurs e relient un site a ses premiers voisins. Pour un réseau cubique avec vecteurs de
base e;, Z = 6 et les six vecteurs en question sont +e;. Si on définit

v(k) = %Z ek Zcos (e-k) (5.76)

e

alors 'hamiltonien libre devient
Hy =717 [ (@) (1=l (ka9 (5.77)
Les ondes de spin ont donc la relation de dispersion suivante :
E(k) = s|J|Z[1 — (k)] (5.78)

ce qui est une généralisation du résultat obtenu précédemment pour la chaine. Par exemple, sur
un réseau cubique avec pas de réseau a,, on trouve

v(k) = 3 (cos(k,aq) + cos(k,a,) + cos(k.a,)) (3D) (5.79)
En une dimension, on trouve plutot

~v(k) = cos(kay) (1D) (5.80)
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Les relations de dispersion correspondantes sont

k. k,a k
4s|J| <sin2 12% + sin® yTO + sin? 22a0> (3D)

E(k) = (5.81)

4s|J| sin? % (1D)

On remarque que la relation de dispersion est quadratique aux faibles impulsions. Par exemple,
sur un réseau cubique,
E(k) ~ s|J|aik? (3D) (5.82)

Le formalisme d’Holstein-Primakov nous permet donc de définir des états & plusieurs ondes de
spin. Cependant, méme si ceux-ci sont des états propres de H), ils ne sont pas des états propres
de H: seuls les états a une onde de spin le sont. Les interactions contenues dans H; ont un effet
attracteur sur les ondes de spins et il peut se former des états li€s ressemblant a une superposition de
deux ondes de spins et dont ’énergie est inférieure a la somme des énergies des ondes de spins. Ces
états sont présents pour s petit (interactions fortes) mais disparaissent quand s est suffisamment
grand.

5.3.2 Cas antiferromagnétique

Dans le cas antiferromagnétique (J > 0) la situation est plus compliquée. En fait, ’état fon-
damental de 'hamiltonien de Heisenberg nous est inconnu, sauf dans le cas de la chaine de spin %
[H. Bethe, 1931]. En effet, considérons la modification suivante a ’hamiltonien (J > 0):

Z Qz 1 — —
H=7Y {Si S; + 5SS +5; S;)} (5.83)
(@)

Nous avons ajouté un parametre d’anisotropie v dans ’espace des spins. Dans la limite v — 0 on
trouve 'hamiltonien d’Ising, dont ’état fondamental antiferromagnétique est 1’état de Néel, dans
lequel les spins alternent d’un site & Pautre : pour une chaine, on aurait S7 = (—s)’. Cependant,
cet état cesse d’étre un état propre de H quand v # 0, car les termes S;° Sj_ et S{S}’ modifient
I’état de Néel.

Meéme si une solution exacte a été trouvée pour 1’état fondamental et les premiers états excités
de la chaine de Heisenberg a spin %, nous ne ’étudierons pas, en raison bien str de sa complexité
mais aussi parce que nous voulons donner un traitement qui, quoiqu’approximatif, s’applique a
toutes les valeurs du spin et aux dimensions supérieures. Méme si ’état de Néel n’est pas I'état
fondamental exact de H, on estime qu’il s’en approche suffisamment pour servir de point de départ
a une approximation de Holstein-Primakov. L’état de Néel se trouve a partager le réseau I' en deux
sous-réseaux : I' = I'; + T'y. Les deux sous-réseaux sont identiques mais intercalés®. Sur chacun des
sous-réseaux les spins sont paralleles dans I’état de Néel. L’hamiltonien de Heisenberg peut s’écrire

H=7> S,-) Su. (5.84)

nel’ e

ol les spins du facteur de droite appartiennent tous a I'y.

6 Une telle décomposition n’a pas de sens pour un réseau triangulaire ou hexagonal. Nous nous limiterons
pour simplifier les choses au réseaux linéaire (1D), carré (2D) ou cubique (3D): ce sont les réseaux dits
bipartites.
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On introduit maintenant deux ensembles d’oscillateurs : a, et b,,. Les a, sont définis comme
dans le cas ferromagnétique, en fonction des spins du réseau I';. Par contre, les b,, sont définis ainsi

Si = —s+bl b,

St = bl /25 — bl by, (5.85)
S =1/2s — blub,, b,

Encore une fois les relations de commutation du moment cinétique sont reproduites par la com-
mutation [b,,bl ] = dy.m> sauf que cette fois c’est I’état de spin —s qui sert de vide. L’état de Néel
est donc caractérisé par la condition a,|0) = b,|0) = 0.

L’hamiltonien exprimé en fonction des oscillateurs comporte encore des termes quadratiques
formant une partie libre H,, plus une partie d’interaction H; contenant des termes de degrés
supérieurs. A une constante pres, on a

Hy=sJZ { S aha,+ > bLbn} +s73 (ajlbjw v anbm) (5.86)
nely nel’y nel’y e
Encore une fois nous allons définir une transformée de Fourier :
b(k) = /1 > _ e ™,
nel (5.87)
by = Vo / (d®k) e *mb(k)
7.B.

Notons la différence de signe dans la phase par rapport a la définition de a(k). La zone de Brillouin
est ici celle du réseau réciproque de I'; (ou I'y) et non pas de I'; elle est donc deux fois plus petite.
Par contre a chaque valeur de k on associe deux oscillateurs. Le nombre de degrés de liberté est
donc le méme qu’auparavant. En fonction de ces opérateurs I’hamiltonien libre devient

H,=sJZ /Z ) (d®k) {aT(k)a(k) + b (k)b(k) + v(k)[a! ()bl (k) + a(k)b(k)]} (5.88)

Force nous est de constater que la diagonalisation n’est pas terminée, puisque 1’état fondamental
de cet hamiltonien n’est manifestement pas le vide |0) des oscillateurs. Ceci est rassurant, puisque
nous savons que l'état de Néel n’est pas I’état fondamental de H.

(k)

AF

0 Kk T

Figure 5.1. Relations de dispersion des ondes de spin en dimension 1, dans les cas
ferromagnétique (F) et antiferromagnétique (AF).
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Nous souhaitons ramener cet hamiltonien a une forme qui ne contient que des opérateurs de
nombre (a'a, etc.) pour pouvoir identifier les quanta des ondes de spin. Ceci ne peut se faire avec
les oscillateurs a(k) et b(k), mais est possible a ’aide de nouveaux oscillateurs obtenus par une

transformation de Bogolioubov:
<gT((ll{<))> = M(k) (&%ﬁ)) (5.89)

ou M (k) est une matrice 2 par 2 dépendant de k. Pour simplifier la notation, considérons une

transformation
di\ _ G
()= (2) 590

ol les ¢; obéissent aux relations de commutation

[cire;] =0 [chj'] = (03)y5 (5.91)
Ceci s’applique effectivement au cas qui nous occupe. Si on désire que les d; satisfassent aux

mémes relations, c’est-a-dire qu’ils soient des oscillateurs, la matrice M doit respecter la contrainte
MoyM' = o4. En effet,

[d;, df) = My Mjey, o] = My Mj (o), = (Moy M), (5.92)

17779

Une solution & cette contrainte est

cosh 6 sth) (5.93)

M(6) = (sinh@ cosh 6

(cette solution n’est pas unique, car d, et d, peuvent étre multipliés par un facteur de phase). On
cherche donc un ‘angle’ 6, tel que H soit simple en fonction des «(k) et des (k). En définissant
les doublets c(k) = (a(k),b'(k)) et d(k) = (a(k), 7 (k)) on peut écrire ’hamiltonien sous la forme
suivante :

H=sJ]Z / (k) ¢'(k)L(k)c(k)
7.B.

(5.94)
=sJZ / (d®k) d'(k)D(k)d(k)
7.B.
ou les matrices L et D sont définies par
L(k) = <7(1k) 7(1k)> L(k) = M'(6,)D(k) M (6,) (5.95)

(ici M = M). Il nous reste a trouver (k) de sorte que D(k) soit diagonal. Notons tout d’abord que
les matrices M (#) possedent une régle de multiplication simple, en vertu des formules d’addition
des fonctions hyperboliques :

M(0,)M(0,) = M (6, + 6,) (5.96)

D’autre part, la matrice L(k) peut s’écrire ainsi :

L(k) = /1 = ~*(k)M () (5.97)
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ou

(k) _ 1 anly —
m , coshmn = Ty , tanhmn, = (k) (5.98)
En isolant D(k), on trouve donc
D(k) = M~ (i) LK) M~ (6h) = /1 = 7* (k) M (=20, +1y) (5.99)

Cette matrice est diagonale si 'argument de M est nul, c’est-a-dire si 7, = 26,.. On trouve donc la
condition

sinhn, =

1
b= 3 tanh ™! y(k) (5.100)

(notons que —1 > (k) < 1 d’apres sa définition, de sorte qu'une solution 6, existe toujours).
L’hamiltonien libre prend la forme suivante :

Hy = sJZ/ (@k) 1 — %K) {oﬁ(k)a(k) + ﬁ(k)ﬁ*(k)} + const. (5.101)
Z.B.
En commutant les opérateurs du deuxieme terme, on trouve
H,=s]Z / (@%k) /T — ~12(K) {oﬂ(k)a(k) + fﬁ(k)ﬁ(k)} + const. (5.102)
Z.B.

ce qui est bien la forme attendue de I'hamiltonien d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques
découplés. L’état fondamental |2) est défini par les relations

a®)|Q) =0  BK)IQ =0 (5.103)

Les opérateurs af (k) et 37(k) créent des excitations & partir du ‘nouveau vide’ |2). Ces excitations
ont la relation de dispersion suivante :

E(k) = sJZ+\/1—~%(k) (5.104)

En particulier, en une dimension, on trouve

E(k) = 2sJ sin(kay) (5.105)

Aux petits vecteurs d’onde” cette relation de dispersion est linéaire, a la différence du cas
ferromagnétique. En particulier, en trois dimensions sur un réseau cubique avec pas de réseau a,
on trouve

1= 2(k) ~ \}§CL0|k[ (3D) (5.106)

En une dimension, cette expression est remplacée par

1— 72(k) ~ ay|k| (1D) (5.107)

Les ondes de spin antiferromagnétiques viennent donc en deux polarisations (« et (3) ayant des

énergies identiques. On calcule sans peine que le spin total S;; est donné par

= [ @) {51050 al09a0)} (5.108)

Le ondes de spin de polarisation § («) ont donc une valeur positive (négative) de S* alors que
S% = 0 dans le vide |2). On constate que les ondes de spin ont un spin égal & un, quelle que soit
la valeur de s.

T Notons ici que le vecteur d’onde k = 0 appartient au réseau réciproque du sous-réseau I'1. La zone de
Brillouin associée a I" (le réseau complet) est deux fois plus grande que celle associée a I'1. En fait, le vecteur
k = 0, reporté dans la zone de Brillouin de T', correspond & un vecteur d’onde kap = (7,7, 7)/ap (sur un
réseau cubique), appelé vecteur d’onde antiferromagnétique.
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o(K)

continuum continuum

0 kK T

Figure 5.2. Relations de dispersion des états excités de la chaine de spin %

Solution exacte en d =1

La théorie des ondes de spins expliquée ci-haut ne fonctionne pas en dimension 1 et le désaccord
est flagrant avec les petites valeurs du spin (s = %, 1). L’état fondamental de la chaine de spin %
a été obtenu par H. Bethe en 1931, a ’aide d’une technique qui est depuis connue sous le nom
d’ansatz de Bethe. Cet état fondamental ne présente pas d’ordre a longue portée et donc le point
de départ de la méthode de Holstein-Primakoff est completement injustifié dans ce cas. Les états
excités ont été obtenus plus tard et c’est assez récemment qu’une vision plus claire du spectre a
émergé [Fadeev et Takhtajan, 1981]. Ces états excités, dans une chaine qui comprend un nombre
pair de sites, sont formés d’'un nombre pair de spinons. Ces spinons ont la relation de dispersion
suivante :

1
e(k) = iwsink 0<k<m et J=1 (5.109)

Chacun de ces spinons porte un spin %, mais comme les états physique comportent un nombre pair
de spinons, leur spin est entier. Ils forment de plus un continuum d’états, pour une valeur donnée

de k (cf. figure).

Gap de Haldane

Pour sa part, la chaine de spin s = 1 ne s’est pas prétée jusqu’ici & une solution exacte. On
sait cependant, grace a divers moyens (correspondance avec la théorie des champs et méthodes
numériques) que ’état fondamental est désordonné et qu’il existe une bande interdite (ou gap) entre
le fondamental et le premier état excité. D’apres les plus récentes simulations numériques, ce gap est
égal a A = 0,41049(2)J. C’est Haldane qui a conjecturé (1983) que les chaines antiferromagnétiques
de spin entier ont un tel gap, alors que les chaines de spin demi-entier n’en ont pas.
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(Pletale) = (a|ass) 166y

) o exp — S mwr th (1.70)

1.4.2 Etats cohérents @

Les états propres |n) de 'hamiltonien ne sont pas trés utiles pour faire le lien avec la théorie
classique de l'oscillateur harmonique. A cette fin on introduit une famille d’états appelés états
cohérents, caractérisée par un parametre complexe z:

|2) = e /262" |0) (1.71)

La constante e 1?"/2 assure la normalisation (z]z) = 1, comme nous le vérifierons plus bas. L’état
|z) est une superposition de tous les états propres |n), comme on peut le constater en développant
Pexponentielle en série et en substituant la définition de |n):

) =e I /QZ f\n (1.72)

n=0
L’essentiel des propriétés des états cohérents peut étre démontré a I’aide de la relation suivante :

[a,e'] = ze*" (1.73)
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Pour démontrer cette relation, on doit d’abord montrer que [a, (a")"] = n(a')"!, ce qui se fait
aisément par récurrence, c’est-a-dire en supposant que la relation est vraie pour n — 1:

@, (a))"] = aal(a)" ! = al (a')" a
=al [a, (LLT)"’*1] + (aT)nfl
= aT(n — 1)(({[)”*2 + (aT)nfl

—_ n(aT)’nfl

(1.74)

Il faut aussi constater que le résultat est vrai pour n = 1, ce qui est ici évident. Ensuite, on procede
a un développement de Taylor :

(1.75)

Dans la derniére équation nous avons fait la substitution n — n + 1. La relation (1.73) est donc
démontrée.

Cette relation nous permet d’affirmer que |z) est un état propre de a avec valeur propre z:

alz) = e_|2|2/2aezai|0>
= e 2q,e*]j0)  (al0) = 0)
— Ze_|z‘2/2€zai|0>

= z|z)

(1.76)

Il s’ensuit que a™|z) = z™|z) ou, plus généralement, f(a)lz) = f(2)|z), ou f est une fonction
analytique quelconque. Ceci nous permet de confirmer la normalisation de |z):

(2]2) = e FI 2 (0]e

z)

= o))

= (0fe*"'|0) (L.77)
252

= 01 (10) + 50+ 520+

=1

Nous pouvons aussi facilement démontrer que

(wlz) = exp — (|2* + |w|* — 2w*z) /2
(1.78)

1 2 1 * *
:exp—i\z—w| expg(w z—wz")
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ou (w*z —wz*) est purement imaginaire. Le recouvrement des états cohérents diminue donc rapi-
dement avec la distance |z — w|.

On peut aussi définir 'opérateur unitaire suivant :
D(z) = exp(—z*a + za') (1.79)

En utilisant la relation de Campbell-Baker-Hausdorff

oATB _ oAgBo—[A.B]/2 (1.80)

ou par hypothese [A, B] commute avec A et B, on démontre que
D(z) = e %e* "/ (1.81)

Ceci nous permet d’écrire la définition d’un état cohérent normalisé comme |z) = D(2)|0).

On démontre aussi la relation de complétude suivante :

;/dzdz* |2)(z| =1 (1.82)

ol [ dzdz* signifie simplement une intégrale sur tout le plan complexe. Pour démontrer cette rela-
tion, on en prend simplement 1’élément de matrice entre les états propres |n) et |m): Remarquons
d’abord que

1 2 1 2
— P2 ig1gme% ) = —|21/2 0
(n|z) ﬁn!e (0]a™e** |0) \/me z (1.83)

Apres quoi on calcule que

1
- dzdz* (n|2){(zlm) = /dZdZ e|z\ ST M
L [ azaz ol elm) mr

prm L(n m)e

rdrde e
W\/n'm / v (1.84)

_ - 2 on —r?
_5"mn! /dr r'e
=9

Ce qui est évidemment le résultat cherché.

Etudions maintenant les valeurs moyennes et les fluctuations de X et de P dans ’état cohérent
|z). Rappelons que

h
X = a+aT = Tgw(a—aT)/i (1.85)
Comme (z|alz) = z, (z]al|z) = |aTa| ) = |z]? et (z]aa'|z) = |z|* + 1, on en déduit que

_ /2 ZX2Z:ﬂ Rez2—1-1
Xl - */WR“ EAX72) = 2 (Be 2) 4>1 .
(2| P|z) = V2hmwIm 2z (2|P?|z) = 2hmw((Im 2)* + Z)
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Ces relations nous permettent de calculer les fluctuations :

(AX)? = (2] X?|2) — (2] X[2))* = %

(1.87)
(AP)2 _ hAmw
2
On note que la relation d’incertitude est tout juste satisfaite :
1
(AX)(AP) = §h (dans |z)) (1.88)

Pour fins de comparaison, notons que dans 1’état propre |n) la relation d’incertitude devient
1
(AX)(AP) = (2n+ 1)§h (dans |n)) (1.89)

Donc les états cohérents minimisent 'incertitude quantique. Dans ce sens, ce sont les états qui se
rapprochent le plus des trajectoires classiques et on les nomme aussi états quasi-classiques.

Pour s’en convaincre un peu plus, calculons leur évolution temporelle du point de vue de
Schrodinger : étant donné que

1
In(t)) = |n)exp —i(n + §)Wt (1.90)
on déduit de (1.72) que

2 : > 2" :
|Z(t)> _ ef\z| /2€7wt/2 2 : efmwt’n>
n=0 " n! (191)

_ efiwt/2 ‘efiwtz(o»

Le parametre z effectue donc un mouvement circulaire dans le plan complexe, avec une fréquence
w et une amplitude |z| constante. Comme (X) < Re z et (P) o< Im z, on voit que ces oscillations
correspondent bel et bien aux oscillations classiques, sauf que les valeurs de X et P ne sont pas
précisément déterminées.

Le fait que le module |z| ne change pas avec le temps provient de ce que |z|? est égal a la valeur
moyenne de N = a'a:

(2|N|z) = (z]a'alz) = |2 (1.92)

Puisque N commute avec 'hamiltonien, il s’ensuit que (N) est constant. On associe donc (N) a
Pamplitude de loscillation de z. La limite classique est obtenue quand la valeur moyenne [(X)]
est grande (la plupart du temps) en comparaison de U'incertitude AX. Dans cette limite la valeur
moyenne de N est donc > 1.



7. CONDENSATION DE BOSE-
EINSTEIN ET ETATS COHERENTS

7.1 FEtats cohérents

7.2 Condensation de Bose-Einstein!

Le phénomene en titre a été prédit par Einstein en 1925 et observé 70 ans plus
tard en 1995 aprés de nombreuses années de travail qui ont permis de fabriquer
des gaz extrémement dilués et prés du zéro absolu. Nous allons d’abord expli-
quer le phénomeéne théoriquement et démontrer comment il peut survivre & une
température différente du zéro absolu et aux interactions. En fait les interactions
sont essentielles pour l’existence du phénoméne de superfluidité. Ensuite nous
nous attarderons & la facon dont on s’y prend pour observer assez directement
la condensation de Bose-Einstein. En fait, la superfluidite de *He est une con-
séquence de la condensation de Bose-Einstein, mais comme les interactions sont
fortes dans ce liquide, il n’est pas facile & comprendre & partir de calculs simples.
C’est pourquoi nous nous attarderons au cas des atomes froids.

7.2.1 Condensation de Bose-Einstein a température finie

Le physicien indien Bose a proposé pour les photons (x = 0) la distribution qui
porte son nom. Incapable de faire publier ses résultats, il plaide auprés d’Einstein
qui intervient auprés des éditeurs et qui généralise le résultat de Bose au cas des
atomes (ne connaissant pas lexistence de fermions) et découvre le phénomeéne de
condensation.

Nous avons déja vu que le fondamental d’une assemblée de N bosons a une
composante dans le cas sans interaction est donné par

aT N
1Qn) = 7( \k/_Ni?

ou a};:O crée une particule dans I'état k = 0. Que se passe-t-il & température finie?
Dans 'ensemble grand canonique on peut calculer la fonction de partition et en
extraire le nombre de particules dans un état k

10) (7.1)

1
T —
<akak> e —] (7.2)
ou la relation de dispersion est donnée par
h2k?
= ) 7.3
k=5 (7.3)

1J.F. Annett, Superconductivity, Superfluids and condensates, Chap. 1
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On détermine le potentiel chimique comme d’habitude par I’équation donnant le
nombre de particules

1
N = zk: e e (7.4)

Comment les particules peuvent-elles toutes étre dans I'état k = 0 a tempéra-
ture finie? Supposons d’abord que I'état fondamental est occupé de fagon macro-
scopique par Ny particules, ou Ny est d’ordre N. On a alors

1

Ny =—F7—
07 B —1

(7.5)

et il faut donc que p soit trés petit pour que le membre de droite soit grand. En
développant le dénominateur, on trouve

L’énergie du premier état excité dans un réseau cubique de coté L est
R2 (22
— =] . 7.7
2m ( L ) (7.7)

Donc, pous le premier niveau excité, en posant Ny = ngL? oil ng est la densité,

on obtient,
R (2r\*  kgT
—p=—\—= —. 7.8
*k— H Zm(L) +n0L5 (7.8)

Dans la limite du volume infini, on voit donc (en trois dimensions... encore d = 2
ne fonctionne pas) qu’on peut négliger le dernier terme, i.e. mettre p = 0 pour
déterminer I'occupation du premier niveau excité et de tous les autres. Leggett ap-
pelle les condensat de Bose Einstein ayant un seul état macroscopiquement occupé
un condensat “simple”. Autrement, si plus d’un niveau est occupé macroscopique-
ment, il est fragmenté.

Calculons donc 'occupation de ces niveaux autres que le fondamental lorsque
la température est finie

1
Passant & la limite du continu, on a, avec V = L3

d3k 1
N = N+V | —————
0 + / (277)3 6661‘ _ 1

Ly
= N - k*dk——— 1
0+V(27T)d 0 efex —1 (710)
On peut danger de variable
h2k?
<= 2m
h2k
(4r) o 1  mde 1 /2me mde
4 B S N LIS
(zﬁ)3k dk 22" k2 2w2\V h2 2
3/2
= 2 (7.11)
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On écrit donc I’équation pour la densité n = N/V

m3/2 S 1 .
_ /2
n = n0+\/§7r2h3/ o de (7.12)
kpT)*? [ 1
= no+ (mksT) 22 dg (7.13)
\/§7T27:L3 0 et —1

Pour évaluer I'intégrale, on procéde comme suit

/OO #xlndx = /OO ¢’ 2% dx
0 e’ — 1 0 1 —e 7

— / efajz (efa:)pxl/de
0 =0
oo 1 o0
= S [T
3/2
=P 2 Jo
- Y= (5)
p—1 Y/ 2
3 VT
= = =2.612— 7.14
(3)%F . (7.14)
ou ( est la fonction zeta de Riemann et nous avons utilisé
I'(t) = / e Yyt ldy (7.15)
0

et T'(3/2) = /7/2. Substituant dans ’expression pour la densité, nous obtenons

(kaT)3/2C (3) N (7.16)

noT oM V2m2h3 2) 2
mksT\** (3
_ — Z 1
o + ( 2 ) ‘3 (7.17)
La fraction des particules condensées est donc donnée par
@_1_1 mkpT 3/2< 3 —1— T i (7.18)
n n \ 2mwh? 2/ T. '
ou nous avons défini la température T, comme celle ou le membre de droite
s’annule, soit
012 2/3
s n
T.=— | —=~ . 7.19
Fum (c (3)) (T

Pour des températures plus grandes que cette valeur, ng = 0 et le potentiel chim-
ique est négatif.

La température de condensation est reliée & la valeur de température ou la
longueur d’onde thermique de de Broglie devient comparable a la séparation en-
tre atomes, i.e. au cas ou la limite classique n’est plus valable. Cette longueur
thermique s’estime de la fagon suivante. Comme 1’énergie cinétique moyenne est
de Tordre de kpT en mécanique classique, on pose (le facteur 7 est arbitraire ici
méme s’il peut se justifier (un peu) dans le formalisme des fontions de Green)

Rk

kT =
B 2m

(7.20)
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De 14 on déduit,

armkpT\ Y%  2n
_ _2r 21
ks ( i ) o (7.21)

ou la derniére équation définit la longueur thermique de de Broglie Ayj,. De cette

équation on tire
2 h? 1/2
Ath = <kaT) (7.22)

Ceci permet de réécrie la température de condensation de Bose-Einstein sous
la forme ou la densité de particules est celle trouvée lorsque la distance moyenne
est de l'ordre de A\,

Aih =€ (;) n~! (7.23)
car alors
ﬁg 3/2
(anBTC) = ¢ (g) n~! (7.24)
2/3
@) - @ o
2/3
2 h2 n

7.2.2 Stabilité de la condensation de Bose-Einstein sous |'effet des interactions

La condensation de Bose-Einstein survit-elle aux interactions? En seconde quan-
tification, I'opérateur servant a trouver 1’énergie d’interaction s’écrit,

5 [ U - @6 )0 ) v ) (7.27)

ou, dans une base d’états propres normalisés au volume du systéme V, on a

—ik-r

fe)y=S" 4. .
o (r) gﬁk (7.28)

Prenons le cas simpleoa U (r — ') = g6 (r — 1/ ), ce qui est une excellente approx-
imation pour les atomes froids. Si on prend comme fondamental I’état condensée

Eq.(7.1), on a, avec [ak,aL] = Ok K/

ik

exr N
Y (r) |[Qn) = ax [On) =/ = [Qv_1) = Vn[Qn-1) (7.29)
N

o |Qn_1) est le fondamental de Bose-Einstein pour N — 1 particules. Il n’y a que
Pétat k = 0 qui contribue dans l'intégrale. On trouve donc, (négligeant encore 1
devant N)

@l [ ot @6 10 ) v ) ) = Vi, (7.30)
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Comme on se place dans la limite ou N est trés grand, nous allons approximer
dorénavant ’énergie potentielle par

@l [ dro @60 (1) 0 ) o)

Supposons maintenant que le systéme ait deux états macroscopiquement oc-
cupés qu’on peuple également. On a alors

(aLZO)N/Q (G/L_kl)N/2| |

VN2 V(N/2)!

‘QIN/Q,N/2> =

et

ik-r

7/’T (r) 2 (r) ’QIN/Q,N/2> = Z eﬁal (\/m ’QE\I/Q—LN/2> + 6’“‘1"\/@ ’Q/N/Q,N/Q—1>>
k

(5+5) [H02) (731

n ik
+5e
2

T e
Q3\1/2—1,N/2+1> +3e€ Ha ‘QIN/2+1,N/2—1>

Multipliant par 1’adjoint <Q’N/2,N/2‘ YT (r) ¢ (r) et utilisant Iorthogonalité des
états, on a

J g
Q] 5 /d3r¢’f (r)? (r) Pl () (1) |Qy) = §Vn2< /1\7/2,N/2 ‘QIN/Q,N/2>
n 2
(5) <Q9V/2—1,N/2+1 ’Q/]V/Q—l,N/2+1>

n 2 / /!
(5) < N/2+1,N/2—1 ‘QN/2+1,N/2—1>
n? (1 - 5) : (7.32)

L’énergie est plus élevée et donc les interactions répulsives favorisent un seul
état macroscopiquement occupé. Le raisonnement est plus compliqué dans le cas
d’interactions attractives.

7.2.3  Ordre hors diagonal a longue portée et état cohérent

Dans un condensat de Bose Einstein, la matrice densité a une particule a la pro-
priété suivante

lim Q|9 (0) o (r') Q) = %Z > e e (Qn|afaw Q) = no.

r—r/—oo
k K

(7.33)
Olivier Penrose a suggérer d’appeler cette propriété des états condensés ordre
hors diagonal & longue portée. Le contraste avec le cas habituel est frappant. Soit
nx = (Q] aLak/ |Q) pour un état |Q2) qui n’est pas un condensat de Bose-Einstein.
Alors, si cette quantité ny a une certaine largeur dans ’espace de Fourier, elle
aura l'inverse de cette largeur dans I’espace réel et donc,

r—r’—oo r—r’—oo

lim (Qy' (£) (') |Q) = lim %Zeik-(f—r)nkzo (7.34)
k
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Comme dans les cas de symétrie brisée que nous avons considérés antérieure-
ment, la fagon la plus commode de représenter ’odre hors diagonal décrit par
’'Eq.(7.33), est de choisir un état fondamental tel que (Q[9 (r')[Q) = /nge™®.
Cette propriété est satisfaite par un état cohérent comme ceux discutés en début
de chapitre.

7.2.4 Superfluidité, vitesse critique et interactions

Imaginons un condensat de Bose Einstein dans une géométrie toroidale. Si on fait
tourner le tore, les parois entreront en collision avec le fluide prés des bords. Dans
I'état superfluide, la condensat ne sera pas entrainé par la rotation des parois et il
demeurera au repos. Landau suggéra ’argument suivant. Un particule de quantité
de mouvement p vu du point de vue des parois aura une quantité de mouvement
p—mv ou v est la vitesse des parois par rapport au systéme au repos. comme
la collision est élastique, la particule repartira avec une quantité de mouvement
p’ —mv de méme grandeur mais de direction différente. Cela ne sera donc possible
que si p2 — mp-v =p’?> — mp’-v. Dans le cas d’une particule appartenant au
condensat, p = 0 et il suffit donc de satisfaire p’?> = mp’-v ce qu’il est joujours
possible de satisfaire en choisissant ’angle de diffusion de fagon appropriée. Ainsi,
un condensat de Bose-Einstein pour un systéme sans interactions n’est pas un
superfluide.

La présence des interactions a l'effet dramatique suivant. Les états de basse
énergie sont des modes collectifs obéissant a la relation

ep =c|p|. (7.35)

Ainsi, si la vitesse des parois |v| est plus petite que ¢, il est impossible de créer des
excitations dans le systéme et c¢’est ce qui explique le fait que la partie superfluide
du systéme n’est pas entrainée par les parois. Les excitations de basse énergie se
calculent aisément dans le cas d’interactions faibles. Ce calcul est fait dans le livre
de Annett section 5.6. Il suffit d’écrire 1 (r) = 1 (r) + dv (r) ou 9, (r) est le
condensat et de garder les termes quadratiques en 1 (r ) . Une transformation de
Boboliubov analogue a celle fait pour ’antiferroaimant nous donne la solution. La

vitesse est donnée par
2 1/2
o= (o) (7.36)

Cela ne décrit pas toutes les excitations dans le cas de systémes qui interagissent
fortement comme “He. Il y a aussi ce qu’on appelle des rotons.

Leggett! explique aussi que les états superfluides peuvent étre métastables,
c’est-a-dire exister trés longtemps méme s’ils ne sont pas des états d’équilibre.

7.2.5 Pieges magnétiques et optiques pour les atomes froids et observation du phénoméne

A la fin des années 30, il fut découvert que *He était un superfluide. Cet atome
est un boson car il posséde deux électrons, deux protons et deux neutrons, soit
un nombre pair de particules. Lorsque les énergies sont suffisamment basses pour
qu’il soit impossible de séparer les constituants, il n’est pas nécessaire d’écrire une

4A.J. Leggett, Quantum Liquids, Oxford Graduate Texts, (2006).
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fonction d’onde qui est antisymétrique sous échange de n’importe quelle paire de
particules. Seuls deux atomes complets de * He pourront s’échanger et donc leur
fonction d’onde ne changera pas de signe, ce sont des bosons.

En utilisant la densité p ~ 145 kg/ m® pour I'*He, on trouve que la tempéra-
ture de condensation est d’environ 3.11 K, ce qui est de l'ordre de grandeur de
la température de 2.2 K a laquelle ce liquide devient superfluide. Le 3He est un
fermion qui devient superfluide & une température environ mill fois plus basse,
bien que chimiquement il soit identique & I’* He. La superfluidité dans ce cas vient
du phénomeéne de Cooper que nous discuterons dans le contexte de la supracon-
ductivité. Cela démontre dramatiquement I'influence des statistiques quantiques.

Malheureusement, les atomes d’* He interagissent trés fortement et il n’est pas
facile de faire des prédictions théoriques. En 1995, le phénomeéne de condensation
de Bose-Einstein d'un gaz trés dilué interagissant trés fortement a été observé
pour la premiére fois avec des atomes de 37 Rb. Les densités de ces atomes dans
des piéges sont de I'ordre de 10 — 10" c¢cm™3 comparé a *He dont la densité est
de 2 x 10?2 ecm 3. De plus ils sont beaucoup plus lourds. Leur température de
condensation de Bose-Einstein est estimée étre de I'ordre de 1078 — 1076 K. Aussi
incroyable que cela puisse paraitre, ces températures peuvent étre atteintes grace
a plusieurs trucs d’optique quantique. Nous n’en décrirons que quelques aspects
et de fagon trés shématique.

On utilise généralement les alkalins parce que leur électron de valence solitaire
forme de grandes orbites qui sont plus facilement polarisables et donc interagissent
plus fortement avec la lumiére. Ces atomes seront des bosons s’ils ont un nombre
impair de nucléons. Par exemple, "Li, 2 Na, 3" Rb ont tous un spin nucléaire
I =3/2. Comme S = 1/2, leur spin total F' peut donc prendre les valeurs F' = 2
et F' = 1. Une des techiniques pour piéger ces atomes est d’utiliser un champ
magnétique. Cela semble a priori bizarre parce que V-B = 0 implique qu’il ne peut
y avoir de maximum du champ magnétique (Théoréme de Earnshaw). Ce théoréme
n’élimine pas la possibilité d’avoir un minimum. Pour comprendre comment il est
néanmoins possible de faire un piége optique pour ces atomes, étudions un peu plus
en détail leurs états de spin et comment ils réagissent au champ magnétique. Tout
d’abord, rappelons qu’en présence de l'interaction hyperfine, le moment cinétique
total est un bon nombre quantique. Il est important d’identifier la partie spin et
la partie noyau de 1’état car le champ magnétique se couple principalement a la
partie spin. Pour écrire explicitement les états de moment cinétique total F', on
part de I’état complétement polarisé

|F:27MF:2>: Mp =

o w

1 3 1
ws=g)=|5)elz)
et on applique l'opérateur d’échelle
F =1 +8 (7.38)

ou

ST m)y =5 +1) —m(m—1)|m—1). (7.39)
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On obtient, en s’assurant en plus que les états sont normalisés,

rssn - )

AR
SR (IOROIE
s = () )

F =2, Mp = —2) ::’—g>’——>. (7.40)

1
F=2Mp=1) = 5(

Comme les trois états avec F' = 1 doivent étre orthogonaux, on peut facilement
les écrire a partir des résultats précédents
3 1
NIEAY
2 2

s = (21
oo - (LD
oo < ()l

Nous venons en fait de trouver les coefficients de Clebsh-Gordon pour combiner
les moments cinétiques 3/2 et 1/2.

En présence d’un champ magnétique, le terme de Zeeman peut s’écrire en
trés bonne approximation comme 2u5S, B, pour un champ magnétique selon z
car le moment magnétique du noyau est environ 2000 fois plus petit que celui
de Vélectron. Evaluant (F, Mp|2ugS.B. |F,Mg), on trouve facilement que les
deux niveaux Mpr = 0 sont inaffectés alors que pour F' = 2, les niveaux Mg > 0
augmentent en énergie et Mp < 0 diminuent, le changement étant d’autant plus
marqué que la projection est grande. Pour F' = 2, les roles de Mp >0 et Mp <0
sont inversés. Cela veut dire que dans un champ magnétique dont la grandeur est
minimale & un endroit donné, les atomes de moment cinétique total F' = 2 sont
attirés vers le minimum si Mp > 0. Cela leur permet d’abaisser leur énergie. Il
en est de méme pour les atomes ayant F' = 1 et Mp < 0. Chaque valeur de F
méne & un gaz de bosons discernable du gaz ayant un F' différent. C’est comme
si on avait deux gaz en équilibre. Pour abaisser la température, il suffit d’abaisser
la profondeur du piége a atome pour laisser sortir les atomes les plus chauds. On
peut ainsi atteindre le micro-Kelvin.

Pourquoi les atomes ne forment-ils pas un solide, ce qui est aprés tout leur vrai
état fondamental. C’est parce qu’ils sont trés dilués et que les collisions & deux
corps ne peuvent étre qu’élastiques, ce qui empéche un lien de se former entre deux
atomes. Les collisions a trois corps le permettent mais elles sont négligeables (pas
complétement cependant puisqu’elles permettent I’équilibre thermique). A cause
de ces collisions le gaz a un temps de vie fini, mais pendant les quelques secondes
qu’il dure, plusieurs expériences sont possibles.

Une autre fagon de refroidir les atomes fait appel aux laser. On place des lasers
le long des axes d’un repére en d = 3 avec une fréquence légérement inférieure
a la fréquence d’une transition entre deux niveaux hyperfins. Si les atomes se
déplacent vers les laser, I'effet Doppler les fait entrer en résonnance. Ils absorbent
un photon, ce qui les ralenti. De plus, ces lasers peuvent servir de piége optique.
En les focalisant dans une région déterminée mais avec une fréquence légérement
inférieure & celle d’une transition, la grande polarisabilité o positive ajoute une
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énergie potentielle —aE? /2 (de forme spatiale harmonique) qui fait que les atomes
ont tendance & se tenir dans les régions de fort champ électrique.

En 1995, le phénomeéne de condensation de Bose-Einstein a été observé par
trois groupes différents utilisant chacun un type d’ion différent, ”Li, 2 Na, 8" Rb.
On observe ce phénoméne en enlevant subitement le piége optique et en mesurant
optiquement la densité du nuage d’atomes qui s’échappe. Cela donne une mesure
directe de leur distribution de vitesse. C’est ce qui est illustré sur la page internet
du cours. A suffisamment basse température, la largeur du pic observé se concen-
tre autour d’un vitesse nulle (elle n’est pas complétement nulle a cause du principe
d’incertitude et du fait que le piége a une taille finie). A température plus élevée,
la largeur est celle qu’on peut calculer & partir d’une distribution thermique. Le
prix Nobel de 2001 a été attribué a Cornell, Ketterle et Wieman pour cet exploit.
On a pu observer la superfluidité et des vortex, en d’autres mots, 'effet des in-
teractions nécessaire a 1’observation de ces phénomenes (tel qu’expliqué dans la
section précédente) est présent.

On peut aussi créer un réseau pour les atomes en se servant du patron d’interférence
des lasers qui servent & les piéger. Ils peuvent servir de systémes modeéles pour la
physique du solide. Les énergies sont telles que les atomes se comportent comme
s’ils étaient décrits par un modeéle de Hubbard. Un probléme sur ce sujet apparait
dans le devoir 4. Un des grands objectifs de ce domaine est de trouver des condi-
tions ou il sera possible de modéliser les supraconducteurs & haute température.

Plusieurs résultats spectaculaires ont été obtenus ces deniéres années. Par
exemple,

e un phénomeéne dynamique intéressant ou le systéme oscille entre un isolant
de Mott et un condensat de Bose-Einstein

Greiner M, Mandel O, Hansch TW, et al.
Collapse and revival of the matter wave field of a Bose-Einstein condensate
NATURE 419 (6902): 51-54 SEP 5 2002

e La transition superfluide isolant de Mott, traitée dans le devoir 5

Greiner M, Mandel O, Esslinger T, et al.

Quantum phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas of
ultracold atoms

NATURE 415 (6867): 39-44 JAN 3 2002

e Un systéme équivalent & un modeéle de bosons de coeur dur en une dimension

Paredes B, Widera A, Murg V, et al.
Tonks-Girardeau gas of ultracold atoms in an optical lattice
NATURE 429 (6989): 277-281 MAY 20 2004

e La formation de paires de Cooper

Koponen T, Kinnunen J, Martikainen JP, et al.
Fermion pairing with spin-density imbalance in an optical lattice
NEW JOURNAL OF PHYSICS 8: Art. No. 179 SEP 5 2006

7.2.6 Equation de Gross-Pitaevskii

Supposons un potentiel de piégeage Vo (r) et des interactions entre atomes du
type ¢gé (r —r’) . Etant donné que la longueur d’onde de la lumiére, qui détermine
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le pas du réseau optique, est beaucoup plus grande que la taille des atomes, cette
approximation en fonction delta est justifiée. Dans I'approximation de diffusion

d’onde s, on a

4 ) 2
g= dmash” (7.41)
m

ou a, s’appelle la longueur de diffusion. Cette longueur peut étre manipulé par le
champ magnétique externe qui mélange des niveaux hyperfins. Lorsqu’on est preés
de ce qui s’appelle une résonnance de Feshbach, ag peut varier de positif & négatif
en passant par £oo (en principe).

Pour trouver la densité d’atomes dans le cas inhomogéne, une approche utile
est d’utiliser I'approximation de Hartree, ce qui donne pour la fonction d’onde

<_ FLQZL + Vopt (r) + gn (r)) Y (r) = gy (1) (7.42)
n(r) =3, eﬁ(_—l,i)_l [; () (7.43)

7

. Comme d’habitude le potentiel chimique se trouve en exgigeant qu’on retrouve
le nombre total de particules N = [n (r)d’r. Lorsque toutes les particules sont
dans Détat fondamental, n (r) = [, (r)|*>, on a un condensat de Bose-Einstein.

L’équation de Schrodinger non-linéaire obtenue ci-dessus s’appelle ’équation
de Gross-Pitaevskii. Son analogue mieux connu dans le cas des supraconducteurs
est I’équation de Ginzburg-Landau. Tout ceci nous est familier depuis la théorie
de champ moyen. La fonction d’onde joue ici le role de parameétre d’ordre.

10 CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN ET ETATS COHERENTS
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viJp \MV) /T m c
We have written n, to emphasize that this quantity is in general different
from n. This quantity, n; is called the superfluid density. The above equation
is the so-called London equation. Taking the curl on both sides of the Fourier
transformed expression,

nse B(r,w=0)

m C

V x 6 (j(r,w=0)) = — (2.245)
and then employing Maxwell’s equation V x B(r,w=0) = 47j(r,w = 0)/c as
well as V x (V x B) = V (V- B) — V? (B) with V - B =0 the last equation
takes the form,

4drnge’

V2 (B) = B (2.246)

mc?

whose solution in the half-plane geometry shown in figure (2-3) is,

B (x)

3
T_, X Vacaum Superconductor

Figure 2-3 Penetration depth in a superconductor.

B,(z) = B,(0)e~*/*
with the London penetration depth

2
g2 = dmnse” (2.247)

mc?
In the case where ng = n, which often occurs at zero temperature, then

A =wiA]. (2.248)

The magnetic field is completely expelled from a superconductor. This is
perfect diamagnetism.

Why are the transverse and longitudinal zero-frequency responses different in
a superconductor? This can happen only if



8. SUPRACONDUCTIVITE

8.1 Phénoménologie!

8.1.1 Energie de condensation

On peut calculer la différence d’énergie libre entre ’état normal et 1’état supra-
conducteur a l’aide de la relation suivante, valable & température constante

dG = —p,VM - dH (8.1)

Cette relation n’est pas évidente. La discussion du travail magnétique qui meéne
a ce résultat se trouve dans Annett. La différence d’énergie libre de Gibbs & une
température fixe entre un supraconducteur en présence d’'un champ magnétique
et en son absence est doncdonnée par

H.
G (T, 1) = G (T.0) = —uyV [ MeaH (8.2)
0
En unités SI, le diamagnétisme parfait correspond & M = —H et donc,
H2
G (T7 Hc) —Gs (T7 O) = .UJOTCV (8'3)

Or, on a aussi que les énergies libres de la phase normale et de la phase supracon-
ductrice sont égales
Gs(T,H.) =G, (T,H,) (8.4)

De plus, comme M ~ 0 sous l'influence du champ magnétique dans I’état normal,
on a que

G, (T,H,) =G, (T,0). (8.5)
Substituant ces deux résultats dans 1’équation décrivant ’effet du champ magné-
tique sur ’énergie libre du supraconducteur Eq.(8.2) on trouve que

H2
G (T.0) = G (T.0) = —pg—V (8.6)

2
La quantité Ho% s’appelle I’énergie de condensation.
Le long de la ligne de champ critique, on peut appliquer la relation de Clausius-
Clapeyron. Sachant que

dG = —=8dT — puyVM-dH (8.7)
on a que dG,, = dG
—SndT — 1gVM,,-dH = — S,dT — pgVM,-dH (8.8)
Comme M,, =0, et M= —H, il reste
H.
S (Tca Hc) —Sn (Tca Hc) = IU’OVH'C:ZTC (89)

1J.F. Annett, Chapitre 4.
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Comme ‘gf‘ est négatif, cela démontre que 'entropie de 1’état normal est plus
grande que celle de I’état supraconducteur, ce qui n’est pas surprenant. Cela
démontre aussi que la transition est premier ordre, sauf a H = 0 ou elle est

continue (de second ordre).

8.2 Approche de Ginzburg Landau?

8.2.1 Sans champ externe appliqué

Ginzburg et Landau ont supposé qu’un supraconducteur était décrit par un paramétre
d’ordre complexe 1. Prés de la transition de phase, ils posent donc pour ’énergie
libre un développement en puissances de i, comme nous 'avons fait antérieure-
ment dans le cas du magnétisme

£ (1) = fu (T) +a (D) 9 + 5blul" (5.10)

Comme d’habitude les coefficients sont des fonctions analytiques de T' — T,. Pour
avoir une transition de phase de second ordre, il suffit de prendre b constant et

a(T)=d (T -T,) (8.11)

Nous verrons que, par analogie avec le cas du magnétisme, ce résultat peut se
trouver a partir de la théorie champ moyen, qui est celle de BCS. La quantité
sera en quelque proportionnelle & la fonction d’onde de la paire de Cooper.

Comme dans le cas du magnétisme, on peut trouver la valeur du paramétre
d’ordre pour T' < T, en minimisant et ainsi obtenir

2 _ 2 2
fo@)— ) = - T e (5.12)

ou la derniére égalité vient du résultat de la section précédente. Ceci nous permet
d’obtenir H, prés de la transiton de phase

a/

H=—-F(T.-T) (8.13)
EORE
La différence d’entropie entre I’état normal et supraconducteur s’obtient facilement
a partir de s = — (9f/0T) ;; et le saut de chaleur spécifique a T, de la méme fagon
qu’auparavant dans le contexte du magnétisme

12

Cy, — Oy, = T% (8.14)

Dans le cas inhomogene, il faut qu’il y ait un cotit d’énergie libre associé aux
gradients du parameétre d’ordre. On écrit (en pensant & ¢ dans le contexte d’une
fonction d’onde)

fo(Tor) = fu (T) + ()" +a(T) 9 ()] + %b [ (x)* (8.15)

La condition de minimisation

5ff5rd3r

e

2]J.F. Annett, Chapitre 4.

2 SUPRACONDUCTIVITE



avec la définition suivante (qui généralise la notion de dérivée partielle)

=§(r—r) (8.16)

et oy (r) /ov™ (r') = 0 car ¥ (r) et ¥* (r') sont des variables indépendantes, on
obtient
h2
2m

V2 (r) + a (1)1 (r) + b (r) [ (x)]* = 0 (8.17)

qui a Pallure d’une équation de Schrédinger non-linéaire. En prenant une condition
aux limites ¢ (r) = 0 & une paroi située en x par exemple, on trouve pour des 1 (r)
petits que

0%

S omr Ox?

—a(T) ¢ (8.18)

dont la solution est une exponentielle. Ceci veut dire que ¥ retrouve sa valeur
d’équilibre sur une longueur

2 \Y? 1
= <2m*a(T)) @) (5:19)

On retrouve 'exposant de la théorie champ moyen bien connu.

8.2.2 Théorie de Ginzburg-Landau dans un champ magnétique

Comme v a l'interprétation physique d’une fonction d’on de de paire de Cooper,
on inclut le champ électromagnétique a I'aide du couplage minimal

?V H?quA. (8.20)
Au départ, Ginzburg et Landau avaient mis une charge ¢ = e* inconnue. On
sait maintenant que ¢ = —2e ezactement. (Comme les paires de Cooper sont
formées autant d’électrons que de trous, on peut au choix choisir le signe positif ou
négatif, les observables n’en dépendent pas. Nous choisissons ¢ = —2e.) L’équation
de Ginzgurg-Landau inhomogene Eq.(8.17) devient

v (v + %A) ¥ (r) + a (1) (r) + by (v) [ ()2 = 0 (8.21)

On interpréte ¢ (r)|° comme une densité. On sait dans le cas de I'équation de
Schrodinger que l'opérateur courant peut se trouver a partir de

o) =~ (v 2A) v e+ B WF (s2)

et son complexe conjugué

2 el 2 2
oy (v - %A) B () +a (T) " (1) b (1) [ ()] . (8.23)

APPROCHE DE GINZBURG LANDAU? 3



Multipliant la premiére équation par 1" (r) et la seconde par ¢ (r) et soustrayant,
on obtient, dans le cas A =0

i ()

h2 * 2 h2
= ot @OV
= ) VR ) — v (1) VP ()

2m*

V(- (0 @) 900 0 ()T ) )

W (r) V" (r)

Si on prend comme densité de charge superfluide —2e |4 (I‘)|2 , on obtient & partir
des résultats précédents

2eh?

% (<2l @) = 57 V- (&7 (1) V8 (1) — v (1) VO (1) (8.24)

et sachant que la conservation du courant superfluide donne

(el @) = =93, (5.29
on obtient ek
Jo = —5 = (U (1) Vi (1) — 4 (1) Vo (1)), (8.26)

En présence d’un potentiel vecteur on retrouve I'invariance de jauge locale si V —
V*—l— 2eL A lorsque le grad.ient multiplig ¥ (r) et V. — V — 2£ A lorsqu’il multiplie
" (r) . Dong, le courant invariant de jauge est donné par

= OV @V ) -2 () AP
eh * * (26)2 2
= e e e v ) - EL pmPa s

Quant & ’énergie libre on peut I’écrire en partant du résultat sans champ
électromagnétique Eq.(8.15) en imposant I'invariance de jauge locale

2

F,(T) = F, (T)+/d3r [% <V+%A>¢(r)

Fa(D)lp @) + bl (rﬂ

1 )
+— [ B%(r)d’r. 8.28
5 [ B (3.29)

8.2.3 Rigidité superfluide, brisure de symétrie de jauge

Supposons que la grandeur du paramétre d’ordre soit une constante mais que la
phase varie, i.e. 1 (r) = || ), L’énergie libre précédente devient

2
F,(T,A) = FS(T,A:0)+/d3r [%‘(V@Jr%A)‘ |¢|2]

1
+— [ B%(r)d’r. 8.29
oo (r) (8.29)
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Laissant tomber ’énergie magnétique, il nous reste

2

2
F,(T,A) = F, (T, A = 0) + % /d3r ‘ (va + %”A) (8.30)

ou

_ (8:31)
ps - m* .

s’appelle la rigidité superfluide. Elle décrit le fait que dans un supraconducteur, la
phase du paramétre d’ordre veut étre la méme partout. Pour étre plus précis, on
choisit une jauge particuliére, par exemple celle de London ot V - A = 0. Alors,
tout gradient de 6 cotiite de I’énergie une fois la jauge fixée. Le systéme a un ordre &
longue portée dans la phase. Evidemment, une phase globale (indépendante de r)
reste indéterminée. Lorsqu’on en choisit une, on dit qu’on a une brisure spontannée
de l'invariance de jauge globale. On permet au nombre total de particules de
fluctuer, mais localement le nombre de particules est conservé.

Remarque 1 Fizer V- A = 0 ne spécifie pas compléetement la jauge. Par exem-
ple, A =Bxy représente le méme champ magnétique que A = —ByX et ces deux
expressions satisfont toutes les deux V - A = 0. Elles sont reliées par le change-
ment de jauge A — A — Vx ot x = Bzy. Ce nest pas surprenant. Dans le cas
indépendant du temps, n’importe quel changement de jauge tel que V?x = 0 sat-
isfera la condition de London. Pour spécifier la jauge il faut par exemple choisir
A =Buzy puis ne pas permetire de changements de jauge x qui ne satisfont pas
x = 0 & Vinfini. Cette condition auz limites avec V>y = 0 fize définitivement la
jauge puisque x = 0 est la seule solution. Les changements de phase additionnels
de la fonction d’onde VO ne font donc qu’augmenter l'énergie libre puisqu’ils ne
peuvent éliminer A. En effet, Vx (V0) =0 et V x A # 0 donc méme si A et
VO sont des vecteurs qui sont identiques en un point, leurs dérivées ne peuvent
étre identiques donc ils deviendront différents ailleurs. Ce qui vient d’étre dit n’est
valable que pour un supraconducteur qui n’a pas de “trous”, c’est-a-dire o tous
les contours peuvent étre déformés continuement et ot 0 est univalué.

8.2.4 Longueur de pénétration, effet Meissner-Ochsenfeld

Avec la définition précédente de la rigidité superfluide, on peut écrire le courant
<2 .
correspondant & [¢|” constant. On obtient

2
ooz — P 1y ) A
7 m

m

2 2
= fﬁeps (vo + —eA) . (8.32)

Js

h

En présence d’'un champ magnétique, si on minimise I’énergie libre avec VO = 0,
on voit que

. 2e\”
o= 7 psA (8.33)
2 39 2
2e\° h (2e)
= - (g) o Y A = R 4> A (8.34)
On définit la fraction superfluide ng par I’équation de London,
2
jo= - A (8.35)
Me

APPROCHE DE GINZBURG LANDAU* 5



ol m, est la masse de I’électron. En utilisant m* = 2m, les deux derniers résultats
nous permettent d’identifier

ne =2y (8.36)

A partir de Péquation de London, on peut déduire 'effet Meissner. En effet,
les équation de Maxwell nous donnent

VxB = s

Vx(VxB) = poV xjs
2
= fnse;LOVxA
Me

nge?

——Ho (8:37)

(&

Utilisant I’identité vectorielle V x (V x B) = V(V - B) — V?(B), cette derniére
équation se réécrit

nse?

V’B =

11oB. (8.38)

(&

Pour fins d’illustration, prenons une paroi entre le vide et un supraconducteur
située perpendiculairement a 'axe x. Alors B =B, (z) ¥ et la solution de ’équation
précédente est

B, (z) = B, (0)e~*/*t (8.39)

ol la longueur de pénétration de London A\j est donnée par

nee? 2 []? e2
A2 = =2 =
L e Ho ey 12

o (8.40)

Utilisant la valeur de |1M2 obtenue sous T, par la théorie Ginzburg Landau, on
peut réécrire
2¢2a’ (T. — T)
Ni=" 2y 8.41
L mab Ho ( )
Cette longueur est différente de la longueur de corrélation £ (T'). Cependant le
rapport suivant est indépendant de la température et joue un role crucial pour
déterminer si le supraconducteur auquel nous avons affaire est de type II ou de
type L

m 1/2
DR C S B s ves s A ( 2m2b )1/2 c2)
¢(T) 4m€a’h(2TC—T) h?e? g

Lorsque k < 1/ v/2 on a un supraconducteur de type I, autrement il est de type II.

Exemple 1 Pour le plomb, qui est de type I, on a &, = 960A, Az,(0) = 3054
selon R. F. Gasparovic et W. L. McLean, Phys. Rev. B 2, 2519 (1970). Pour la
plupart des supraconducteurs, (incluant les hauts T.) la longueur de pénétration
est de Uordre de 100 nm ot 1000 A. Cette longueur a été mesurée entre autres
par spectroscopie par muon & TRIUMF en Colombie Britannique. Dans les supra-
conducteurs & haute température, la longueur de corrélation &, est trés petite, de
Uordre de 10 a 100 A. Elle peut en principe étre mesurée par H,o lorsqu’on a une
bonne théorie de la supraconductivité!

6 SUPRACONDUCTIVITE



8.2.5 Quantification du flux

Considérons un anneau mince. La fonction d’onde des paires doit étre périodique
sur 'anneau, donc en coordonnées cylindriques

Y (r,¢,2=0) =Pge” " (8.43)

pour que sous ¢ — ¢ + 27 la fonction d’onde de paire revienne a sa valeur. Il
est important de noter que cette forme de la fonction d’onde n’est possible qu’a
cause du “trou”, ou d’une singularité & r = 0 comme nous le verrons dans le cas
du tourbillon & la section suivante. S’il n’y a pas de point particulier (de trou) la
notion de faire un tour perd son sens.

Un champ magnétique uniforme peut étre représenté sur 'anneau de rayon R

par
P

= — .44
¢ =51 (8.44)
puisque
P = /B~dS:/V><A-dS (8.45)
= /A ~dr =27 RA. (8.46)

Pour simplifier la discussion on a supposé que la longueur de pénétration est beau-
coup plus grande que I’épaisseur de 'anneau. On peut répéter 'argument pour
des anneaux plus larges en se placant & l'intérieur de la longueur de pénétration.
Substituant dans ’expression pour 1’énergie libre en présence d’'un champ mag-
nétique B lorsque la grandeur du parameétre d’ordre est constante, Eq.(8.29) on
trouve

h2
2m*

F,(T,A) = FS(T,A:0)+/d3r[

—in  2e. ® 2 9
(? + %Z—Qﬂ'R> |’(/J| }8.47)
1

—5—2—%/3 (r)d°r. (8.48)

ol on a utilisé a% 18X ax
VX=—+-——€3 +—¢€,.
or " r 0o LR P
L’énergie magnétique [ B? (r) est proportionnelle 4 ®2 et dépend de I'inductance
de la boucle Le terme dominant est I’autre terme. Il se réécrit

(8.49)

h2 2 ®\|*
Vo2 (-n + g%) || (8.50)
et est minimum lorsque
® =nd, (8.51)
ou b
By = 5 =207 x 1075 Wh (8.52)

est le quantum de flux. Si on réchauffe une boucle et qu’on applique un champ
magnétique, un flux n®q proche du flux ® appliqué restera dans la boucle lorsqu’on
abaissera la température sous T,. Ce flux persiste méme si on enléve le champ
extérieur.

APPROCHE DE GINZBURG LANDAU® 7



Remarque 2 Dans cette géométrie, c’est comme si dans l’énergie libre Eq.(8.47)
on avait compensation de VO et de A dans la notation plus générale de I’Eq.(8.29).
Ceci est possible parce que dans la géométrie considérée, le gradient a la propriété

V0 -dl =2nwn ce qui n’est normalement pas possible pour un vrai gradient dont

Uintégrale sur un parcours fermé doit s’annuler. Les propriétés géométriques glob-
ales sont importantes ici puisque l’'énergie libre est une intégrale sur tout l’espace.

8.2.6 Tourbillon de London®

Dans un supraconducteur de type II, k > 1/ V2, e A > ¢ / V2, le champ magné-
tique pénétre sous la forme de “tourbillons” ou “vortex” en anglais. Un tourbillon
est une structure cylindrique formée d’un coeur normal de rayon £ ou le champ
mangétique est libre de se concentrer. Le champ s’atténue ensuite sur une distance
Az ot un courant supraconducteur non-nul circule. La condition de continuité du
parameétre d’ordre implique que le flux magnétique est quantifié en unités de ®g,
comme nous avons vu & la section précédente.

On peut étudier ce phénomeéne de fagon plus détaillée de la fagon suivante.
Partons de I’équation Eq.(8.38) décrivant la valeur du champ magnétique en
présence du courant superconducteur induit par ce champ magnétique. Ecrivant
le Laplacien en coordonnées cylindriques et utilisant ’expression pour la longueur
de pénétration de London, on obtient

0°B, lﬁBz B %
or? r Or )\%

=0. (8.53)

La solution de cette équation est donnée par la fonction de Bessel modifiée Ky (r/AL)

@0 T
B,(r)= —=Ky| — 8.54
) = ek (5 (8.5
ou la valeur de la constante est déterminée par la condition de quantification du
flux

Py = /Bz (r) d°r. (8.55)

On peut étudier un peu plus en détail la forme du vortex. Pour r <« A, le
développement de la fonction de Bessel modifiée nous donne

B.(r) = LI (A—L> (8.56)

2mAT r

Le champ magnétique semble diverger a r = 0, mais on sait que le systéme de-
viendra normal (c’est le coeur du tourbillon) sur une distance de Uordre £ qui agit
comme une coupure pour les petits r. En effet, il faut se souvenir que 1’équation
de départ Eq.(8.53) n’est valable que pour |i|* constant. En d’autres mots, pour
faire le probléme de fagon plus rigoureuse, il faudrait résoudre simultanément
V x B, = uyjs et I'équation de Ginzburg-Landau plus générale Eq.(8.21) qui per-
w|2 de dépendre de la position. La solution de cette derniére équation
a certainement la propriété que |¢|2 = 0 lorsque le courant devient trop grand.
Or le courant correspondant au champ magnétique que nous venons de calculer
s’obtient de V x B, = p,js et semble aussi diverger

met a

. e
jo ~ 7¢ (8.57)

6J.F. Annett, section 3.9
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Plutot que de faire le calcul détaillé, on suppose simplement que £ agit comme
une coupure franche. Le matériau est normal pour r < £ et supraconducteur avec
une valeur de |¢\2 constante pour r > £. Il est clair que les détails de ce modéele
ne s’appliquent que lorsque £ < r < Ar. Pour r > Ap, la forme asymptotique de
la fonction de Bessel modifiée donne

(I)O 7T/\L 7(L)
B, (r) = 2L\ .
(r) a2 Vo ¢ (8.58)

En résumé donc, le champ magnétique est grand et & peu prés constant a
Iintérieur du coeur du tourbillon, il décroit logarithmiquement sur le distance
& < r < A puis exponentiellement pour r > Ap. Le courant superfluide devient
exponentiellement petit loin du coeur du tourbillon. L’énergie cinétique associée
au supercourant est importante surtout a 'intérieur du rayon Ar.

8.3 Théorie de Bardeen, Cooper, Schrieffer (1957)

En 1950, Frolich émit 'hypothése que l'interaction électron-phonon était impor-
tant pour la supraconductivité. Ceci fut confirmé par 1'observation de [’effet iso-
topique, par Maxwell et Reynolds et al. (1950) qui mit en évidence le fait que
dans les supraconducteurs connus alors, la température critique diminue comme
M~ ot @ =1/2. I n’y a donc pas de transition pour un réseau qui ne peut pas
vibrer (M = o0). A cause des effets de retard, I'interaction électron-phonon peut
mener a une attraction effective entre électrons, malgré la présence de répulsion
coulombienne.

Dans un premier temps, nous démontrerons dans le cadre d’un modéle simplifié
et avec une approche élémentaire, que le phénomeéne d’attraction entre électrons
peut se produire. Le résultat tient méme pour un modeéle plus réaliste. Ensuite,
nous traiterons ’effet de cette interaction en théorie de champ moyen pour obtenir
la théorie BCS, puis nous en tirerons les conséquences. Le premier élément im-
portant de la théorie BCS est le phénomeéne d’attraction entre électrons dont nous
venons de parler. Le deuxiéme ingrédient est celui de la formation de paires de
Cooper et le dernier est celui de la cohérence entre ces paires. Pour des raisons de
temps, nous ne ferons pas le “probléme de Cooper”, i.e. celui de deux électrons
soumis a une attraction en présence d’une mer de Fermi passive dont le role n’est
que d’éliminer des états accessibles pour les deux électrons a travers le principe
de Pauli. Le résultat de ce calcul est qu'un état lié se forme pour une attraction
méme infinitésimale. Lorsqu’il y a deux électrons seulement sans mer de Fermi,
cela prend une valeur minimale de l'interaction pour que la paire se forme.

8.3.1 Mécanisme d’attraction dans le modéle du jellium”

Avec le changement de base

efik-r

W)= "d, k)= d,— (8.59)
ek (el =3

k

"P.G. de Gennes, Superconductivity of Metals and Alloys, Sec. 4.2
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/ ol (r e (8.60)

/ eUTdPr = Vig o (8.61)

on a que

pla) = /fﬂ%@m%=§;/fwwunmum%

’

i) Kol SERES e
= chkﬁckﬂﬂ (8.62)
o k

et la partie hamiltonien a deux corps s’écrit

Hy = 2 Z Z Ula Ck Uck’ o' Ck'—q,0' Ck+q,0 (8.63)
o,0’' k k' ,q
ot par définition,
Ui = [drumear (3.61)
1 -
U(r) = 7> Ula)e ™ (8.65)
a

On veut une expression pour un U (r) effectif qui tient compte de U'interaction
de Coulomb et des effets de retard. Dans le modéle du jellium, on considére un
systéme formé de n électrons par cm?® de masse m et de charge —e et d’ions
de masse M et de charge +Ze, le systéme global étant évidemment neutre avec
n/Z ions par cm®. On ne tient compte que des interactions électrostaticques et on
suppose que les ions forment un fluide continu. Ce modéle néglige

a) les interactions répulsives a courte portée venant de la répulsion due au
principe de Pauli et aux électrons de valence

b) le fait que les fonctions d’onde doivent étre orthogonales a celles des électrons
de valence

c) les phonons transversaux.

Dans ce modele simple, I'interaction effective entre électrons sera de la forme

62

I — 8.66
dmeoe (qw) ¢ (8.66)

Notre objectif est de calculer la constante diélectrique. Evidemment, il est tres
inattendu (et incorrect) de voir apparaitre la fréquence dans un hamiltonien. Il
faut plutot penser en fonction de la théorie des perturbations ou les dénominateurs
d’énergie contiennent des énergies. Le calcul de la constante diélectrique se fait
comme suit. Nos équations de départ sont

a) L’équation de Poisson qu’on obtient comme suit. A partir de la premiére
équation de Maxwell

1
V-E=—p (8.67)
€0
ol p est la densité de charge, on utilise E = —VV, ce qui donne
1
V2V = ——(p; + pe + 3p) (8.68)
0
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ou p; est la densité d’ions, p, la densité d’électrons et dp une charge “externe” qui
dépend du temps et de l'espace. La constante diélectrique que nous cherchons est
définie par
ViV = —iap (8.69)
£o€
ou, autrement dit, par
op
E= ——.
pi+pe+0p
Sinous parvenons a trouver deux autres équations pour p; et p, nous aurons résolu
le probléeme. Commencons par une équation pour p;. Comme le probléme que nous
voulons faire est dynamique, l'autre équation dont nous avons besoin pour relier
p; au potentiel est
b) I’équation du mouvement pour la densité de courant des ions en présence
du champ électrique

(8.70)

M% =nZe’E (8.71)

oll on a utilisé que la densité de charge ionique a 1’équilibre est la méme que la
densité de charge électronique. On néglige ’amortissement ici. Ce courant est
celui qui entre dans 1’équation de continuité

9p;
ot

Dans 'approximation ot les amplitudes d’oscillations sont petites, on peut rem-
placer dj;/dt par une dérivée partielle. Prenant la dérivée partielle par rapport au
temps de ’équation de continuité et éliminant le courant et le potentiel a ’aide
des équations qui la précédent, on obtient

+V-ji=0. (8.72)

82 . A 2
aTZZ = %VQV (8.73)
nZze?
= T (pi + pe + 6p) (8.74)

La transformée de Fourier par rapport au temps et a I'espace de cette équation
nous donne

w’p; (qw) = w;(p;(qw)+ p. (qw) + dp (qw)) (8.75)
2 nZe?
W= S (8.76)

Typiquement, w; ~ 103 s71,

Nous avons obtenu une équation décrivant comment la charge des ions répond
a la présence de toutes les autres charges. Il nous manque une équation décrivant
comment les électrons répondent & toutes les charges a travers la fagon dont ils
répondent au potentiel électrostatique. La grande simplification qu’on peut faire
ici vient du fait que les temps caractéristiques pour que les électrons répondent,
soit i/ Er et 1/w, (ol w), est la fréquence plasma) sont beaucoup plus courts que
le temps caractéristique associé aux oscillations plasma des ions. En effet, on a
que wy ~ (M/m)l/2 w;. En d’autres mots, nous sommes dans ’approximation de
Born-Oppenheimer ot les électrons s’ajustent aux ions instantanément.

¢) L’équation qui nous manque est obtenue de lapproximation de Thomas
Fermi, qui pose que la densité s’ajuste au potentiel électrochimique pour garder
le potentiel chimique (EF) constant

_ K2 k’% (r)

E
£ 2m

— eV (r) (8.77)
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otll on suppose que la relation entre densité et vecteur d’onde de Fermi est donnée
localement a T = 0 par

4’k kr 1

ne = 2/ LI 8_”3/ K2dk = — K, (8.78)
@’ @0 Jo 3

Substituant dans I’équation qui donne le potentiel chimique constant, on a

2m 2m

k% (r) = 7z (Br+eV (r)) = k% + Tz eV (x) (8.79)
9 eV (r)
= k% (1 B > . (8.80)

Dans "approximation ou les variations de potentiel électrostatique sont petites par
rapport a ’énergie de Fermi, on peut approximer

K(r) = K} <1 + ;e‘;ﬁr))
p.(r) = —en <1 + g%ﬁ:)) (8.81)
Pe (q,w) = _%%}?7&)) (882)

On connait le potentiel en fonction des densités grace a I’équation de Poisson
Eq.(8.68) donc la derniére équation se réécrit

n 62
peaw) = —Fm—o (o (aw) g (aw) +op(aw)  (85)
2
= ——qu; (pe (@) + p; (aw) + 5p (q.w)) (8.84)

ou la derniére équation définit le vecteur d’onde qui correspond a la longueur
d’écrantage de Thomas Fermi
9 3n e? 1

= ——— 8.85
arr 2 Er o ( )

On connait maintenant la densité ionique Eq.(8.75) et la densité électronique
Eq.(8.83) en fonction de la densité totale. La somme des deux résultats s’écrit
sous la forme

plae) +relaw) = (5= 1E) (o law) + i (aw)+ 5p(aw)  (556)
op(qw) = (w_flq%_F) (1 - % + q;—f) (Pe (@) + pi (W)

En utilisant ce résultat dans la définition de la constante diélectrique Eq.(8.70),
on obtient, en exprimant toutes les densités en fonction de p, (q,w) + p; (q,w)

=
e(qw) =
1+ 212 (l_w_z"‘q%zF)
CEI N
w} %F
= <1E+q_2> (8.87)
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Le modes de vibration des phonons correspondent au cas ou il y a des oscil-
lations spontannées du systéme en ’absence de charges extérieures, c’est-a-dire
quand ¢ (q,w) = 0. Ceci se produit lorsque

W = wig® — Wiy

2 s ¢ 2
w' = wis—— =w:. (8.88)

Yarp et
On peut vérifier que la longueur d’écrantage de Thomas Fermi est trés courte,
de l'ordre de l'inverse de la longueur d’onde de Fermi. Ainsi, & grande longueur

d’onde,

Wq 2 Csq (8.89)

ot la vitesse du son est donnée approximativement par

Wi

Cs =

. 8.90
qrr ( )

C’est la relation de Bohm-Staver, qui donne une bonne approximation pour la
vitesse du son dans les métaux qui ne sont pas des métaux de transition si on
utilise pour Z le nombre d’électrons de valence.

Notre objectif était de trouver l'interaction effective entre les électrons & ’aide
de la constante diélectrique. C’est fait.

2 B o2 w2
dreoe (q,w) q?  4Ameoq? w2q? — w?q? + w2,
_ e? 1 w?
 Ameg @2+ @R w? — w?
2 2
e 1 w
S (8.91)
dmeg ¢ + ¢4 p w? — w?l

Le premier terme est 'interaction de Coulomb écrantée telle qu’on peut 1’obtenir
en absence de phonons (wq = 0) . Le deuxiéme terme vient de I'interaction électron
phonon et il peut étre négatif pour les fréquences plus petites que les fréquences
phononiques. Il peut méme étre trés négatif prés de la résonance. En premiére
approximation on dit que 'interaction est attractive pour les fréquences plus pe-
tites que la fréquence de Debye. C’est le retard (w petit) qui fait que l'interaction
peut étre attractive.

8.3.2 Hamiltonien de BCS réduit et état supraconducteur

Dans leur article de 1957, Bardeen-Cooper et Schrieffer partent d’un hamiltonien
réduit trés simplifié, ayant en téte que pour des énergies plus petites que I'énergie
de Debye hwp, le potentiel effectif entre deux électrons peut devenir attractif.
Retournons & notre Hamiltonien d’interaction général Eq.(8.63) que nous recopions
ici

1
Hy = v Z Z U(a) CLO,CL/7U/Ck/_q7O./Ck+q7O-. (8.92)
o,0' k k' ,q

Partant de 'idée de Cooper, on veut savoir comment traiter en champ moyen
l'effet de Dattraction sur les paires d’électron de centre de masse nulle. On ne
garde donc dans la somme précédente que les termes k/ = —k. Les autres termes
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pourront étre traités par la théorie des perturbations plus tard. Il ne nous reste
donc que I’hamiltonien réduit

1
Hi = 553 3 U@,y peicaocras
o,0’ k,q
1
= v Z U(p-p) CLTciplc_p/lcp/T. (8.93)
p,p’

Dans cette derniére expression, nous avons non seulement changé le nom des vari-
ables d’intégration, nous avons aussi restreint la somme seulement aux états de
spin antiparalleles et utilisé I’invariance sous rotation pour ne garder que les spins
indiqués (ce qui a éliminé le facteur 1/2). On dit alors que la paire est dans un
état singulet. Nous commenterons sur le cas des états triplets plus tard. (En
fait 'approximation que nous venons de faire permet quant méme de traiter un
sous-ensemble des états triplets). La forme de U (p — p’) sera discutée plus tard,
mais ici nous gardons a l'esprit que ce potentiel est attractif pour des états qui
sont & l'intérieur d’une coque d’énergie de taille hwp autour du niveau de Fermi.

L’idée générale est que CLTC]LP | joue presque le role d’un boson bL. Les relations
de commutation de sont pas exactement les mémes, mais nous voulons utiliser
I'idée générale que la superfluidité pourra étre décrite par une valeur moyenne

non nulle de bI, dans I’état supraconducteur. Cette valeur moyenne, <CLTCT_p i>

se retrouve dans I’équation de Ginzburg-Landau dans le role de fonction d’onde
de paire. De la méme facon que la suprafluidité pouvait étre décrite par un or-
dre & longue portée hors-diagonal dans la matrice densité & une particule, ici ce
phénomeéne apparaitra dans la matrice densité & deux particules puisque chaque
boson sera formé de deux fermions. L’état champ moyen que nous trouverons sera
décrit par un état cohérent, comme vous le calculerez dans le devoir.

Dans 'esprit de la théorie de Weiss, ’hamiltonien d’essai que nous utiliserons
pour la théorie champ moyen sera donc de la forme

1
Hp—uN = Ho—puN+7: > U(p—p) (chielpr) copricp
p,p’
1
+V Z Ulp— p/) CLTCJLpl <C—P/lCP'T>
p,p’
= Hy—pN+ Z (A;c,plcm + CLch_plAp) (8.94)
p
ou on a défini )
Dp =7 U (p—p)(epicp). (8.95)
p/
Pour la partie cinétique de I’hamiltonien on écrit
Hy—puN = Z (ep — 1) €l g Cpo (8.96)
P,
= ) (plhotpo- (8.97)
P,

Dans le modele du jellium, e, = h*p?/2m, mais on peut prendre une relation
de dispersion plus générale. Sous forme matricielle, la combinaison de tous ces
termes nous donne, a une constante prés

Hp — uN = Zp:( i epy ) ( ip _%i’p > ( il ) (8.98)

*
p € pl
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Comme dans le cas de lantiferroaimant, on veut trouver une transformation
canonique qui diagonalise la matrice. Lorsque ce sera fait, les c(j) seront des
combinaisons linéaires des opérateurs propres qui diagonalisent I’hamiltonien. Ces
combinaisons linéaires feront intervenir Ap. Pour déterminer la valeur de Ap, il
suffira donc de substituer pour les cp, de I’équation définissant Ap, Eq.(8.95), les
combinaisons linéaires d’opérateurs propres et nous obtiendrons alors une équation
auto-cohérente pour Ap.

Cette fois-ci, dans la diagonalisation ce sont les relations d’anticommutation
qu’on veut préserver. Soit le spineur de Nambu, qu’on définit par

\yp:( i ) (8.99)

C—pl|
on a alors que 'anticommutateur est donné par
T _
{\Ppyiv \ij/ij} = 5p,p’5i,j (8.100)

ou 7 et j identifent les composantes du spineur de Nambu. Dans le cas des bosons
de Holstein-Primakov nous avions une matrice de Pauli & droite. Cette fois-ci
nous avons l'identité, donc n’importe quelle transformation unitaire des spineurs
de Nambu satisfera les relations d’anticommutation. On peut donc procéder par
des moyens standard puisque la matrice & diagonaliser est hermitienne et donc
diagonalisable par une transformation unitaire.

Les valeurs propres Ep sont donc données par 1’équation caractéristique

(Ao = Cp) (Mo +(p) — Ap)* =0 (8.101)

ou on a utilis¢ ¢, = §_,, valable pour un réseau ayant une symétrie d’inversion.

Les solutions sont
Ap = £Ep = £1/C +|Ap[? (8.102)

et les vecteurs propres obéissent a 1’équation

:EEp — Cp —Ap alp
= 0. 8.103
( A5 £Bp+ G, asp (8.103)

qui ont comme solution
(:l:Ep — Cp) a1p = Apagp (8104)
La contrainte de normalisation pour avoir une transformation unitaire est que
2 2
laip|” + Jazp|” = 1. (8.105)

Remarque 3 Détails des calculs pour la diagonalisation. Substituant la relation
entre ai1p et asp satisfaite par les vecteurs propres dans la condition de normali-
sation on obtient

A 2
(—p|)2+1> lagp]? = 1 (8.106)
P

(£Ep — ¢
(lAp|2 + E12> F 2EpCp + CI23> |a2p|2 - 1 (8.107)
(iEP - CP)Q
E,+¢ 2
op [ Er ¥l _ 1 8.108
’ ((iEp — Cp)2> e o
2 _ EP—:FCP’:1<1 C_P>8109
lagp| 2E, 2 T Ey (8.109)
on? = % <1i C_p> (8.110)
P
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On définit

1 Co\ 2
- 2P —i¢1p
Up 7 (1 + Ep> e (8.111)
1 CNVE
_ L% —idap 112
v i) e 112

avec la convention que la racine carré est positive. Pour le vecteur propre corre-
spondant & la valeur propre positive on peut donc choisir

aip B Up B 1 (1 + E‘% iP1p "
=\ - | =& 12 (8.113)
Qa2p UP \/§ (]_ —_ é—p) ez¢'2p
3

ou les phases ¢qy, €t Pop me sont déterminées par aucune des contraintes précé-
dentes. Avec cette convention, on prend toujours la valeur positive des racines
carrés. Pour vérifier le dernier résultat, on substitue dans l’équation (8.104) pour
a1p et asp.

(Ep —Cp) (1 — 2—121;))1/2@—i¢1p = A, (1 é_p) ¢i%2p
(Ep —¢p) ('A,E‘:QD'Q)W@Z'% = Ap (1 2-‘;) e'P2p (8.114)
(Bp — ¢p) |§:| e = A, (1 2—‘1’)) e'fzp (8.115)

ce qui donne, ‘ ‘
Ap = |Ap| e P1p 020, (8.116)

Pour la valeur propre négative Ey, on a le choixz de la phase lorsqu’on relie les aip
et azp aux up et vp. On choisit les phases de la facon suivante

cA\V2
(a1p>_(_vp)_ 1 —(1—E—‘;) o~ i%2p
- * -5 1/2 .
a2p up \/5 (1 + %%) el¢1p
parce que ceci satisfait I’équation correspondante (8.104) pour aip et asp

¢ 12 ¢ /2
(EpCp)< E_P> e = A, (1+E—p) e (8.117)

P P

¢ 5\ 1/2
_ (,Ep _ Cp) (1 _ E_I:)) e P2 — Ap 1— E_l;) e%1p

P
Ep — §2 —i ‘A | i
(%) e ¢2p — Ap E:)) e ¢1p
2
|AP| e iPop Ap‘ P| iP1p
Ep P
Ap = |Aple P02 (8.118)
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tout en garantissant que la matrice de transformation

U = (“5 _ZP) (8.119)
UP up
Ut = <_“5 ZE) (8.120)
p

soit unitaire pour satisfaire les relations d’anticommutation (en choisissant en plus
la phase du déterminant pour qu’elle soit l'unité \up|2 + |vp|2 =1). La forme ci-
dessus est la plus générale (a une phase prés) pour une transformation unitaire
2 x 2. On woit que les deux équations obtenues pour A, Egs.(8.116) (8.117) sont
cohérentes quelle que soit la valeur de —igy, — iy,

La matrice U permet de diagonaliser I’hamiltonien d’essai

E, 0 \ o A
(% & )-v(& )

p Sr >UUT< il 9@.121)
p ~Sp C-pl

ol : (8.122)
- p p ) 0 —Ep al

= Y Bpa} ,ape +cle. (8.123)

p,o

&
|
=
=
Il
/N
ket
P
el
N—
-
-
N
> o

I
(]
—~
Q

S,
Q

ou les nouveaux opérateurs sont reliés aux anciens par la transformation de Bogoliubov-
Valentin (1958)

( il ):UT< el ):( Up ”P)( el ) (8.124)
@ _p| C_p| ~Up Up C_p|

Le fondamental est ’état qui est détruit par ces nouveaux opérateurs d’annihilation
ape |BCS) = 0.

Les nouveaux opérateurs sont des combinaisons linéaires d’opérateurs de création
et d’annihilation puisque 1’état propre est une combinaison linéaire d’états ayant
des nombres de particule différents.

La valeur du gap A, s'obtient de I'équation autocohérente Eq.(8.95). Tl suffit
de réécrire les opérateurs cpt en fonction des opérateurs diagonaux ope . Inversons
la transformation de Bogoliubov Eq.(8.124)

(2)-(ra)m) e
€ pl| p p O p|

dont ’adjoint donne

uy v
( o cp ) = ( al ap ) ( e ul; ) (8.126)
P

On note aussi que
1
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La distribution de Fermi Dirac vient du fait que I’hamiltonien est quadratique
lorsqu’exprimé en fonction des opérateurs fermioniques ozg[)
tenant évaluer la valeur moyenne d’occupation d’une paire

. Nous pouvons main-

(cpriepy) = <(”p’O‘LIT Jrup’O‘—p’l) (Up’o‘p’T *Up’alf_pfl)> (8.128)
= Up/Up/ <aI)’TaP'T - oz_p/lozip,l> (8.129)
= —upuy (1—2n(Ey)) (8.130)
. e 1/2

= 73 (1 - E2> e =i (1 - 2n (Epr))  (8.131)
1A | _; ;

= LBl oo (10 (8. (8.132)
2 By
1Ay

- - 1—2n(Ey 1
S (1= 2n(Ey) (8133)

En substituant ce résultat dans ’équation autocohérente Eq.(8.95) on obtient

_ 1 / Ap’
A, = —2V;U(p—p) T (1-2n(Ey)). (8.134)

Ceci est I’équation du gap de BCS.

Remarque 4 Notons que cp et c_p| créent des états qui sont reliés par la
symétrie d’inversion du temps. En présence d’impuretés, il faut apparier des états
propres du systéme qui sont ausst reliés par la symétrie d’inversion du temps. La
présence d’impuretés qui ne brise pas cette symétrie n'influence donc essentielle-
ment pas la valeur de T.. C’est un théoréeme di & Anderson.

Remarque 5 L’équation Eq.(8.133) révéle que le paramétre d’ordre (c_pricprt)
qui apparait sous la forme 1y dans l’équation de Ginzburg-Landau est proportionnel
au gap dans la théorie de BCS mais il n’est pas identique au gap. Il aura cependant
la méme symétrie.

8.3.3 Approche variationnelle

Suivant approche générale développée antérieurement, on peut utiliser I'hamiltonien
d’essai BCS Eq.(8.94) pour définir une fonctionelle & minimiser

(H — uN) . — TS (Dg) (8.135)

par rapport & Ap. On retrouve alors les résultats précédents. Pour plus de détails,
voir les notes de Claude Bourbonnais.

8.3.4 Solution de I'équation BCS, cohérence de phase, supraconductivité singulet de
type s, p, d...

Si on passe a la limite du continue, I’équation du gap prend la forme

1 d3p/ ’ Ap/
&=-3 sl (b= P B (L= 20 (). (5.136)
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Les vecteurs d’onde impliqués dans ’appariement sont situés prés de la surface de
Fermi. On fait ’hypothése d’une surface de Fermi sphérique pour simplifier les
calculs. En passant en coordonnées polaires et en utilisant la densité d’états N (¢)
(pour un spin), qui relie I'intégrale sur la grandeur de p a I'intégrale sur ¢

p/2dp/ - > / ’
77/ _/0 N (¢")d¢ (8.137)

(2m)°

I’équation du gap prend la forme

° Ydcost [T d¢' Ay
Sp=— [ vy [ SR [T U - m(E),
(8.138)
Dans le cas du modeéle simplifié de BCS, U (p — p’) est simplement une constante
négative, disons Uy, qui s’annule aussitot que les vecteurs p ou p’ ont une dif-
férence d’énergie avec la surface de Fermi qui est plus grande en valeur absolue
que I’énergie de Debye. Dans ce cas, ’équation du gap prend la forme simplifiée

hwp 1 dcosel 27 d(b/ A ,
Ap = |U N /d’/ / — L (1-2n(Ey)). (8.139
p=lol [ N(ac [ ST [ G (- (). (8.139)

Il est clair que le coté droit de cette équation est indépendant de p. On écrit donc
Ap = A et I'équation du gap devient

hwp
— /! !/
A=luol [ N ()5

7ﬁwD

- (1—2n (By)). (8.140)

Remarque 6 Cohérence: Il est trés important de remarquer que pour cette forme
de Uinteraction, Ap est un nombre complexe indépendant de p, en d’autres mots
1p T P2p = ¢ pour toutes les valeurs de p. Toutes les paires sont ajoutées a la
fonction d’onde avec exactement la méme phase. Ceci se voit bien avec la forme
de la fonction d’onde de BCS traitée en devoir.

Ukt
14+ — 0).
H( + u;CkLCm) 0)

k

Ce sont les interactions qui imposent cette cohérence de phase qui est a l'origine
du phénomene de supraconductivité. Seule la phase de A indépendante de p est
arbitraire.  On brise la symétrie de jauge globale en la fixant parce que phase
et nombre de particules obéissent & une relation d’incertitude. Fizer la phase
correspond donc a rendre le nombre total de particules incertain. Nous reviendrons
a cette discussion avec la jonction Josephson.

Remarque 7 En retournant a l'expression pour l’interaction dans ’hamiltonien
réduit de BCS avec A indépendant de p, >_, (A*c_plcpT + CLTciplA) , on voit

que de défaire une paire c_p|cpy est codteuxs car celle-ci est couplée & un champ
moyen macroscopique A.

Remarque 8 Méme lorsque linteraction dépend de p — p’, la phase doit néces-
sairement étre indépendante de p. En effet, réécrivons l’équation du gap sour la
forme

(ool = 55 32 Gl (p— B) G [Coy By (8.141)
ot 12
Cp = (%ﬂ) : (8.142)
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On peut alors la réinterpréter comme une équation auxr valeurs propres. Les
vecteurs propres sont entre crochets et la valeur propre est ['unité. Comme la ma-
trice —CpU (p — p’) Cpr/ (2V') dont on cherche le vecteur propre est réelle symétrique,
ce vecteur propre est réel o une phase globale prés, & moins que la valeur propre
ne soit dégénérée. Il y a une dégénérescence évidente associée & la symétrie sous
inversion du temps. Lorsqu’on brise cette symétrie, le paramétre d’ordre est com-
plexe. Cela ne donne un résultat non trivial que pour les valeurs de moment
cinétique orbital différents de zéro (voir plus loin).

La solution de cette équation sera faite plus en détails dans la section suivante.
Auparavant, discutons plus en détail des questions de symeétrie, tout d’abord la
symétrie de spin de la fonction d’onde de paire. Celle-ci est reliée au gap par
l’équation (8.133) obtenue a l’aide de la transformation de Bogoliubov

1A
<C_p/le/T> = 7§E (1 — 271 (Ep/)) . (8143)
p/

Ce résultat est complétement indépendant de 1’orientation de p’. Or, anticommutation
nous donne la relation

<C*p/iCP/T> = — <CP/TC*P/i> . (8144)

Utilisant 'indépendance par rapport & lorientation de p’, on transforme p’ en
—p’ a droite pour obtenir

<C*P’lCD/T> = — <C,p/TCp/l> . (8145)

Autrement dit, la fonction d’onde de la paire est impaire sous échange des spins.
C’est un singulet de spin. Comme il n’y a aucune dépendance sur I'orientation de
p, on dit que la partie spatiale de la fonction d’onde de paire est un état s. On
aura un sigulet de spin dans tous les cas o Ay sera paire sous inversion de p,
c’est-a-dire lorsque le moment cinétique de la paire de Cooper sera pair. On aura
un triplet de spin dans le cas contraire, en accord avec le principe général que la
fonction d’onde doit changer de signe lorsqu’on échange deux particules.

Pour voir comment il est possible d’obtenir des moments cinétiques de paire
différents de zéro, on procéde comme suit. Comme U ne dépend que de la grandeur
de p—p’ et que |[p—p'| = \/p?+p?% —2pp' cos© =~ v/2pp\/1 —cos© on peut
supposer que U (p — p’) est une fonction de cos © seulement, une variable comprise
entre —1 et 1. On peut donc la développer en polynémes de Legendre

U (cos©) = i UePy (cos©). (8.146)
1=0

On peut ensuite mettre & profit le théoréme d’addition des harmoniques sphériques,
qui relie Py (cos ©) aux harmoniques sphériques définis pour les angle 6, ¢ et 6, ¢’
qui donnent Dorientation en coordonnées polaires des vecteurs p et p’

Py (cos©) = Z Yiom (0,0) Y, (¢0/,¢) - (8.147)

(26 +1

L’équation du gap Eq.(8.95) prend alors la forme

hwp , , 1 d 0/ 27rd/
A, = f/ N(g)dg/ = /0 % (8.148)

ﬁwD

Z 2g+1 ZY;Z (0,0)Y, ( ¢/)2AE (1=2n(Ep)).

=0
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On peut ensuite utiliser le théoréme d’orthogonalité des harmoniques sphériques
1 27 ,
/ dCOSQ/ d(;ﬁng* (9, ¢) Y;/ﬂ (9, ¢) = (5[7@/5m7m/ (8.149)
-1 0
et le fait que Ap ne dépend que de I’angle pour définir
1 2
Apm = / dcos / dBY;™ (0, 6) A, (8.150)
-1 0

L’équation du gap se réécrit alors indépendamment pour chaque composante des
harmoniques sphériques

hwp , , 1 Aﬂ,m
A = —/ N (¢)d¢ Ugm 3 (1—2n(Ep)). (8.151)

—hwp
La valeur de Uy la plus négative est celle qui donnera le T, le plus haut et qui
déterminera donc la symétrie du gap supraconducteur. Si £ est impair, nous au-
rons un triplet. Ceci se produit dans 'hélium 3 superfluide et dans le ruthénate
de strontium SroRuO4%. La présence de fluctuations ferromagnétiques peut ex-
pliquer ces résultats, particulierement dans le cas du superfluide, puisque dans ce
cas les paires triplet sont clairement favorisées. Le cas £ = 2 est le cas des supra-
conducteurs & haute température. Dans cette approximation, toutes les valeurs
de m sont dégénérées.

Notons que méme si le potentiel U (cos®) est répulsif, on peut avoir ap-
pariement. En effet, on peut avoir U (cos ©) positif partout avec, par exemple,
Uy > 0 et Uy < 0si Uy > Us. Comme exemple on peut considérer un cas ou le
“boson intermédiaire” serait une onde antiferromagnétique. Sur un réseau carré
par exemple, cette interaction serait maximale lorsque p — p’ = (7/a,7/a) ou a
est le pas du réseau. Ceci se produit lorsque les deux vecteurs sont & 7/2 I'un de
Pautre. On peut donc faire un modele simple d’interaction de la forme

U (cos (p—¢')) = Uy — V cos® (¢ — ¢) (8.152)

ou Uy >V et les ¢ sont les angles azimutaux. Dans ce cas, on voit que la répulsion
est maximale, U = Uy lorsque ¢ — ¢’ = 7/2,37/2 et minimale U = Uy — V lorsque
¢ — @ =0,m. Alaide des identités trigonométriques
1 20
cos2f = “’% (8.153)
cos (01 —02) = cosbqcosby + sinb sinby (8.154)

on peut réécrire

14 cos2 ((;5 — q’)/) 1+ cos2¢cos 2¢' + sin 2¢ sin 2¢’
2 B 2
Uo -V <1 +cos?¢cos?gz;'+sin2¢>sin2¢') .

1 )
Y552 (0,6) = 4 /32—57T sin? get2¢ (8.156)

8La présence de noeuds dans le gap a été mise en évidence par C. Lupien, W.A. MacFarlane,
Cyril Proust, Louis Taillefer, Z.Q. Mao and Y. Maeno

Ultrasound attenuation in Sr2RuO4: an angle-resolved study of the superconducting gap

Physical Review Letters 86 (2001) 5986.

cos? ((b - ¢')

U (cos (¢ —¢')) (8.155)

Sachant que
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on trouve
d
/ / ¢ y*iZ( /2,¢) U (cos (¢ — ¢))Yi2 (7/2,¢')
= __/ / o 3271— e~ 2id (COS 2¢ cos 2¢I+Sin2¢sin2¢l) €2i¢’

V15 (11 1
- Y 1
2 327 (22+2( 21)) (8.157)

ce qui indique bien une attraction dans le canal ¢ = 2.
Une autre fagon plus simple de comprendre ce dernier résultat est de constater
que l'expression

1 dgp/ ’ Ap/
Bp =5 [ GESU ) B (20 (By) (8158)

peut avoir une solution pour U (p — p’) positif si le maximum de cette fonction
se produit lorsque p et p’ sont séparés d’un angle 7/2 puisque pour une onde de
type d (i.e. £=2), Ap et Ap auront un signe opposé dans cette situation. Ce
signe viendra compenser le signe moins en avant de l'intégrale et faire comme si
le potentiel était attractif.

8.3.5 Solution de I'équation BCS, T, gap a T' = 0 et équation de Ginzburg-Landau

Comme seuls les états prés du niveau de Fermi contribueront, supposons qu’on
prenne la densité d’états comme constante. L’équation du gap BCS pour la supra-
conductivité de type s devient alors, avec la définition D (Er) = 2N (EF),

th A
A = U|DE/
\O(F)O 2E

|U0\D(Ep) /ﬁwD tanh (25\/C + |A] )
0 V1A

Nous avons utilisé 1 — 2n (Ep/) = tanh (6Ep/2).

On peut retrouver la condition d’extremum d’une théorie de Landau Ginzburg
en |A|2 simplement en notant que pour |A|2 petit on peut utiliser le développement
de Taylor

tanh (va + z) tanh v/a

(1 =2n(Ep))

(8.159)

Va+z Vva
tanhy/a 1 1
o ——— ) +0(2?).
( 2a3 2a cosh? \/E) (=)

En substituant dans ’équation du gap, on obtient une équation de la forme A =
a” A+ |A]* A ou les constantes a” et b’ dépendent de la température. La valeur
de T, est celle pour laquelle a” = 1. Pour T < T, on aura a” < 1 de telle sorte
que |A[* sera positif.

Pour trouver la partie dépendante de Iespace de I’équation de Ginzburg Lan-
dau c’est plus compliqué. 1l est clair cependant que le champ électromagnétique se
couplera aux opérateurs de création-annihilationavec le couplage minimal de telle
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sorte qu’il redonnera exactement ce que nous avions dans la théorie de Ginzburg
Landau.

On peut obtenir analytiquement la valeur de T, et la valeur du gap Ay a T = 0.
Nous obtiendrons ainsi un des résultats les plus célébres de la théorie de BCS, soit

2A¢
kpT:

= 3.53. (8.160)

Commengons par le calcul du gap & T'= 0. Dans ce cas, la tangente hyperbolique
peut étre prise égale & I'unité et I’équation du gap devient

hwp
Ay = AOW/ ;dg (8.161)
0 /¢ + 1A
La substitution & = |Ag|sinh § donne d¢ = df |Ag| cosh 8 et
/h,wD 1 dC /Sinh1 ﬁwD/|A0‘ COShH d9
o S riaf o Vsinh?§ + 1
sinh ™! fiwp /| Ao|
-/ 0
0
= sinh™! (hwp/ |Ao|) (8.162)
d’ou
2 Ginh ! (hwn/ [ Ao)) (8.163)
[Uo| D () pee ‘
2
A = hwp/sinh [ ————=— | . 8.164
Ao o/ (|U0|D<EF)> (8160

La théorie de BCS est valide dans la limite couplage faible, ¢’est-a-dire |[Uy| D (Er) <
1. Cette inégalité se comprend bien intuitivement car D (EF) est inversement pro-
portionnelle & 1’énergie de Fermi alors que |Up| est une énergie beaucoup plus
faible. Dans cette limite, on peut donc approximer

2
Aol = 2hwp e _ ] . 8.165
Aol = 2hup Xp( |Uo|D<EF>> (8.165)

Pour calculer la valeur de T, on évalue I'intégrale en mettant |Ag| = 0 dans
Iintégrand. On cherche donc la température telle que

1

_ |0l D (EF) /’““D tanh (5,¢/2)
2 0 £

Le terme de droite est le a” dont nous avons discuté plus haut. On intégre par
parties le terme de droite pour obtenir dans la limite 8. fiwp > 1

1= |U°u;<EF) <1n (602‘”’3) —/OOO Iz d:c). (8.167)

cosh? z

dc. (8.166)

L’intégrale converge suffisamment rapidement que nous avons posé la borne supérieure

d’intégration M% égale & 'infini. Il reste

< DG (1, (B0}, (BY)
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ol Iny = C ~ 0.577216 est la constante d’Euler. De 14 on déduit facilement

2vhwp ( 2 )
kpl, = ——ex —_ 8.169
5 AL (8.169)
2
= 1.1336ex _ . 8.170
p( |UO|D<EF>) (8.170)

En combinant nos résultats pour |Ag| Eq.(8.140) et pour kpT, ci-dessus, on trouve
le fameux rapport BCS Eq.(8.160). Les résultats expérimentaux pour les éléments
simples sont

Al Cd Hg In Nb Pb Sn Ta
3.37T+0.1 32+.1 46 363+.1 3.84+.06 429+.04 346+.1 3.6+.1

Les éléments comme le plomb et le mercure sont des exemples typiques de
supraconducteurs a couplage fort ou la théorie d’Eliashberg est nécessaire.

Remarque 9 L’expression pour T, explique immédiatement l’effet isotopique puisque
la fréquence de Debye, comme celle pour un oscillateur harmonique, dépend de
M~12,

8.4 Effet Josephson

8.4.1 Hamiltonien de Josephson’

Un résultat important de la théorie de BCS est que toutes les paires sont ajoutées
avec exactement la méme phase. La fonction d’onde de BCS est

Ukt _
14+ — = 1
H ( + ul*(cklckT) |0) H ( +

k k

Uk
Uk

ei(¢2k+¢1k)chlCLT) |O> (8171)

ou (¢2p + d)lp) doit étre indépendant de p. Appelons cette combinaison (¢)2p + ¢1p) =
¢. La fonction d’onde de BCS peut s’écrire

N
by =Y e P, (8.172)
n=0

ou n est le nombre de paires de Cooper et 2N le nombre total d’électrons. La
fonction d’onde ¢,, contient un nombre donné de paires et donc, lorsque la phase
est connue, le nombre de paires ne l'est pas. Clairement, I'état BCS est un état
cohérent, i.e. une superposition d’états de nombre de particule fixe avec une
phase relative bien donnée. On voit qu’on peut obtenir une fonction d’onde avec
un nombre fixe de particules & partir de

2m ) d¢)
imeo >
/O ey, = (8.173)

On voit bien que si le nombre de paires est connu, la phase est inconnue. Nombre
et phase jouent le role de variables conjuguées, comme nous verrons encore en plus
de détails plus loin.

9B.D. Josephson, chapitre 9 Superconductivity Vol. 2, Ed. R.D. Parks.
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Bien que la phase dans la théorie de BCS soit totalement arbitraire, la différence
de phase a une signification physique. Pour illustrer cette signification, mettons
deux supraconducteurs en contact & travers une barriére tunnel. Nous allons
utiliser comme fonctions d’ondes non-perturbées celles obtenues en ’absence de la
barriére tunnel, i.e. le produit direct de celle a gauche fois celle & droite

Ng Np
w(bczp;)D = Z e—mcdﬁcwnc Z e‘mD‘ﬁD%D- (8.174)
ng=0 np=0

On fait le changement de variable

N N
nGg=—-+n;np==—--n (8.175)
2 2
pour obtenir
Ng+Np Nr/2 N N
A —i( ) b ~i( )b
Voo Vor YD e Vg e Vv (8,176)

Np=0 n=—Nr/2

Nc+Np N Nr/2 .
_ Z e*lT(¢G+¢D) Z efzn(de*d’D)w%Jrnq//NTT&%.l??)
Nr=0 n=—Nr /2

Travaillons maintenant avec un état ayant un nombre fixe total de paires de Cooper
Nr si on additionne le coté droit et le coté gauche de la jonction. Cet état est
donné par

27 Nt /2

/ ei%ﬂ((bGJﬂbD)ﬂ}(bG’lp:bDM — Z e*in(¢cf¢D)¢&+n¢/Jv_Tin'
0 g n=—Nr/2 : 2

(8.178)

On pose la différence de phase 6 = ¢ — ¢p et on définit |n) = 1/1¥+n1//NTTin.

Comme Ny est trés grand la somme peut aller de —oo & 0o et le membre de droite
de ’équation précédente s’écrit

0)="> e n). (8.179)

n=-—oo

La valeur de n représente le nombre supplémentaire de paires de Cooper dans le
coté gauche de la jonction.

Traitons maintenant l’effet de la barriére tunnel. L’énergie pourra étre abaissée
par le passage de paires de Cooper d’un coté a l'autre. On peut admettre que
I’hamiltonien qui décrit I'interaction entre les deux supraconducteurs est de la

forme -
i, = —% S (In) (n+ 1]+ [+ 1) (n]. (8.180)
n=—oo

Cette expression suppose que la capacité de la jonction est trés grande de telle
sorte que le passage d’un coté a l’autre ne cotlite pas d’énergie électrostatique. 1l
n’est pas évident qu’une paire puisse passer d’un coté a 'autre en demeurant une
paire de Cooper mais c’est ce qu'un calcul de théorie des perturbations révele. Cet
effet peut étre dominant par rapport au passage d’un électron a la fois parce que

cela cofite une énergie A pour briser une paire.
L’hamiltonien ci-dessus est diagonal dans la base des différences de phase

Eq.(8.179). La transformation inverse s’obtient de

27 ) do
\n>:/0 em9|9>% (8.181)
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puisque

27
/ gitn=mp 40 _ O (8.182)
0 2m ’
On a aussi la relation, valable pour 0 < 6 < 2,
> e =216 (6) (8.183)
n=-—oo

Pour montrer que 'hamiltonien est diagonal dans cette base, on substitue I’expression
pour |n) en fonction des états propres de phase

oo 2 2 /
; do . / do
in6 —i(n+1)6 !
E /0 e 10) —271_/0 e (0’| o + h.c. (8.184)

n=—oo

. E;
Hy=-=2
7 2

ce qui donne, en utilisant les relations d’orthogonalité

faps EJ 2 —i0 d9
Hy = —— ¢ .c.) — .1
J >/, (e7*?10) (6] + h.c.) o (8.185)
27 Cl@
= —-F; (cos0)16) (0] —. (8.186)
0 27T
Donc Hj est bien diagonal dans cette base
Hy|0') = —Ejcost' |9). (8.187)

Pour minimiser I’énergie, il faut que la différence de phase entre les deux supra-
conducteurs soit nulle.

8.4.2 Base nombre-phase!”

La notation se simplifie et la physique s’éclaircit si on définit I'opérateur phase de
la fagon suivante

2w
3 - de
—1i0 —1i0
= 0) (0] —. 1
= [Tt (3.15%)
Avec cette définition, on a
By = |9 (8.189)
H; = —Ejcoso. (8.190)

L’opérateur nombre qui représente le nombre de paires de Cooper ayant passé au
coté gauche s’écrit quant a lui

N= > nln)(n|. (8.191)
On vérifie aisément que
+i0 o i(nE1)0 do
e n) = e 0) — =|n£1). (8.192)
0 2T

LOM. Devoret, Les Houches, session LXIII, Fluctuations quantiques éditeurs S. Reynaud, E.
Giacobino, J. Zinn-Justin
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Cela suggere que e sont les opérateurs d’échelle qui augmentent ou diminuent
n de un. On peut vérifier ceci aussi a l'aide du théoréme sur les commutateurs
d’opérateurs d’échelle. En effet, comme |n) est une base compléte, elle permet
d’établir les relations de commutation de la fagon suivante

NetPln) = (ntl)jn+1) = (n+1)e® |n) (8.193)
O R In) = nntl)= nei [n) (8.194)

d’o1, en soustrayant les deux équations précédentes,
{N,eﬂ@] = el (8.195)

En faisant le développement en série des exponentielles des deux cotés, on voit
que

[N,E] S (8.196)

permet de satisfaire la relation de commutation pour les opérateurs d’échelle. Le
role de N, 6 comme paire de variables conjugées apparait encore plus clairement.

8.4.3 Courant et effet Josephson

Que se passe-t-il maintenant si nous imposons des conditions aux limites ol un
courant est appliqué. Si le nombre n augmente, les paires de Cooper passent de
droite & gauche, transportant chacune une charge —2e. C’est 1’équivalent d’un
courant circulant a droite de charge 2e. Pour trouver ce courant, on calcule donc
le taux de changement du nombre de paires de Cooper & gauche en utilisant les
équations du mouvement de Heisenberg

dN A PR
= = _|A,N 1
& = 7] (.197)
_ Erir i —i0 ©
- -= h[e te ,N} (8.198)
_ Eyi i0 —ib
- —TE(—e te ) (8.199)
= —%sin@. (8.200)

Si le nombre de paires de Cooper augmente & gauche, une charge —2e passe a
gauche a chaque fois, ce qui est comme une charge +2e vers la droite. Le courant
circulant vers la droite est donc donné par

~ 2 ~
[=2%" = —%EJ sin 0. (8.201)

En présence d’un courant, il y a une différence de phase entre les deux supracon-
ducteurs.

Quel est leffet d’une différence de potentiel? Une différence de potentiel V'
entre le coté droit et le coté gauche se retrouvera dans ’hamiltonien sous la forme

—2eVp (%1 — N) —2eVg (%1 + N) =2e(Vp —Vg) N + cte = 2eVN. Ce terme
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induira une dépendance temporelle de la phase

do i

= = ﬁ[HJ+26VN,9] (8.202)
i .
= 2e3V [N,e} (8.203)
2e
- V. (8.204)

Une différence de potentiel constante produira une phase augmentant linéairement
dans le temps, ce qui se traduira par un courant oscillant! Et la fréquence de ce
courant est reliée a la différence de potentiel par une constante universelle indépen-
dante de tous les détails microscopiques du systéme. Un résultat remarquable qui
a valu le prix Nobel a Josephson et qui est utilisé couramment aujourd’hui en
métrologie pour étaloner le volt. En effet, la fréquence est une quantité qui peut
étre mesurée avec une trés grande précision.

Remarque 10 On peut voir le principe de correspondance en action avec l'effet
Josephson. Le méme genre de discussion s’applique pour un probléme général de
mécanique quantique. Comme

[h& N} —ih, (8.205)

on peut faire l'identification R R
R0 —q; N —p (8.206)

Dans la limite classique, les équations de Hamilton donnent

OH . OH

_on . o 2
2 =5 (8.207)

p =
ce qui suggére qu’ici, en prenant H = —FEjcos0 + 2eVN (V est la différence de
potentiel droite moins gauche et N est le nombre de charge —2e & gauche) on
obtiendrait

. 9H  Ey
OH 2eV
= o= (8.209)

ce qui correspond au calcul quantique Egs.(8.200) et (8.204) ci-dessus.

On peut aussi voir directement de la fonction d’onde de BCS qu’en présence
d’un potentiel uniforme, un terme —eV' ), CLG_ ck,o s’ajoute & 'hamiltonien et
donc

de o ) +
— = 7 |(=€V) chackmcp,a
dt h =
Lot
= eV%cpﬁ. (8.210)
ce qui donne comme solution
Cpo (t) = cpo (0) eV, (8.211)

Substituant dans la fonction d’onde de BCS Eq.(8.171), on voit que comme {c_p|cpt) =
Ap alors la phase doit dépendre du temps de la fagon suivante —2eV't/h le 2 venant
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directement du fait qu’on a affaire & des paires. Plus spécifiquement, supposons
qu’on considére le supraconducteur de gauche,

v ; v
= e_’qucikicLT — |—
Uk

Uk

e_“z’G’e"QeVGt/ﬁciklCLT (8.212)

Si on se souvient de la fagon dont les fonctions d’onde se transforment sous
changement de jauge, on voit que la relation de Josephson est une conséquence
directe de l'invariance de jauge. ¢ (t) = ¢ — 2eVet/hi ce qui veut dire que

d(¢g(t) —dp (1) _  2e

- =5 (Vo ~ V). (8.213)

Remarque 11 L’effet Josephson est la base du fonctionnement des SUQID, les
détecteurs de champ magnétique les plus sensibles. Il sert aussi o la fabrication
de qubits quantiques ot on exploite le fait que charge et phase sont variables con-
Juguées.
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