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Résumé

Nous présentons dans ce rapport une introduction compléte & deux algorithmes cou-
ramment utilisés en physique du solide dans le cadre du probléme & /N-corps quantique.
Le premier est l’algorithme de Blankenbecler, Scalapino et Sugar (BsS) (aussi appelé
algorithme du déterminant), développé au début des années 80 dans le but de calculer
numériquement les propriétés thermodynamiques de certains modéles d’électrons forte-
ment corrélés, dont celui de Hubbard, étudié ici comme modéle pour la supraconductivité
a haut T,. Pour cette partie du rapport, notre étude présente d’abord le fonctionnement
de ’algorithme pour s’attarder ensuite & certains de ses aspects numériques, en parti-
culier ceux qui sont problématiques au niveau de la stabilité des calculs. Parmi ceux-ci,
nous retrouvons les instabilités liées aux calculs & basse température, le choix de la
décomposition de Trotter, le calcul des fonctions de Green et des observables a temps
inégal, de méme que le probléme d’ergodicité. En deuxiéme partie, nous abordons le cal-
cul des propriétés dynamiques du modele de Hubbard, comme le poids spectral obtenu
en prolongeant analytiquement les données Monte Carlo calculées en temps imaginaire.
Pour cette section du rapport, nous présentons quelques éléments de la théorie de la
régularisation et la méthode d’entropie maximum utilisés pour résoudre le probléme
numériquement mal posé que constitue le prolongement analytique des données Monte
Carlo. Finalement, pour rendre ce rapport complet en soi, nous avons inclut en annexe
une introduction a quelques outils d’analyse numérique ainsi qu'un guide de lecture
renvoyant & des références de base sur la plupart des sujets traités dans ce rapport.
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1| Introduction

Dés leur création, les calculateurs électroniques ont joué un réle important dans la
progression de la physique théorique. Depuis, les puissances de calcul se sont vues mul-
tipliées par des facteurs astronomiques et pourtant, nos ambitions sont encore limitées
par le temps et I’espace mémoire nécessités par certains calculs. En particulier, dans
le contexte de la physique de la matiére condensée, la résolution exacte de certains
probléme & N-corps requiért une capacité calculatoire incroyablement élevée pour des
systémes de taille (nombre de corps en interaction) pourtant bien modeste. Pour ce genre
de probléme, la difficulté principale provient de la dépendance exponentielle des calculs
(complexité «computationnelle») en fonction de la taille du systéme. Par exemple, la
diagonalisation exacte d’un systéme quantique sur réseau non trivial comme le modéle
de Hubbard croit approximativement comme O(e”), ce qui rend les calculs quasi impra-
tiquables. Il est donc indispensable de procéder a diverses approximations permettant
de rendre la dépendance en taille polynomiale, c-a-d. d’ordre O(NP).

C’est dans cette optique générale que 'algorithme de Blankenbecler, Scalapino et
Sugar (BSS) [23] a été développé au début des années 80 pour calculer les propriétés
thermodynamiques de certains hamiltoniens quantiques, dont celui de Hubbard intro-
duit dans le domaine de la supraconductivité & haute température par Anderson en
1987 [2] (voir [12] pour une étude numérique du modele). Cet algorithme, que nous
dénommons aussi «méthode du déterminant» ou «algorithme Monte Carlo quantique»
(MCQ), est basé sur une méthode Monte Carlo de calcul stochastique (essentiellement
une marche aléatoire dans un espace d’états) qui posséde une dépendance polynomiale
avec la taille des réseaux étudiés. Malgré cet avantage, il n’en demeure pas moins, cepen-
dant, que 'algorithme MCQ posséde nombre de problémes et d’instabilités numériques
qui ont suscités beaucoup de recherches au cours de ces derniéres années et qui font
l'objet de ce travail.

Ce rapport technique présente une introduction compléte a ’agorithme BSS, ser-
vant ici & I’étude du modeéle de Hubbard, ainsi qu'une étude détaillée de plusieurs de
ses aspects numériques. Nous nous attardons, en particulier, sur les aspects qui sont
problématiques du point de vue de la stabilité des calculs. La division du travail est
la suivante. Dans la premiére section de ce travail, nous introduisons briévement le
modéle de Hubbard pour poursuivre ensuite, dans la section 2, avec la présentation de
la méthode du déterminant, de la méthode Monte Carlo et des techniques statistiques
utilisées dans les simulations numériques. Suit, dans la section 3, une discussion sur le
calcul des fonctions de Green portant principalement sur les instabilités liées aux calculs
a basse température et du calcul stable des fonctions de Green a temps inégal. Cette



section contient également en préambule plusieurs éléments importants de la théorie
des fonctions de Green en plus de traiter du calcul d’observables (théoréme de Wick,
susceptibilités diverses et self-énergie). Dans la section 4, nous traitons des instabilités
et problémes numériques, notamment du choix de la décomposition de Trotter et du
probléme d’ergodicité.

Pour terminer cette «revue numérique» de l'algorithme BSS, nous abordons dans la
section 5 le calcul des quantités en fréquences réelles, dites dynamiques, que ’on obtient
en prolongeant analytiquement les données obtenues du Monte Carlo en temps imagi-
naire. Comme nous le verrons, ce prolongement analytique des données Monte Carlo se
réduit a I'inversion d’une transformée de Laplace et est, en-soi, un probléme mal posé ou
mal conditionné (ill-conditionned), c-a-d. extrémenent sensible a la qualité des données
a inverser et conséquemment, numériquement trés instable. Aussi, présentons-nous les
moyens conventionnels servant & régulariser une telle procédure et, tout particuliére-
ment, la méthode d’entropie maximum introduite dans ce contexte par Gubernatis (cf.
[16] pour les références originales). Nous expliquons en détail trois différentes approches
au probléme de prolongement analytique et en faisons une bréve comparaison.

Finalement, pour rendre ce travail plus complet, nous avons placé en annexes quelques
notions utiles & la compréhension de ce rapport, dont quelques éléments sommaires
d’analyse numérique, en plus d’un guide de lecture qui situe le niveau de ce travail et
qui facilitera, nous ’espérons, une premiére incursion dans ce domaine.

Hamiltonien de Hubbard

Le modele quantique que nous allons considérer dans ce travail est celui de Hubbard
(2D) représenté par le hamiltonien, écrit en seconde quantification, d’un systéme bidi-
mensionnel d’électrons évoluant sur un réseau carré de N, X Ny = N sites:

H=—t Z (c;fgcjg + c;r.gcw) + UZ”iT”il- (1.1)

(i,g),0 i
La premiére somme, effectuée sur la variable de spin ¢ =1] (spin :I:%) et sur les sites
premiers voisins (¢, j) du réseau carré, représente un terme d’énergie cinétique (terme
de saut) ou c;fa crée un fermion de spin ¢ au site ¢, alors que son adjoint ¢;; détruit un
fermion de méme spin sur le site ¢. Les états possibles d’occupation par site sont I’état
vide |0), les états d’occupation simple |T) et |]), ainsi que ’état de double occupation
|T1) (spin opposé par le principle d’exclusion). La deuxiéme somme, quant a elle, repré-
sente I'énergie d’interaction coulombienne intra-site, c.-a-d. qui n’agit que lorsque deux
fermions de spins opposés occupent le méme site. Ce terme d’interaction non-linéaire,
de type liaisons fortes [33, 14|, est répulsive lorsque U > 0 et attractive dans le cas
contraire.

Physiquement, la partie cinétique dicte un comportement ondulatoire des électrons
(tendance a la délocalisation), et se diagonalise dans 'espace de Fourier ou espace réci-
proque. Le terme d’interaction, lui, diagonal en coordonnées réelles 7, j, est & l'origine
du comportement corpusculaire des électrons (tendance a la localisation). En dépit de



la simplicité de ces deux termes, la mise en jeu de ces opérateurs incompatibles, c¢.-a-
d. non-diagonalisables dans la méme base, fait en sorte que le hamiltonien de Hubbard
révele une foule de phénomeénes coopératifs complexes. Sans entrer dans les détails de ces
phénomeénes, notons seulement que le modéle de Hubbard constitue un modéle pour le
ferromagnétisme, antiferromagnétisme, et fort probablement, de fagon trés simplifiée,
de la supraconductivité [33, 14].

Du coté de la supraconductivité, aucun calcul numérique a ce jour ne semble mettre
en évidence une phase supraconductrice & U > 0. Il faut tout de méme se garder de
conclure définitivement qu’une telle phase n’existe pas sachant que, d’un point de vue
numérique, la mise en évidence de transitions de phase est un probléme extrémement
difficile & cause des effets de taille importants. Pour cette raison, plusieurs efforts de re-
cherche se sont concentrés sur le modéle U < 0 qui présente, dans le cas limite U — —oo,
un état supraconducteur résultant de ’appariement des fermions en paires bosoniques
IT]) (condensation de Bose). Comme le modele & U < 0 ne représente pas une situation
physiquement possible, on justifie son étude comme modeéle phénoménologique (par op-
position & microscopique) d’un mécanisme encore inconnu a lorigine d’une interaction
attractive.

Remarques:

1. Le hamiltonien de Hubbard est parfois écrit sous la forme
1
H=—t3 (ngcjo + ngcz’o) — Yy nie +U Y (nir —3)(niy —3). (1.2)
</L'7j>70- /L'VO. Z

Le terme d’interaction de cette forme difféere de la premiere dans le fait que ’état
demi-rempli du modele (un électron par site, (n;) = 1) correspond a p = 0 (u
est le potentiel chimique ou le parametre de remplissage), alors que pour la forme
(1.1), ce méme état correspond a p = U/2.

2. Une contribution de saut aux seconds voisins ((z, j)) peut étre incluse avec le terme
additionnel suivant [37]

Ky =—t Z (c;facjg + c;(gcw) . (1.3)
((,5)),0

3. La plupart des propriétés du hamiltonien (1.1) qui nous occuperont ici résultent
de la transformation canonique Lieb-Mattis [13]

> e, — (—1)id). (1.4)

Cette transformation permet de passer du modele répulsif au modéle attractif

H(t,U) — H(t,—U) + UNy, en plus de transformer entres elles les observables
reliées a la charge @ oc ny +mn| et au spin S, < ny —n:

n+n — m-n+1 = Q-5 +1 (1.5a)

ny—n — TLT-I—TLL—l = SZ—>Q—1. (15b)



Nous verrons plus loin que cette transformation induit une symétrie particuliére
au niveau des fonctions de Green survenant & U > 0 lorsque t' = 0 et que le réseau
est demi-rempli (n;) = 1. On parle dans ce dernier cas de symétrie particule-trou
puisqu’il existe a demi-remplissage autant d’électrons que de trous, ces derniers se
comportant également comme des fermions.

. Dans les simulations, des conditions aux limites périodiques 1 = N +1 =1 et
Jj = Ny +1=1sont adoptées de fagon & enrouler le réseau en un tore. De plus,
pour fixer les unités, nous utilisons, suivant la littérature courante, la convention
h = kp = 1 dans ce travail de méme que dans les simulations. I’inverse de la
température [3 est mesuré en unités de 1/t alors que le couplage U est mesuré en
unités de t.



2 | Méthode du déterminant

L’algorithme du déterminant est utilisé dans le but de calculer la moyenne thermo-
dynamique de diverses quantités physiques d’intérét. Pour une observable représentée
par Popérateur quantique O, cette moyenne thermodynamique se calcule, au sein de
I’ensemble statistique grand canonique, en utilisant la formule bien connue

TI' Oefﬁ(HfiuN)
<O> - Tr e*ﬁ(H*NN) ’

(2.1)

ou H et N représentent respectivement 'opérateur hamiltonien de Hubbard et 1'opé-
rateur de nombre d’occupation (& distinguer du nombre de sites), alors que u est le
potentiel chimique fixant le remplissage du réseau. Cette trace n’est pas évaluée di-
rectement; en effet, nous montrons dans cette section-ci comment, en pratique, elle
est transformée de facon a ce qu’elle devienne une trace sur des variables classiques
(commutantes) par U'introduction d’un champ auxiliaire, puis calculée efficacement et

avec une certaine précision a I’aide d’une méthode de calcul stochastique dite de Monte
Carlo.

2.1. Décomposition de Trotter

La premiére simplification que nous effectuons concerne 'opérateur H—pN qui peut étre
décomposé en une partie cinétique K et une partie d’interaction V' pour lesquelles nous
avons [K,V] # 0 et donc eXTV # eKeV. Néanmois, comme eX et eV sont facilement
diagonalisables, il convient, de fagon pratique, de les séparer a I’aide d’une décomposition
de Trotter-Suzuki [36]:

N, N,
e BIE+V) _ HQ*AT(KH‘VZ) ~ HefATK’efATV’ + O(ATZ)Nn (2.2)
=1 =1

ou At = 3/N;. L’entier N; est appelé le nombre de tranches de temps imaginaires du
fait de I’analogie qui existe entre Popérateur statistique e ?# et Popérateur d’évolution
et A noter que pour linstant, I'indice I affublé sur les opérateurs ne spécifie que
lordre (arbitraire) du produit de ceux-ci.

L’approximation est dite de premier ordre parce qu’elle est exacte jusqu’a 'ordre
AT. En effet, le terme résiduel O(A7?) [25, 33] provient évidemment du commutateur
K, V] non-nul, et est la seule erreur systématique de l’algorithme mcQ. Le facteur N,
devant O(A7?) vient du nombre de fois que le commutateur [K, V] est négligé. Comme

10



2.2. Transformation de Hubbard-Stratonovich 11

N; = /Ar, Verreur totale est d’ordre A7. En pratique, on contourne cette erreur en
extrapolant les valeurs des observables pour A7 — 0, étant donnée que la décomposition
est exacte lorsque N, — oo. D’autres types de décomposition d’ordre supérieur sont
aussi envisageables; nous y revenons dans la section 4.

2.2. Transformation de Hubbard-Stratonovich

Une simplification supplémentaire de la trace peut étre opérée en rendant la partie d’in-
teraction V' quadratique en opérateurs de fermions par une transformation de Hubbard-
Stratonovich (uS) discrete (cf. [33] pour les références orignales). Cette transformation,
qui transpose le probléme des électrons en interaction (terme non-quadratique) en un
probléme sans interaction mais avec un champ auxiliaire, peut étre vu comme une ap-

plication de la formule
A2 = L = R (2.3)
V2T ’ '

permettant de calculer, a gauche, ’exponentielle d'un terme quadratique (eAQ/ 2) par
une intégrale complete sur une variable intermédiaire x (le champ auxiliaire) de termes
exponentiels e~4% linéaires en A [20].

Transformation

De fagon plus spécifique, la transformation, dans le cas de 'algorithme MCQ, consiste
a introduire un champ classique auxiliaire (le champ HS) de variables discretes réelles
x;; = 1 a chaque tranche de temps [ = 1,..., N; et pour chacun des sites du réseau
spatial 2 = 1,..., N. On remplace ainsi le réseau spatial de IV sites par un réseau espace-
temps de VN sites qui reproduit la dynamique fermionique aprés avoir intégré tous les
degrés de liberté du champ auxiliaire. En définissant pour chaque tranche de temps [ et
chaque site ¢

Vig = Ungngp — p(nig + ngp), (2.4)
nous pouvons écrire
N
e ATV _ AT Vig He*ATVl, (2.5)
=1

puisque les opérateurs de nombre commutent. Nous obtenons alors, pour chaque site 7,/
du réseau espace-temps, un terme de la forme

~87Vis _ o ArfU o —4) =) () i) 2.
sur lequel nous appliquons la transformation HS discréte [12]:

U
e A3l Z eii(nit—niy) U>0

7ATU(TLZT7£)(’)’L7‘17£> — m1',,l::|:1
e 2 2 e_AT%l Z eAxi,l(niTJ"nil*l)’ U<0 (2.7)

Ii,l:il

[\



2.2. Transformation de Hubbard-Stratonovich 12

— (Ar|U1/2

avec x;; = £1. Le parametre A est fixé par cosh(\) , ou les formules équiva-

lentes
tanh?(\) = tanh(A7|U| /4), A =In(eATIVI2 L y/eATIUl — 1), (2.8)

Par cette transformation, on voit que l'interaction coulombienne & deux corps est rem-
placée par une interaction & un corps quadratique en opérateurs de fermions

/\xi,l(niT — nil), U=>0

Un”nil - { )\1‘¢7l(nﬁ + n;| — 1), U<0 (29)

qui a pour effet de coupler le champ HS avec la composante nette du spin (n;; —n;|) ou
la charge nette (n;; + n;|) selon le signe de l'interaction U.

Calcul de 1a trace

Suivant les étapes de la section précédente, nous pouvons écrire la fonction de partition
sous la forme

N, N
7 = TI,H e*ATKl HefAT[Un,;Tnilfu(niT—&—nH)] (210&)
[ i

N, N
= Tr H e ATK H e~ ATV (i = 5)(niy =) (=) (nig+ni ) — 217 (2.10Db)
! i

qui devient, par la transformation de Hubbard-Stratonovich pour U < 0 (le cas U > 0
est similaire),

N+ N
7 — Ty He—A‘rKl He—AT% Z e/\mi,l(niT'i‘nil—l) eAT(“_%)(niT+nil)eAT%_ (211)
! i ibi’lzﬂ:l

Maintenant, en utilisant 'identité suivante:

T

Nr N
HH Z eTil  — H (emtz + e“iz) (e“;z + emiz) (ew}z + em;h’) (2.12a)
l

i oz ==+1 [
N- N
- ZHHBM (2.12b)
{aig} 1 4

nous pouvons réorganiser la somme sur la variable x;; en une somme sur toutes les
configurations {x;;} du réseau espace-temps:

N- N

7 = Z Tl"HeiATK’ HGMU“(”"’T—F””*I) eAT(H*g)(niT‘i‘nil) (213&)
{:vi’l} I 7
Nr N

= Z TrHe_ATK’ He_/\“’iale(”iT+”il)[/\mi,l+AT(u—%)], (2.13b)

{Ii,l} [ 7



2.2. Transformation de Hubbard-Stratonovich 13

qui devient, en séparant les composantes de spin,

N, N
Z = Z TrHe*ATKl He#‘““ H e Vil (2.14)

(win} | i o=1l

ot V.9 = Ax;; + At(p — U/2). Comme la trace est faite sur les variables fermioniques,
le terme contenant la variable HS peut étre mis en évidence, ce qui nous laisse

N, N
Z = Z S H Tlr]‘_[e_A‘rKl[r Heni’aviifl, (2.15)

{zig} o=Tl l i
ayant défini

Nr N Nr N
S = HHe—m,z — exp <_A;Zx,> : (2.16)

Finalement, en développant les opérateurs Kj et n; , en opérateurs de seconde quan-
tification [33], nous obtenons

Z=ZSHT1"

ﬂDf({ml-m] , (2.17)

{zin} o=1l l
ou
Df ({wi}) = e~ 27l Kidtio ol o (Vs (2.18)
et K;; = —t pour 4, j premiers voisins. Dans le présent contexte, 'opérateur Df ({z;;})

constitue un opérateur d’évolution de la tranche de temps imaginaire [ —1 & la tranche [,
séparée de la premiere par un intervalle de temps Ar. L’opérateur d’évolution en temps
imaginaire de la tranche Iy & [ est défini par

U%(ly,l2) = D}...D7 4. (2.19)
Avec cette définition, nous pouvons écrire
Z=>Y ST TUr(n,,0). (2.20)
{zig} o=Tl

Comme derniére simplification, on peut démontrer, suivant [33, p.139], que la trace
sur les variables fermioniques se raméne & un déterminant, de sorte que la fonction de
partition devient

Z=>" 5[] detll+ B%, B, _.--Bf] (2.21)
{2} o==%1
ou
By = e ATKW (2.22a)
K = —t, i,J premiers voisins, (2.22b)

{ bijloAzi) + AT(p —U/2)], U>0 (2.22c)

0ij [Axi,l + AT(/L — U/Q)} ) U <0.



2.3. Echantillonnage Monte Carlo 14

A noter que la somme intervenant dans I’6q.(2.21) est effectuée sur toutes les configura-
tions possibles du champ HS, et que 1 repésente la matrice identité N x N. Remarquons
aussi & ce point que ’évaluation de la trace sur les variables fermioniques a eu pour
effet de remplacer 'opérateur K par une matrice N x N symétrique, que nous noterons
encore par K, alors que V,7 représente la matrice d’interaction qui est diagonale. En
considérant une interaction positive, il faut se rappeler que S = 1.

Valeurs moyennes

Nous démontrons ici que le poids statistique w({x;;}), aussi appelé poids thermodyna-
mique ou poids de Boltzmann, associé a une configuration {x;;} particuliére est donnée
alU >0 par
a({wi}) = [ detll + BR, Bf, 1...B7]. (2.23)
o=%1
En effet, a I’aide de la fonction de partition écrite sous la forme (2.21), la valeur moyenne,
au sens thermodynamique, d’une observable O se réduit a

ST mo [ o0 Y (0), w{migd)

oy = ed = = Lruth (2.24)
S [ vo(w-,0) Soa({ri))
{mi,l} o==+1 {"Ei,l}

ol <O>({)m} dénote la valeur moyenne, au sens quantique, de 'opérateur O pour une
configuration donnée du champ HS (champ sans interaction d’ou l'indice supérieur 0):

o [] U°(N,,0)
o==+1

T [[ U°(N-,0)
o==+1

(0, = (2.25)

2.3. Echantillonnage Monte Carlo

Le probléme que nous devons résoudre maintenant consiste a évaluer des valeurs moyennes
de la forme (2.24) ou, tout simplement, une somme telle que

A=) a(z)p(x), (2.26)

sur un ensemble de valeurs = correspondant aux configurations {w;;} (a(x) correspond
a l'observable & calculer et p(x) = w({z;;})). La difficulté majeure que I’on rencontre
en tentant d’évaluer cette somme est la taille gigantesque du domaine de définition de
la variable z. Dans le cas qui nous occupe, chaque variable du réseau espace-temps peut
prendre les valeurs 1, ce qui fait qu'il existe au total 2V configurations possibles
du champ HS pour lesquelles a(z) et p(x) doivent étre évalués si 'on désire calculer
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A exactement. Evidemment, un tel probleme, de complexité exponentielle en N et N,
dans le pire des cas, est hors de portée numériquement tout comme 'est d’ailleurs le
probléme original du calcul de la trace sur les états quantiques!

Pour sortir de cette impasse, nous optons pour un calcul approximatif de A en nous
restreignant & un sous-ensemble représentatif de ’ensemble complet des configurations
du champ. Le probléme, dans ce cas, se réduit & choisir les valeurs du sous-ensemble re-
présentatif dont la taille sera fonction de ce que nous entendons par approximation. Plus
précisément, étant donnée 6 > 0, comment choisir efficacement les valeurs de x nous
permettant d’obtenir A= Aexacte 267 Une premiére méthode, dans ce sens, consisterait
A considérer x comme une variable aléatoire, notée usuellement X, qui serait échantil-
lonnée aléatoirement sur un intervalle donné pour les calculs jusqu’a ce que lerreur
statistique sur A devienne inférieure a ¢ (algorithme de type Monte Carlo direct). Cette
méthode n’est cependant pas la plus efficace pour des questions de convergence [15], pas
plus que ne Pest celle qui consisterait a générer toutes les configurations dans un ordre
prédéterminé. En pratique, on utilise plutét une variation de la méthode Monte Carlo
proposée par Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller et Teller (M(RrT)?) (voir [15]
pour les références originales). L’algorithme M(RT)? consiste & calculer la somme (2.26)
en parcourant le domaine de X a la maniére d’'une marche aléatoire en générant récursi-
vement des échantillons x pour décider, au fur et & mesure du processus de génération,
lesquels sont acceptés ou rejetés selon leur importance statistique. Les régles régissant
la génération et la sélection des échantillons sont les suivantes: étant donnée une va-
leur x (état présent ou effectif) et sa mesure statistique p(x), nous générons, par un
moyen arbitraire déterministe ou aléatoire, une deuxiéme valeur test 2’ que 1’on accepte
avec une certaine probabilité P(x — 2) = P(2/|z). Si la valeur test est acceptée (le
choix s’effectue en comparant P(2/|x) & un nombre aléatoire 7 uniformément distribué
dans lintervalle [0,1] et on accepte 2’ si n < P), elle devient la valeur effective z — 2/
pour une prochaine itération de I'algorithme. Les échantillons acceptés forment ainsi
une chaine

{Z’}A,[ = {xl — X9 — ... —> xM} (2.27)

de M valeurs reliées entre elles par une fonction de transition P(2'|x) choisie de fagon
a ce que la fréquence d’apparition des x converge vers la distribution de probabilité
recherchée (distribution cible), c.-a-d.,

oa) = Jim_— #(x € {z}u). (2.28)

La séquence générée peut ainsi étre utilisée dans le calcul de valeurs moyennes en utili-
sant la formule

M

_ 1

A= ; a(z)p(x) = A}gnoo i Zl a(zx;) (2.29)
J:

qui ne fait intervenir aucune probabilité (biased sampling). Le nombre M de configura-

tions acceptées est fixé de fagon a ce la différence entre les valeurs moyennes (2.26) et

(2.29) soit comprise dans un intervalle 6 — 0 (limite thermodynamique).
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Il existe plusieurs choix pour la probabilité de transition P(2/|x) menant au calcul de
la distribution cible p(x) (en fait il en existe une infinité). D’un point de vue physique,
le choix de cette probabilité de transition est dicté par la condition de bilan détaillé

P(2|x)p(x) = P(x|2’)p(2) (2.30)

exprimant le fait qu’a I'approche de l'équilibre & #(x € {x}a) ~ p(z), la probabilité
que la marche aléatoire passe & a’ partant de z est tout aussi probable, en moyenne,
que le mouvement inverse [15, 4]. Il est facile de vérifier que le choix

P(2'|z) = min(1,r), 7= Z((j)), (2.31)

proposé originalement par M(RT)? satisfait le critére de bilan détaillé. L'une des formes
alternatives couramment utilisée, satisfaisant aussi le critere (2.30), est la distribution

de bain de chaleur ,

1+7’

P2 |z) = (2.32)

aussi appelée algorithme de Baker [4].
Remarque:

1. En théorie des chaines de Markov, la fonction de transition P(2/|z) définit une
chaine de Markov homogeéne et discréte sur les valeurs x. Dans ce contexte, il est
possible de démontrer [15] que 1’équation de bilan détaillé ne constitue pas une
condition suffisante pour que la fréquence des valeurs de la chaine {x}5s converge
vers p(x) lorsque M — oo. Pour qu’il en soit ainsi, il faut démontrer que toute
distribution initiale sur les états converge vers une distribution limite unique. En
termes plus techniques, il faut que la chaine de Markov soit ergodique, au sens des
chaines de Markov, c.-a-d. irréductible et apériodique. Dans ce cas, la condition
de bilan détaillée nous assure que la distribution p(x) est bien la distribution
d’équilibre satisfaisant Y P(2|z)p(z) = p(z').

2.4. Calculs en pratique

Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments nous permettant de procé-
der a la description de I'algorithme BSS. Toutefois, avant de passer & cette étape, nous
allons établir quelques notations et résultats qui seront utilisés pour simplifier les calculs
numériques.

Notons tout d’abord que la fonction de partition peut étre mise sous la forme (U > 0)

Z2=3" TJ det [(G")—l} (2.33)

{2} o=+1
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ot G est une matrice N; x N, composée des sous-matrices B de taille N x N:

-1

1 0 0 - 0 —B%
-BY 1 0 -~ 0 0
0 -B§ 1 0 0
o= _ (2.34)
0 0 0 - 1 0
0 0 0 - -B%_, 1

Cette matrice constitue une fonction de Green qui, comme nous I’avons vu plus haut
(opérateur U, éq.2.19), joue le role de propagateur dans 'espace-temps pour le probléme
des électrons sans interaction. Comme nous serons & méme d’approfondir dans la pro-
chaine section, cette fonction, & elle seule, sert au calcul de toute observable exprimée
au moyen des opérateurs de fermions. Sans présager de cet aspect de G, remarquons
seulement pour 'instant que

a a a a a -1
(C)pymrpyr =G (=11 =1)= [1+ Bf, Bf,_1..BY] ", (2.35)

G?(l1,12) étant une matrice N x N.
Remarques:

1. De fagon générale, les éléments de G, que nous désignons aussi sous le terme
fonctions de Green, sont notés

G (11, 15) = (G) (2.36)

l1,l2
avec lq,ly € [1, N;].

2. Nous avons assigné expression (1 + By BY, _---BY )~! & la fonction de Green
li =13 =1 (temps égal). Cette méme fonction est associée dans [33] a la tranche
0, sans pourtant que cette tranche n’existe selon la définition de [. 11 faut savoir
dans ce cas que cette derniére notation considére le 0 comme un indice de temps
imaginaire prenant les valeurs [0, N;|. Nous établissons cette distinction plus en
détail dans la prochain section.

Au niveau de Palgorithme [32], c’est la matrice e=»75 (dénotée dans le programme

par H) et les matrices "1’ (VUP et VDWN pour les deux composantes de spin) qui sont uti-
lisées dans les calculs numériques. L’exponentielle de K peut étre calculée de plusieurs
fagons [20, 11]: soit de fagon directe en utilisant des algorithmes de diagonalisation
(TRED, TQLI de la librairie EISPACK) ou bien, indirectement sachant que le terme ciné-
tique est diagonal dans l'espace de Fourier. Dans les deux cas, nous nous trouvons a
factoriser la matrice K selon K = AT diag(ey)A dans le but d’obtenir la matrice de saut

e AT = AT diag(e 27F)A, (2.37)
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les ¢}, étant les énergies propres des fermions libres (voir annexe), et A la matrice com-
posée des vecteurs propres associés & ces valeurs propres.

Dans le programme présentement utilisé, la diagonalisation du terme cinétique s’ef-
fectue de fagon indirecte & partir de sa forme analytique dans ’espace de Fourier. Ceci
nous permet d’inclure facilement un terme ¢’ de saut aux seconds voisins difficilement
traitable par la méthode des matrices éparses [33, 37|. Nous modifions, en plus, la dé-
finition de l'interaction afin que le potentiel chimique se retrouve dans la matrice de
hopping:

ek(ts, ty,t') — epta, ty,t') — p. (2.38)

On fixe ainsi le demi-remplissage a o = 0, contrairement a la forme (2.22¢) avec laquelle
le demi-remplissage est atteint lorsque p = U/2. Pour ce qui est des matrices d’interac-
tion définies pour chaque tranche de temps et pour les composantes de spin, seuls les NV
éléments diagonaux (e"1”); = e(V17)i sont conservés dans un vecteur de dimensions N.
Les matrices VUP et VDWN contiennent la totalité de 'information qui nous permet de
reproduire les configurations du champ auxiliaire. Pour des raisons pratiques cependant,
nous définissons une matrice supplémentaire de taille N x N, la matrice SPIN composée
de £1, donnant directement 1’état du champ HS.

La mise & jour d’une fonction de Green aprés le basculement d’une variable du champ
HS est facilement calculable a partir de la matrice G. En effet, soit les configurations
{xi} et {},}, auxquelles sont associées les fonctions de Green G et G’ (on omet I'indice
de spin). On peut dériver, a I’aide de formules analogues a celles de Morrison-Woodbury-
Shermann [33, 38|, la formule suivante:

G = (V)G = (V)G [1 - e—V+V’} G. (2.39)

Si {z;} et {x};} ne different que d'une seule variable z;; = —z}; (basculement unique),
la relation précédente se réduit a (somme sur les indices répétés)

1
14+ (Gy —1) (1 - e(Vz')ir(VE)n)

G;Tm = Gmn + (sz + 6m2) (e(vl’)”_(V’)” - 1) in-
(2.40)
du fait que la matrice [l—e~Y*+""] ne contient qu’un élément non-nul sur sa diagonale a la
position (7,1) [33, p.547-550]. Dans cette derniére équation, G;; = (G(I,1));;. Au niveau
de D'algorithme, cette derniére expression est extrémement utile étant donné qu’elle
nous permet de calculer la fonction de Green sans recourir & des produits matriciels,
contrairement a 1’éq.(2.35). Dans la méme lignée, il est possible de calculer le rapport
des déterminants des fonctions de Green G et G’ & aide de la relation suivante:

_ det(G)

R= 3@

=1+ (G 1], [L—e VTY] (2.41)

i

que P'on dérive a partir de 1’éq.(2.40), sachant que det(AB) = det(A) det(B).
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Remarque:

1. L’expression compléte de R, en tenant compte de I'indice de spin, est
[T5—1, det [(Gm)_l}
[Tos det [(G7)']

a U > 0. Pour une interaction attractive, U < 0, il faut en plus introduire le

facteur S de 1'éq.(2.16)

e [,y det[(G9) 7] _ e Homnt det[(G'7) 1]
e it [[,_p) det[(G7) ] [T5— det[(G7) =]

RiR| = (2.42)

RiR, = (2.43)

Passons maintenant a la description de I’algorithme.

Algorithme. Pseudo-code approximatif du programme hubb. £.

Initialisation
DO nmes = 1,nsweep + nwarm
DOl =1,N,

IF(mod(l,nmodul) = 1) THEN
Calcul de G(l,1)
IF(l =1 et nmes > nwarm) THEN

Calcul des observables + fcts Green & temps inégal

END IF

ELSE
Enroulement de G(I,1)

END TF

DOi=1,N
Balayage (4,1) du champ HS

END DO

END DO
END DO

1. Initialisation. La toute premiére étape du programme consiste a calculer la matrice
de hopping (2.37), qui demeure constante tout au long d’une simulation, ainsi qu’a
initialiser le registre SPIN & partir duquel on calcule les matrices d’interaction
(2.22¢) (VUP et VDWN). Le champ HS est initialisé soit & partir d’une configuration
archivée ou aléatoirement & 'aide d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires.

2. Génération et échantillonnage des configurations. Débute ensuite la simulation en
tant que telle qui consiste a balayer nmes + nwarm fois le réseau espace-temps.
Ici, nmes est le nombre de mesures Monte Carlo, c.-a-d. le nombre de fois qu’on
mesure une observable sur une configuration du champ auxiliaire, et nwarm et le
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nombre d’itérations de thermalisation servant & amener graduellement le réseau
HS A la température désirée partant de la configuration initiale aléatoire (3 — 0)
[37, figs. 3.5, 3.7].

Le balayage des sites procéde comme suit: partant de la premiére tranche de
temps (I = 1), nous calculons la fonction de Green

1
1+ B}, B, _,...B]

G7(1,1);; = : (2.44)

ij
puis visitons un & un les sites de ’espace réel i = 1,..., N. Pour chacun des sites,
nous tentons un basculement x;; — —x;; qui est accepté selon la probabilité (bain
de chaleur) | ’
_ IR

P(xz,l - xz,l) 7 T ’RTR1’7
ol Ry est donné par la formule (2.41) dans laquelle nous avons restauré 'indice de
spin. Si le basculement est accepté, nous recalculons la fonction de Green a partir
de I’équation (2.40). Dans le cas contraire, nous passons au site suivant.

(2.45)

Lorsque tous les sites d’une tranche de temps ont été visités, nous passons a la
tranche de temps suivante. Pour cette tranche (1), nous avons besoin de la fonction
de Green que nous calculons a partir de la formule suivante:

1

(1) = 2.4
G715 1+ B} \B{B}, ..Bf |~ (2.46)

J
ou bien, par la formule dite d’enroulement
Go(1+1,1+1) =B/ G°(1,1)(Bf)~ L. (2.47)

Ce dernier calcul nécessite moins d’opérations matricielles que la formule (2.46)
mais est beaucoup plus instable numériquement étant donnée sa forme itérative.
Ainsi, en pratique, on calcule les fonctions de Green par enroulement sauf en un
certain nombre de tranches de temps imaginaire, & tous les nmodul tranches pour
étre plus précis, ol le calcul s’effectue de fagon stable & partir de 'expression

(2.46).

3. Calcul des observables. Apres stabilisation, on procéde au calcul d’une liste prédeé-
terminée d’observables (moyenne ( >?m}) sur une tranche spécifique quelconque, ici
[ = 1. Le choix de cette tranche est totalement arbitraire (remarque §3.2), et le fait
que les observables ne soient calculées qu’a cette tranche a pour but de décorréler
les moyennes obtenues par rapport & des observables qui seraient calculées a toutes
les tranches. Les configurations du champ HS, rappelons-le, sont générées par des
basculements successifs de x;;, induisant une grande corrélation statistique entre
les fonctions de Green successives G(I,1) et G(I + 1,1+ 1).

Cette section du programme commande aussi le calcul des fonctions & temps inégal
a partir desquelles nous calculons toutes les observables dynamiques (section 3).
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2.5. Calculs des statistiques

Pour une observable O, un calcul Monte Carlo génére une série de L données {O}, =
{O(x1),0(x2),...,0(zL)} = {01,042, ...,0L} (mesures brutes) correspondant aux va-
leurs <O>[{)m} prises sur L configurations du champ HS. A partir de ces données, plusieurs
quantités statistiques peuvent étre obtenues. D’abord, nous pouvons calculer la valeur
moyenne Monte Carlo (moyenne thermodynamique)

1 L
(O)e = - O). (2.48)

La wariance associée a cette moyenne est calculée par
1 L
_ = L 2
var(0) = - z;(oz (0)) (2.49)
1=

alors que I’écart-type est défini comme o = /var(O).
Remarques:

1. Formellement, le facteur L — 1 devrait apparaitre dans ’expression de la variance
au lieu du facteur L. Toutefois, comme nous traitons un grand nombre de mesures
(typiquement plus de 100 000), on peut faire 'approximation L — 1 ~ L afin de
calculer la variance.

2. Dans le programme hubb.f on calcule la variance en évaluant

1 & P&\
var(0) = - ZO? - (Z ZOZ') (2.50)

i=1
au lieu d’utiliser I’expression (2.49) qui suppose le calcul préalable de (O).

Ce qu’il y a d’important & noter au sujet des statistiques est que 1’écart-type ne
constitue pas, en général, une mesure significative de ’erreur Monte Carlo sur la va-
leur (O). En fait, par le théoreme de la limite centrale appliqué au processus Monte
Carlo, lerreur est plutot donnée par /var(O)/N si les données O; sont statistique-
ment indépendantes et distribuées normalement [15, 4]. A Dopposé, si les données sont
complétement dépendantes, l’erreur est y/var(O). En pratique, les valeurs O; ne sont
ni complétement dépendantes, ni complétement indépendantes statistiquement du fait
que les configurations générées au cours d’une simulation ne le sont pas non plus; en
effet, chaque configuration est obtenue d’une autre par le renversement d’une variable
x;; et on passe de I'une & I'autre par l'intermédiaire d'un nombre pseudo-aléatoire. On
peut vérifier par contre que I’hypothése des données distribuées normalement est valide
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dans la plupart des cas, exception faite des simulations ol 'on retrouve le probléme
d’ergodicité (chapitre 4).

Subsiste tout de méme le probléme de I'indépendance statistique des données que ’'on
contourne efficacement en utilisant deux stratégies. La premiére consiste, comme nous
I’avons noté plus haut, & mesurer les observables sur des tranches de temps relativement
éloignées 'une de I'autre. La deuxiéme consiste, quant & elle, a regrouper les mesures
brutes {O1,...,0r} en blocs (bins) de K mesures (Lmod K = 0) moyennées entres
elles pour obtenir L/K nouvelles mesures {O1,...,0} / ¢} moins corrélées. Le choix de
K dépend d’une foule de facteurs: la taille et les parametres des simulations, le nombre
de mesures L, pour ne citer quelques exemples (se référer a [33] et a la page web pour
plus de précisions).



3| Théorie des fonctions de Green

Formellement, une fonction de Green est une moyenne quantique ou thermodynamique
d’opérateurs de seconde quantification (opérateurs de champ) de la forme (c(t)ct(¢')) ou
(cT(#)e(t)), t' et t étant des instants arbitraires. En théorie quantique, ces temps sont
réels et on interpréte (c(t)c'(t')) comme I'amplitude de probabilité qu’une particule
créée par ¢l () & un instant # soit annihilée plus tard & un instant ¢; la particule
se propage de ¢ & t et on parle ainsi de propagateur (I'interprétation de {(cf(t')c(t))
est quelque peu différente, [34]). En physique statistique, comme seules des moyennes
thermodynamiques stationnaires, et donc indépendantes du temps, sont considérées, la
notion de temps perd un peu de son sens. Cependant, en vertu de I'analogie entre les
opérateurs e P et et notée auparavant, il est tout méme possible de définir un temps
imaginaire fictif en considérant le point de vue de Heisenberg des opérateurs [33, 1].
Selon ce point de vue, nous pouvons définir les opérateurs

ci7g(€> _ eEAT(H_“N)Ci7U€_€AT(H_”N) 3.1&)

CI,U(@ _ eEAT(H—pN)c;r’ae—EA‘r(H—pN)’ (31b)

a partir desquels est définie la fonction de Green en temps imaginaire

0
C (ewoltel () o t>b
G7 () = (Tieig ()l (02)) =1 ) & (3:2)
_ <cj’o_(/€2>ci’o'(/€1>>{m} R 52 > fl
Dans cette équation, T; est I'opérateur d’ordre chronologique
A(tl)B(t2>, t1 > to
TA(t1)B(te) = , 3.3
(1) B(t2) {B(tQ)A(tl), t <t 3.3)

On définit aussi les fonctions de Green en temps imaginaire sous la forme suivante:

Ga (7_) L= <cl'7f7(7->c§,a'>?9:}’ 7>0 (34)
& —<C;7UC¢7U(T)>?I}, r<0.

avec T = {1 — 0y € [—[3, (] Cette forme est justifiée par certaines propriétés des fonctions
de Green énoncées dans la section suivante.

23
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Remarque:

1. Nous avons introduit dans la définition précédente 1’indice de temps £ que ’on doit
distinguer de 'indice de tranche de temps . La différence entre ces deux variables
réside dans le fait que la valeur £ = 0 est permise pour rendre compte de cas
¢io(0) = ¢io, alors que I € {1,...,N;} par définition (voir remarque §3.2 pour
plus de détails).

Par analogie avec I'interprétation des fonctions de Green en temps réel, on interpréte
’éq.(3.2) comme le propagateur d’un fermion se déplagant sur le champ libre us. Notons
toutefois que cette interprétation ne doit pas étre prise trop littéralement pour la simple
raison que le champ S n’est pas un champ physique; il ne constitue qu'un champ fictif
ayant pour but de transformer I'interaction entre les fermions par une interaction avec
un champ classique reproduisant la dynamique quantique du probléme par ’entremise
d’une trace sur les configurations {x;;}. Cette remarque étant faite, notons, ou rappe-
lons plutét, qu’il existe deux niveaux de fonctions de Green, tout comme il existe deux
niveaux de moyennes: le premier est une moyenne quantique calculée pour une configu-
ration particuliere du champ us (définition ci-haut faisant intervenir ( >?m}), alors que le
deuxiéme référe a la moyenne des ces fonctions évaluée sur toutes les configuration du
champ (moyenne thermodynamique ( )). Au risque de brouiller cette distinction, mais
pour simplifier la notation, nous délaissons l'indice supérieur 0 et lindice {x} sur la
moyenne de G(l1,l2) et nous désignons les fonctions de Green thermodynamiques aussi
par G.

3.1. Propriétés

Les fonctions de Green satisfont plusieurs propriétés. Nous en mentionnons ici quelques
unes qui sont démontrées en partie dans [33, 34]. Il est & noter que toutes ces propriétés,
a I’exception faite de I’anticommutateur, de 'invariance sous rotation dans le cas U < 0,
et de la propriété cyclique de la trace sont vérifiées au niveau des moyennes Monte Carlo.

1. Invariance sous translation du temps. G(T1,7T2) est une fonction qui ne dépend
que de la différence de temps 7 =711 — 72 € [ (3, 3], c.-a-d.,

G(71,72) = G(1,0) = G(7). (3.5)
2. Propriété cyclique de la trace (temps égal). Pour 1 <n < N,
G(N; +n,N;+n) =G(n,n). (3.6)
3. Condition d’antipériodicité (temps inégal). —3 < 1 < 0,

G0F +71) = -G+ 7). (3.7)
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4. Anticommutateur.

Gr=0"N-Gr=0)=1 (3.8)
5. Invariance sous rotation du spin. Pour U < 0 ou (n) =1,

Gl ({zi1}) = GH({wia})- (3.9)

La condition d’antipériodicité et ’anticommutateur sont illustrées dans la figure 3.1
représentant une fonction de Green typique.

Remarques:

1. Pour U = 0, G(1) = 0.5 & k = kp. Dans ce cas, on dit qu’il n’y a aucune
dynamique HS puisque que G est constante pour tous les temps 7.

2. A demi-rempli au niveau de Fermi G(t = 07) = G(t = 37) = 0.5.
3. G(t=07) +G(r = p7) =1, valide pour tout vecteur d’onde.

4. La fonction de Green devient de plus en plus concave au fur et & mesure que |U]|
croit.

5. Pour les calculs numériques, seul l'intervalle de temps [07, 37| peut étre considéré.

6. La propriété d’invariance sous translation dans le temps permet de considérer for-
mellement une tranche de temps [ = 0, différente de £ = 0, qui coincide exactement
avec la tranche N, de méme qu’une tranche N, 4+ 1 coincidant avec la tranche
1, et ainsi de suite. Cette propriété est illustrée dans la figure 3.2 sur laquelle on
présente aussi la distinction a faire entre les variables [ et £.

3.2. Fonctions de Green a temps égal

En calculant explicitement la valeur moyenne <T;ci70(€1)c;( U(fg»({)m}, il est possible de
démontrer (annexe 5 de [33]) que l'expression matricielle des fonctions de Green a temps
égal (I =1la =1) est

0 1
g iso= : T =
ij

ou les matrices By, I = 1,..., N,, sont définies dans '’éq.(2.22a). Aussi, 1 dénote la
matrice identité (N x N) et la division est & interpréter comme 'inverse matriciel.
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vl 017 !0+ ﬁlk!ﬁ

y ! y 2

Figure 3.1: Fonction de Green G(7, k) typique sur lintervalle [—3, 2/3].

Remarque:

1. En rapport avec la remarque précédente, nous adoptons dans ce travail une conven-
tion d’indice différente de celle utilisée dans [33] pour ce qui est de la formule
précédente. Au lieu d’écrire les fonctions de Green en utilisant I'indice de temps
£, nous utilisons l'indice de tranche [ pour bien mettre en évidence le fait que les
matrices By ne sont définies que pour [ = 1,..., N;. Cette différence de notation,
encore une fois soulignée dans la figure 3.2, peut facilement étre mise en corres-
pondance avec la notation de [33] par le changement | — [ — 1. C’est aussi cette
convention (1) qui est utilisé dans le programme hubb. f.

Afin de s’exercer & manipuler 'expression précédente, nous dérivons maintenant
'6q.(2.47) présentée dans la section décrivant 1’algorithme Monte Carlo comme la for-
mule d’enroulement. Pour cela, notons seulement que le produit B;G(l,1)B, L peut se
réécrire comme

B(1+ B, 1--BiBy,.--B) 'B7' = [B(1+Bi1---BiBn,. - B)B; '}
(1+B;---BBy, - "3171)71
= GI+1,1+1), (3.11)

de sorte que
G'(l+1,1+1)=B/G°(,1)(BY) . (3.12a)

En sens inverse du temps, c.-a-d. en considérant un produit & [ — 1, on obtient

G7(1-1,1-1) = (Bf ) 'G7(1,1)BF . (3.13)
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! | G(N+L,N,+1)

Ny
NT_l NT G(NT’NT)
N1
4] ’
4
3
) 3
2 [G(2,2)
1
[=1]|G(1]1)
{=0

G(~t) G(x)

Figure 3.2: Disposition des tranches de temps [ par rapport aux temps imaginaires £ et
évolution des fonctions de Green G(7) dans le temps (cf. explication dans le texte.)

3.3. Fonctions de Green a temps inégal

Des formules similaires a 1’éq.(3.10) existent pour les fonctions de Green a temps inégal
(li # l2). Elles sont dérivées dans [33, 12] en convention de notation ¢ et ont pour
expressions en convention I:

B 1
"1+ Bj,1---BiBw, - By,
1

N By 1B I > lo. (3.14b
1+Bll—1"'BlBNT"'Bll -1 las 1> 12 ( )

G(l,l2) = By-1Biy-2- (3.14a)

11 est facile de voir que ces expressions peuvent s’écrire comme un semi-enroulement

G(ll, lg) = Bh,1 L BIQG(ZQ, lg), (315&)
= G(ll, ll)Bllfl < Blg: 1 > lQ, (315b)

que nous notons de facon symbolique de la maniére suivante:

G(1,-) = B--BG(-,-) (3.16a)
G(—1) = G(-—-)B---B (3.16b)

afin d’indiquer qu’un produit de B a gauche augmente l'indice de temps de gauche et,
inversement, qu’un produit a droite réduit I'indice de droite. Ces produits symboliques
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de propagation sont valides pour I3 > ls de méme que pour I} < [y pour autant que les
fonctions de Green résultantes soient interprétées correctement en considérant I’ordre
chronologique. Pour abaisser I'indice de gauche ou augmenter I'indice de droite, on a
plutot
G(l,-) = B! B7'G(—,-) (3.17a)
G(_7T> = G(_v_)B_l "'B_la (317b)

I’ordre précis des indices dans les produits étant

G(ll,lg) = Blzl .- B];ilG(lg,lg) (318&)
= G, W)B'-BY, L <l (3.18b)

Par la propriété d’invariance sous translation dans le temps, la seule fonction de
Green a calculer est la fonction G(7). Cette fonction, pour tous les temps 7= 0,1,..., Ny,
peut étre calculée selon plusieurs méthodes différentes (figure 2) . L'une de celles-ci
consiste & propager la fonction G(1,1) = G(7 = 0) (convention de temps zéro utilisée
dans le programme) avec 1’éq.(3.16a) (propagation directe)

G0) = G(1L,1)
G(1) = G(2,1)=B1G(1,1)
G(2) = G(3,1) = BG(2,1) = BeB1G(1,1)

G(N:) = G(N:+1,1) = Bn.G(N;,1) = By, --- B1G(1,1) (3.19)
Une autre méthode consiste & propager

G(B7) = —G(07) = 1 — G(0H), (3.20)

c-a-d. 1 — G(1,1) en utilisant ’éq.(3.17b) (propagation inverse)

G(N;) = G(N-+1,1)=[1-G(1,1)]
G(N.—-1) = G(N:+1,2)=G(N,+1,1)By
G(N.-2) = G(N-+1,3)=G(N,;+1,2)By

= G(N,+1,1)By'B;!

G(0) = G(N;+1,N-+1)=G(N; +1,N:)By!
= G(N;+1L,1)B;'By"--- By, (3.21)
En pratique, dans le but d’éviter les erreurs numériques qui s’accumulent dans les

produit de propagation, nous conjuguons 'effort des deux méthodes en procédant au
calcul de G(7) par propagation directe pour la moitié des temps 7 = 0,1,...,N;/2, et
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par propagation inverse aux temps 7 = Ny, N. — 1,...,N;/2 4+ 1. L’erreur sur G(1,1),
dans ce cas, est propagée seulement sur un demi-intervalle, [0, 3/2] ou |3/2, 3] selon le
type de propagation, au lieu de l'intervalle complet [0, 5]. De plus, comme pour le calcul
des fonctions de Green a temps égal, on calcule G(7) a I’aide d’un produit itératif du
genre G(n + 1,1) = B,G(n, 1), sauf aprés un nombre de tranche précis (nmodul) ou le
produit By, - -- B1 est calculé complétement en utilisant certaines procédures de stabili-
sation, pour étre ensuite multiplié par G(1,1) (cf. section §4.1). Ceci permet d’enrayer
la majeur partie des «imperfections» de G(7) prédominantes a basse température.

Remarques:

1. La relation (3.20) se dérive & partir de 'anticommutateur (3.8) et de la propriété
d’antipériodicité

~-G(r=0") = 1-G(r=0")
= G(r=0"+7). (3.22)

Pour obtenir la relation voulue, nous adoptons la convention G(1 = 07) = G(1,1),
G(r = 7)) = G(N; + 1,1). Le fait d’utiliser 07 comme zéro du temps est totale-
ment arbitraire; tout ce qui est requis dans ce cas est que § corresponde a N;.
Inversement, 37 doit étre utilisé si 0~ représente l’'origine du temps.

2. Le choix de G(1,1) comme fonction de départ pour calculer G(7) est totalement
arbitraire puisque la transformation HS ne fixe aucune référence quant au choix de
la numérotation des tranches de temps imaginaire. Notons de plus que l'invariance
sous translation dans le temps est vraie lorsque la trace sur les variables HS est
effectuée exactement, ce qui n’est jamais totalement le cas. Ce dernier point est
discuté brieévement dans la section 4.3.

3. 1l est préférable de ne pas utiliser la formule de semi-enroulement direct lorsque
la fonction de Green G(7) a calculer est plus grande que la fonction précédente
servant de «germe» au calcul parce qu’il y a alors amplification des erreurs. C’est
pour cette raison que l'on trouve G(7) & partir de G(0) sur Uintervalle [0, 3/2]
alors que G(3) = [1 — G(0)] est utilisée pour 'intervalle |3/2, 3]. (Rappelons que
G(7) diminue généralement en fonction de 7 sur [0, 5/2], alors qu’elle augmente

sur |5/2, 5].)

4. Le calcul de certaines observables nécessite la connaissance de la fonction de Green
pour des temps négatifs, c-a-d. Gj;(l1,l2) = (el (11)e;(l12)), i < ls. Pour ces fonc-
tions de Green, nous ne pouvons pas utiliser la propriété d’antipériodicité men-
tionnée plus haut puisque cette derniére est vérifiée a la limite thermodynamique
seulement. Il faut donc calculer explicitement ces fonctions pour tous les temps
négatifs 7 = —1, —2, ..., —l, reliés. A temps égal, 'algébre des commutateurs nous
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indique que G;(,1) =1 - Gj(1,1). A temps inégal, les regles d’évolution tempo-
relles sont 'inverse de celles gouvernant ’évolution de G en tenant compte de la
transposition, c-a-d.,

G'(1,-) = B B7"G(-,-) (3.23)
G'(l,-) = [B---BI"G'(-,-). (3.24)

3.4. Fonctions de Green de Matsubara

Dans les calculs numériques on travaille beaucoup plus avec la transformée de Fourier
des fonctions de Green Gy, k, que les fonctions G;; elles-mémes. La relation entre ces
deux matrices est simplement

G(ll,lg)k = %ZelkﬂjG(ll,b)i]’, (325)
iJ

ou ry; = i — j| et k = (2mny /Ny, 210y /Ny ), un vecteur d’onde de la zone de Brillouin
avec ny = 1,...,Ngz, ny = 1,...,N,. Contrairement & G;; qui est réel, G} est une
fonction complexe dont les parties réelle et imaginaire sont facilement calculables en
séparant la fonction exponentielle dans la définition ci-haut. Lorsque G;; = G;, comme
dans le cas d'un parametre de saut homogene ¢, = 2, on a que InGy = 0 et on ne

calcule donc que la partie faisant intervenir la fonction cosinus.
Une autre fonction de Green peut aussi étre définie en prenant la transformée de
Fourier sur le temps imaginaire. On définit alors la fonction de Green de Matsubara

34, 3]
B .
Gliwn, k) = /dT G(t,k)e'™n (3.26a)
0
G(t,k) = %Ze“"”G(z’wn,k), (3.26b)

ol wy, = (2n + 1)/ sont les fréquences de Matsubara (fréquences impaires pour les
fermions). En développant la fonction exponentielle, on trouve évidemment

8

Re[G(iwn, k)] = /OdT G(1, k) cos(Twy,), (3.27a)
5

T [Giwon, k)] = /0 dr G(7, k) sin(rwn). (3.27b)

Remarques:

1. Dans le calcul numérique de la fonction de Green de Matsubara, les intégrales
précédentes sont «discrétisées» sur les temps 7 = 0,..., N;, puis évaluées, de
fagon stable, a l’aide de la regle dite de Filon (cf. références dans le programme
hubb. f).
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2. A demi-rempli, G(7,k) = G(3 — 7,k + 7). Cette propriété est une conséquence
de la symétrie de rotation et est valable pour les fonctions de Green exacte.

3.5. Théoréme de Wick

Dans le formalisme de seconde quantification, tout opérateur représentant une obser-
vable physique peut s’écrire comme un produit d’opérateurs de création et d’annihila-
tion [34, sec. 4.1]. Ce produit peut faire intervenir un nombre arbitraire d’opérateur ¢
et cf, dont la moyenne est trés difficile, voire impossible, & calculer exactement pour le
probléme général & N-corps. Dans le cadre des simulations Monte Carlo quantiques tou-
tefois, il est possible de calculer facilement la moyenne de produits d’opérateurs puisque
celle-ci est prise sur une configuration fize du champ libre de Hubbard-Stratonovitch.
Une observable du genre <cJ{CQCJ£C4>({)I} se réduit par exemple &

(leacken)fay = (clea)lay(eacd) iy + (clea)luy (hen) oy (3.28)

qui n’est rien d’autre que expression du théoréme de Wick [34, 1] exprimé symbolique-
ment comme suit (( >({)m} =()o)

1 1
(cheachen)o = <CICQC§CL4>O + <CJ{0120§04>0. (3.29)
T T
Les fleches indiquent quels opérateurs sont contractés en moyenne quadratique (il faut
aussi ajouter un signe négatif pour chaque permutation impaire d’opérateurs). Pour des
opérateurs qui dépendent du temps, on peut démontrer que les moyennes sur le champ
Hs se conforment aussi au théoréme de Wick dont 'expression générale est

(T [atrasramafm] ) = (T [atraf@o]) (T [asralr)])

0 0

- <T {ai(n)az(m)} >0 <T [aj (r;)al (n)} >%3.30)

ol T" est 'opérateur d’ordre chronologique.

Dans le cas qui nous occupe ici, c.-a-d. pour des fermions comportant un degré de
liberté de spin évoluant sur le champ HS, nous pouvons réduire toute observable a des
fonctions de Green en utilisant le théoréme de Wick et en adoptant les régles suivantes:

<cw> — {ci) =0 (3.31)
(CioCjor) = <cwc;rg,>:0, (3.32)
<cjgcjg,> = <cmc§0>=o, o0 (3.33)

<cm(r)c}0> — GY(7) (3.34)
(e (Mese) = GE(T) (3.35)
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En guise d’exercice, on laisse le soin au lecteur de vérifier le développement des obser-
vables qui suivent.

1. Densité d’occupation.

(n) = > (nip+mnig) =Y <CzTrciT + CZTLCU> = <1 —eincly +1- %CW

-y (2 —GL(,1) - Gi(l,l)) - Z (Gg(z, 1)+ Gg(u)) (3.36)

i %

2. Fonction de corrélation de paire.

Py(r) = <CI (T)CL(T)CjiCjT+Cil(T)CiT(T)C;TC;¢>
- < e ) (e ) + (ea(m)ely) ()
= Gl ) 3(T) + Gl (1)Gy(r) (3.37)

3. Fonction de corrélation de charge.
Cis(r) = (p(r)p(0))y; = (niy(7) = may (7)) (s + 1))

= (i @en()eliesr) + (cfy(Mea(r)chier)
+ (el (Mes (el 1) + (el (Pea (el o)

= [{imeam)) +{eh@en @] [(ien) + (el e1)]
(M ) {ea(mely ) + (e Mesr) (el

= [G’T(r )+ G r r} [ G1(0,0) + G0, 0)}
+G TG (T) + G(T)G(T) (3.38)

3.6. Self-énergie

La self-énergie ¥(k,iwy) est un facteur de renormalisation de 1’énergie des électrons
définie implicitement & partir des fonctions de Green de Matsubara par la relation [34]

1
- Ck - E(k,zwn)

avec (p, = e — p et wy, = (2n 4+ 1)1/ 3, e, étant I’énergie d’un fermion libre au vecteur
d’onde k (relations de dispersion en annexe).

Tout comme la fonction de Matsubara, en général X(k,iwy,) est une quantité com-
plexe dont les parties réelle X et imaginaire 37 sont calculées comme suit. D’abord,
en inversant la relation (3.39), on peut écrire

Gk, iwn) = - (3.39)

G Mk, iwy) = iw, — Cp — Sk, iwn). (3.40)
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Finalement, définissant G(k, iwy,) = Gr(k, iwy,)+iG(k,iwy) et Z(k,iwy,) = Zr(k, iwy )+
iX1(k,iwy), on dérive facilement
. Ck: + ER(k,iwn>
Gr(k,iw,) = -— 3.41
wlhoton) = G TR e+ - Sl
wp, — X1k, iwy)

Gf(kinn) = - (Ck + ER(k,iwn))2 + (Wn — E[(k,iwn))Q (341b)
. _ _ GR(k,iwn)
Yr(k,iw,) = —(p (ke eon) + C2 (R i) (3.41c)
Gr(k,iwy)

Yr(k,iwn) = wy+ (3.414)

G%(k,iwn,) + G3(k,iwy,)



4 | Instabilités et problémes numériques

Le calcul des fonctions de Green G(l1,12) font intervenir un nombre important d’opéra-
tions matricielles (exponentielle, multiplication, inversion) qui sont fortement sensibles
a la nature «finie» de la représentation des nombres réels sur les ordinateurs. Cette sen-
sibilité numérique a comme effet négatif d’amplifier les erreurs d’arrondissement numé-
rique et, par conséquent, de limiter en pratique la qualité des résultats des simulations
pour différentes valeurs des parameétres 3, U et f. Dans cette section, nous discutons
de ces difficultés numériques et montrons comment plusieurs d’entres elles peuvent étre
contournées en utilisant diverses stratégies. D’autres instabilités et aspects numériques
sont aussi abordés: le probléme d’ergodicité, notamment, en plus du fameux probléme
du signe, ainsi que le choix de la décomposition de Trotter.

4.1. Calculs a basses températures

Les matrices B entrant dans ’expression des fonctions de Green contiennent des valeurs
numériques distribuées sur plusieurs ordres de grandeur. En effet, en considérant le
probléme sans interaction (U = 0), on peut voir que les valeurs propres du produit des
matrices

By, By =e ATK . mATK

.

, (4.1)

qui n’est rien d’autre que e K| vont de e *# a %P sachant que les énergies des électrons
libres couvrent l'intervalle [—4¢, 4t]. Au niveau numeérique, ces éléments sont impossibles
a conserver totalement; lors du calcul des fonctions de Green, certains éléments extrémes
des matrices sont nécessairement «écrasés» par les opérations d’arrondissement, lais-
sant intactes seules les valeurs prés de 1. En plus, 'opération d’inversion de ce produit
amplifie fortement les erreurs présentes sur les valeurs d’ordre O(e*ﬁt)7 comme nous le
démontrons en annexe. Il en résulte alors une instabilité des calculs s’accentuant a basse
température (3 élevé).

En présence d’une interaction la méme conclusion, essentiellement, est applicable.
Pour étre plus str, il est possible de calculer le nombre de conditionnnement x de G
ou des matrices B. Ce nombre, défini en annexe, mesure le facteur d’accroissement de
lerreur numérique 6L(B) associé a une opération linéaire L (produit, inversion, etc.)
effectuée sur une matrice B représentée a une précision 6B, c.-a-d. L(B) ~ k(B)éB.
Dans le cas du modele de Hubbard, Matuttis [20] a calculé le nombre de conditionnement
du produit | [; B; ci-haut pour différentes valeurs de 3 et U. Les conclusions de ses calculs
sont que log k est approximativement une fonction linéaire de 3 et de U, et qu’a partir
de valeurs relativement conservatrices de 8 et U (3 > 2, U > 4), k est de I'ordre de 103,
valeur a partir de laquelle on considére une matrice mal conditionnée.

34



4.1. Calculs a basses températures 35

Pour palier & ce probléme de conditionnement, on procéde & une décomposition
matricielle des matrices B sous la forme B = QR, ) étant une matrice orthogonale
(QT = Q') et R une matrice triangulaire supérieure. La justification du choix d’une
telle forme de décomposition est simple: en tant que matrice orthogonale, () posséde
un nombre de conditionnement égal & un, ce qui fait que des multiplications faisant
intervenir ¢} sont stables comparativement a celles faisant intervenir B directement.
Evidemment, pour économiser du temps, on ne factorise pas toutes les matrices B pour
le calcul d’une fonction de Green; on procéde plutdt a ce genre de décomposition
aprés avoir multiplié un certain nombre (nmodul) de matrices B fixé au préalable.
De plus, pour des raisons qui seront détaillées plus bas, on normalise les colonnes de
Q telle que @ = UD, pour ainsi obtenir une nouvelle matrice orthogonale U et une
matrice diagonale D contenant les normes des colonnes de ). Explicitement donc, nous
procédons au calcul de G(I,1) comme suit. En un premier temps, nous calculons un
produit relativement stable de a matrices B

1+By_1---BiBn,---By=14+B;_1--- BBy, - [Bi4q - Bl (4.2)
N —
Ui D1V

dont le résultat est décomposé sous une premiére forme U1 .D1V7. Nous calculons ensuite
un autre bloc de a matrices B qui est multiplié par la matrice orthogonale U; de la
décomposition précédente, puis par Dy

1+ By 1+ BiBn, -+ {[(Bir2a " Biyas1)U1] D1} V4, (4.3)

N

Ua D2 Vo

et procédons, encore une fois, & une décomposition pour obtenir Us DsVa. En répétant
cette procédure jusqu’a B;_1, on en vient & obtenir

14+ Bi1---B1Bn, - Bi=1+Up,/aDn, jaVN.ja - V1 (4.4)

puis
1+ B 1--B1Bn, - Bi=1+Un_jaDn, /dV

en multipliant la série de matrices triangulaires. A ce point, on calcule la fonction de
Green en utilisant 'identité suivante (on omet les indices N;/a):

1+UDV =UU 'V 1+ D)WV

de laquelle on tire facilement

1
1+ B 1--B1Bn, -+ B

=v'w v '+ D)y lut (4.5)
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Remarques:
1. Dans I'étape finale du calcul de la fonction de Green, le terme
UWwleyD=UTv14+D (4.6)
est factorisé sous la forme U'D'V’ de facon a obtenir

G = vl -ip-lg-lytl = vyl p g Ty T (4.7)

2. Les matrices D et U s’inversent directement de fagon stable; en particulier,
U~! = UT. La seule matrice que nous avons & inverser complétement est la matrice
triangulaire V.

3. Les seuls produits stables intervenant dans les étapes précédentes sont ceux qui
contiennent les matrices orthogonales; tous les autres produits sont instables & un
certain degré. L’efficacité de la méthode décrite ici réside dans le fait qu’on limite
le plus possible les produits instables en remplacant un bon nombre de ceux-ci
par des produits stables au cott d’'une décomposition U DV pour chaque produit
stable effectué.

Le but de la méthode de stabilisation décrite précédemment est de «controler» les
valeurs numériques excessives afin de minimiser le nombre d’opérations liées a celles-ci.
Dans la méme lignée, il est possible d’ordonner les normes des colonnes des matrices @)
de maniére & isoler le plus possible les ordres de grandeur intervenant dans le produit
1, B;. Ceci constitue en fait ce que nous appelons le pivotage qui peut étre représenté
comme suit. Imaginons que les matrices que nous manipulons contiennent des éléments
se distribuant sur trois ordres de grandeur: X, x et =, en ordre décroissant. Avec cette
notation, un produit UD s’écrit

X =
X . |. (4.8)
X

x

X —

x

8 &8 8
8 &8 8
8 &8 8
8 8 8

Le but du pivotage, pour ce genre de produit, est de ranger les ordres de grandeur tou-
jours dans le méme ordre, ici X, x, =, en remplagant par exemple les produits consécutifs

suivants
r T x X x X X =
r x x X = X X = |, (4.9)
r T X z x X X =

par les produits

X X
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X x =
=[x z - |P, (4.10)
X x =

P étant une matrice de permutation dont l’effet est de permuter les éléments de la
premiére et de la seconde colonnes

X €T
T P= X . (4.11)

x x

Clairement, cette opération préserve l'intégrité du résultat du produit tout en minimi-
sant le mélange des ordres de grandeur. En répétant constamment cette procédure et
en «ré-orthogonalisant» les produits, on est alors certain de regrouper les valeurs selon
leur ordre de grandeur, de les traiter séparément et de réduire, conséquemment, ’effet
des erreurs d’arrondissement.

Remarques:

1. La méme procédure de décomposition UDV avec pivotage est utilisée lors du
calcul des fonctions de Green & temps inégal. Dans les deux cas, cette stabilisation
des calculs permet d’étendre considérablement la température limite & partir de
laquelle les simulations deviennent instables: (G ~ 16 ou 18 avec stabilisation,
comparativement 4 3 ~ 8 ou 10 sans stabilisation.

2. Plusieurs essais numériques ont démontré que le choix de la méthode de décom-
position QR utilisée (QR par colonnes, QR par lignes, méthode de Housholder,
etc.) n’a pratiquement aucun effet sur efficacité de la stabilisation.

4.2. Ergodicité

La fonction de transition P(2'|x) de Ialgorithme Monte Carlo permet en théorie de
passer de n’importe quelle configuration x a une configuration différente 2/, soit di-
rectement ou par l'intermédiaire d’autres configurations. Au cours d’une marche aléa-
toire infinie (M — o0), cela implique que toutes les configurations possibles du champ
HS sont générées ou, en d’autres mots, que l'algorithme est ergodique (au sens des
marches aléatoires). En pratique, cependant, la situation est tout autre: a fort cou-
plage (|U|/t Z 6 — 8), l'exploration de l’espace des configurations du champ semble
étre confinée & un sous-ensemble de I'ensemble des 2V~ configurations HS [26]. Ce
probléme, connu sous le nom de probléme de collement, peut étre mis en évidence de
plusieurs facons, la plus directe étant le fait que les erreurs statistiques sur les valeurs
Monte Carlo deviennent pathologiquement petite & U élevé. Une autre, plus convain-
cante, consiste a calculer un histogramme de (ny)/N ou (n|)/N, pour mettre en évidence
une distribution ne correspondant pas du tout a la distribution normale espérée, indi-
quant un «collement» des valeurs des valeurs de spin, (c.f. figures dans [26, 33]).
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Dans le but de comprendre plus en détails ’origine de ce probléme, on peut calculer,
suivant [26], la fonction de partition du modele de Hubbard & un site sans terme de saut
(t = 0) pour trouver

Z e~ BU/A=1) [cosh B+ cosh (ATAS, z)], U >0
_ ) {=}
Z= Z e PUMA) [cosh(ATAY 2 — Bp) + 1], U<0 (4.12)
{1}
La conclusion principale que 'on tire de ce résultat est, qualitativement, que les deux
configurations {x;} possédant toutes les mémes valeurs (+1 ou —1) ont la plus grande
probabilité d’apparaitre dans un calcul Monte Carlo, alors que les configurations telles
que > ;27 ~ 0 sont les moins probables (voir graphiques dans [26]). Le probléme de
collement, dans ce cas, s’explique par le fait qu’il est trés improbable en pratique, c.-a-
d. au cours d’une simulation de temps fini, de passer de I'un a 'autre des deux bassins
de configurations >, z; ~ N; et >, 27 ~ —N;, prédominantes du point de vue des
probabilités, seulement par I'utilisation de basculements locaux x; — —x;.

Pour solutionner ce probléme d’exploration de ’espace des configurations, on peut
tenter de réduire A7 & U > 0 ou augmenter Gp & U < 0 afin de minimiser la contribu-
tion du terme contenant la somme sur les variables x;. Cependant, comme le paramétre
A dépend aussi de AT, il est possible de montrer dans les deux cas que la fonction de
partition est indépendante de N, en premiére approximation [26]. Reste alors la mé-
thode directe qui consiste a forcer 'exploration de 'espace des configurations du champ
en initialisant la marche aléatoire en différents endroits de ’espace des configurations
(parallélisation) ou en perturbant la marche aléatoire a I’aide de basculements qui font
intervenir plus de variables du champ. Cette derniére option constitue ce que nous appe-
lons des mouvemnents globaux et consiste, précisément, a renverser les variables x;; du
réseau espace-temps d’un site donné sur toutes les tranches de temps, c.-a-d. x;; — —x;,
l=1,..., N;, renversant par la un spin au site ¢. Dans le but de respecter les statistiques
du systeme, ce genre de mouvement doit étre accepté avec une probabilité donnée par
la formule (2.45) avec

[To=y det[(G'7)7"]

= L, sy (419)
pour U > 0 et
[ e Ty @7 o Ty (@)
R Ry = HI " e L det[( o)=] p (2)\21 z,l) HU:TL det[(G)-1]
(4.14)
alU <0.
Remarques:

1. Llefficacité des mouvements globaux est illustrée dans la figure 4.1 qui présente
une simulation avec et sans mouvements globaux. Les parameétres de simulation
sont =4, U=12, u=0et A7 =0.1.
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2. Contrairement au cas des mouvements locaux, il n’existe pas de formule simple
comme 1’éq.(2.41) pour calculer R. Il faut donc évaluer cette quantité directement

en calculant le déterminant.

0.6
0.4 ;
0 ,,
0.2
0.0
0 1 2 3 0 1 2 3 4
T T

Figure 4.1: Simulations avec (trait pointillé) et sans (trait plein) mouvements globaux.
Les paramétres de simulation sont 3 =4, U = 12, (n) = 1, A7 = 0.1. La figure a) a été
obtenue apres 2500 mesures tandis que la figure b) contient 5000 mesures.

4.3. Autres aspects numériques
e Décomposition de Trotter. Le choix de 'ordre de la décomposition de Trotter

dicte, comme nous ’avons vu, lordre de erreur systématique en A7. Dans notre

) ) y

présentation de I'algorithme du déterminant, nous avons choisi une décomposition

de premier ordre; c’est aussi ce choix qui est utilisé couramment dans les simula-
b

tions. Cependant, il faut savoir que d’autres décompositions sont aussi possibles.
7

Par exemple, une décomposition de deuxiéme ordre de la forme

Nr
e—ﬂH — H e—A‘rKl/Qe—ATV, e—ATKl/Q + O(AT4)N~,- (415)

I=1
peut facilement étre incluse dans ’algorithme sans avoir & manipuler constamment
des produits de e=A7K1/2 En effet, en insérant cette forme de décomposition dans
la formule des fonctions de Green (on omet les facteurs —AT)

o - 1
T 14 eK/2eVeK/2eK/26V oK/2 L oK/2oV" oK/27
1
T 14 eK/2eVeK VK ... oKV oK /2 (4.16)
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il est facile de voir qu’une fonction de Green & temps égal de deuxiéme ordre,
notée G(), s’obtient de la fonction au premier ordre G(!) par un produit du genre

G = K2 K2, (4.17)

Par ce simple produit donc, on remplace une fonction de Green dont l’erreur
systématique est O(A72) par une fonction d’erreur proportionnelle & O(AT%).
Notons toutefois que G (k,7) = GV (k, 7). En effet,

S e ke KRGO = Tyg(e M) T T G T Top (%) T
tj
(e K/ TGN T (572 (4.18)
Un autre type de décomposition de deuxiéme ordre est
N,
e P = 1_[e‘ATVl/Qe_ATKle_ATVl/2 + O(ATYN,. (4.19)

=1
Ce type de décomposition de Trotter est plus difficile & traiter numériquement
étant donné qu’il est impossible de simplifier les facteurs /2
temps différentes comme nous ’avons fait pour la décomposition en e
tefois, comme e"/?2
quelque peu.

sur des tranches de
K/2 Tou-
est une matrice diagonale, les calculs peuvent étre simplifiés

e Brisure de symétrie et choix d’estimateurs. Nous avons souligné a plusieurs
reprises que la plupart de propriétés des fonctions de Green sont valables uni-
quement au niveau de la summation compléte des variables HS et non pour des
configurations individuelles du champ. L’un des exemples flagrant de cette affir-
mation est une violation de la symétrie de rotation se traduisant par le fait que

&&¢5&&+%%% (4.20)

pour une configuration donnée. Ce probléme en soi est non-trivial et on référe a
[33, 8] pour une discussion plus détaillée. Notons pour notre part qu'un aspect
subtil de ce probléme concerne le choix d’un bon estimateur pour une quantité
physique donnée. Dans 'exemple ci-haut, la susceptibilité magnétique peut étre
calculée soit en utilisant les donnée de S, S, sur plusieurs configurations du champ,
ou bien les données de %(Smsm + SySy) . En pratique, il a été observé que les
deux choix ne sont pas équivalents du point de vue des statistiques: a U >
0, les résultats obtenus en utilisant S.S, comme estimateur convergent dix fois
plus rapidement que les résultats obtenus avec 'autre estimateur (consulter [33]
pour les références originales a ce probléme). Puisque dans le modele répulsif la
transformation HS a pour effet de coupler les variables z;; avec la composante
de spin (terme Az;[n;; — n;]), il n’est pas étonnant que les calculs statistiques
d’une observable reliée & la magnétisation dépende du choix de la forme de la
transformation.
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e Probléme du signe. Pour que la quantité (2.23) puisse servir de poids de Boltz-
mann dans le processus Monte Carlo, il faut absolument qu’elle soit une fonction
définie positive du champ {z;;}. Malheureusement, pour certains parameétres de
simulation, cela n’est pas toujours le cas. En fait, on peut démontrer qu’a demi-
rempli, le poids de Boltzmann est toujours positif [12] de méme qu’'a U < 0,
puisque dans ce dernier cas (V,7);; ne dépend pas de . En dehors de ces régions
de parametres, on s’attend cependant a ce que w({w;;}) puisse étre négatif. Comme
la marche aléatoire définie sur la chaine de Markov dans le calcul Monte Carlo ne
peut absolument pas tenir compte du signe du poids probabiliste, il faut inclure
ce signe directement en prenant la valeur absolue du produit des déterminants
commie poids d’échantillonnage et inclure le signe lors du calcul des observables:

> (0){y senm({zis})
_ {ome}

" Y sena({ai))
{#me}

(0) (4.21)

Le probleme du signe dans ce contexte se présente lorsque le signe de w({x;;}) de-
vient trop souvent négatif et que [(sgnm({w;;}))| ~ 0. De grandes fluctuations sont
alors introduites au niveau du calcul des valeurs moyennes (O), .. Sans entrer dans
les détails de cette limitation de I'algorithme (liée a ’antisymétrie de la fonction
d’onde des fermions), mentionnons que plusieurs comportements de (sgnm({x;}))
en fonction de 3 et de (n) ont été établis numériquement (cf. [37, 33| et références
citées).



5| Propriétés spectrales

Dans cette section, nous montrons comment il est possible d’extraire, par prolonge-
ment analytique, des propriétés spectrales a partir des fonctions de Green obtenues par
simulation Monte Carlo quantique. Nous appelons poids spectral la quantité suivante:

Aot k) = ({eo(t)c],,(0)} ). (5.1)

Evidemment, A, (w, k) désigne la transformée de fourier du poids spectral, et c’est plutot
a cette fonction que nous allons nous attarder. Cette derniére quantité est trés intéres-
sante puisqu’elle peut étre comparée directement aux mesures expérimentales ARPES
(Angle-Resolved Photoemission Spectroscopy) et se préte plus facilement a l'interpréta-
tion physique. En effet, soit un systéme €2 de V électrons. Si on introduit dans ce systéme
un électron (trou) de vecteur d’onde k (—k) et de spin o (—0o) pour former un nouveau
systéme ' de N +1 (N — 1) électrons, alors la quantité A,(w, k) représente la proba-
bilité que la différence d’énergie entre les deux systémes soit w, i.e. p[Fo — Eq = w|.
Dans le reste de cette section, nous omettons 'indice du vecteur d’onde ainsi que celui
du spin.

5.1. Prolongement analytique et problémes mal posés

Le probléme de prolongement analytique, formellement, consiste a relier la fonction
de Green G(7), définie sur 'axe de temps imaginaire, a A(w) qui est une fonction de
fréquences réelles en «prolongeant>» le temps imaginaire en un temps réel 7 — ¢ (rotation
de Wick). Pour y arriver, on considére la relation

"dw A(w)

ot iky — w0’

Glikn) = — / (5.2)

établie dans [34, sec. 4.5.3], de méme que la définition de la fonction de Green de

Matsubara '
Ty e *TG(iky) = G(r),  T=p", (5.3)
ikn,
pour obtenir
" dw efikn’r
Glr) = —T / = ;an—_w Aw). (5.4)

Le signe négatif vient de la définition de G utilisée dans les simulations Monte Carlo.
La fonction de Green utilisée dans les calculs analytiques n’a pas ce signe négatif. La

42
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somme entre parenthése sur les fréquences de Matsubara s’évalue en utilisant divers
trucs d’analyse complexe et on peut montrer, suivant [34, 1], que

d‘.l} e—w‘r -I-
G(r) = | SoAW) = = (<) 0) (5.5)
ou l'intégrale est prise sur toutes les fréquences. Dans le contexte de cette derniére
équation, le probléme du prolongement analytique se réduit donc & un probléme en
apparence fort simple: connaissant la fonction G(7), nous cherchons la fonction A(w)
qui obéit a la relation (5.5) et qui est normalisée.

Pour les calculs numériques, la relation (5.5) doit étre discrétisée de fagon a obtenir
la forme matricielle suivante

1+ e Pwj (] 2T

e Wit Aw
G(ri) =) ——Alwj)5= =) KijjAj < G =KA. (5.6)
] J
Dans cette expression, G = [G(7;)] représente le vecteur de données Monte Carlo cal-
culées aux temps {7i},_q. n, , AT = 3/Nr, alors que A = [A(w;)Aw/27] est un vecteur
de dimension M dont les éléments sont pris sur les fréquences {w; = wmin + jAW}, o 4
Aw = (Wmax — Wmin) /27 M. Ici, nous avons fixé un domaine de fréquences en dehors du-
quel le poids spectral est négligeable. En pratique, nous devons soit connaitre la nature
du probléme pour choisir ce domaine, ou encore choisir un vaste domaine de fréquences
quitte & le réajuster a posteriori. Suite & cette discrétisation, le probléme du prolonge-
ment se rameéne & inverser I’équation matricielle G = K A, c.-a-d. a calculer A =K' G.

Remarques:

1. Le calcul A =K ' G est un probléme analytiquement mal posé lorsque M > Ny
dans ce cas, il n’y a pas suffisamment d’information dans G pour calculer une
solution unique A (rang matriciel insuffisant).

2. Le systéme linéaire A =K~ G, en plus d’étre mal posé, est un probléme numéri-
quement mal conditionné, du fait du conditionnement de la matrice K1 qui est
généralement trés élevé. Le fait que k(K 1) soit élevé s’explique intuitivement en
observant que K agit comme un filtre passe-bas: plusieurs poids spectraux dont
les formes différent & haute fréquence donne généralement lieu a des fonctions de
Green relativement semblables. A linverse, K~! agit comme un filtre passe-haut
qui amplifie de facon extréme toute fluctuation ou erreur statistique contenue dans
les données Monte Carlo.

3. Un troisiéme obstacle s’oppose au calcul de A; c’est 'origine méme de la fonction
de Green dont nous disposons. Cette derniére étant obtenue par échantillonnage
statistique, elle nous est connue qu’approximativement et & chacuns de ses points
est associée une erreur statistique qui augmente le nombre potentiel de solutions
A méme lorsque le systéme A =K' G est bien posé.
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5.2. Algorithmes et méthodes de régularisation

La plupart des approches utilisées en pratique pour solutionner le probléme de pro-
longement analytique mal posé et mal conditionné peuvent étre regroupées en deux
catégories. Dans la premiére on tente de modifier le systéme linéaire A = K~1 G dans
le but de le solutionner de fagon stable (e.g. algorithme SvD plus bas), tandis que dans
la deuxiéme catégorie, le probléme d’inversion est réduit en un probléme d’optimisation
consistant & minimiser itérativement Décart entre un poids spectral «test» A®™ et la
solution réelle du probléme fournie par les données de G. Cet écart est habituellement
évalué a I'aide du test x? largement utilisé en statistique afin de déterminer si un échan-
tillonage statistique obéit & une distribution de probabilité particuliére. La formulation
du test est fort simple, elle consiste & calculer la fonctionnelle!

o (Gz’ -2 fijAgn))Q (5.7)

a;

ou 0; dénote écart-type de la fonction de Green obtenue par Monte Carlo au point 4,
et A le poids spectral calculé a I'itération n du probléme d’optimisation. Le terme
KA™ étant la fonction de Green associée au poids spectral a Pitération n, X2 mesure
en fait I’écart entre cette fonction de Green et celle obtenue lors de la simulation. Cet
écart en chaque point est pondéré par 'inverse de I’écart-type. Ainsi si pour un ¢ donné,
(; nous est connu avec une trés grande précision, I’écart en ce point sera d’une grande
importance dans le x?; au contraire, si G; ne nous est connu qu’a une faible précision,
’écart en ce point sera de moindre importance. Evidemment y? = 0 signifie que A
est une des solution exacte du probléme.

Le probléme de minimisation, explicitement, est le suivant. Pour l'itération initiale
n = 0, nous choisissons un poids spectral «par défaut» A noté aussi AP. En général,
nous choisissons une constante satisfaisant a la condition de normalisation. Nous pou-
vons également choisir une fonction qui satisfait des contraintes supplémentaires; par
exemple, si nous connaissons les moments d’ordre 1 et 2 du poids spectral, soient

p; = AjwiAw (5.8a)
Hoj = AngAw—,u%, (5.8b)

il est approprié de choisir la distribution Gaussienne

Af = Cexp [—(Wj - M1j>2/2/~52j] (5.9)

respectant ces moments. Le modéle par défaut étant choisi, I’étape suivante du probléme
de minimisation vise a transformer A(®) en un nouveau poids spectral A1) pour lequel
X7 < x2. Par la suite, une seconde minimisation de x? donne lieu & une transformation

1Si nous connaissons les corrélations (6G:6G;) = Cij, nous utilisons la forme générale de la fonction-

nelle x* = (KijAj — Gi) [C1],,, (Kyj Ay —Gyr).
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AV — A® et ainsi de suite jusqu’a lobtention d’une solution finale A choisie
lorsque X2 est arbitrairement prés de 0. Le résultat de la derniére itération est noté
A ot la nature exacte de la transformation A — A1) dépend de Palgorithme de
minimisation utilisé.

L’approche que nous venons de décrire comporte un probléme fondamental: dans la
limite x2 — 0, nous obtenons un poids spectral qui correspond exactement & la fonction
de Green qui, elle, n’est connue qu’approximativement. De ce fait, nous introduisons
injustement de l'information dans le systéme en respectant des détails de la fonction de
Green qui sont en réalité des fluctuations statistiques. Pour éviter ce probléme, nous
devons non seulement minimiser x?, mais également I’information (biais ou particularité
superflue) contenue dans le poids spectral. La fonction qui mesure I'information d’une

distribution A est A
S = Z (Az - AZD - Az In A—E) 5 (510)

(cette formule est légerement différente de celle de Shannon [28] puisqu’elle mesure
Iinformation relative & AP). Cette fonction, dont nous justifions I'introduction dans
la prochaine section, porte le nom d’entropie puisqu’elle posséde la méme forme ma-
thématique que lentropie de Gibbs. Afin d’obtenir un poids spectral obéissant le plus
possible & la fonction de Green tout en introduisant le moins possible d’information
supplémentaire, nous devons minimiser la fonctionnelle y2 — a.S, oil v est un parameétre
ajustable qui sera discuté plus amplement ci-dessous.

5.3. Méthodes d'inférence bayesienne

Dans ce qui précéde, nous avons ajouté une contrainte entropique au terme y? dans
le but de «régulariser» la solution du probléme de prolongement analytique. Cette
contrainte fait apparaitre un nouveau paramétre « qui pondeére I'importance relative de
la contrainte entropique. Dans la limite o — 0, nous retrouvons le résultat initial, soit
celui ot le poids spectral respecte trop précisément la fonction de Green; a 'opposé,
lorsque o — oo, la solution est A=APD , le modele par défaut. Dans le but d’éliminer
tout parameétre arbitraire, il est nécessaire d’associer une probabilité p(w;|G) a chacun
des «; choisis dans un certain domaine, le vecteur G étant connu. Le poids spectral
final est la moyenne des poids spectraux obtenus par les différents «; pondérés par leur
probabilité respective

A= Z ooy GYA™. (5.11)

Afin de déterminer la distribution p(a;| G), nous avons recours au théoreme de Bayes
qui stipule dans le cas de deux événements a et b que

p(a,b) = p(a|b)p(b) = p(bla)p(a) (5.12)

ol p(a|b) est la probabilité conditionnelle d’obtenir a étant donné b alors que p(a, b) est
la probabilité conjointe des événements a et b. En appliquant deux fois ce théoréme a
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la probabilité p(A|G),nous trouvons [16]

_9(4,6G) _ p(GlA)p(4)
p(A|G) = = . (5.13)
p(G) p(G)
Le vecteur G étant fixé, p(G) n’est qu’une constante et nous ne nous attardons donc
qu’aux deux autres termes de I'équation, soient p(G|A) et p(A).

Afin de déterminer la forme de p(G|A), nous utilisons une méthode dite de maxi-
mum de vraisemblance [31]. Cette méthode est largement utilisé en statistique lorsqu’une
distribution posséde des paramétres ajustables. En général, la nature du probléme dicte
la forme analytique de la fonction de vraisemblance. Ici, nous nous intéressons a la pro-
babilité associée & une fonction de Green G = [G(7;)] obtenue par simulation Monte
Carlo, connaissant la forme du poids spectral 4 = [A(w;)Aw/27] & laquelle nous as-
socions la fonction de Green G4 = [GA(1;) = >_; KijA;j]. Chaque variable aléatoire
G(7;) obéit a une fonction de vraisemblance f[G(7;), GA]. En supposant l'indépen-
dance statistique de chaque temps imaginaire, la fonction de vraisemblance associée a

G devient
aP = [[r[G(r:), G (5.14)
=0
IndP = ) Inf[G(r:), G*] = L. (5.15)

@
I
=)

Sous I’hypothése que les fluctuations statistiques Monte Carlo sont Gaussiennes, le
théoréme de la limite centrale nous indique que peu importe la forme de la fonction
f, lorsque le nombre de mesures tend vers linfini dP = ef = e X%/ 2 de sorte que
P(G|A) o eX*/2, Ceci justifie donc tout logiquement I'utilisation du test x? comme
test de vraisemblance d’une solution.

L’expression du second terme est obtenue en appliquant directement la méthode
de I'entropie maximale, une variante du principe de vraisemblance fondée formellement
sur certains théorémes de la théorie de 'information dits d’équipartition [31, chaps. 3,
11]. Dans le cas ou nous ne possédons aucune information sur le systéme, le principe
d’entropie maximum stipule que la probabilité associée & un poids spectral est sim-
plement p(A) o e®5(4) Notons que certains éléments d’information supplémentaires
(contraintes, moments, etc.) peuvent étres inclus dans cette formulation en les insérant
dans le modeéle par défaut. Ainsi, nous obtenons 'expression

0(A|G) o e=(3X*—aS), (5.16)

indiquant, comme nous ’avions anticipé, que le poids spectral A qui maximise la pro-
babilité p(A|G) est celui qui minimise la fonctionnelle x? — a.S, modulo une constante
multiplicative qui peut étre incluse dans a.
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Dans le but d’obtenir la forme finale du poids spectral, nous utilisons & nouveau
I'inférence Bayesienne pour écrire:

p(A4,a|G) = p(A,a, G)/p(G) (5.17a)
= p(GlA,a)p(A|a)p(0)/p(G) (5.17b)
= p(GlA)p(Ala)p(a)/p(G) (5.17¢)
o ga(a)e_(%XQ_aS) (5.17d)
ol nous avons supposé que la fonction de vraisemblance ne dépend pas de a. Ainsi,
A = / DAda Ap(A,0|G) (5.18a)
- / / DAda Ap(A|G,a)p(a|G) (5.18D)
~ /da A%(a|@). (5.18¢)

En général, on suppose que p(«a|G) ne dépend pas de G et on choisit la probabilité
a priori sur o comme étant p(a) o 1/a. Ce choix est justifié par un raisonnement
d’invariance d’échelle, p(a) da ne devant pas dépendre du choix de normalisation du
poids spectral.

Dans ce qui suit, nous décrivons et comparons trois algorithmes solutionnant le
prolongement analytique de données Monte Carlo. Deux de ces algorithmes appartien-
nent & la deuxiéme catégorie des méthodes de minimisation et contiennent la contrainte
entropique.

5.4. Algorithme SVD

L’algorithme svD (Singular Value Decomposition) est sans doute le plus simple et le
plus rudimentaire de tous les algorithmes de prolongement analytique. Cette méthode
n’impose pas de contrainte entropique; son principe repose entiérement sur un théoréme
fondamental de ’algeébre linéaire, soit la décomposition en valeurs singulieres [29, p.321],
(annexe B.2).

Théoréme 1. Toute matrice m x n peut étre factorisée comme A =UXVT o0 U et V
sont des matrices orthogonales et X est diagonale

g1 0 (%1
A= UVi=| w w ... wu, oy v, [5.18s)
0 Up,
m X m m Xn nxn

ou les {o;},_; , sont les valeurs singuliéres de la matrice A.
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En appliquant cette décomposition & la matrice K7, éq.(5.6), il est simple d’inverser
la relation reliant G & A. En effet, les matrices U et V' étant orthogonales, leur inverse
est simplement leur transposé. Cependant, l'inversion de la matrice 3 présente une
difficulté puisque certains éléments de sa diagonale sont faibles, voire méme nuls (du
point de vue numérique). Pour cette raison, nous choisissons de travailler dans une base
réduite ol nous éliminons les valeurs singuliéres inférieures & une constante arbitraire
€. Nous éliminons également tout le sous-espace engendré par ces valeurs singuliéres.
Nous obtenons ainsi la décomposition spectrale suivante: K}\}S = UMSESSV;Q on s est
le nombre de valeurs singuliéres supérieures a €. Le poids spectral est donc trivialement
obtenu par

s N s N
A= Uao] WG =) Uuoy 'VisGi (5.20)

I=1 i=0 I=1 i=0
Le fait de travailler dans une base réduite affecte considérablement le résultat de
A(w) a haute fréquence. En particulier, A(w) devrait étre négligeable en dehors d’un
certain intervalle, ce qui n’est pas observé dans la base réduite. Pour cette raison, nous
modifions le noyau K en le multipliant par une fonction porte f(w) qui est unité a
basse fréquence et qui s’annule a haute fréquence (par rapport a U). Nous choisissons

la fonction )

f(w) = 1+ oAl /12—U (521)

(le facteur 12 est choisi pour reproduire le plus fidélement les résultats obtenus par les
autres techniques).

Remarque:

1. Le programme de l'algorithme SVD est appelé 1svd.f et a comme fichier d’entré
lsvd.dat. Nous ne décrivons pas chacuns des paramétres qui figurent dans ce
dernier fichier puisqu’ils sont identiques et en plus petit nombre que ceux du
programme basé sur 'algorithme de Bryan présenté dans la section suivante.

5.5. Algorithme de Bryan

L’algorithme développé par Bryan [5] est beaucoup plus subtil que la méthode SvD,
malgré le fait qu’il partage la méme idée de base qui est la décomposition en valeurs
singuliéres de la matrice K. Bryan de son c6té va beaucoup plus loin en utilisant une base
vectorielle adaptée spécifiquement & la nature du probléme de minimisation. Puisque
I’essence méme du probléme est la minimisation de %XQ — afS et que S contient des
termes logarithmiques, nous choisissons une décomposition sur une base exponentielle.
Les détails de la méthode peuvent étres trouvés dans [5]; nous en faisons ici un survol.

Comme nous 'avons mentionné plus haut, nous devons d’abord projeter le probléme
de minimisation sur une base réduite engendrée par les valeurs singuliéres non-nulles (au

sens numeérique) de la matrice K; nous noterons les projections des différentes matrices
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par 'exposant (s). Evaluons d’abord les composantes du gradient de I’entropie

A A;
(VS); = aA ZA; AP AllnA—ll.)——l AD (5.22)

La minimisation de % % — a8, qui s’exprime par un gradient nul, prend donc la forme

T 2(G
A 1( ) (G, G) _ Lpstaysio) yrionr 2°(G. G) (5.23)

—aln 2 —
“MaD T Ye 2 Y

ol é(A) est simplement K A. Cette derniére relation exprime simplement que le vecteur
In A est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice U®). 11 est donc justifié
d’utiliser une décomposition exponentielle du poids spectral de la forme

Aj=APexp | U w |, (5.24)
t=1
nous permettant de transformer 1'éq.(5.23) comme suit:
a0 = Lpese e Xi(E &) (5.25)
2 oG

Les colonnes de U®) étant orthogonales, nous multiplions a gauche par (U(S))T les deux
membres de I’équation pour obtenir:
1 (G, G
—au = —E(S)(V(S))T—X ( — ) =g (5.26)
2 oG
Notons que cette décomposition sur une base exponentielle présente un net avantage sur
toute autre décomposition puisqu’elle nous assure toujours d’un poids spectral positif,
ce qui n’est pas toujours trivial.
Afin de résoudre cette égalité numériquement, nous devons au préalable introduire
certaines notations. D’abord,
1 ?L3(G(A), G 1Ix*(G(A), G
2 0G?*(A) 0G?*(A)
ou le gradient est pris selon la variable A. Cette derniére équation nous permet de
définir une nouvelle matrice

vsu” (5.27)

M=xvT aQ%XQ(E:, G)/0G*| VE (5.28)

de sorte que VVQX = UMUT. Nous introduisons également la matrice D définie par
= UT diag { A} U. Cette nouvelle notation nous permet d’écrire

2.2
g 1EVT8 (G G)

7 T
5 =5 vyU” diag {A}U = MD (5.29)
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ol nous avons utilisé la régle de chaine

2,20 C C
8_g = lsz—a X(G, G)@_G@A

ou 2 a2  0Adu’ (5.30)

Nous tentons désormais de résoudre g + au = 0 de fagon itérative. Soit ug la solution
de cette équation, alors

g(uo) +aug =0~ g(u) + au + [g' (u) + o] [u — u] . (5.31)
Ainsi, Iincrément du qui fait tendre w vers ug est donné par I’équation
(el + MD)béu=—au —g. (5.32)

Cette équation peut étre résolue par une simple méthode de diagonalisation. La connais-
sance de du nous permet de calculer un nouveau u = u+déu, donc un nouveau A par
’éq.(5.24). Ce nouveau poids spectral nous permet de réévaluer les matrices M et D
pour ainsi commencer une nouvelle itération.

Pour accélérer la convergence des premiéres itérations, nous utilisons une forme
legerement différente de I’équation (5.32), soit

((a+p)l+MD)dbu=—au —g. (5.33)

Le facteur p est généralement choisi de 'ordre de 1 dans les premiéres itérations et dimi-
nue lorsqu’on s’approche de la solution. Ce facteur permet également d’imposer un cer-
tain controle sur 'incrément §u. En effet, on impose la condition du” Kéu <3 g A? =1,
a défaut de quoi I'incrément est refusé. De cette fagon, nous nous assurons que l’incré-
ment n’est pas plus grand que la fonction que nous incrémentons. Dans cette éventualité,
on augmente p, ce qui devrait nous permettre de trouver un plus petit incrément. Les
itérations sont arrétées lorsqu’un certain critére de convergence est satisfait. Puisque
le programme tente de minimiser la quantité %XQ — a8, le test de convergence le plus
simple vérifie que

Exi - aSn] - Exil - aSn_J <€ Exi - ozSn] (5.34)

ol € est une petite constante arbitraire et ot 'indice n désigne ’étape de l'itération.
Bryan propose un test de convergence plus élaboré: plutét que de vérifier la convergence
de %XQ — a8, on g'attarde & la quantité
2
) . (5.35)

2
/ oS n
a—
Jdu
Intuitivement, nous voyons que ce critére compare le module de la différence des vecteurs
gradients avec les vecteurs mémes. En général, ce critére de convergence est plus difficile

a satisfaire, en particulier pour des petites valeurs de a. Pour cette raison, les deux types
de convergence sont optionnels dans la présente version du programine.

95 93X’

2 O‘a_u, ou

Ju
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Dans ce qui suit, nous décrivons les paramétres d’entrée bry.dat du programme

bryan.f:
moy Prefixe
5 Beta I6]
1 Remplissage
0 Mu sans U/2
50 Nb points d’entree (TRAN) N
4 U U
8 N dimension X
8 M dimension Y
401 Nb points sortie (uw) M
-10 wmin (0. pour les bosons) Wmin
10 wmax Wax
20 Nb de valeurs de alpha (nalpha)
1 alphal
10 alpha2
5000 Nb d’itérations (niter)
b Type de test de convergence ’’b’’ Bryan ’’s’’ Simple
2 Nb de vecteurs d’onde
6 Nb options (nopt) No.
y Matrice de covariance (1)
y Imposer la symetrie de G (2)
y Moments du modéle par défaut (3)
n Doubler le nobmbre de mesures (4)
y Calculer le facteur de scaling (5)
n Calculer 1’incertitude (6)
n Calcul de la susceptibilité

KX KY Scaling Alpha
4 8 0.42 1.6
2 2 1.3 0

1. Matrice de covariance. Fait appel aux corrélations entre les tranches de temps
imaginaires (note en bas de page de la section 5.2). Si ces corrélations sont connues,
le programme de prolongement analytique en tient compte lors du calcul de 2.
L’option de calcul de la matrice de covariance doit étre choisie lors du calcul Monte
Carlo.

2. Imposer la symétrie de G. Dans le cas demi-rempli, la transformation particule-
trou (section 2.2) nous révéle une symeétrie entre Gy (7) et G (8 — 7) qui peut
étre utilisée afin de doubler le nombre de mesures. Cette option se traduit donc
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par la simple transformation

Grlr) = 5 (Gi(r) + G (3 = 7) (5.36)

ainsi qu’une réévaluation des incertitudes statistiques.

3. Moments du modéle par défaut. Calcul les deux premiers moments du poids spect-
ral pour ensuite utiliser un modéle par défaut Gaussien respectant ces contraintes.
On utilise les formules suivantes pour fixer les moments [35]

/%Aa(k,w) _ <{Ck7g,cjc,a}> =1 (5.37a)

2
dw
% o\vy - ko - > “k,o — &k — -0 .
wAy(k,w) = ({[cko,(H—puN)],ct V)Y =ep—p+Un_y (5.37h)
d;
% WAy (kyw) = (ep —p)?+2U(ex — p)n—o +Un_, (5.37c)

4. Doubler le nombre de mesures. Utilise simplement l'identité G (1) = Gar—1(7),
afin de doubler le nombre de mesures comme le fait 'option 2 (en tout, il existe
16 symétries).

5. Calcul du facteur de scaling. [16] Ce facteur sert a corriger ’évaluation des incerti-
tudes statistiques Monte Carlo de la fonction de Green, puisque cette derniére est
évaluée sous ’hypothése de I'indépendance statistique des mesures. En fait, cette
option sert plutét comme test de cohérence interne: si la correction proposée est
négligeable, nous ne pouvons rien conclure, mais si la correction suggérée est im-
portante, les incertitudes Monte Carlo sont probablement mal évaluées. L’inférence
Baysienne nous montre que

o(a]G, A7) = [ (aj)w)%exp [_%Xuas} o(a) (5.38)

ot {)\;} sont les valeurs propres de diag {A} VViy?diag{A}. Ainsi, le o possé-
dant la probabilité maximale doit obéir & I’équation

dp(a| G)

ol o a5 =3 2

/\i—&—oz

= N,. .
= ; (5.39)

Maintenant, on renormalise les incertitudes Monte Carlo en les multipliant par
un facteur d’échelle (scaling) o* : 0; — o; x o*, de sorte que x> — x2/0*? et
i — Ai/o*2. Le méme type de raisonnement Bayesien nous permet de conclure
que le maximum de p(G|o,0*), a étant fixé, doit respecter x?/0c** + N, = Ny,
N; étant le nombre de tranches de temps imaginaire.
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6. Calcul de l'incertitude. 11 est difficile d’associer une incertitude a chaque fréquence
du poids spectral en raison des fortes corrélations existant entre ces fréquences. Il
est cependant possible d’évaluer 'incertitude associée a la quantité

ws
H wy,w] = / Alw)deo. (5.40)
w1
Un développement au deuxiéme ordre de la probabilité du poids spectral donne
D _ l T 2 _
p(A|G, A" ) o exp 46A VV(x* —2aS)6A (5.41)
donc, une matrice de covariance donnée par
1 -1
(6A(w)0A(W')) =-VV <§X2 — aS> : (5.42)
Ainsi, 'incertitude associée a la quantité H [w1,ws] est
wow9
(SH? w1, wa]) = / / dwod! (6A()SAW)) . (5.43)
wiwil

Remarques:

1. Pour utiliser le résultat de 'option (5), nous devons faire un premier prolongement
analytique en activant le calcul du facteur de scaling et en fixant le scaling & 1 pour
chaque vecteur d’onde et en laissant varier « sur une plage de fréquences donnée.
Ceci peut étre accompli en choisissant des valeurs limites iy et amax et en fixant
le paramétre v de chaque vecteur d’onde a 0. Suite & ce calcul, nous connaissons
la valeur optimale de « ainsi que le facteur d’échelle suggéré par 'analyse des
données. Afin d’utiliser ces résultats, nous effectuons un second prolongement
analytique en précisant, pour chaque vecteur d’onde, la valeur optimale de « ainsi
que le scaling suggéré.

2. Il est possible d’évaluer des incertitudes sur le poids spectral a ’aide de la distri-
bution de probabilité sur «. Pour chaque w;, nous calculons l'incertitude

2

o*(wi) = Y [A% @) plew) — | Y A% (wipla) | - (5.44)

J J

3. 1l existe plusieurs symétries pouvant étre utilisées en fonction du probléeme étudié.
Par exemple, si nous étudions un systéme carré et que ¢, = t,, il doit y avoir
symétrie d’échange z < y. En tout, il existe jusqu’a 16 symétries pouvant étres
utilisées (en comptant les combinaisons). Elles sont présentes dans les versions les
plus récentes du programme.
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5.6. Algorithme de Meshkov

Le dernier algorithme que nous présentons est ’algorithme de Meshkov [30]. L’idée
derriére cet algorithme est de transformer le probléme du prolongement analytique en
un probléme de minimisation d’une fonction quadratique avec des contraintes linéaires.
Contrairement a ’algorithme de Bryan, 'algorithme de Meshkov n’exploite pas la nature
particuliére du probléme de minimisation, soit la forme logarithmique de la mesure
d’information. Afin de se défaire de cette dépendance logarithmique, nous développons
au deuxiéme ordre en A(w) la contrainte entropique prés d’une fonction positive f

S|4 = / [AD—A+A1n (A—“éﬂ dw (5.458)

/{(AD_ g) + [ln (ALD) +1} A+‘;—;}dw+0(A3). (5.45b)

En particulier, si f est choisie comme le minimum de 1’éq.(5.45a), alors la fonction A
qui minimise (5.45b) est également le minimum de 'entropie (5.45a).

premiére vue, il semble que le probléme se réduit a trouver une solution de fagon
itérative en utilisant la régle:

STAlS]

AP () = min [§X‘24 —aS {A|A( )H . (5.46)

Or, dés la premieére itération, on voit apparaitre certaines plages de fréquences ol
Alw) < 0. Evidemment, puisque A(w) représente une probabilité, ce genre de solu-
tion est inacceptable. Afin de résoudre ce probléme, et pour des raisons de stabilité
numérique, nous choisissons plutot la régle suivante:

AT () = min Exi — a8 [Ay f(”)H ;M = (1-OA™ L eAD (547

A>0

ot £ € [0,1] est un parameétre ajustable et ou A0 (w) = A"V (w) = AP(w). En général,
on utilise £ ~ 0.3. Le résultat final n’est pas sensible & ce parameétre, seul le temps de
calcul en est affecté.

Il est & noter que 'argument du min de 1’6q.(5.47) impose une contrainte supplé-
mentaire sur le probléme. Afin de résoudre ce probléme, Meshkov utilise une méthode
de résolution directe basée sur une décomposition en valeurs singuliéres. Aprés avoir
discrétisé le poids spectral, la fonction que nous tentons de minimiser a la n + 11¢m°
itération peut s’écrire sous la forme?

F{A} = %xi—aSA (5.48a)

2 . , . N A ., N . . .
“Encore une fois, cette équation peut étre généralisée dans le cas ol nous connaissons les corrélations
(6G;6G 1) = C;;r. Nous devons seulement modifier la définition de x?.
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2
= %Za;z Gi — ZKijAj (5.48b)
Fm A2
—l—aZ{ In (fjl_JD> -1 Aj—l—F](Jn)}
ZF’ (f<">> Aj+= ZF" ( ) AAj+cte  (5.48¢)

au second ordre. Evidemment, s’ajoutent & cette équation quadratique les M contraintes
de positivité A; > 0. Les coefficients de ’éq.(5.48¢) sont donnés par (5.48b); ils sont
explicitement

1"
Ei(f™) = 0 2GiK;j — [ <—> — 1] (5.49a)
J ( > Z J A]D
F (f(n)) = Z(TZ_QKMKU + a% (5.49b)
t j

Nous devons par la suite diagonaliser la matrice du terme quadratique de la forme F” =
U®UT ou encore leg/ = >, UaUj. A Daide de cette transformation, nous effectuons
une substitution

— 1 ,
Ai = ZUZJ % +15), ¥ = 7% > UF. (5.50)
l

Nous réécrivons maintenent ’éq.(5.48¢) a 'aide de ces nouvelles définitions. Cette partie
est simple mais tout de méme trés calculatoire. Nous utilisons la convention des indices
répétés afin d’alléger la notation et omettons temporairement la constante additive:

1
F = —F};Ah+§F;;IkAhAk (5.51&)

/ 1=
= —FhUhjﬁ (¥, +¢j)+ Uhg\/—(lf) +¢)Ulm\/a(¢i+¢i) (5.51b)
1 1
| —=—U,F +v,
Vé; (@ v H—%)
-I—EF,;/,CU}%’L LU]’Fl,—l—w- U]ﬂ'L LUmiF, + Y, (5.51¢)
2 J\/%’ \/¢j 7 ! Vi \ V¢ " '
= _Féﬂthlej%j_FéUhj%¢j+ we UniUkiUpjUpmi——F ] F),

1

1
Uki
A

= —FU

1
;i

+F . Unj Ui Uy F] ——= (5.51d)
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Maintenant, en substituant la forme diagonale de la matrice F”, nous obtenons

1 1 1
F = —F.FU,U FpUpj——=; + = Unr ¢, Upp UpjUpi Ui Ups—— F| F},
hlJJ¢J h]\/—']2r rYhj J ¢]¢zl
1
+Uhr & UkrUnjUiUsj F{ ——=; + 5 Unp @, Upr Un Ui ——=—=2;%;. (5.52)
oA o

Finalement, en utilisant I’orthogonalité de la matrice U, c.-a-d. la propriété U;pUjp, = 045,

on trouve
F = F FU,.:U, 1 FlU, 1 1U U, U U, '1F/F/
= —FFUp lj¢—j— h hjﬁ%-*-g ki Ui Ut Unma - F1 o
1 1 1
+Uijkz'Ulsz’ﬁ%+ ¢jUijkiW¢jwi (5.53a)
1
= —FFUL,U;— — FUpj——=t¢,; + = U]ZUml FF’
ht 1% hg J¢j h J\/¢— J ¢ l
1 1
+Ulsz/W¢z’ + 5V (5.53b)
1., 1 1
= —5FRFiUniUi— + S¢ii, (5.53¢c)
2 6 2

ou, plus explicitement, F' {A} = L ||||* +cte. Ainsi, minimiser ' { A} revient & minimi-
ser ||¢||%. La contrainte de positivité se traduit simplement par une contrainte linéaire
donnée par ’éq.(5.50)

U _
D oDty >y Tij=—r=, v,=— Liji;. (5.54)
ki ! \/QS_] j ’

Nous avons donc transformé le probléme de prolongement analytique en un probléme
de moindres carrés sous contrainte linéaire. Ce genre de probléme peut facilement étre
résolu & l'aide de routines connues sous la dénomination NNLS (Non-Negative Least
Squares) disponibles dans les librairies de calcul numérique courantes.

Remarque:

1. Le fichier de paramétres du programme de I'algorithme de Meshkov, appelé mesh. £,
est input . dat. Encore une fois, nous ne décrivons pas chacun des paramétres qui y
figurent puisqu’ils sont identiques et en plus petit nombre que ceux du programme
basé sur algorithme de Bryan, exception faite du parameétre £ décrit ci-haut.
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0.8 —
SVD 0,023 min.
06 E::ea“ 4xa A N----- Meshkov 27,67 min. |
U=4 Bryan 0,540 min.
k=(x,0)

Aw)

Figure 5.1: Poids spectraux obtenus par prolongement analytique de données d’une si-
mulation Monte Carlo de 300 000 mesures. Les temps requis par les différentes approches
sont indiqués sur la figure.

5.7. Comparaison des algorithmes

Nous allons maintenent comparer les résultats obtenus par les différents algorithmes
de prolongement analytique. L’avantage principal de ’algorithme SvD est sa rapidité.
Typiquement, le prolongement analytique est effectué en quelques secondes. Cependant,
le résultat final ne peut servir que qualitativement. En effet, la fonction porte utilisée
pour restreindre le noyau K aux hautes fréquences introduit un parameétre arbitraire, soit
la fréquence de coupure. Le poids spectral est trés fortement influencé par ce parameétre
et, malheureusement, nous ne possédons aucun moyen de le fixer. De plus, les poids
spectraux obtenus a ’aide de cet algorithme sont parfois négatifs, ce qui est impossible
physiquement. Néanmoins, étant donnée sa grande rapidité, 'algorithme SvD peut servir
de test préliminaire ou encore de comparaison. En général, il accentue les structures
pergues par les autres algorithmes (figure 5.1), probablement en raison de 'absence de
contrainte entropique. En particulier, si nous n’observons pas de pseudo-gap dans le
poids spectral obtenu par svD, il est & parier que nous en observerons jamais. Outre sa
grande rapidité, cet algorithme présente ’avantage d’étre trés «robuste» en ce sens que
I’exécution se rend a terme a chaque fois sous une seule condition: le noyau K doit étre
numériquement diagonalisable.

L’algorithme de Meshkov semble donner des résultats fiables. Cependant, son uti-
lisation a été délaissée en raison du temps qu’il requiére a ’exécution, typiquement de
lordre de 30 minutes sur un super-ordinateur. De plus, sa robustesse est de loin infé-
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rieure & celle de 'algorithme SVD; il est possible que la routine de minimisation d’un
carré sous contrainte de positivité (NNLS) ne puisse vérifier les critéres de convergence, ce
qui stoppe 'exécution. Du reste, lorsque 'exécution se rend a terme, le résultat semble
physiquement acceptable.

Nous utilisons principalement I'algorithme de Bryan, puisque ce dernier semble étre
le compromis idéal entre la qualité du résultat et le temps d’exécution, qui est de ’ordre
de la minute. Quant & la qualité du spectre et la robustesse de I'algorithme, elles sont
grosso modo les mémes que celles de I’algorithme de Meshkov, variant d’un cas & 'autre.
Le principal défaut de ’algorithme de Bryan est son extréme sensibilité aux erreurs sta-
tistiques Monte Carlo. Jarrell [16] propose un test permettant de vérifier si I’évaluation
des erreurs statistiques semble conforme au résultat obtenu (option 5 décrite a la sec-
tion 5.5). Toutefois, nous devons nous méfier avant de systématiquement renormaliser
les barres d’erreurs car il est possible que la fonction de Green G(7) soit parfaitement
lisse tout en possédant de grandes barres d’erreur, par exemple, si la fonction de Green
est obtenue en faisant la moyenne statistique de plusieurs simulations, chacune ayant
«collé» dans un différent sous-espace des phases. Dans cette éventualité, la renormali-
sation des erreurs serait injustifiée.

Face a ce probléme, il est tentant de vouloir formuler une méthode systématique nous
permettant d’appliquer correctement le facteur ¢*, enlevant ainsi toute subjectivité du
probléme de prolongement analytique. Le programme bryan.f est 'accomplissement
d’une telle tentative. La motivation principale qui nous conduit & ce programme est la
déformation du probléme de minimisation introduite par le parameétre o non nul. En
effet, la contrainte entropique est introduite afin de nous permettre de choisir parmi
tous les poids spectraux qui minimisent x? celui qui est le moins «biaisé» par rapport a
I'information statistique contenue dans la fonction de Green. Cependant, la fonction qui
minimise x? — .S ne minimise pas nécéssairement y2. Le programme bryan.f régle ce
probléme en ajoutant une itération sur le modeéle par défaut A”. En résumé, a chaque
itération, a est fixé a x2(AP) et AP est fixé a la solution de I'itération précédente. Ainsi,
aprés un grand nombre d’itérations, aS tend vers 0 nous assurant ainsi que le résultat
final est un minimum de x2. La contrainte entropique nous sert seulement de guide pour
se diriger vers la solution qui minimise I'information. Cette astuce élimine également
le probléme du scaling puisque ce dernier ne joue plus aucun réle lorsque la contrainte
entropique disparait du probléme. En général, cette approche semble donner de bons
résultats, comme l’illustrent les fines structures sur la figure 5.2. Nous ne pouvons pas
toujours utiliser une telle méthode systématique puisqu’il est parfois nécessaire d’exercer
un controle sur le facteur de scaling, comme mis en évidence dans [9].

Quelques critéres de qualité

Pour les quantités spectrales, nous pouvons distinguer deux types de facteurs de qualité:
la qualité physique et la qualité numérique. La qualité physique réfléte 'accord avec les
prédictions physiques, les moments étant les seuls critéres de comparaison quantitatifs
dont nous disposons. En général, ils sont respectés jusqu’au troisiéme chiffre significatif
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Figure 5.2: Poids spectraux obtenus par prolongement analytique de données d’une
simulatiom Monte Carlo de 196 000 mesures.

par les algorithmes de Bryan et de Meshkov! De plus, cet accord nous permet de valider,
en partie, nos simulations Monte Carlo, puisque toute I'information contenue dans le
poids spectral est présente dans la fonction de Green, y compris les moments.

La qualité numérique nous indique simplement comment s’est effectuée la minimisa-
tion de la quantité %XQ — aS. Ceci peut étre vérifié trés simplement en notant la valeur
numérique finale de la quantité méme. En général, il est préférable que cette derniére
soit inférieure ou de l'ordre du nombre de tranche de temps imaginaire N.. De plus,
les deux termes devraient contribuer également, c.-a-d. %Xz ~—alS < %NT. 11 est éga-
lement possible de juger directement de la qualité numérique en comparant la fonction
de Green Monte Carlo au vecteur final G = K A.

Il est & noter que les deux facteurs de qualité ne vont pas de pair: il est fort
possible que la qualité numérique soit excellente sans toutefois qu’il y ait accord avec les
prédictions physiques, et ce pour deux raisons. La premiére est que les données obtenues
par simulation Monte Carlo peuvent étres mauvaises dii & un manque de mesures ou
un probléme de collement. La seconde est que, par définition, un probléme mal posé
est un probléme & solution non unique. A 'aide des algorithmes d’entropie maximumn,
nous choisissons, parmi I’ensemble des solutions, celle qui minimise I’entropie. Or, il est
possible que cette solution ne soit pas la solution physique.



Annexe A | Eléments d'analyse numérique matricielle

A.1. Normes vectorielle et matricielle

Une norme vectorielle (ou matricielle) sur R™ (ou R™*™, R™™™ étant isomorphe & R™)

est une application |- : R”— R satisfaisant les propriétés suivantes:
L o|=0
2. ||z|]| =0, reR”
3o lz+yll <zl +lyll, 2y R
4. ezl = laf =]l a €R,zeR"

Définition 1. Une norme est dite consistante [11] lorsque || Au|| < ||A]| ||u] ou ||AB]| <
HAH HBH (U eR™" A Bc¢c RnXm>.

La norme vectorielle la plus connue est sans nul doute la norme euclidienne qui est
un cas particulier de la p-norme de Holder:

n
lzlfp => [P, p>1. (A.1)
i=1
qui obéit a la propriété suivante:
T
'ty <=l [yl , —+—-=1. A2
="y < =], Iy, i (A.2)

Le cas p = ¢ = 2 correspond évidemment a 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Parmis les normes matricielles, mentionnons la norme de Frobenius

AP =D Jai (A.3)
i=1 j=1

qui est aussi une norme consistante. C’est cette norme qui sera sous-entendue dans
nos calculs de la section sur le conditionnement. Mentionnons finalement que la norme
euclidienne ainsi que la norme de Frobenius sont invariantes sous transformations or-
thogonales (ou unitaires si les normes sont généralisées aux nombres complexes):

Qzll, = llz[,, QTQ=1 (A.da)
IUAV| = |4, U'U=V'V=L (A.4b)
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A.2. Décomposition en valeurs singulieres

Une décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice carrée A™*™ est une factorisation
matricielle de la forme [3§]
A=UxvT, (A.5)

ot UT =U1 VT =V—1et ou ¥ = diag(cy,...,00) avec o1 > 02 > ... > 0, > 0. Les
o; sont appelees les waleurs singuliéres de la matrice A. Cette factorisation est unique
sous permutations des colonnes de A et dans le cas d’une matrice hermitique (AJr = A),
les valeurs singuliéres sont reliées aux valeurs propres \; de A par la relation o; = )\22 .
Comme U et V sont des matrices orthogonales, il est facile de résoudre le systéme
linéaire Ax = b a 'aide de la décomposition en valeurs singuliéres de A. Pour ce faire,
on utilise la formule
- ul
= (UsVT) ™ b = V diag(1 /o) UTD =
(Uzv?h)” g(1/o; ; -

vz, (A.6)

2

qui souligne d’emblée 'effet de o; sur la précision numérique de x. En effet, si 'erreur
sur b est de l'ordre de ¢, alors 'imprécision sur x ira comme &/ min(o;), donc, si 'une
des valeurs singuliéres est pratiquement nulle, la solution calculée numériquement peut
s’éloigner de la solution exacte de plusieurs ordre de grandeurs et peut tout aussi bien
étre incalculable si 'une des valeurs singulidres est inférieure a I’epsilon machine'. D’ail-
leurs, une matrice est singuliére (non-inversible) si et seulement si 'une de ses valeurs
singuliéres est nulle.

A.3. Conditionnement

Analytiquement, on distingue deux classes de matrices lorsque 'on considére la solu-
tion d’un systéme linéaire de la forme Au = b. Il y a d’abord les matrices singulieres
(det A = 0) pour lesquelles il n’existe pas de solution unique au systéme puis les matrices
non-singulieres (inversibles) avec lesquelles on construit une solution unique. Au niveau
numérique, 'analyse faite précédemment semble indiquer qu’il faille ajouter une troi-
siéme classe correspondant aux matrices quasi ou numériquement singuliéres. Les trois
exemples qui suivent indiquent de quelle facon cette nouvelle classe peut étre définie.

Exemple 1. [7, p. 30] Soit une matrice A ainsi que u et u—+ Au, les solutions des deux
systémes linéaires

Au = b (A.7a)

Alu+ Au) = b+ Ab. (A.7b)

'L’ epsilon machine (e) est défini comme étant la plus petite valeur positive telle qu’au niveau de la
machine, 1 + ¢ = 1. En Fortran 90, cette valeur est fournie par la fonction intrinséque EPSILON.
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De (A.7), on tire Au = A TAb et en utilisant une norme consistante, on obtient
|Aul| < HA’lH ||Ab||. En supposant finalement que b # 0, l'inégalité suivante est véri-
fiée:
| Al
]

Exemple 2. [7, p. 30] Soit le systéme (A + AA)(u + Au) = b. Suivant des étapes
simalaires & ce qui a été fait dans Uexemple précédent, Uinégalité suivante peut étre
dérivée:

Ab|
el

< Jlayat) 1580 (A8)

AA|

AT (4.9)

| Aull |
To=aq] = < AN A S5

Exemple 3. [10] Soit le systéme linéaire (A+eF)u(e) = b+ef auquel on a ajouté une
perturbation paramétrisée par €. En développant u(e) linéairement autour de la solution
non-perturbée u(0)

u(e) = u(0) + eu(0) + O(e?), (A.10)
et en utilisant une norme consistante, il est possible de dériver 'inégalité suivante:
[u(e) —ull -
T < || A Y| 1Al (pa + ps) + O(e?), (A.11)
1] 171
représentent respectivement lincertitude absolue de A et de b découlant de la perturba-
tion.

Exemple 4. Considérons le produit AA = B et une perturbation & ce produit
(A+6A)(A+6A) =B+ 6B. (A.13)

En supposant que [A,6A] = 0 et en négligeant le terme 6A%, on trouve aisément que

2A6A ~ 6B, et donc
16B]] [6A|

A= fap 1AL
T~ A.14

Définition 2. Le conditionnement ou le nombre de conditionnement (condition num-
ber) k(A) d’une matrice A, ou d’un systéme linéaire représenté par A, est

A) = [|[A7Y[14] - (A.15)

Comme les exemples précédents le démontrent, x(A) mesure la sensibilité de la
solution du systéme linéaire Au = b ou du calcul de produits matriciels vis-a-vis des
variations sur A ou b. Ainsi, un systéme ou un probléme sera dit mal conditionné [7] ou
incorrectement posé (ill-posed) lorsque son conditionnement sera trés grand (k(A4) — o00)
et & 'inverse, bien conditionné lorsque & sera de ’ordre de 'unité. En outre, il est possible
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de démontrer [10, 38] que k(A) peut étre interprétée formellement comme une métrique
définie dans D'espace des matrices mesurant la distance relative de A par rapport a
I’ensemble des matrices singuliéres.

Remarques:

1. Il est possible d’imaginer plusieurs définition du conditionnement en utilisant di-
verses normes matricielles. Cependant, toutes ces définitions sont équivalentes du
fait que toutes les normes matricielles sont reliées par des constantes multiplica-
tives [10].

2. Le conditionnement d’une matrice ne doit pas étre considéré dans un sens trop
large: un systéme linéaire Au = b peut étre mal conditionné alors que la recherche
des valeurs propres de A peut étre un probléme bien conditionné.

3. Méme si le déterminant est une mesure de singularité, il n’est pas une mesure de
conditionnement car il existe des matrices A telles que det(A) =~ 0 et k(A) ~ 1.

Théoréme 2. [7, p. 31] Pour toute matrice A,

1. k(A)>1

2. K(A) = K(A™Y)

3. k(awA) = Kk(A), pour tout scalaire av # 0

4. K(A) = 1 si A unitaire ou orthogonale

5. k(A) est invariant sous transformation orthogonale ou unitaire

Théoréme 3. [7] Soit ||-||,, la norme matricielle euclidienne et A, une matrice carrée
quelconque. Alors,

1 max(o;)
a(4) = 14l 47", = TS (A16)
ot a; sont les valeurs singuliéres de A.
Une approximation de k(A), trés utilisée en pratique, est
K(A) = max(A;) (A.17)
~ min(\;)’ '

ol \; dénotent les valeurs propres de A.



Annexe B | Relations de dispersion pour les électrons libres

On présente ci-dessous les relations de dispersion des électrons libres pour différentes
tailles de réseaux anisotropes (t; — t, —t') en imposant des conditions aux limites
périodiques. Ces relations sont obtenues en effectuant la transformée de Fourier de la
partie cinétique du hamiltonien de Hubbard.

Type Taille Energie ey,
2x1 —tcosk
nx1,(n>2) —2tcosk
ly — 1y 2 x2 —tycosky —ty cosky,
ty —ty —t' 2x2 —ty cosk, — ty, cosky — t' cosk, cos ky,
ty — ty nx2,(n>2) —2ty cos ky — ty cos ky
ty —ty —t nx2,(n>2) —2ty cos ky — ty cos ky — 2t' cos ky cos ky
ty — ty nxm, (n>2m>2) —2t,cosk, —2t,cosk,

ty —ty—t' nxm,(n>2,m>2) —2t,cosk, — 2t,cosk, — 4t' cos k, cosky

Tableau 1. Relations de dispersion pour différentes tailles de réseaux.
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Annexe C | Guide de lecture

La lecture et la compréhension de ce rapport nécessitent diverses connaissances préa-
lables que I'on peut trouver dans les références suivantes.

Références de base

1.

Algébre linéaire. Factorisation matricielle, diagonalisation, théorie matricielle géné-
rale: Strang [29], Ciarlet [7], chaps. 1 et 2.

Calcul et analyse numérique. Algorithmique, conditionnement, recettes numé-
riques d’algebre linéaire: Numerical recipes [38], Ciarlet 7], Higham [11](avancé),
Golub [10], Bevington [22].

Connaissances de base de la mécanique quantique. Notation de Dirac, espaces de
Hilbert, opérateurs, représentation matricielle: Cohen-Tannoudji [6], tomes 1 et
2.

. Mécanique quantique avancée. Matrice densité, représentation de Heisenberg, Schro-

dinger et d’interaction, systémes & plusieurs particules, symmeétrisation, moments
angulaire: Sénéchal [27], Cohen-Tannoudji [6], Tremblay [34], Fetter et Walecka

1.

. Seconde quantification. Représentation de nombre d’occupation, en débutant avec

Poscillateur harmonique quantique: Cohen-Tannoudji [6], Sénéchal [27], Tremblay
[34], Bogolubov [21].

. Physique statistique classique. Variables gaussiennes, ensembles statistiques, fonc-

tion de partition: Reif [24].

Physique statistique quantique. Trace thermodynamique, distributions quantiques,
bosons, fermions: Tremblay [34], Reif [24], Bourbonnais [3].

. Méthodes Monte Carlo. Marches aléatoires, échantillonnage, traitements statis-

tiques, chaines de Markov: Kalos [15], Mailhot [18], Brémaud [4].

. Supraconductivité conventionnelle. Bourbonnais [3].
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Matériel plus avancé

1. Théorie o N-corps. Fonctions de corrélations, théorie des fonctions de Green &
température finie, fonctions de Green de Matsubara: Bourbonnais [3], Tremblay

[34], Mahan [17].

2. Diagrammes de Feynman. Intégrales de chemin, diagrammes de Feynman en phy-
sique du solide: Sénéchal [27], Mattuck [19].

3. Phénomeénes critiques et transition de phase. Modéle d’Ising, comportements cri-
tiques & ’approche d’une transition de phase, exposants universels: Bourbonnais

[3].

4. Théorie statistique des champs. Fonctions de Green, liquides de Fermi, supracon-
ductivité: Tremblay [34].
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