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1 Introduction

Etant donnée la présence d’atomes de carbone qui peuvent former jusqu’a quatre liens chimiques, les substances
organiques sont souvent composées de molécules comportant des dizaines d’atomes. Ces derniéres sont généra-
lement linéaires ou planes, de sorte que le cristal organique résulte de I'arrangement ordonné d’unités de grande
taille interagissant habituellement peu entre elles. Dans le cas des plastiques, on obtient ainsi une substance isolante
trés malléable. Cependant, tous les composés organigues ne sont pas des isolants: dans les conditions appropriées,
certains sont de bons conducteurs ou méme des supraconducteurs. Les températures critigues maximales atteintes
par les supraconducteurs organiques sont nettement inférieures a celles des cuprates, mais leur étude n’en est pas
pour autant sans intérét. En effet, la structure méme des composés organigues ainsi que la présence d’orbitales mo-
léculaires délocalisées de typefont en sorte que les propriétés électroniques de telles substances sont fortement
anisotropes. Ainsi, le (TMTSEX, ou X est une molécule acceptant un électron et TMTSF est le tétraméthylte-
trasélénafulvaléne, est une famille ou la conduction est nettement plus importante dans une direction que dans les
deux autres, d’ou le qualificatif de quasi-unidimensionnel. Comme exemple de quasi-bidimensionnel, mentionnons
le BEDT-TTF (biséthylénedithiotétrathiafulvaléne), aussi connu sous le nom de sels ET. La dimensionnalité réduite
de ces systémes en fait des candidats de choix pour I'étude des interactions entre les électrons, car, tout comme les
cuprates, les supraconducteurs organiques sont des systéteetradhs fortement corréléslentionnons finalement
la richesse du diagramme de phase des composés organigues. Une méme substance peut effectivement présenter des
phases antiferromagnétique, supraconductrice, isolant de Mott et isolant paramagnétique, tout dépendant des condi-
tions de pression et de température.

L'objectif de ce travail est de développer un formalisme permettant d'étudier I'influence des fluctuations su-
praconductrices sur la vitesse du son et sur I'atténuation sonore dans les supraconducteurs organiques quasi-2D.
L'approche adoptée consistera a écrire la fonction de partition sous la forme d’une intégrale fonctionnelle mettant
en évidence les corrections apportées au propagateur de phonons libre. Dans un premier temps, on négligera les
fluctuations supraconductrices et on ne s'intéressera qu’a I'effet du couplage électron-phonon sur le propagateur de
phonons. Cela sera fait dans les cing prochaines sections. Ensuite, nous ajouterons les fluctuations supraconductrices
dans notre approche. Les calculs diagrammatiques (basés sur les diagrammes de Feynman) ne seront pas menés a
terme pour les expressions générales obtenues. Tout au plus effectuerons-nous de tels calculs dans des cas limites
bien précis (sous-section (6.3, 8.3 et 8.5). De plus, nous n’avons pas tenu compte du couplage interplan, qui est
pourtant un élément essentiel de I'analyse (voir la conclusion). C’est pourquoi ce travail ne se veut que la présen-
tation d’un formalisme, non pas d’'un ensemble de résultats originaux. Toutefois, si le travail a été bien fait, il sera
possible d'utiliser le formalisme développé pour effectuer des calculs théoriques pour le BEDT-TTF pouvant ensuite
étre comparés a des résultats expérimentaux ou la vitesse et I'atténuation du son ont été mesuré lors de la transition
vers I'état supraconducteur.

2 Origine du couplage électron-phonon

Dans cette section, nous présenterons les hamiltoniens d’électrons libres, de phonons libres ainsi que I'origine
de I'hamiltonien électron-phonon. Tout d’abord, dans I'approximation des liaisons fortes (faible recouvrement des
orbitales atomiques; on ne perd pas les contributions individuelles), la propagation libre des électrons sur les sites
du réseau 2D s’exprime a l'aide de I’hamiltonien:
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ouk est un vecteur d’onde du réseau 2¥jndice de spin e€(k) est le spectre (e.g(k) = —2t[cogkyd) +cogk,d)]

pour une bande de liaisons fortes et un réseau carré sl le pas du réseautegst I'intégrale de saut au premier
voisin). En deuxiéme lieu, les vibrations élastiques des ions autour de leur position d’équilibre sont décrites par
I’hamiltonien:
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ol uy est le déplacement dueR€ion par rapport a sa position d’équilibrig, est la constante élastique du réseau
et M la masse d'un ion (on suppose qu’'elle est identique pouNIlé&mns). Avec la transformée de Fourieg =
ﬁ ¥ qUq€9™ (et I'équivalent pouuy) ainsi que la quantification canonique des modes normaux (on prent):
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on obtient que:
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avec la relation de dlspersumé 1 cogq - d)] (voir Mattuck p.275 pour une dérivation similaire et plus
compléte). En dernier lieu, le mouvement des ions autour de leur position d’équilibre engendre une modulation de
I'énergie des électrons, d’ou l'interaction électron-phonon. Si on considére de faibles écarts par rapport aux positions
d’équilibre, I'intégrale de saut ety m- ~ tgm + %(un — Um) avec< n,m> premiers voisins, d’ou:

at
Ho—He =35 > (th—Um)(CoCmo+Ch) ®
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o = Z<n7m>70t2n’m>(cﬁ7(,cm70 +c.h.), larelation équivalente a (1) dans I'espace réel. Dans
I'espace de Fourier, on peut écrire le dernier terme de I'équation (2) sous la forme:
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ouV est le "volume" & deux dimensions. Nous donnons sans démonstration la vatgkrgle(nous avons défini
=5
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Cette quantité est une mesure directe de I'importance du couplage entre les électrons et les phonons. Notons que si
on néglige la dépendance knnous avons alors qu¥q)g(-q) = ||g(q)||? ou ||...|| représente la norme. Ce dernier
résultat nous sera utile plus loin.

Notre probléme se situe donc dans un espace d’'Hilllest He R Hpn, OU He est 'espace de Fock pour les
électrons (états d'occupatidny, ,...,Nk; o.... >) €t Hpp est I'espace de Fock pour les phonons (états d’occupation
INgy;---Ngmax > OU NOUS supposons une frequence de coupure pour les phonons). Comme ils agissent dans des

espaces différentig,H3,] = 0; cependanfHdHep] # 0 et[HD, Hep # 0. Nous utiliserons donc la représentation

d’interaction pour la fonction de partition:

Z=Tr ePH=Tr e‘BHgl e_Bth Tt e—foBHep(T)dT (5)

oul la trace porte sur les étged > ® |ph> et 0UHep(T) = €0THe e 0T, avecHy = HY + th; T; est 'opérateur
d’ordre chronologique.

3 Intégration des phonons

Lors de I'étude d'un systéme correspondant a un espace d’Hilbert produit tensoriel de plusieurs sous-espaces
d’Hilbert, il est commun d’effectuer une trace partielle sur I'un ou I'autre de ces sous-espaces. Ainsi, dans cette sec-
tion, nous ferons la trace sur les degrés de liberté associés aux phonons. Cette procédure portaériegomtiah
des phonondNous verrons que la trace sur I’hamiltonien d’interaction électron-phonon fera naturellement apparaitre
le propagateur de phonons libre. Commencons par calculer la fonction de partition des phonons libres:
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car le nombre de phonons n'est pas fix€y€t X" = 1= si x| < 1. Puisque par définition, la valeur moyenne

thermodynamique d’une observable non perturbée est donnééyax w, on peut €crire (5) sous la forme:
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Notons en passant que:
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ol nous avons pour tout opérateur) = e'"oae~™o, Le calcul de la valeur moyenne non perturbée sur les phonons
dans (7) peut s'effectuer exactement. En effet, si on développe I'exponentielle, on trouve que seuls les termes pairs
sont non nuls, car les termes impairs ne peuvent conserver le nombre de phenprad(iit de vecteurs propres
d’occupation orthogonaux). Nous avons ainsi que:

— /& Hep(T)dT _ < (-1)° R P
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Méme pour les termes pairs, seuls ceux contenant un nombre égal d’'opérateurs de création et d’annihilation donne-
ront une contribution non nulle. Nous pouvons alors utiliser le théoréme de Wick, qui stipule qu’une telle moyenne
est égale a la somme de toutes les moyennes possibles de paires d’'opérateurs:

B B
/o drl.../o dta(Te Hep(T1)...Hep(tn))o,ph =
B B
/o dTl.../O dtn(Te Hep(T1)Hep(T2))0.ph--- (Tt Hep(Tn—1)Hep(Tn))o,ph
B B

Tous les termes du membre de droite sont égaux. Or, il y a (n-1) fagons de former la premiéere paire, (n-3) fagcons de
former la seconde, etc. On trouve donc que:
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Pwsun” 1)” = n(nflz).“z et quen est pair, on fait le changement d’indice de sommatien2m, d’ou:
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Or, d'apres (3), nous avons que:
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L'intégration exacte des degrés de liberté des phonons est donc équivalenténetawion retardégcar il y a

la présence des deux "tempseét ') entre les électrons, cette derniére étant médiée par les phonons. En introdui-
sant le propagateur de phonons liP&(q,T — ') = —(Tebg (T)bd (") )0,ph — (Tebl(T)bg (T') )o.ph, ON peut donc &crire
I'équation précédente sous la forme (puisque la sommg parte sur toute la zone de Brillouin):

1
(T HepDHeplT))opn =~ 9k, Q)IK' — Q)G g6 (VCa(T)C_q 0 (T)0k0r (V) DO(A,T—T')
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Nous trouvons donc finalement que (7) s’écrit sous la forme:
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4 Notes sur le propagateur de phonons libres

Dans cette section, nous calculerons la valeur explicite du propagateur de phonons libre, autant en fonction du
"temps" qu’en fonction de la "fréquence"”. Nous en profiterons pour réécrire la fonction de partition (8) en fonction
de la "fréquence". Dans la suite de ce travail, nous aurons souvent & passer d’'une représentation a I'autre, ce qui se
fera par I'entremise des transformations de Fourier appropriées. Tout d’'abord, nous savons que le propagateur de
phonons libre est donné par I'expression:



D°(q1,T—1') = —(Tebg (V)b (T'))0,pn — (Teb§ (1) g () )o,pn
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ou O(1) est la fonction de Heaviside. Evaluons les valeurs moyennes:
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En utilisant le fait que le nombre de phonons n’est pas fixé, on a que:
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ou dans la premiére ligne, nous avons directement simplifiéﬂ%éol puisque la trace ne porte que sur les phonons
et ou r]éc,‘) signifie le produit sur tous leg, saufq’ = q. Puisquey e " = 1_—1e,x alorsy_one " = (1_‘*;)2;
ainsi:
(Q) *BC&) //2 _
=] & T B /2 wy(1-T) r e P
g 1—e P 1-e P " (1—ePom)2
Buy /2 B
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Puisquelf:i“;qwq = eﬁwi_ = ng(wy) (la fonction de distribution de Bose-Einstein), on trouve d’apres (6) et (9) que

<bq(r)ba(r’))0 ph = € (T [1 4 ng(wy)]. Le propagateur de phonons libre prend donc la forme:
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Cette expression nous permet de calculer la transformée de F@figry,) du propagateur de phonons libre, ou
wm = 21/ sont les fréquences de Matsubara (paires pour des phonons). Cette représentation en "fréquence" nous
sera utile pour effectuer la transformation d’Hubbard-Stratonovich ainsi que pour certains calculs. Nous avons que:

(1) = 5 ¥ & D°(q.0) (10)
B .
D°(q,wm) = /0 dte“m' D°(q,1) (11)

Ainsi, en posant — T — T > 0 et en utilisant le fait qué®® = 1, on trouve que:
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Nous pouvons a présent exprimer la fonction de partition (8) en terme des fréquences de Matsubara. Avec:
Ck ()'(T) = i zeﬁiwn.rckuho' (13)
3 \/B 4 3 )

ouwy, = (2n+1)11/B (fréquences de Matsubara impaires pour des fermions) et la définition équivalen@é{p(cn)r
on peut en effet procéder a la réécriture suivante: '
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carfp’dre""nT Bdn0. En introduisant les bivecteuks= (k) etd = (q,0x), 'expression précédente devient:
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La fonction de patrtition (8) se récrit donc finalement sous la forme:
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5 Premiére transformation Hubbard-Stratonovich

Dans cette section, nous effectuerons une transformation d’Hubbard-Stratonovich sur la fonction de partition
(14). Cette transformation repose sur l'identité suivante, valable pour une ntdtheemitique positive de dimen-
sionn x n, (voir Negele et Orland p.34 pour la preuve):

ZiT[n k1. n % Ty T
@ = [ [oede; eemeTes 15)
i—=

ou les sommes sur les indices répétés sont implicites. Dans les trois prochaines sous-sections, nous commence-

rons par définir deux nouveaux opérateurs, puis nous procéderons a la transformation d’Hubbard-Stratonovich et
finalement, nous réexprimerons le résultat obtenu sous une forme plus simple.

5.1 Opérateurs B etB

of o
T_ k+qc %o kock+q0
Définissons8; = 3 5 W ,d'ouBg=Yi, & Nous allons brievement montrer que ces opérateurs pos-

sedent deux proprletes intéressantes. Tout d’abord, nous pouvons effectuer le changement d’indice de sommation
k — kiq dans ces expressions. Ensuite, les opera&&mBq commutent.



e Changement d’indice

En premier lieu, les conditions aux limites périodiques font en sorte que nous gyoﬂéﬂ 6= Ok cgq_% 5 De

plus, nous avons qug, cﬂ)n_c, =3n clgim o caruy = (2n+1)1/B,n € Z etwm = 2mr/B,m € Z. On obtient donc,
- . L o T + . . -
en utilisant la notation des bivecteurs, P 5 = 2k ki o Ceci est également valable pour le produit d'un

nombre arbitraire d’opérateucéo, a condition d'effectuer le méme changement d’'indice pour tous les opérateurs.
En particulier:

—+

I "
Bq — 2 C’R,Uck+q70 — Z (>|~(7C~],0Ck70
k,o \/\7 k,o \/\7

t

* Interprétation physique: I’opérateBE (Bg) augmente (diminue) dgle vecteur d’onde et den la "fréquence”
des électrons. Nous rappelons que la "fréquence" vient de l'interaction retardée.

e Commutation

De maniére générale, nous avons les relations d’anticommutation suivantes entre les fe{rcppnkls:c,} =
8¢ w00 {Cio:Civ o'} = 0- Alors, lorsques # ¢’ OU lorsquek # k' — @, nous avons:
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AT'opposé, lorsques = o’ ET k = k' — §, nous avons:
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Nous voyons donc quag etBg commutent.

5.2 Introduction des champsp et ¢*

Nous pouvons utiliser les opératellféet Bg pour écrire la fonction de partition (14) sous la forme:

_ 40 - BH 1 ) D°(§)BIB:
Z=Zy Tre €77 eXp( 28%9(‘1)9( q)D (Q)Bqu)

ol nous avons supposé au(&,q) = g(q). En définissanil; = —g(q)g(z—l:iq)@"((j) — ls@I ‘@O( | réquation précédente

devientZ = Zgh Tre e BHY exp(zq BquBq) PuisqueHg est une matrice hermlthue positive, nous pouvons
directement utiliser (15) et obtenir:

detH 1 2f+1 .
Z=28, Tre e P 2m2”+1/ |] d¢qd¢lep< 05Hg “dq+By ¢q+Bq¢>

16
bis (16)

Z0 2fi+1
ph Tre e PHa / |_| dq)qdq)qexp(

_ T
= e +B¢q+Bq¢>

ou ¢ varie de—fi a +f et ou les sommes sur les indices répétés sont implicites. Lors du passage a la seconde ligne,
nous avons utilisé le fait qué est une matrice diagonale»(Hk*1 = 1/H, d’ou detH 1 = ], H|;1 = Mk(1/Hk) =
1/[detH]).

5.3 Expression en fonction d’un seul champ

Dans I'expression (16) pour la fonction de partition, nous n’avons pas réellement besoin des deuxfckamps
¢*. En effet, poson®j = %(q;g +0_q); Wq=3(bg— b 4), d'ol g = ®*4; Wi = —W_gq. Inversement, on a que
bg = P+ W5 g = Pg+ Wq. Ainsi:
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o3
3

(I10g112+ [[Wgl12-+ o + o)
(11Pgli?+ | w2 + ®qq — @)
De méme, on a quE, Bgd)q—i- Bidg = > 4By <¢ g ¢~> = 27y §Bg®_4. Ceci nous permet donc d'écrire:

2i+1 o 2+ Ws12
+BT¢q+Bq¢ —J/ ” ddquLIquxp(— <H q” HqH q” )

/ 2f+1 q)qq)q

|‘| d¢qd¢qexp( +ZBq¢—q)

ouJ est le jacobien de la transformation. Il est possible de procéder a l'intégrale Sty 1€ commence par noter
gue ( étant la partie réelle éf étant la partie imaginaire):

241 <12 <12
/ rqld%exp(—;{m{.f;” *m{:;}' |)-

/dWoexp<[|D{|_q|J00}|2 ID{%HZ] /]-Lexp zqo{rm{;q}rarm{ﬁqq}\z])

carHg = H_g et [|Wg||? = | W_g|/2, d’ol exp(% + %) - exp< quu ) PuisqueW_g = —W}, on a que

O{Wo} = 0. En posant¥g = ug + ivg, on €écrit 'expression précédente sous la forme:

R

2
2r~1|n+l \/ﬁzn+l|_| \/>

— iﬁ+l(\/ﬁ)2n+1 [detH]l/Z

n
idvoe“’g/HO/ 2idugdvgexp( — 2
/ [ 20ucvern(-25

2

u
“q
Hy  Ha

2
Vg

On voit donc que la fonction de partition (16) devient:

70 Jif+1¢ /m)2i+1 2A+1 D52
— —ph 1/2(\/__) __Try e P /|‘| dCquxp [l +ZBqCD_q)
[detH]Y?2 (2im)2i+1 Hg

J

En posant?zl = [detH}l/ziﬁzzml(\/ﬁ)ZﬁH’

on a que:

Z=a7%Try e P [ Do _ gl 2B;d_g 17
= ph el € e exp H- + G¥—g ( )
q

ol la somme sug dans 'argument de I'exponentielle est implicite. Notons en passant qu’il semblé-gq@d+1;
c’est du moins le cas pour= 0 etri= 1. Nous n’avons toutefois pas vérifié la généralité de cette expression.
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6 Premiere correction au propagateur de phonons

Dans cette section, nous calculerons la correction (au premier ordre non nul) apportée par le couplage électron-
phonon au propagateur de phonons libre. En premier lieu, nous réexprimerons la fonction de partition (17) en fonc-
tion du "temps". En deuxiéme lieu, nous utiliserons I'approximation des cumulants sur cette nouvelle expression, ce
qui fera apparaitre directement la "bulle" électron-trou. En dernier lieu, nous calculerons la valeur de cette "bulle"
pour certains cas limites trés simples. Veuillez noter que le retour partiel a I'expression "temporelle” pour la fonction
de partition n’a pour but que de nous permettre de rencontrer des termes connus lors du développement menant a la
"bulle" électron-trou, i.e. des fonctions de Green. Pour les calculs comme tels, nous retournerons a une représentation
purement en "fréquences".

6.1 Retour partiel a la représentation "temporelle"

Pour réexprimer I'intégrale fonctionnelle dans (17) en terme de variables "temporelles”, nous utiliserons les

transformations de Fourier déja définies pdd(q,t), 2°(q,wm), cl(( 2,( 1) et C|(<T<)mo Pour le champ auxiliaire,
nous utiliserons plutét:

iy 1 B
Dq(T) DG o, q’q,wm:%/o dte“m dq(1)

1
=—%Ye
VB 2
Etant donné qUq i, = P4 g, ON déduit queb” (T) = Pq(T). Rappelons aussi qugB dte®t = B5,,0 et que

3 €% = Bd(1). Nous avons donc que:

2
22 B(q7(k)rn)q)*q7700m = W Z Cl—q,u)n—mm,ock@mcq)*%*(ﬂn
Wm Wm,K,Wn,0

2 B o B -
= _\/\7 / drie i (oon %)Tlcl—q,c(rl)/(; dTZCk,o(Tz)eI%T2¢_q7_%

\N Z /d'[e"*)mTCk qcr( )(j;|(7c’(-[)(1)7(]77mm

_ 2\/;%/0 dTCE7q70(T)Ck70(T)q)—Q(T)

B
= 2\/@/0 dTBq(T)P_q(T)

Notons au passage que:

Dy,00 Py com 2B
— d thad ) D Do (qwm)
2 Hoam | TO@I? 2 o ®-aon

Il est donc possible d'écrire (17) sous la forme:

12



_ 2 _
Z=AZyTre € BH TT/Q)CDexp( > Wﬁ)‘z%’%@q,mmﬂ)o *(9,0m)
e (18)

B
+ %Nﬁ /0 dTBq (1) () )

6.2 Correction d’ordre ®d*

Dans I'expression précédente, le premier terme de I'exponentielle ne contient pas d’'opérateurs agissant sur les
états propres d’'occupation électroniques. Il reste donc uniquement a calculer:

Tre e PHa Ttexp<2\/[§z /OBdTBq(T)CD_q(T)) =23 (Ttexp<2\/[_32 /OBdTBq(T)q:_q(r))Qd
q q

Le théoréme des cumulants donne le développerf@ht= e®+2((x-(x)%+5((x-(X)*)+- (voir Le Bellac, p.112).

Dans notre cas;2/B >q fOB dtBq(T)®_q(1))0el = O car I'opérateuBy ne conserve pas la quantité de mouvement
des électrons et on se retrouve donc avec le produit d’états propres d’occupation orthogonaux. Cependant (le 2!
provient du développement en cumulants):

1 B B
z<Tr4Bq%2/o dTl/o dt2Bg, (T1)P—_g, (T1) By, (12) P—q,(T2))0el

B §
=BTy [ dts [ draB (1) g (11)By (12)®-(t2) s

9 8 q B q
— B%/O rl/o T2(TtB_q(T1)Bq(12))0el Pq(T1)P—_q(T2)

L'expression (18) pour la fonction de partition devient donc, en arrétant le développement en cumulants au premier
terme non nul:

. 1 -1
Z=1a257% / @@exp(ZBz (Z W%,%Qq,—%@" (9,wm)

+/(;B dTl/(;BdT2<TrBq(Tl)Bq(T2)>O,eI q)q(Tl)q)q(TZ))>

6.3 Calcul de la "bulle" électron-trou

Dans cette sous-section, nous ferons le calcul général de la "bulle" électron-trou, ce qui nous conduira a la fonc-
tion de Lindhard. Nous ne calculerons la valeur de cette fonction que pour deux cas limites bien précis. On peut
trouver dans la littérature des résultats correspondants a des cas plus généraux que ceux gue nous traiterons.
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D’apres le theoreme de Wick, on pourrait s’attendre a ce que la valeur moyRing (11)Bq(12))0,el cOnduise a la

somme de deux termes, soit un de la for{rﬁ&lﬁqm (T1)Cky.04(T1))0sel <Trcl2_q’02 (T2)Ck,.0,(T2))0el €L UN AUtre de

la forme<TTcll+q’01(rl)ck2702(r2)>07e| (TeCxy 04 (rl)cﬁzfqu(rz»qeb En langage diagrammatique, le premier de ces
termes correspond a deux diagrammes non connexes, tandis que le second correspond & un diagramme connexe. Or,
d’'aprés le "linked cluster theorem", seuls les diagrammes connexes contribuent aux valeurs moyennes. Ainsi, il ne
reste que le second terme, qui correspond au diagramme appelé la "bulle" électron-trou. Nous commencerons par
exprimer cette "bulle" en terme des fonctions de Green, puis nous reviendrons a une représentation en "fréquences”,
suite a quoi nous effectuerons une somme sur les fréquences de Matsubara.

Comme nous l'avons mentionné, le théoréme de Wick, le "linked cluster theorem" et I'orthogonalité de vecteurs
propres d'occupation différents nous permettent de procéder au calcul suivant (pour une configuration donnée des
spins, il N’y a qu’une seule contraction possible, par exer(ipig(23)):

(TtB—q(12)Bq(12))0el = Z <Trcll+q,ol (T1)Cks,00 (Tl)clz_qu (T2)Ckz,0,(T2)) 0l

k1,k2,01,02

<k <k

<Trcl1+q,01 (Tl)ck2702 (TZ) >07e| <TTCk1,01 (TJ.)Cl—Z_q./o'z (T2)>Oel
k1,k2,01,02

1
== Vv Z (Tx Ck1+q,01 (T2)0l1+q,01 (T1)>0-,e| (Tx Ck1,01 (T1) Cll,crl (T2)) 0,e|601-,02 6k2,k1+q (20)

_ _\% gjgo(k +0,T2—11) GOk, T — To)
— _\% Z GOk +q,12—11) GO(k,T1 — Tp)

ou nous avons utilisé la définition de la fonction de Green de Matsup3ia 1) = —<Ter(T)Cl(0)>o,e|- Le dia-
gramme de Feynman correspondant a ce terme est le diagramme 1 (voir I'appendice Il). Avec la transformation de
Fourier GO(k,1) = % S o, € TGOk iwn) ainsi que celle pouy(T), on a que:

/OB/OBdTldT2<TTB_q(Tl)BQ(Tz»O’eI g (T11)P_g(T2)

B /B
:5;/0 /o dTldrzgo(k+q,T2le)go(k,Tl7T2)¢q(rl)¢7q(rz)

21 /B/B 0 - O(k.i
—_Z = dt11d12G7 (K +,itn1) G~ (K,iwn2) g g P—g e
v BS Z%Lwnzwml,ﬁhz 0Jo l

« @ 1T1(0n2+0m1 —wn1) o= 1T2(0h1—Ghz+ G2

(21)

2 . .
VB Z > GO (K +0,itnt) G (K, 10n2) P, iy P a0 On-+cons 6. 080k v 0

- —ViB %Z% GO (K + Giton + iwm) GO(K,iwn) Pa,c, P, -

Nous voulons donc calcule(®(q,iom) = _v% Sk GO(K + giion + iwm) GO(K,ion). On effectue la translation
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€ — U — & pour I'échelle d’énergie (I'énergie de Fermi est le nouveau zéro de I'énergie); nous avons alors que
GO(k,ioh) = g - Alinsi:

1e o . 1 1
- K, itn K+ 0,ion +iwm) =
B;g( )§°(k+a, le% Ek 10n + i Wm — €k 1q
1 1 1 1 (22)
:Bi%—€k+q+€k;[iwn—5ki%+i0)rn—€k+q

Pour effectuer une telle somme sur les frequences de Matsubara, on passe dans le plan complexe etil est nécessaire
genn
d'introduire un facteur de convergen%zwn e = Ilmnﬂm Yo e = eﬁskﬂ

du théoreme des résidus (voir Fetter et Walecka, p. 248) qui donne:

gonn B[ dz e¥
wﬂiwn—x S 2imJce*r1z—x

car —B(é¥”+1)~! a des péles simples en= iw,, avec un résidu égal a 1. Le contd@iest le contour résultant de
tous les contours circulaires (sens antihoraire) autour des p&le€e contour peut étre déformé continuement en
un nouveau contour n’entourant cette fois que le péle erx, dans le sens horaire (le factei@? + 1)~* assure

la convergence pourl{z} > 0, tandis que le facteu” assure la convergence poufz} < O; il n'y a pas de
contribution lorsquél{z} = +). Bref, nous avons donc que:

= 71 = lim e _ 1
B%i(ﬂn—x_nHOerBX—Fl_eBX‘i‘l

ce qui est la fonction de distribution de Fermi-Difg). La somme (22) devient donﬁ [T (&) — T (Ek4q)]s
d'ou:

Sk —f 8k+q)
[
X (@i = Vglwm Ek+q + &k

C'est ce que I'on appelle la fonction de Lindhard. On peut en effectuer le prolongement andbytiguéim,, o+ (w+
in), pour obtenir:

2o e~ fleksa)
n—0tV 4 W+in — &q+ &

x°(q.w) = — (23)

Dans les deux prochaines sous-sections, nous calculerons la valeur de cette derniére expression dans deux cas limites.
Tout d'abord, lorsque la "fréquence" est nulle et que le vecteur d'onde ainsi que la température tendent vers O.
Ensuite, lorsque la "fréquence" et le vecteur d’'onde sont trés faibles et que la température tend vers 0.
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6.3.1 Calculaw=0,g—0etT —0

En utilisant le passage a la limite contméqk — ff 21'[2’ I'expression (23) devient égale a:

2 _
—2Iim// d k f(Ekqq) — F (&)

q—0 Ek+q — &k

Or Iimq%% = %kk. De plus, aT — 0, on a quef (gx) — 1 — O(gx — &, ), d’'ou %‘Ek = —0(&k — &k )-

Dans la limite étudiée et si on suppose une surface de Fermi circulaie=ile?/2m* ol m* est la masse effective),
nous avons donc que:

X°(q — 0,0=0) = e % [ [ etz

=53 / / d?k2m (k2 — k2)

_ ﬂ211/kcn«*3 (K2 —K2)
dya(

Tt
m"

n

Y—YF)

ou nous avons utilisé le changement de varigtiek?. A 2D, la densité d’états par unité de "volumgt) = \%‘é—’;‘

est constante et égaled /Tt Nous trouvons donc finalement que pdur 0, nous avons que:

x°(q — 0,w=0) = n(er) (24)
x A 1D et a 3D, nous aurions aussi trouvé gég — 0, = 0) est proportionnelle a la densité d’états par unité

de volume évaluée a I'’énergie de Fermi.

6.3.2 Calcul a faiblewet faible q, T — 0

Puisque lim_o+ ﬁ = Tﬁ +imd(a— w) ou P signifie la partie principale, nous avons les expressions
suivantes pour la partie réelle et la partie imaginairgg,w):

f(ekrq) — f(& )
E+q — & —

XY (0,w) d?k —————

X" (0,) = —% / / [F(icq) — F (8] 8Bk q — £k — @)

Puisque nous sommes a failgjenous utiliserons le développemediieyq) ~ f(&k) + % le (Ek+q — &) = F(&k) +
%Isk (chose +0(q )) ou 0 est I'angle entre les vecteukset g. De plus, puisque nous supposons que la tempéra-

ture tend vers zéro, nous avons (%é&k = (%)kF (3—5) .= —O(k— kp)%. Ces résultats nous seront utiles dans les
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calculs qui suivent.
e Calcul de la partie réelle

Avec les résultats précédents, nous voyons que:

o o ® B M d@cosd
X (q,m)_—ZHZka/O kdB(k kf)/o _dveos

mw
cosO — kq

De maniéere générale, nous avons que:
/ cosxdx X a/ dx
a+bcosx b bJ a+bcosx
ainsi que (sia| < |b|):

\/ tan +a+b

\/b2 aztani —a-b

/ dx 1
a+ bcosx Vb2 —

Nous verrons lors du calcul de la partie imaginaire que la condiéion |b| (i.e. 2 < 1) doit étre respectée. Ainsi,
nous avons que:

/2“ docosd _
0

cosp — T

d’ou le résultat:

>k

X% (q,w) = 21'[/ kdkd(k — k¢ ) = T_[:n(EF)

2 2kF
Nous retrouvons donc le méme résultat que dans la limite précédente.

e Calcul de la partie imaginaire

Pour le calcul de la partie imaginaire, nous utiliserons le fait&gex)] = ¥ ; |gX<XXJ
mais pas de la dérivég(x). Ainsi:

ou x; sont les zéros dg(x),

m'*w 5(60—-9j)
5<C°Se g ) 2 Tsin®)|

oue; = arccos( K . Il est alors nécessaire d’ avcﬂﬁL < 1 pour avoir convergence de l'intégrale €udl existe
donc deux valeurs différentes 8¢ (une positive et I'autre négative), mais elles conduisent toutes a la méme valeur
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du rapportf;ie ;‘ On peut donc ne considérer que la valeur positive, & condition de multiplier par 2 le résultat.

Ainsi, le calcul de la partie imaginaire s’effectue comme suit:

xo”(q,w):i/ dk [ d6™ kd(k— ke)
21 Jo 0

ke

chos@6 (chose - w)
me me

m* [ amn m*w
=— [ kdkd(k— d6cosBd
2T[k|:/0 (k—ke) A co (co kg )

m* 0 21 5(9_9.)
=— [ kd(k—ke)2 [ dBcosh——
2T[k|:/ (k=ke) 0 co | Singj|
/ k k|:
T[k|: \tanej\
\tanej,kpl

oudjy = arccos( keq ) On peut réexprimer ce résultat sans faire appel aux fonctions trigonométriques de la facons

suivante (en se rappelant goEg ) = m*)
%)
X" (0.) = n(gr) ——
m*
1- (%)

Contrairement a la partie réelle, la partie imaginaire présente donc une dépendgrmterm dans cette limite.

6.4 Vitesse du son et atténuation sonore

Dans cette sous-section, nous utiliserons les résultats obtenus pour quantifier les modifications a la vitesse du
son et a l'atténuation sonore introduites par le couplage électron-phonon. D’apres les équations (19), (20) et (21)
ainsi que la définition dg°(q,icm), Nous voyons que nous pouvons écrire:

ol B)||2 Z (2° (acom) + lg(@) | AXC(cticom) cpqmq:_q?_%] (25)

z=a7%2% / Ddexp

Le terme entre paranthéses correspond au nouveau propagateur de phonons, contenant la correction (au premier
ordre non nul) provenant du couplage électron-phonon. Désignons ce nouveau propagaf{q,@aj. Nous
avons alors que:

. W+ 02 .
D(g,0m) = —5— +19(a)|[*X°(cim)

20y
W 4 6
— prol.analyt ﬁ + Hg )HZ [XO/(q;(JO) +iX0l/<q7(D)]
w? — 2 y . 7
= | 2+ [lg(@) 12X (a,w) | +i [ll9(@) 15 (a.w)]
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La nouvelle vitesse du son est donnée par le premier terme, tandis que I'atténuation sonore est donnée par le second
terme. Nous allons maintenant obtenir ces valeurs dans les deux cas limites que nous avons examinés précédemment.

6.4.1 Calculaw=0,g—0etT —0

Puisquex? (q,w) =0, il N’y a pas d’atténuation sonore provenant du couplage électron-phonon dans cette limite.
Pour la vitesse du son, on a:

X4 gt Pner) = - [ - 2l(a) Pn(er)] = 2

Or nous avons que lig.o g = limg_02,/Ksin® ~d|/Kq= vs=dy/& (carwy = vs0), olivs est la vitesse du
son. De plus, nous avons que (voir 'équation (4)):

14\2
o0~ 20 o () i (%)
8(t'd)* g’d?

Md\/7q
2t/2d3
vMK

ol nous avons utilisé le fait que pour un réseau cafré,d? [N —2v/N+ l], expression que nous avons simplifiée
aV = Nd?, valable dans la limite des granbls Ainsi, la nouvelle vitesse du son sera donc:

1243
Vs(q) = d\/%‘ L\‘;M_in(s:p)

6.4.2 Calcul afaiblewetfaible q, T — 0

Cette fois, nous avons une atténuation sonore provenant du couplage électron-phonon; elle est donnée par:

r(a.0) = l9(a)|Pn(er) ———t
- ()

Pour la nouvelle vitesse du son, il faut résoudre I'équation quadratique suivante:

WP — 6%
q 2,0 _ q
Flle@I"x™ (.0 = =z

20

avecx”(q,w) = n(er), ce qui donne:

19



Wf — 0 — 20C

~ 1
&y = 20, +ﬁ\/w4+wg+4wgc2+2wzu%+4w2wqc—4uﬁc

otc= [lg(a)l*n(er).

x On remarque que les corrections apportées augmentent/@i@d?. Cela est normal, car ce terme indique
l'importance du couplage électron-phonon. On remarque également que ce dernier diminue la vitesse du son: une
partie de I'énergie sonore passe du réseau aux électrons avant de revenir au réseau, d’ou un ralentissement de la
propagation des ondes sonores.

7 Ajout du terme supraconducteur et seconde transformation Hubbard-Stratonovich

Nous allons maintenant ajouter le terme supraconducteur et reprendre le traitement effectué précédemment.
Seulement, nous aurons cette fois accés aux corrections provenant des fluctuations supraconductrices. Pour sim-
plifier, nous supposerons que les paires de Cooper ont une symeétrie dg tgpeme dans les supraconducteurs
conventionnels. Toutefois, comme c’est le cas avec les cuprates, une symétrie de_typeorrespondrait davan-
tage aux observations expérimentales. L’hamiltonien supraconducteur est alors:

Hecs= —A| Y AlAq
q

NS | T t PP 1 1
oulg = WZK(,crck+q’0c_k7_o, ce qui implique quedq = WEkpoc,k,,ockm,cy = =5 Yk.00C k+q,—oCko- LA

présence de l'indice de spmdevant les opérateurs de création et d’annihilation permet d’'obtenir I'état singulet.
Ainsi, on peut voirA(T1 (Aq) comme l'opérateur créant (détruisant) une paire de Cooper dans I'état singulet et avec une
quantité de mouvement netie|A| est une constante de couplage entre les paires de Cooper et les phonons. L'origine
exacte d'un tel couplage dans les organiques est aujourd’hui encore incertaine, mais il semble que le magnétisme
soit impliqué. La fonction de partition (7) prend donc cette fois la forme suivante aprés I'intégration des phonons:

Z=Tr eBHd o P T e*foB[Hep(T)JrHBcs(r)]dr
=Tre eiﬁHg' Zgh<TTe7'fOB[Hep(T)JrHBCS(T)]d”O.ph

1 B B
~ 23Tt e 8T exp(~ 5 [ [ dudtalg(@) PB](12)By(12)2°(a1: - T2) (26)
q

B
+NY | awjmaq)

Passons a présent a une représentation "en fréquences" pour étre en mesure d’'effectuer une transformation d’'Hubbard-
Stratonovich. Nous savons déja que:

B /B
| dusduBl(1)By(t2) 2°(0,1 — T2) = 5 Y Bl B D°(An)
Wm

=~
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tandis que pour les termes supraconducteurs, nous avons que:

/ dTAJr (1)Aq(1) V/ dt oo’chU( )Cik,_g(T)C—kurq,—o/(T)Ck'.,of(T)
kk ,0,0'

1 t T
VBZ / ol Z oo’ Z Cht4-0,00n2,6 Ok, 6ong, — O~ K/ 401,003, ~ 0" O ong 07
Wn1,Wn2,Wn3,Wn4
5 @ Wn1T g 0n2T o—TnaT o=t
+

/ T
~VB Z 00 Z On1.+n2-n3-n4,0Ck 1 con1, 0 C— K, cong, — 0 C—K'+0, 63, — " Ok’ .0
Wn1,Wn2,Wn3,Wn4

_ / T T
- V_[3 Z o0 on u% (—QnCk+q7wn+wm,-cc_k7—%7_Gc_k,+q7_wn’+(‘)mv_o/ck,vwn’7o—/
,Wy,

1
— t
= 53 Mo
Wm

La fonction de partition (26) peut donc s’écrire:

1
Z=2Z}Tre e P exp! > Hg(Q)IIZBE,%Bq,w@O(qjm)]

2 o,

A
X exp [’—B| S AaMAq@m]
q?%

La premiere transformation d’Hubbard-Stratonovich donne (voir (17)):
0 —BH2 Al t
Z=AZyTre € Felexp F z D 65, Dq,0m

X /Q)(Dexp

Dy 0, D
2By DO (G0m) +2 Y By P
GO la(a)ll 0,6

La seconde transformation d’Hubbard-Stratonovich sur la partie BCS est (on réintroduit la notation des bivecteurs
et les sommes sont implicites sur les indices répétes):

+|Al (B/ApTt 2t " B t "
oo - Tamarer | ] 8vasviene| Vi v a4

2fi+1
En posantB = (MI%J , 0N obtient la fonction de partition suivante:

Dy g, P
Z = ABZyTre e PHa / DP / DYDY exp( Y (23“‘**“7‘*2‘**“190 (9,0m) + 2Bq.con P o
%G lg(a)l ’ 27)

BY¥a.onYaom | o .
TN +8q 60 Pat.com +Aq.,mnqjq,cw)
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8 Transition supraconductrice et seconde correction au propagateur de phonons

Cette section est le coeur méme de ce travail. Nous calculerons les deux premiéres corrections a la vitesse du
son et a I'atténuation sonore amenées par la présence des paires de Cooper ainsi que la premiére correction apportée
par le couplage entre ces dernieres et les phonons. Pour ce faire, nous suivrons sensiblement la méme démarche
gue dans la section 6, ou nous avions calculé la correction provenant du couplage électron-phonon (terme d’ordre
dd*). Aprés avoir effectué un retour partiel a la représentation "temporelle”, nous utiliserons encore I'approximation
des cumulants pour trouver la correction d’or8#&*, que nous calculerons dans certains cas limites. Cela nous
permettra de trouver une premiére valeur p@yla température critiqgue de transition vers I'état supraconducteur.

Nous trouverons ensuite les corrections quartiGigsy W et WP*dd*, la premiére nous permettant d’obtenir la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau.

8.1 Retour partiel a la représentation "temporelle”

Nous savons déja quey2, Bqg.wn Py w, = 2\/BfOB dtBq(T)Pq(T). Avec les transformations de Fourldg (1) =
ﬁ Sm€ W, o etWy g = ﬁ J& dré“nty, (1), nous avons pour les termes supraconducteurs:

1
t _ t t
> Bg i Paom = N Y 2 OCquntemoCk —wn—oc Pam
Wm Wmk,0n,0

1 B B . .
/ /0 dTldrzoclmﬂ(Tl)c‘ikﬁo(Tz)eq(Wrmn)nefl(*wn)rzwq?%

- B_\/v C\Zn k:%,o 0
B .
B % z kZ/O dro-cl—&-q,o(T)Cik,_c('l')e_'wmtwq’%
Wmk,0

B
— /\E/Z/o dtoc) 4 o(0eh _(D)Wq(T)
5
= VB [ a0

Semblablement, on a qu&,, Aq Wi o, = V/B 3 dTAq(T)W;(T), d'ol:

Wy
B Hg( )H Al 8)

B * T *
+ B%/o d (2B (1)} (1) + 8 (1) Wa (1) + Bq (1) W5 (1))

8.2 Corrections d’ordre dd* et YWY+

Dans I'expression précédente, les deux premiers termes de I'exponentielle ne contiennent pas d’opérateurs agis-
sant sur les états propres d'occupation électroniques. Il faut donc uniguement tenir compte des trois termes sui-
vants pour le développement en cumulants. Encore une fois, il n'y a pas de contribution au premier ordre, car
les opérateurBq (1), Aé(r) etAq(T) ne conservent pas pas le nombre d’électrons dans chaque état d’'occupation. Au
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deuxiéme ordre, on ax33 termes; seuls le terme d’ordied* ainsi que les deux termes d’ordt&V* ont une contri-

bution non nulle a la valeur moyenne. Nous savons déjégqgfgB fOB dt1d12(TiB_q(T1)Bq(T2))0.eiPq(T1) Py(T2) =

O . ~ . . . . s . .
Yg.em X (Aiwm) Pg iy, Pg ¢, OU NOUS AVONS calcuj(q,iwm) dans deux cas limites bien précis. Nous voulons main-

tenant calculer les term@}Aé (T11)Aq(12))0.el €t (TrAq (Tl)Aa(T2)>o7e|, qui sont évidemment égaux. En arrétant le
développement en cumulants aux termes du second ordre, la fonction de partition (28) se récrit:

_ « . /DY (q,0m) , BY4,com Pa.om
2- 82528 T [ Do [ DWW exp(q%n (ZBqnqwq:q@m(Wjoo(q’,wm)) _T)
B /B
+B§ /O /O drldT2<TTA$(T1)Aq(T2)>o7e|‘Pq(T1)LPa(T2)>
(29)

8.3 Calcul de la "bulle" des paires de Cooper

Dans cette sous-section, nous ferons le calcul général de la susceptibilité de paires, qui en langage diagramma-
tique est une "bulle" particule-particule (les "particules" étant en fait des paires de Cooper dans notre cas). Comme
auparavant, nous exprimerons la "bulle" particule-particule en terme de fonctions de Green a l'aide du théoréme
de Wick et du "linked cluster theorem" et nous effectuerons une somme sur les fréquences de Matsubara. Puisque
pour une configuration donnée des spins nous n'avons qu'un seul diagramme connexe possible (par exemple la
contraction(14)(23)), on a que:

+

(Toa'el, 4 o(T1)CT ) _o(T1)C kg0 (T2)Cr.cr (T2) ol

(T (11)Dq(T2) )0 el =

~
~
Qa
Q

oo’ (Tx Cl_l'_qro'(.[l) Ck’ .0’ (12))oel(Te Cik7_o (Tl)C—k’+q7—0’ (T2)>O,eI60,0’ Ok 4q,k’

‘M

0%(TeCl, q.0(T1) Gk +q.0(T12))0el (TeC_o(T1)C k. —o(T2))0el

{;M

<k <k <k <l

{;M

GOk +q,12—11)G(—K, 12— 11)

— \% Z GOk +0,12—11) G%(—K, 12 — 11)

Le diagramme de Feynman correspondant est le diagramme 2 (voir I'appendice Il). Nous trouvons alors que:
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B/ / dTdT2(Te A (T2) A (T2)) 0,61 Wq (T1) W (T2)
Vg/o /0 d1d12G0(k +0,12 — 1) GO(—K, T2 — T1) W (1) W (T2)

2B /B/B 0 . 0 .
= — dt.d k , —K,itn2)W Y
3\/2 o Jo T1 szﬂ %z G (k+q I(’q”ll)g ( iwn2) 9,0m T g,

,Wn2,Wm1, Wm2
% e—i(,onl('fz—'[l) e—iwnz(rz—rl) e—iwm1Tleiwn12T2

2B . , *
ItVa Z Z go(k +,iwn) go(_k?l('onz)qu-,wmlqu,(.u)mz6%1*%1*0){12;06%1+%2*wrr12a0
ZB 0 ; H 0 ; *
= B_VZ Z G (k"‘qz'(")n""'(*)m)g (—k,—l&h)Wq,%Wq7%
0,0

Nous voulons calculeXpp(0,itm) = Biv Sk GO(K+ it +iom) GO(—k, —ion); commengons par la somme sur
les fréquences de Matsubara (voir (22)):

1
B

1 1 1
EZI%+|%—8k+q'—i%—s_k

B 1 1 1

T Biwm— €k+q—E- k; iU)r1+iQ)rn_5k+q_iU)r1+5—k

1
 iOm— ek — £k [T (Eicrq) — F (=€)

Y GO(K+a,ion +iom) GO(—K, —iwn) =
n

=

f(eksq) — F(—€k) . f(eksq) — F(—€k)
— lim 2 ;
iOm—&k1q—Ek Xpp(0:0) 0 W+in —&iq—E K

Xpp(Q,iwm) = VZ

Notons qu’en vertu de la symétrie d’inversion, nous avonsegue €_g, peu importe la forme exacte de la surface
de Fermi.

8.3.1 Calculaw=0,9=0,T —0

C'est aw = 0 etg = 0 que la susceptibilité de paires sera maximale, car cette limite correspond a une quantité
de mouvement nulle pour les paires de Cooper, donc a une énergie minimale. Ce sont alors les paires de Cooper
respectant cette condition qui "condenseront” les premiéres et effectueront la transition vers I'état supraconducteur;
c’est pourquoi le calcul dans cette limite est important. On trouve:
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Xpp(d =0,w=0) = __Z 8k)—;k( €_k)

//dzk 1
2T[ Pk 11 eBei1
___/ dk 1 B 1
e ] e | o (eBZk +e Bsk) e (e*ﬁ%k +eﬁ%)
de dk Bek
= k tanh( —
2n/ ekds[ an<2>]
de m* Bek
211/k__t < 2 >
(EF)/ Bex
=2 /BT ) e

Normalement, on s’attendrait & ce que les bornes inférieure et supérieure de I'intégrale précédere kait
présence d’'une énergie de coupure provient de la physique méme. En effet, les électrons qui se regroupent en paires
de Cooper sont prés de la surface de Fermi, au plus a une "distapaie cette derniere, oup est la fréquence

de Debye du réseau cristallin et représente donc I'énergie maximale des phonons intervenant dans le processus de
formation des paires de Cooper. Cette coupure devrait normalement étre présente dans I'hafditanien fait,

nous n’en tenons explicitement compte que lors de I'évaluation précise d’'une expression, comme dans le cas présent.
Nous trouvons alors que:

Bup

Xpp(d = 0,0=0) = n(SF)/O ’ tanﬁx)%(

.
— () [In(x)tanr(x)gz _ /O C;Zg()x)dx]

~n(e )[In(B(;D) /ooocolrslg()x)dx]

ol nous avons utilisé le fait QL%T)D > 1. Lintégrale définie dans la derniére expression a pour valém{“e—ﬁy} ,ou
Yy~ 0.57722 est la constante d’Euler. Nous trouvons donc que:

(30)
=n(eg)In (1'1_?0)D>

8.3.2 Calculaw=0,g—0etT —0

Pour ce calcul, nous effectuerons la somme sur les vecteurs d'onde avant celle sur les fréquences de Matsubara.
Retournons donc légerement en arriére, a la formylga,iom) = p%v Sk GO(K + 0ion +iom) GO(—k, —iwn).
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Dans le caswm = 0, cette expression devient:

2 1 1
VB k%n I —€k1q —iH—Ek
2 1 1

Xpp(Q,ith = 0) =

chosG 0 keq

+ 0(0?) et commey est faible, on pose q = A el d'ol:

Or,sk+% =g+

Xpp(d — 0,itdm = 0) 2 : :
— y = = —— -
PP VBk,mnl(*)n—Ek—lz(FWq ion + €k —@
2 1 1

VBT (204 1) — B — 0 (204 1)+ B 0

2 /nT n(sF)d8 1 . 1
Z ~% 2 (204 1) —E— A0 j(2n+ 1) +E— e

2 T T
oUE = -£. Le premier terme de I'expression precedente possede des pdlesi€an+ 1) — 2;’;%, tandis que le
second terme en possede&ées —i(2n+1) + 2 . Le contour que nous choisissons dans le plan complexe suit

I'axe réel, puis effectue un demi-cercle dans le deml -plan supérieur (sens antihoraire). Engpesitifi les poles
du premier terme qui seront contenus dans le contour sont ceux pour lesgu@]s$andis que pour le second terme,
ce seront ceux pour lesquels< 0. En utilisant le théoréme des résidus, on trouve donc que:

n(er) 2ri(—1) _ N(er) 2ri
T o2lin+1) - ed| T do2[i2n+1) - el

Xpp(d — 0,0 =0) = —

in(e )( ! ! )
= F _— .
ZO i(2n+1) - ZTIEanT ngo (=2 +1) — 2ylfyFnST
(31)
: 1 1
in(er) e
iso [i(2n+1) — 5y —i(2n+1) — ZWT
(6F) & 1 n 1
2 1_; kg
Eo[N+3+iger N+3—izes
Or, pour la fonction digamma définie panx) = d'”drx( ) ou I(x) est la fonction gamma d’Euler, nous avons le

développement suivant (formule de Weierstrass):

2=~v+3 (wi1zn)

Cependant, la véritable borne des sommes n’est pas l'infini, car les véritables bornes de I'intégrale dans le plan
complexe n'étaient pas non plus I'infini. Nous continuerons tout de méme a employer cette notation, mais en gardant
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a I'esprit que ces sommes portent sur un nombre fini de termes. En fait, nous savons gue Ponpus avons que

Xpp=N(gF)In (1'1T3‘”D). D’apres I'équation précédente ainsi que la derniere équation de (31), nous voyons donc que
1 gn (L1830 Ainci :

SnmI = In (=2X®). Ainsi, nous avons que:

Xep(d —+ 0.0=0) = "% [—y—w @“mﬁgT) v <%_i4TI:'FTT?T) +2;F1J
2 [y (L) o (i) frmn(2) on (52)
e o(3) o (272) 3 (v ) o (i)

En utilisant 'identité™ (1) = (—1)™n!(2"*1 — 1)¢(n+ 1) ot1 est la fonction zeta de Riemann, on a les déve-
loppements de Taylor suivants:

0 (3t ) ~(5) + - 120 (i) + S -va- 1) (- 4Tf;§T>2
0(3 i) =0 (3) + 2020 (i ) + 3 (D222 <i4;;‘3T>2

ce qui donne:

== -n [o(5) 00 (272 -0 (3) e ()

:n(sp)[ln<1'13w[)) 7 L3k qz]

T 16 TRmF2T2
ol Z(3) ~ 1.20206.

8.4 Premiere estimation de la température critique de transition

Dans cette sous-section, nous allons obtenir une premiére estimation de la tempRrdtuteansition vers
I'état supraconducteur. De par les propriétés des intégrales gaussiennes, nous savons que la susceptibilité de paires
(la fonction de réponse en "champs" Hubbard-StratonoMatt W* nuls) sera infinie lorsque I'argument de I'ex-
ponentielle contenant les "champ#'et W* sera nul. Or, une susceptibilité de paires de Cooper infinie signifie une
transition de phase vers I'état supraconducteur, car le systeme est "infiniment instable" en regard de la formation
de paires de Cooper. La correction d’ordt* nous permet donc d’avoir un premier estimé de la température de
transitionT,. A I'ordre ®®* et WW*, |a fonction de partition (29) devient:

% 2 —1 . *
z- 28232y [ Do [ Dwow exp(q%m ”g(qﬁwz(@f’ (0om) -+ 19(0) PX°(@i63m) ) Pg 0, @, -
- B(i—xpp(q,iwrn))q’q on g
& et
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La condition pour déterminer la température de transition est %(—Pncxpp(q,imn) = 0. Il suffit de considérer le
casw = 0 etg= 0, car, comme nous l'avons expliqué, ce sont ces paires de Cooper qui effectueront en premier la
transition vers I'état supraconducteur. D'aprés le résultat (30), nous voyons alors que:

1
T°:1'13‘°Dexp<‘w>

8.5 Correction d’ordre WYY+

Les corrections suivantes apparaissent a I'ordre quatre, car tous les termes d’ordre trois provenant du développe-
ment en cumulants sont nuls (pour la méme raison que les termes d’ordre un). Les corrections non nulles seront celles
d’ordreddd*d*, WYW*W* ainsi que le terme croised*WW*, Dans cette sous-section, nous exprimerons le terme
d’ordre WWW*W= et nous le calculerons explicitement pour un cas particulier, qui correspoaplpgidximation lo-
cale Le terme d'ordrebdd*d* ne sera pas traité dans ce travail, tandis que celui d'ebdr&PW* |e sera dans la
sous-section suivante.

Pour le terméPWW W+, le théoréme des cumulants nous doBié 3 4, 4,.q5.q0 & 1818 18 drydradradry
<A51(T1)AI‘2(Tz)Aq3(Tg)Aq4(T4)>o7e|qu(Tl)qu(Tz)ans(T3)an4(T4), le 3! venant du nombre de termes identiques.
Pour une configuration donnée des spins, il existe deux diagrammes connexes équivalents (par exemple les contrac-
tions (18)(26)(35)(47) et(15)(27)(38)(46)), qui imposent les conditiors; = 02 =04 =0; 03 = —0etqi1+ gz =
g3+ g4 (conservation de I'impulsion). Ainsi, a I'aide du théoréme de Wick et du "linked cluster theorem", le terme
précédent donne:

N A RN LI LNT AP
o}

X C—k3+0s, 03(T3 Cka, 03(T3)C ka+da, 04(T4)Ck4 04(T4)>0e|l-|Jq1(Tl)qu(Tz)Was(T3)LIJZA(T4)
2 2
= 452 % / / dts.. dT4{k;{ }010—20—30—4<Cl1+q1701(Tl)ck4704(T4)>0,6|<Cik1,—cl(Tl)ck3,03(.[3)>0,€‘|
o

X <Clz+q2,02 (12) C—k3+q3,—03 (T3)>07e| <Cik27702 (T2)Cks+qa,—0a (4))ogel Yo, (T1) Wg, (T2) qu?, (T3) qu4 (Ta)

X 6017046017—036027—03602,046|<1-l-C11,|<46—k1~,ks6|<2-i-C12,—|<3-¥-C136—|<2,—|<4+Q4
p? L t t
V7 z /0 /0 dTl”'dT‘lkZ<Ck+q1,o(Tl)ck+q1,0(T4)>0,el<ka,70(T1)C—k,—o(T3)>o,e|
d1,d2,93 ,0

X <Cl+q370(.[2)Ck+Q370(T3)>0:e|<Ctk+Q2—Q3«,—o(TZ)kaH}zﬂhﬁG(T4)>07e|po1(Tl)qJQ2(TZ)wqg(T3)wal+q2—q3<T4)
2 B B
= —% %/ / dTl...dT4; go(k+ql,T4—T1)go(—k,T3—Tl)go(k—l—Q3,T3—Tz)go(—k+Q2—Q3,T4—T2)
q 0 0 o

X Wa1(T1)Wq2(T2) Wa3(13) Wai s g2 q3(T4)

Le diagramme de Feynman correspondant est le diagramme 3 (voir I'appendice Il). Nous pouvons effectuer la trans-
formation de Fourier habituelle pour retourner a une représentation en "fréquences" et obtenir pour cette expression
(la somme sur les spins faisant disparaitre le factg¢ny:1
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2
s ; kz B2 Go(k+ql,w+wm1)go(—k,—%)go(k+q3,%+w)
Wy, Wm2,Wm3 K,n

X GO(—K + 02 — 013, — Wn + ©m2 — 6018) Was s Vot om0 P, a6 Vs o G, 64me-+ om0z

(33)

car nous avons la conditio®n + W = W + Wm. Les sommes suk et surwy des différentes fonctions de
Green sont tres difficiles a calculer dans le cas général. C'est pourquoi nous allons recourir a I'approximation locale,
qui consiste a supposer qge= wmi = 0 Vi, c’est-a-dire que l'interaction entre les paires de Cooper est locale et
instantanée. Nous avons alors que:

i 0? k 0? k. — _ i 1 1

BVk%ﬂg ()G~ (=K, = n) BV %, liwn —&x]? [ion — i
1 1 . 1
 PV(rT)* ; i(2n+1)—&J% [i(2n+1)+E_,)?
1 +* n(er) 4 1 1

BT/ 2 ient 1) — 82 [i(2n+1) + &

n(ee) [ ,~ 1 1
~ 2/ &= pony =2
2(nT)? Jow  [i(2n4+1) —£° [i(2n+1) +§]
Le premier terme possede des podles doubles-en2n+ 1), tandis que le second en possedé& en—i(2n+1). En

prenant comme contour un demi-cercle dans la partie supérieure du plan complexe, le théoréme des résidus donne
pour I'expression précédente:

n(er) 2mi(-2) 21i (2)
2m(TIT )2 L; 2i(2n+1)]° N n;) [2i(2n+1))°
_ N(ep) m 1 !

T 2m(TT)2 2 & (2n+1)3_nZo( 2n' +1)
B n(sF) 1 1
T 3T &y | (n+3)3 (—n—1)3
n(er) 1
(41T)2 &5 (n+3)2

En utilisant le développement en série de la fonction polygamma d'érdpé) (z) = (—1)+k! 5, T)k“’ on

@ : s .
trouve quey o (n+1%)3 - v (21/2). Or, nous avons déja mentionné qu'’il existe entre la fonction polygamma et la

fonction zeta de Riemann la relatigi®) (1/2) = (—1)%"1k1 (21 — 1)Z(k+ 1), ce qui fait quey i oy = 7C3).
L'expression (33) devient donc, dans le cadre de I'approximation locale:

7
ELE R
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Avec les corrections d’ordré@®*, YW* et YWW*W* (et dans le cadre de I'approximation locale pour ce dernier
terme), la fonction de partition s’écrit alors:

2 - : .
zzﬂ@zghzgl/@q:/@w@w* exp( > P [QDO 1(q,00m)+Hg(Q)HZXO(q,I(A)m)} Pa.com Py o

o 19(a)[I?

B 7¢(3)n(er)

(34)
1
- z [P\ pr(qlwm)] Wq%wq%_VWqu 0.6n= 0||)

ou nous avons calcupé®(q,iwm) ainsi quexpp(d,itm) dans deux cas limites bien précis.

8.6 Fonctionnelle Ginzburg-Landau statique

L'expression (34) de la fonction de partition nous permet d’obtenir la fonctionnelle de Ginzburg-Landau pour la
partie supraconductrice, du moins dans la limite statique et a faifeandes longueurs d’onde pour les vibrations
sonores). Cette fonctionnelle d’énergie libre est telle Zgigra = [ DYDY e BleL, e développement en termes
des "champsW etW* s'arrétant a I'ordre 4 dans la fonctionnelle. Dans I'espace réciproque de Fourier-Matsubara et
dans le cas statiqueo(= 0) et la limite locale pour le terme d’ordre 4, nous avons pour cette fonctionnelle:

Fo= Y (r(T)+c(T)q2)qu,me2+ Y b(T)|[Wo.nl*
q.0m=0 4=0,6m=0

our(T) = ITl\ —n(ee)In (30 ¢(T) = (Zin(“fﬁ)zn(sp); b(T) = 7(((22{2(;;)_ Dans I'espace réel et en utilisant I'ins-

tantanéité des interaction®(r,t) — W(r)), on obtient plutot:

FoL = BV/dZ T)[[W(r) 1+ e(T) [ BW(r) |2+ BV b(T) || W(r)[|*]

ou nous avons utilisé le fait que:

> / / d?r1d%r o0 W (r) W (r)

q

_ Z / / @Pr10ProW(r 1) W (1) (Fo - O, (1 O, €72 )

—Z/dzrlw ry)w r2)<r1 0,,e% T2 )]Q —Z//dzrldzrzw(rl)(rl 0,,e9 - r2)<r2 O, W* (rz))

==y [ raW(r)e ) (1o 0,0 (1)) oy + Y. [ [ dPracrad® ) 7y W) ) (o 0¥ (r2))
q q

=V [ draw(m)?

les autres termes étant nuls étant donné les conditions aux limites périodiguei], sont les domaines d'inté-
gration des variables, etr»).
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8.7 Correction d’ordre WY*ddp*

Le terme d’ordréPW*dd* représente la premiére correction amenée par les fluctuations supraconductrices a la
vitesse du son et a I'atténuation sonore. Dans cette sous-section, nous obtiendrons I'expression générale de ce terme,
mais nous n’en ferons aucun calcul explicite. En retournant a I'expression (28) pour la fonction de partition, nous
voyons que le terme d’ordiW* dd* est donné par (le facteur 12 vient du nombre de termes identiques et le facteur
4 provient du 2 se trouvant devant I'opérat&g(t)):

1_24[32 / / / / dT10T20T50T4 (AT (T2)Ag, (12) By, (13)Bq, (T4)) el

4 qa, CI2 03,04
x W, (T1) Wy, (12) P_g, (T3) P, (T4)

2 2
v ;x/ I 5 91020 000, (W (W) ko1 (120 (72
{k}.{o}

X Gy o.0a (13) Cia,03 (T3) Oy .0 (T4) Ok (14) 0,01 Wapy (1) Wiy, (T2) Doy (T3) P, (Ta)

Il existe deux configurations de spins pour lesquelles on peut avoir des valeurs moyennes non nulles], sbiznt 6

(ou inversement) ainsi quetdet 4 |. Dans le premier cas, nous avons deux diagrammes connexes correspondants,
par exemple, aux contractiori$6)(24)(37)(58) et (18)(24)(35)(67), tandis que dans le second cas, nous avons
un diagramme connexe, correspondant, par exemple, & la contrat@d@8)(35)(47) (voir les diagrammes de
Feynman 4, 5 et 6 de I'appendice Il). Le terme d’ordf¢* dd* est donc:

2
2[3 / / / / drldrzdrgdu;(+1<Cl+ql7o(T1)Ck+ql70(T4)>o7e|<CTk’O(Tl)ckg(Tz))o’d

Q1 Q2 ds
t t
X (Ck+2,0(T2)Cy 4 g, (T3))0.el {Ck+02-03,6(T3) C g, — g5 6 (T4) ) 0cel
~ 1l qu.0(T1)Ck ar.0(T3))0el (€ o (T1)C k. —0(T2) )01 p.0(T2) Ol g 0(Ta) Y081 (Gl gy 4 5.0 (T3) Sk s +5.0(Ta) Do

T T T
+ 1<Ck+q1,c (T1)Ck+a1,0(T3))0jel <ka,fc(rl) Ck.—o(T4))oel (Ck+q1+Q3,0(TZ)CkJrqlJrq&G (13))oel

X <Ck+QzQ1Q3,O(TZ)CTk+q2qlq3,o(T4)>O,eI> Wa, (T1)Wq, (T12) Py, (13) Pgy -+ 50, (Ta)

4 2
B Z/ /d'[]_ .diy <2g0(k+q1,r3—rl)go(—k,rz—rl)go(k+q2,r2—r4)g0(k+q1+q3,r4—r3)
{a}

+ G2k +01,13— 1) G2(—K,Ta — 11) 62K + A1+ 43,12 — T3) G°(—K + G2 — 01 — 03, T2 — T4)>

X LlJCll (Tl) "PZZ (TZ) (DQ?, (T3) ¢Q1+Q3—Q2 (T4)

car nous avongi + Qs = g2 + gs4. En passant a une représentation en "fréquences", nous avons plutét:
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2
%{Z > > (2§°(k+ql7%+%1)60(—k7—%)Go(k+qz,om+wm)§°(k+q1+q3,wn+wm1+<m)
v B g} Wmt,Wm2,0m3 K, on

+ GO(K +q1,00n 4 0m1) GO(—K, — n) GO(K 4 01 + G3,00n + W1 + 0me) GO(—K 4 02 — g1 — 03, — Wn + Wiz — Wit — wms)>

%
X qJQl,wml quZ-,wmz ¢Q37M¢Q1+Q3*Q2,wm1+wns*wm2

car nous avonBm + Wmz = W2 + Wyy-

9 Conclusion

Dans ce travail, nous avons utilisé la transformation d’Hubbard-Stratonovich pour obtenir, sous forme d’intégrale
fonctionnelle, les corrections apportées au propagateur de phonons libre. Ces corrections apparaissent a I'aide du
développement en cumulants et permettent de quantifier I'influence du couplage électron-phonon et de la présence
des paires de Cooper sur la vitesse et I'atténuation du son dans un supraconducteur organique quasi-bidimensionnel.
Cependant, d’aprées le théoreme de Mermin-Wagner, il ne peut y avoir de transition vers I'état supraconducteur dans
un systéme 2D. Il est donc absolument essentiel d’incorporer le couplage interplan dans I'analyse, ce que nous
n'avons pas eu le temps de faire. Pour ce faire, il n’est pas nécessaire de tout recommencer du début, mais il suffit
plutdt de procéder a un ajout au traitement 2D déja effectué, car le couplage interplan étant tres faible, il peut étre
traité comme une "perturbation”. Pour compléter ce projet, il reste a effectuer le calcul explicite du terme d'ordre
PO PW* pour obtenir I'effet des fluctuations supraconductrices sur la vitesse du son et I'atténuation sonore. Il reste
également a justifier pourquoi on peut (si c'est le cas) laisser le tomber le diagramme Aslamazov-Larkin dans ces
calculs, car ce diagramme est considéré du méme ordre que les diagrammes de Feynman 4, 5 et 6 (voir I'appendice

).
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11 Appendice lI- Diagrammes de Feynman
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