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Sommaire

Depuis sa formulation, la théorie de l’information a été basée, implicitement, sur

les lois de la physique classique. Une telle formulation est toutefois incomplète puis-

qu’elle ne tient pas compte de la réalité quantique. Au cours des vingt dernières

années, l’expansion de la théorie de l’information englobant les effets purement quan-

tiques a connu un intérêt grandissant. La réalisation d’un système de traitement de

l’information quantique, un ordinateur quantique, présente toutefois de nombreux

défis. Dans ce document, on s’intéresse à différents aspects concernant ces défis. On

commence par présenter des concepts algorithmiques comme l’optimisation de calculs

quantiques et le calcul quantique géométrique. Par la suite, on s’intéresse au design

et à différents aspects de l’utilisation de qubits basés sur les jonctions Josephson. En

particulier, un nouveau design de qubit supraconducteur est suggéré. On présente

aussi une approche originale pour l’interaction entre qubits. Cette approche est très

générale puisqu’elle peut être appliquée à différents designs de qubits. Finalement, on

s’intéresse à la lecture des qubits supraconducteurs de flux. Le détecteur suggéré ici

a l’avantage de pouvoir être découplé du qubit lorsqu’il n’y a pas de mesure en cours.
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J’exprime aussi ma reconnaissance à Michel Devoret, Patrick Fournier et Karyn
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1.3 Circuit quantique détectant le renversement d’un bit. . . . . . . . . . 14
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Introduction

L’informatique quantique est un domaine en émergence faisant appel à plusieurs

spécialités : physique, génie, chimie, informatique et mathématiques. L’objectif visé

par cette intégration de connaissances est la réalisation d’un ordinateur quantique et

l’utilisation d’un tel ordinateur pour effectuer certains calculs beaucoup plus rapide-

ment qu’avec un ordinateur fonctionnant de façon standard (ordinateur classique).

Cette accélération est rendue possible en tirant profit des phénomènes quantiques tels

que les superpositions d’états, l’enchevêtrement et l’interférence [1].

Quel que soit l’angle disciplinaire sous lequel on l’envisage, les défis dans ce do-

maine sont de taille. Par exemple, très peu d’algorithmes quantiques (algorithmes

adaptés pour fonctionner sur un ordinateur quantique) efficaces sont connus. De

même, plusieurs aspects concernant l’enchevêtrement ne sont pas encore bien com-

pris. Ces concepts ne pourront toutefois être applicables qu’une fois un ordinateur

quantique dûment réalisé. À ce jour, un prototype d’ordinateur quantique à sept bits

quantiques (qubits) a pu être réalisé expérimentalement en utilisant les techniques de

résonance magnétique nucléaire [2]. Malheureusement, on sait que cette technique ne

pourra pas permettre la réalisation d’un ordinateur de taille beaucoup plus impor-

tante [3].

De ce point de vue, les qubits basés sur les systèmes de l’état solide et sur l’uti-

lisation des techniques standards de lithographie ont plus de chance de permettre

la réalisation d’un ordinateur quantique de taille utile. Pour ces systèmes toutefois,

maintenir la cohérence de phase sur des échelles de temps suffisamment longues pour

réaliser des calculs utiles est un problème important. En ce sens, les matériaux su-

praconducteurs semblent être avantageux puisqu’il est possible de tirer profit de la

cohérence quantique macroscopique de l’état supraconducteur. De même, l’étude du
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comportement quantique de ces systèmes mésoscopiques présente un intérêt fonda-

mental.

Ce document a pour objet principal l’étude des ordinateurs quantiques basés sur

les systèmes supraconducteurs et, plus particulièrement, les jonctions Josephson. Dans

le premier chapitre, on présente certains concepts fondamentaux reliés à l’informa-

tique quantique : qubit, enchevêtrement, opérations logiques, corrections d’erreurs et

algorithmes quantiques. On décrit aussi une approche originale concernant l’optimi-

sation des algorithmes quantiques.

Le chapitre 2 porte sur l’application des phases géométriques au calcul quantique.

La phase géométrique adiabatique (phase de Berry) a récemment reçu beaucoup d’at-

tention puisqu’elle semble permettre de réaliser les opérations logiques en minimisant

l’effet des imperfections. On explique ici comment utiliser la phase géométrique non-

adiabatique dans le même but et comment cette phase peut être observée à l’aide de

qubits supraconducteurs de charge. Une étude plus approfondie de la sensibilité aux

fluctuations montre toutefois que ces phases ne sont pas avantageuses pour le calcul

quantique.

C’est au chapitre 3, que les qubits supraconducteurs sont introduits. On présente

alors différents designs et certains résultats expérimentaux récents. Une partie de

notre contribution au domaine des qubits supraconducteurs a été présentée dans un

autre contexte et ne sera pas répétée ici [4, 5]. De plus, afin de ne pas alourdir ce

document, certaines contributions plus récentes ne sont que brièvement abordées dans

le texte. Le lecteur intéressé trouvera plus de détails aux annexes C et D où les

publications décrivant ces résultats ont été reproduites.

Dans le but de mener à terme un calcul quantique, il sera nécessaire de réaliser

des opérations logiques faisant intervenir plus d’un qubit. De même, vu l’état des

réalisations expérimentales sur les qubits supraconducteurs isolés [6–8], le prochain

défi expérimental semble être l’enchevêtrement d’une paire de ces qubits. Motivé

par ces questions algorithmiques et expérimentales, on s’intéresse au chapitre 4 à

l’interaction entre qubits supraconducteurs. On suggère une approche pouvant, en

principe, être utilisée avec différents types de qubits.

Finalement, le chapitre 5 aborde la question de la mesure. Afin d’extraire les

résultats du calcul, il sera nécessaire de mesurer l’état de l’ordinateur quantique. Le

2



design d’un appareil de mesure n’est pas simple car celui-ci ne doit pas affecter les

qubits lors des manipulations cohérentes mais doit être capable de lire rapidement et

efficacement le qubit au moment voulu. On présente dans ce chapitre certains résultats

sur un design original d’appareil de mesure.

Puisque l’informatique quantique et les qubits supraconducteurs ne sont pas des

axes principaux de recherche à l’Université de Sherbrooke, on a ici opté pour un style,

on l’espère, pédagogique. De même, afin de situer le lecteur, chacun des chapitres

comporte une courte revue de la littérature pertinente.
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Chapitre 1

Calcul quantique

So I commend quantum computation to those young phi-

losophers and old physicists who have the time and in-

clination to think about these issues. It’s by far the most

interesting game currently in town.

-N. David Mermin

1.1 Concepts fondamentaux et terminologie

L’unité fondamentale de l’information quantique est le bit quantique ou, plus

simplement qubit (de l’anglais ‘quantum bit’). Ce terme a été introduit par B. Shu-

macher [9]. Comme sa contrepartie classique, un qubit peut prendre deux valeurs

dénotées |0〉 et |1〉. Un qubit vit donc dans un espace d’Hilbert à deux dimensions et

peut être dans une superposition de ces deux états orthogonaux

a|0〉+ b|1〉. (1.1)

La base {|0〉, |1〉} est parfois appelée base de calcul. Il est intéressant de mentionner

que, selon le théorème de Holevo [10], seulement un bit classique peut être extrait

d’un bit quantique.

Lorsque l’on s’intéresse à un seul qubit, le vecteur de Bloch b(t) sur la sphère de

Bloch est une représentation utile. Ce vecteur est défini à partir de l’opérateur de

4



1.1. CONCEPTS FONDAMENTAUX ET TERMINOLOGIE

+i
2

+
2

- i
2

Fig. 1.1: La sphère de Bloch est utile pour représenter l’état d’un système à deux niveaux.

Le pôle nord correspond à l’état |0〉 tandis que le pôle sud correspond à |1〉.

densité de la façon suivante :

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| = 1

2
(I + b(t) · σ) , (1.2)

où σ est le vecteur des matrices de Pauli et I la matrice identité. Pour les états purs,

Tr(ρ2) = 1 et b(t) est un vecteur unité. L’utilité de cette représentation vient du fait

que l’état le plus général à un qubit peut être écrit sous la forme

cos(θ/2) |0〉+ sin(θ/2) eiφ |1〉, (1.3)

où les ‘angles’ θ et φ peuvent être considérés comme les coordonnées sur la sphère de

Bloch. La Figure 1.1 présente cette construction.

On nommera un ensemble de n qubits un registre quantique. Afin de simplifier

la notation, on utilisera parfois la représentation décimale plutôt que d’écrire ex-

plicitement la châıne binaire correspondant aux n qubits. Dans cette notation, une

superposition arbitraire de n qubits s’écrit

2n−1∑
x=0

cx|x〉, (1.4)

où les amplitudes cx satisfont la règle de normalisation habituelle
∑2n−1

x=0 |cx|2 = 1.
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1.1. CONCEPTS FONDAMENTAUX ET TERMINOLOGIE

Une propriété importante des qubits est qu’ils peuvent être enchevêtrés (entangled,

parfois traduit par intriqués) avec d’autres qubits. Deux systèmes quantiques sont dits

enchevêtrés si l’état du système total ne peut s’écrire comme un produit tensoriel de

ses parties. Dans le contexte du calcul quantique, les quatre états de Bell sont des

états enchevêtrés particulièrement utiles :

|φ±〉 =
1√
2

(|00〉 ± |11〉) ,

|ψ±〉 =
1√
2

(|01〉 ± |10〉) .
(1.5)

Leur utilité provient du fait que ce sont des états d’enchevêtrement maximal. Dans

un espace d’Hilbert de dimensions 2 × 2, les états d’enchevêtrement maximal sont

tels que la matrice densité réduite, obtenue en faisant la trace sur l’un ou l’autre des

sous-systèmes, représente un état complètement mélangé :

ρ1(2) = Tr2(1) ρ12 =
1

2
I. (1.6)

En d’autres mots, pour les états d’enchevêtrement maximal, toute l’information est

contenue dans les corrélations entre les sous-systèmes. Les sous-systèmes, individuel-

lement, ne contiennent donc pas d’information.

Différentes mesures ont été suggérées dans la littérature pour quantifier la ‘quan-

tité’ d’enchevêtrement d’un état donné. Pour les états purs, l’entropie de Von Newman

S(ρ) = −Tr(ρ log ρ) constitue une mesure unique [11]. Toutefois, pour un état mixte

arbitraire, une telle mesure n’est pas connue. Il est intéressant de mentionner que

pour les états mixtes à deux qubits, le critère de la transposée partielle positive peut

être utilisé pour déterminer si un état est enchevêtré ou non (ce critère fonctionne

aussi pour les systèmes 2 × 3, soit un qubit et un qutrit.) [12]. De même, toujours

pour les états mixtes à deux qubits, la concurrence [13], où de façon équivalente

l’enchevêtrement de formation [14], peut quantifier la quantité d’enchevêtrements.

Pour les espaces d’Hilbert de dimensions supérieures, il n’existe pas, à ce jour, de

mesure unique.

L’enchevêtrement semble être responsable de la puissance de calcul des ordinateurs

quantiques [15]. Cette question fait toutefois l’objet d’un débat, particulièrement dans

le contexte du calcul quantique en RMN de l’état liquide [16,17]. Le lecteur intéressé

pourra consulter la référence [18] pour un tour d’horizon des différents points de vue.
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1.2 Le paradigme standard

Le ‘paradigme standard’ du calcul quantique a été énoncé clairement pour la

première fois par D. DiVincenzo et constitue ce que l’on nomme maintenant les

‘critères de DiVincenzo’ [19]. Ce sont les cinq critères de base qu’un ordinateur quan-

tique doit satisfaire :

1. Qubits : L’espace d’Hilbert doit pouvoir être partitionné en un produit de n

systèmes à deux niveaux. En d’autres mots, il doit y avoir des qubits.

2. Initialisation : Il doit être possible d’initialiser le registre quantique dans un

état connu, souvent choisi comme |0〉 = |000 · · · 000〉.
3. Calcul : Il doit être possible d’appliquer un ensemble universel de portes lo-

giques sur le registre (plus de détails sur l’universalité plus bas).

4. Cohérence : L’interaction entre les qubits et leur(s) environnement(s) doit être

suffisamment faible de sorte qu’il soit possible de maintenir la cohérence tout

au long du calcul.

5. Mesure : Chaque qubit doit pouvoir subir une mesure projective et la valeur

du bit classique qui en résulte doit être obtenue avec une grande efficacité.

Depuis leur publication, il a été montré que ces critères peuvent être assouplis [20].

Certains aspects de ces développements plus récents seront discutés à la section §1.5

et, pour le moment, concentrons-nous sur ce paradigme standard.

Il est évident que de satisfaire ces conditions dans un seul système physique est

une tâche difficile. Par exemple, le critère #4 stipule que la cohérence doit être main-

tenue pendant tout le calcul. Ceci est nécessaire afin de tirer profit de l’accélération

quantique des calculs due aux superpositions d’états et à l’enchevêtrement. En pra-

tique, le nombre de qubits nécessaires pour effectuer des calculs utiles sera important.

Ces états à n qubits interagiront avec le grand nombre de degrés de liberté de leur

environnement, ce qui provoque la perte de cohérence dans le système. Il s’agit du

phénomène de décoherence [21].

D’autre part, le critère #3 stipule qu’il doit être possible de manipuler le système

quantique et par conséquent, qu’il est possible d’interagir avec celui-ci à partir du

‘monde extérieur’. Cette connexion entre le monde extérieur hostile (puisque clas-

sique) et le système quantique fragile est une bonne façon d’ouvrir la porte à la

7



1.3. OPÉRATIONS LOGIQUES ET UNIVERSALITÉ

décohérence. Ce qui est encore pire est que les conditions #2 et #5 impliquent que

l’environnement peut respectivement relaxer et déphaser rapidement les qubits. Plus

de détails seront donnés sur ces processus aux prochains chapitres. Ainsi, les critères

qu’un ordinateur quantique doit satisfaire sont difficiles à réaliser et, jusqu’à un cer-

tain point, sont en contradiction les uns avec les autres.

L’initialisation et la mesure seront discutées en plus de détails dans les chapitres

subséquents. Concentrons-nous ici sur la manipulation de l’information quantique.

1.3 Opérations logiques et universalité

Pour l’information classique, la possibilité de réaliser les portes logiques NOT et

NAND sur un ensemble de bits classiques permet de réaliser n’importe quel calcul

classique. On dit donc que {NOT,NAND} forment un ensemble universel (complet)

pour le calcul classique [22].

Pour le calcul quantique, un ensemble universel doit aussi être défini. Avant de

présenter un tel ensemble, il est toutefois nécessaire de bien comprendre ce qu’est un

calcul quantique. Dans le paradigme standard, ce n’est rien de plus que l’évolution

unitaire contrôlée d’un système quantique

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉, (1.7)

où |ψ(0)〉 est l’état initial de l’ordinateur (habituellement choisi comme |0〉 =

|000 · · · 000〉) et |ψ(t)〉 l’état final qui, une fois mesuré, sera la réponse au calcul.

L’opérateur unitaire d’évolution U(t) représente le programme quantique : la dy-

namique du système est choisie de façon à correspondre au calcul à effectuer. En

termes plus physiques, l’hamiltonien responsable de l’évolution est manipulé de façon

à générer le calcul quantique voulu.

Puisqu’une opération logique quantique est un opérateur d’évolution unitaire, alors

un ensemble universel de portes logiques quantiques devrait pouvoir réaliser U(2n)

sur n qubits. Ici, U(2n) est le groupe des matrices unitaires de dimensions 2n × 2n.

Évidemment, puisqu’une phase globale est sans conséquence physique, nous serons sa-

tisfaits avec SU(2n) qui est le groupe des matrices unitaires spéciales dont les membres

ont un déterminant égal à l’unité.
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1.3. OPÉRATIONS LOGIQUES ET UNIVERSALITÉ

Comme dans le cas classique, il existe plusieurs ensembles universels. Un ensemble

particulièrement utile est formé par une porte non-triviale à deux qubits et toutes

les portes à un qubit [23]. Dans le présent contexte, non-triviale signifie que la porte

peut créer de l’enchevêtrement. De même, il découle de la discussion précédente que

l’ensemble des portes à un qubit correspond à SU(2) dont les générateurs sont les

matrices de Pauli (dans la base {|0〉, |1〉})

σx =

(
0 1

1 0

)
; σy =

(
0 −i
i 0

)
; σz =

(
1 0

0 −1

)
. (1.8)

Les opérations correspondantes sont des rotations à un qubit sur la sphère de Bloch

Rα(θ) = e−i θ σα/2, (1.9)

avec α = x, y, z. Évidemment, pour couvrir toute la sphère de Bloch, des rotations

selon deux axes orthogonaux suffisent. Ainsi, seuls deux des générateurs de SU(2)

seront nécessaires en pratique.

Pour l’opération à deux qubits, la seule contrainte est qu’elle permette de créer

de l’enchevêtrement. Une opération standard ayant cette capacité est le non-contrôlé

(controlled-NOT), noté CNOT. Cette porte a pour action d’inverser la valeur du second

bit (bit cible) si le premier (bit source) est dans l’état |1〉 :

CNOT :


|00〉
|01〉
|10〉
|11〉

7→


|00〉
|01〉
|11〉
|10〉

. (1.10)

Dans la base de calcul, cette opération a donc la forme suivante :

CNOT =


1

1

0 1

1 0

 . (1.11)

Toutes opérations à deux qubits équivalentes peuvent évidemment prendre la place

du CNOT pour compléter l’ensemble universel. Une porte W est dite équivalente à une
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u
@@��

(a)

H

(b)

H u
@@��

(c)

Fig. 1.2: a) Circuit quantique représentant la porte CNOT. La ligne du haut représente le

bit de contrôle et celle du bas, le bit cible : |contrôle, cible〉. Le temps s’écoule de la gauche

vers la droite. b) Porte d’Hadamard. c) Circuit quantique passant de la base de calcul à la

base des états de Bell.

porte V si W peut être obtenue à partir du produit d’un nombre fini d’opérations

à un qubit et de V. Une procédure constructive et presque optimale pour obtenir le

non-contrôlé à partir d’une porte équivalente existe [24].

La représentation du CNOT sous la forme de circuit quantique est présentée à la

figure 1.2 a). Dans cette notation, chaque ligne horizontale représente un qubit et le

temps s’écoule de la gauche vers la droite.

Une porte à un qubit souvent utilisée est la transformation de Hadamard H. Dans

la base de calcul, cette opération a l’action et la représentation matricielle suivante :

H :

{
|0〉
|1〉

7→ 1√
2

{
|0〉+ |1〉
|0〉 − |1〉

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
. (1.12)

Le circuit quantique représentant cette porte se trouve à la figure 1.2b).

On combine les opérations logiques pour former des circuits plus complexes. Consi-

dérons par exemple le circuit quantique de la figure Figure 1.2 c). Son action sur les

quatre états de la base de calcul est simplement :

|00〉 H−→ 1√
2
(|0〉+ |1〉)|0〉 CNOT−−−→ 1√

2
(|00〉+ |11〉) = |φ+〉;

|01〉 H−→ 1√
2
(|0〉+ |1〉)|1〉 CNOT−−−→ 1√

2
(|01〉+ |10〉) = |ψ+〉;

|10〉 H−→ 1√
2
(|0〉 − |1〉)|0〉 CNOT−−−→ 1√

2
(|00〉 − |11〉) = |φ−〉;

|11〉 H−→ 1√
2
(|0〉 − |1〉)|1〉 CNOT−−−→ 1√

2
(|01〉 − |10〉) = |ψ−〉.

(1.13)
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1.4. HAMILTONIENS ET OPÉRATIONS LOGIQUES

Ce circuit quantique fait donc le passage entre la base de calcul et la base des états

de Bell (1.5) en enchevêtrant les états initiaux séparables.

Un autre ensemble complet de portes logiques quantiques utile est {H,T,CNOT} [25],

où

T =

(
1

eiπ/4

)
= eiπ/8

(
e−iπ/8

eiπ/8

)
. (1.14)

Cette opération est parfois aussi appelée ‘porte π/8’. Contrairement à l’ensemble

présenté plus haut, celui-ci n’est formé que de portes discrètes et il ne peut être utilisé

pour réaliser exactement un opérateur unitaire arbitraire. Lorsque cet ensemble est

utilisé, il est donc seulement possible de réaliser approximativement les opérateurs

unitaires. Le théorème de Solovay-Kitaev [1,26] montre toutefois qu’il est possible de

simuler, avec une précision ε, un circuit arbitraire composé de m opérations CNOT et

d’opérations (continues) à un bit à l’aide de O(m logc(m/ε)) opérations appartenant à

l’ensemble discret. Le nombre de portes nécessaires à cette simulation crôıt de façon

polylogarithmique avec 1/ε et est donc efficace, d’un point de vue algorithmique.

Notons que cet ensemble est utile tout particulièrement parce qu’il est compatible avec

les techniques du calcul quantique tolérant aux imperfections (fault-tolerant quantum

computation) [27]. De plus, d’un point de vue pratique, ce résultat nous apprend

qu’un design d’ordinateur quantique n’a pas à appliquer des rotations infinitésimales

afin d’être universel. Un ensemble de rotations discrètes suffira.

1.4 Hamiltoniens et opérations logiques

Au cours de la discussion précédente, l’attention a été portée sur les opérateurs

d’évolution. Si l’on veut réaliser ces opérations logiques sur un système physique, il

est alors plus naturel de penser aux hamiltoniens générant ces opérations. En effet,

c’est l’hamiltonien du système que l’on peut manipuler au laboratoire. Une question

naturelle est donc de déterminer quels hamiltoniens seront suffisamment puissants

pour générer un ensemble universel de portes logiques quantiques.

Dans le cas des opérations à un qubit, l’hamiltonien le plus général est

H1q = Bx σx +By σy +Bz σz. (1.15)
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Avec un contrôle sur les Bi, l’Hamiltonien (1.15) peut évidemment générer SU(2). Les

coefficients Bi dépendent du système physique réalisant le qubit. Pour un spin 1/2,

ce sont des champs magnétiques orientés selon différentes directions. Pour d’autres

réalisations, ils seront traités comme des champs effectifs en utilisant le langage des

pseudo-spins de Feynman.

Pour réaliser une opération à deux qubits, le non-contrôlé par exemple, une in-

teraction entre qubits est nécessaire. La forme du terme d’interaction dépend du

système physique réalisant l’ordinateur quantique. Une forme commune à plusieurs

architectures est

H2q = J σz ⊗ σz. (1.16)

Un tel terme d’interaction intervient en résonance magnétique nucléaire (RMN) de

l’état liquide [28] et pour certaines architectures de qubits supraconducteurs [5]. Cet

hamiltonien génère l’opération de changement de phase contrôlé (controlled phase

shift)

CP(γ) = e−iγ σz⊗σz/2. (1.17)

Puisque

CNOT = e−i3π/4 Rx2(3π/2) CP(3π/2) Rz2(π/2) Rx2(π/2)

Rz2(π/2) Rz1(π/2) CP(3π/2),
(1.18)

cette opération est équivalente au non-contrôlé. La porte Rαk(θ) est une rotation du

qubit k d’un angle θ autour de l’axe α sur la sphère de Bloch.

Avec ce terme d’interaction, l’hamiltonien de l’ordinateur quantique est donc de

la forme

HS =
n∑

i=1

[Bxi σxi +Byi σyi +Bzi σzi] +
n∑

〈i,j〉

Jij σzi ⊗ σzj. (1.19)

De façon plus générale, on écrira

HS =
n∑

i=1

H1qi +
n∑

〈i,j〉

H2qij. (1.20)

Dans ces expressions, le terme d’interaction a été limité aux qubits plus proches

voisins puisqu’il est en pratique souvent difficile d’avoir des interactions qubit–qubit

à plus longues portées.

12



1.5. QUBITS ENCODÉS

Puisque les qubits seront couplés à leur(s) environnement(s) ceci ne peut pas être

l’hamiltonien total du système. Un hamiltonien plus réaliste s’écrit donc

H = HS +HB +HSB (1.21)

oùHB est l’hamiltonien du bain (environnement) etHSB représente l’interaction entre

le système et le bain. Ce dernier terme peut s’écrire comme une somme d’opérateurs

du système (σi,α) et du bain (Bα)

HSB =
N∑

i=1

∑
k

∑
α

gikα σiα ⊗Bkα. (1.22)

L’indice k distingue les différents modes du bain, α = x, y, z caractérise la forme de

l’interaction système-bain et gikα l’amplitude de ce couplage. Du point de vue des

qubits seulement, cette interaction conduit à une évolution non-unitaire. Telle que

mentionné précédemment, cette évolution non-unitaire conduit à la décohérence du

registre et, par conséquent, à des erreurs dans le calcul.

Une interaction entre le système et le bain apparâıt inévitable. Heureusement, des

techniques capables de protéger l’information quantique des griffes de la décohérence

ont été développées.

1.5 Qubits encodés

1.5.1 Corrections quantiques d’erreurs

Jusqu’à présent, nous avons uniquement porté notre attention sur les qubits phy-

siques. Il est toutefois avantageux, dans plusieurs situations, de regrouper m qubits

pour en faire un qubit logique encodé. La première situation où les encodages ont

été utilisés en calcul quantique est en relation avec la correction d’erreurs quantiques

(quantum error correction, QEC) [29,30].

Afin d’illustrer les techniques de QEC par un exemple simple, considérons la situa-

tion où il y a une probabilité finie pour qu’un qubit physique renverse spontanément

sa valeur (“bit flip”) au cours du calcul. Il est possible de protéger l’information quan-

tique contre ce type d’erreur en encodant chaque qubit logique à l’aide de trois qubits
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|q2〉
|q1〉
|q0〉

|0〉
|0〉

u
@@��

u
@@��

u

@@��

u
@@��

|q2〉
|q1〉
|q0〉

|q1 ⊕ q0〉
|q2 ⊕ q0〉

Fig. 1.3: Circuit quantique détectant le renversement d’un bit. Les trois premières lignes

sont les qubits du code tandis que les deux dernière sont des qubit auxiliaires. Le ‘syndrome’

est (q1 ⊕ q0, q2 ⊕ q0), où ⊕ est l’addition mod 2.

physiques [29] :

|0〉 7→ |0L〉 = |000〉 |1〉 7→ |1L〉 = |111〉. (1.23)

Les états |0L〉 et |1L〉 forment la nouvelle base de calcul. Une superposition arbitraire

d’états logiques devient dans cette base

a|0〉+ b|1〉 7→ a|000〉+ b|111〉 = a|0L〉+ b|1L〉. (1.24)

Une erreur de ‘bit flip’ sur le premier qubit physique de cette superposition donne

a|000〉+ b|111〉 → a|100〉+ b|011〉. (1.25)

Sans l’utilisation du code, une telle erreur ruine complètement l’information. Ici, pour

corriger l’erreur, il n’est évidemment pas une bonne idée de mesurer directement la

superposition d’états, ce que l’on aurait fait avec le code correcteur d’erreurs clas-

sique analogue [31]. En effet, (1.25) est un état enchevêtré et la mesure ‘effondre-

rait’ complètement la fonction d’onde, ruinant ainsi l’information. Afin d’effectuer

la détection d’erreurs, on ajoute, aux trois qubits du code, deux qubits auxiliaires

préalablement initialisés dans l’état |00〉. On applique ensuite le circuit de la figure 1.3

sur ces cinq qubits, puis on mesure les qubits auxiliaires. Le résultat de cette mesure

est le syndrome. Il est facile de montrer que celui-ci nous renseigne sur quel qubit le

‘bit flip’ a eu lieu. Lorsque cette information est connue, il ne reste plus qu’à appliquer

l’opération Rx(π) = σx sur le qubit erroné pour le corriger.
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Pour corriger une erreur arbitraire, il est nécessaire de savoir corriger les erreurs

de phase (‘phase flip’)

a|0〉+ b|1〉 → a|0〉 − b|1〉. (1.26)

Ceci peut être fait de façon semblable au cas du bit flip en utilisant à nouveaux

trois qubits physiques et un code différent [29]. Avec cette approche, un qubit logique

est encodé par neuf qubits physiques ayant pour résultat de le protéger d’une erreur

arbitraire sur un de ces qubits physiques. Il existe toutefois des codes plus efficaces.

Par exemple, il existe un code à cinq qubits protégeant un qubit encodé d’une erreur

arbitraire sur un qubit physique [14, 32]. Il s’agit de la taille minimale pour un code

capable de détecter et corriger une erreur arbitraire sur un qubit [14,33].

Une idée clé concernant les techniques de correction quantique d’erreurs est que les

états encodés sont enchevêtrés. Comme en (1.6), aucun qubit physique ne contient

alors d’information concernant l’état original. L’information se trouve plutôt dans

les corrélations non-locales entre qubits physiques. Ainsi, une erreur sur un qubit

physique du code ne produit pas de perte d’information puisque ceux-ci n’ont, indi-

viduellement, aucune information. Un second aspect important est que la mesure du

syndrome ne nous informe pas sur l’état du qubit encodé ; il ne nous informe que sur

l’erreur survenue. La mesure des qubits auxiliaires ne perturbe donc pas l’information.

Dans le contexte de ce travail, le message à retenir concernant la correction d’er-

reurs quantiques est que cette technique nécessite l’habileté de réaliser efficacement

des mesures. Puisqu’une erreur devrait être corrigée avant qu’une seconde surgisse, la

lecture des syndromes doit être effectuée très rapidement. Ceci impose des contraintes

très sévères sur l’appareil de mesure. En particulier, ceci signifie que ce dernier doit

réaliser des mesures ‘en un coup’ (one-shot measurement) et non pas simplement des

mesures faibles (weak measurement). Plus de détails seront donnés sur le processus

de la mesure au chapitre 5.

Remarquons qu’il est connu que toute mesure dans un calcul quantique peut

être repoussée à la fin du calcul quantique. Ceci nécessite toutefois de remplacer les

opérations contrôlées classiquement par des opérations contrôlées quantiquement (i.e.

remplacer des portes à un bit par des portes à deux bits) ; voir la section §4.4 de la

Réf. [1] pour plus de détails. Cette idée peut être appliquée au QEC pour replacer la

mesure des syndromes et les rotations subséquentes par des portes quantiques à deux
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qubits ; voir l’encadré 10.1 de la Réf. [1]. On peut donc assouplir partiellement les

contraintes sur l’appareil de mesure. En contrepartie, puisque la correction de chaque

erreur demande deux qubits auxiliaires initialisés à |0〉, il est alors nécessaire d’avoir

une réserve de qubits frais à notre disposition. Ceci pose un problème puisqu’une

bonne façon d’initialiser un qubit est de le mesurer. On retrouve alors les mêmes

contraintes pour l’appareil de mesure. Une autre approche à ce problème de qubits

frais est d’initialiser au début du calcul un grand nombre de qubits auxiliaires et de

les distribuer au moment et au lieu où ils sont nécessaires au cours du calcul. Des

idées similaires ont aussi été abordées dans la référence Réf. [19]. Notons qu’il serait

intéressant d’appliquer à ce problème de la distribution de qubits frais les techniques

d’optimisation d’algorithmes quantiques décrites à la section §1.7 de ce document.

On mentionne finalement que la procédure de correction décrite ici suppose qu’il

n’y a pas d’erreurs sur les qubits auxiliaires. Une telle situation serait désastreuse

puisqu’une erreur sur un qubit auxiliaire en entrâıne deux sur les qubits du code.

Heureusement, les techniques plus sophistiquées du calcul tolérant aux imperfections

peuvent corriger cette lacune importante [27].

1.5.2 Sous-espaces sans décohérence

Puisque des actions doivent être effectuées à chaque étape pour détecter et corriger

les erreurs, la correction d’erreurs quantiques est une approche active à la réduction

d’erreurs. De plus, elle repose sur l’hypothèse que les erreurs affectent les qubits de

façon indépendante (certains codes peuvent toutefois protéger un qubit encodé de plus

d’une erreur [34,35]). Une stratégie complémentaire qui évite passivement les erreurs

a aussi été développée [36,37]. Cette stratégie est basée sur l’encodage de l’information

dans un sous-espace sans décohérence (decoherence free-subspaces, DFS).

Les conditions pour qu’un sous-espace ne subisse pas les effets de la décohérence

sont simples à énoncer. On tire celles-ci presque textuellement de la référence [38].

D’abord, supposons que les constantes de couplage dans l’hamiltonien système–bain

(1.22) sont indépendantes de l’index du qubit : gikα ≡ gkα. Ceci correspond à la

situation où les qubits interagissent tous avec le même environnement. L’hamiltonien
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système-bain peut alors se réécrire sous la forme

HSB =
∑

α

Sα ⊗Bα, (1.27)

où Sα ≡
∑

i σiα et Bα ≡
∑

k gkαBkα.

Maintenant, soit H̃S un sous-espace de l’espace d’Hilbert du système HS avec

comme états de base {|φ̃〉}. Ces états font intervenir plusieurs qubits. L’évolution

dans ce sous-espace sera unitaire, et donc {|φ̃〉} un DFS, si et seulement si (i)

Sα|φ̃〉 = cα|φ̃〉 ∀ |φ̃〉 et α, (1.28)

où cα est un nombre complexe. (ii) La partie ‘système’ de l’hamiltonien (celle qui

génère le calcul) ne mélange pas les états de ce sous-espace aux états à l’extérieur de ce

sous-espace. (iii) Le système et le bain sont initialement découplés : ρ(0) = ρS(0)⊗ρB

(il s’agit d’une supposition standard). Un exemple illustrant simplement ces idées est

présenté ultérieurement.

Si ces conditions sont satisfaites, alors encoder les qubits physiques dans la base

{|φ̃〉} protégera l’information de l’environnement. Les états |φ̃〉 jouent donc le rôle

d’états logiques pour les qubits encodés. Cette approche est passive puisque, une fois

l’information encodée dans le DFS, elle ne peut être perturbée par l’environnement.

Aucune étape de détection ou de correction n’est donc nécessaire ici.

Il est important d’insister sur le fait que cette approche ne fonctionnera que dans

les cas particuliers où gikα ≡ gkα. Il s’agit du modèle de ‘décohérence collective’ [39].

Cette situation est en opposition au cas de la QEC où les erreurs sont supposées être

complètement indépendantes. Ces deux techniques peuvent être utilisées ensemble afin

de tirer profit de leurs avantages respectifs [40]. Notons que les techniques d’encodage

dans un DFS ont été testées expérimentalement avec succès dans différents systèmes

physiques [41–43].

1.5.3 Universalité encodée

Le codage peut être encore utile dans un autre contexte. Imaginons que l’hamil-

tonien d’un registre de n qubits est

HS =
1

2

∑
i

Bzi σzi +
∑

i

Jzij σziσzj +
∑
i,j

Jxyij (σxiσxj + σyiσyj) . (1.29)
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où nous supposons avoir un contrôle sur Bzi, Jzij et Jxyij. Ce type d’hamiltonien

décrit plusieurs architectures possibles d’ordinateurs quantiques : système basé sur

l’effet Hall quantique [44], électrons sur hélium liquide [45], certaines architectures

utilisant les points quantiques [46] et les architectures basées sur le spin nucléaire

d’impuretés dans le silicium [47]. Dans ces systèmes, il est aussi possible, en principe,

de contrôler un terme de la forme Bx σx sur chacun des qubits. Toutefois, ceci est

en pratique difficile à réaliser et l’opération résultante sera lente dans la plupart des

cas. L’hamiltonien (1.29) semble donc plus réaliste pour ces architectures. Malheu-

reusement, (1.29) n’est pas universel puisqu’il ne permet pas de générer SU(2) sur les

qubits physiques. C’est ici que les codes peuvent à nouveau être utiles.

Exprimons tout d’abord le terme σxiσxj +σyiσyj dans la base de calcul {|00〉, |01〉,
|10〉, |11〉} des qubits i et j

1

2
(σxiσxj + σyiσyj) =


0

0 1

1 0

0

 =

0

σ̄xij

0

 . (1.30)

Ce terme agit comme σx dans le sous-espace {|01〉, |10〉} et laisse le sous-espace

{|00〉, |11〉} invariant. De plus, cette opération ne mélange pas ces deux sous-espaces.

De ce fait, en encodant les qubits logiques comme

|0L〉 = |01〉

|1L〉 = |10〉,
(1.31)

nous savons comment réaliser un σ̄x encodé avec l’hamiltonien (1.29), ce que l’on

ne pouvait faire avec les qubits physiques. Le “ ¯ ” au-dessus de σ̄x est utilisé pour

insister sur le fait qu’il s’agit d’une opération encodée agissant sur un qubit encodé.

Pour que cette construction soit utile, il doit être possible d’appliquer toutes les

opérations logiques sur ce sous-espace. Il est facile de montrer comment cela est

possible. Premièrement, considérons

Bziσzi +Bzjσzj =


Bzi +Bzj

Bzi −Bzj

−(Bzi −Bzj)

−(Bzi +Bzj)

 . (1.32)
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Fig. 1.4: Qubits physiques alignés sur un même axe. Les cercles représentent les qubits

physiques et un ovale indique une paire de qubits physiques formant un qubit logique.

Avec Bzi−Bzj 6= 0, ceci agit comme σ̄z sur {|0L〉, |1L〉} et de surcrôıt, ne mélange pas

l’espace de calcul avec le reste de l’espace d’Hilbert. Les opérations encodées (1.30)

et (1.32) générent SU(2) sur le sous-espace encodé.

Le dernier ingrédient manquant est une opération non-triviale sur deux qubits

encodés et donc agissant sur quatre qubits physiques. Afin de montrer comment une

telle opération est possible, supposons d’abord que les qubits sont fabriqués de façon

à être alignés sur un même axe. Tel qu’illustré à la figure 1.4, Les qubits m et m+ 1

sont donc plus proches voisins tandis que m et m+2 sont seconds plus proches voisins.

Le code est construit de telle sorte que les paires (m,m+1) et (m+2,m+3) forment

chacune un qubit encodé. Puisque σzm+1σzm+2 agit comme −σzσz sur {|0L〉, |1L〉} ⊗
{|0L〉, |1L〉}, afin de réaliser une opération encodée à deux qubits il est donc suffisant

de fixer tout les coefficients sauf Jz,m+1,m+2 à zéro. Cette interaction nous permet de

réaliser une opération de phase contrôlée encodée CP (1.17), ce qui complète la preuve

d’universalité. Cette construction a été décrite dans la référence [48] en utilisant un

‘mapping’ intéressant, mais plus complexe, des qubits vers les ‘parafermions’. Il est

intéressant de préciser que pour mettre en application toutes les idées présentées ci-

dessus, seul le couplage au plus proche voisin entre qubits physiques est nécessaire.

Ceci réduit les exigences techniques reliées à la réalisation d’un ordinateur quantique.

Cette simplification est due à l’auteur de ce document.

Afin de pouvoir utiliser ces idées, il est nécessaire de donner une prescription pour

l’initialisation d’un registre quantique dans un état encodé standard (par exemple,

|0L0L · · · 0L〉). Ceci est plus compliqué que dans le cas non encodé puisque les états

logiques (1.31) sont justement ceux que l’hamiltonien (1.29) ne peut atteindre par des

manipulations unitaires. Toutefois, une observation utile est que le fondamental de

σxσx+σyσy est (|0L〉−|1L〉)/
√

2. Ainsi, ajustant tous les coefficients Bz et Jz à zéro et

les Jxy non-nuls, le système devrait éventuellement relaxer vers son état fondamental
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qui est dans le sous-espace encodé [48]. La lecture peut être réalisée en mesurant un

des qubits physiques du code dans la base {|0〉, |1〉} usuelle. Une approche alternative

mais plus complexe est décrite dans la Réf. [48].

En plus de rendre universel l’hamiltonien (1.29), le code (1.31) a une propriété

additionnelle très intéressante : il s’agit d’un DFS pour les erreurs de phase. En effet,

supposons que la seule action de l’environnement soit de déphaser les qubits physiques

de la façon suivante :

|0i〉 7→ |0i〉

|1i〉 7→ eiφ|1i〉,
(1.33)

où la phase φ est indépendante de l’index i du qubit. Tandis qu’une superposition

arbitraire d’un qubit physique va perdre sa cohérence sous l’action de cet environnent,

une superposition de qubits logiques encodés dans le sous espace (1.31) ne sera pas

affectée puisque seule une phase globale interviendra

a|0L〉+ b|1L〉 = a|01〉+ b|10〉 7→ aeiφ|01〉+ beiφ|10〉 = eiφ (a|0L〉+ b|1L〉) . (1.34)

Ce code a été utilisé dans l’expérience décrite à la référence [42] pour protéger l’infor-

mation encodée dans une paire d’ions contre les fluctuation d’un champ magnétique

parasite.

Cette idée de prendre un hamiltonien non universel dans l’espace d’Hilbert total

et de trouver un sous-espace plus petit dans lequel il est universel est appelée uni-

versalité encodée. Un aspect intéressant de cette approche est qu’il est possible de ne

considérer que les ‘talents naturels’ d’un système physique plutôt que d’imposer des

termes de contrôle supplémentaires impliquant des difficultés technologiques. L’uni-

versalité encodée a été étudiée en relation avec différents hamiltoniens et systèmes

physiques [38,49–51]. En particulier, elle a été étudiée en relation avec les qubits su-

praconducteurs de phase où il a été montré comment certaines opérations difficiles

à réaliser ne sont pas nécessaires pour atteindre l’universalité [52]. Dans ce cas, le

code utilise le concept de ‘bus qubit’ fixé dans l’état |1〉. Cet article est reproduit à

l’annexe C de ce document.

Une idée clé à retenir de cette discussion est qu’un qubit logique n’a pas à être

un système physique à deux niveaux. Puisque l’information (quantique) est une res-

source fongible, il est possible d’utiliser d’autres systèmes physiques pour réaliser un

20



1.6. ALGORITHMES QUANTIQUES

qubit logique. Ce concept est un des développements plus récents allant au-delà du

paradigme standard. Pour un survol de certaines autres façons d’aller au-delà de ce

paradigme, consulter la référence [20].

1.6 Algorithmes quantiques

Maintenant que l’on sait, en principe, stabiliser l’information quantique et faire

du calcul quantique universel, comment peut-on tirer profit des superpositions d’états

et de l’enchevêtrement afin de réaliser des calculs utiles plus rapidement qu’avec un

ordinateur classique ? Quels sont les calculs pouvant êtres accélérés par ces effets

quantiques ?

Il peut être surprenant de savoir que ces questions sont encore ouvertes. Première-

ment, ce qui donne à un ordinateur sa puissance de calcul n’est pas encore bien

compris [18]. On sait par exemple que certains calculs ne peuvent pas être accélérés

quantiquement [53]. De plus, il n’est même pas encore connu si les ordinateurs quan-

tiques sont vraiment plus puissants que leur contrepartie classique, voir §1.4.5 de la

Réf. [1] pour une discussion d’introduction aux classes de complexité impliquées. Il y a

toutefois certaines évidences en cette faveur. Par exemple, on sait que les ordinateurs

quantiques sont bons dans le calcul des transformées de Fourier (quantique) [54], pour

chercher dans des bases de données désordonnées [55] et pour simuler des systèmes

physiques [56,57].

Quoique ces trois algorithmes puissent être appliqués à une grande variété de

problèmes, il est un peu troublant de constater que ce sont les seuls algorithmes quan-

tiques connus. Ce qui est encore plus surprenant est que de cette (courte) liste, l’al-

gorithme le plus récent (la recherche quantique) a été découvert en 1996. La dernière

découverte majeure du côté des algorithmes quantiques date donc d’il y a 8 ans

(au moment d’écrire ce document). Ceci montre clairement que “d’écrire” un algo-

rithme quantique n’est pas une tâche facile. Cette difficulté est due en partie à notre

manque d’intuition pour des choses aussi étranges que superpositions d’états et en-

chevêtrement. Une autre difficulté avec les algorithmes quantiques est l’extraction de

l’information. Un ordinateur quantique peut calculer simultanément un nombre ex-

ponentiel de résultats (il s’agit du parallélisme quantique) mais, à la fin, on ne peut
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en mesurer qu’un seul.

Comme exemple spécifique de cette difficulté à extraire l’information, considérons

l’algorithme d’estimation de phase. Comme la plupart des algorithmes quantiques,

celui-ci utilise la transformée de Fourier quantique (quantum Fourier transform, QFT)

et cet exemple servira donc d’introduction à cette transformation quantique impor-

tante.

1.6.1 Transformée de Fourier quantique

L’algorithme d’estimation de phase a d’abord été introduit par Kitaev [58] et

ensuite reformulé par Cleve et al. [59]. Le but de cet algorithme est d’estimer les

valeurs propres d’un opérateur unitaire. Puisqu’il utilise la QFT, revoyons d’abord

cette transformation. La QFT agit sur un registre de n qubits indexé |n − 1, n −
2, · · · , 1, 0〉 de la façon suivante

Fn : |x〉 7→ 1

2n/2

2n−1∑
y=0

e2πi xy
2n |y〉. (1.35)

Cette transformation peut être réalisée à l’aide de deux opérations logiques de ba-

se [60] : la transformation de Hadamard H et l’opération de phase conditionnelle.

Suivant la notation de Shor [61], la transformation de Hadamard sera ici notée Aj, où

l’indice j indique que l’opération agit sur le qubit j. L’opération de phase condition-

nelle Bjk, agissant sur les qubits j et k est

Bjk =


1

1

1

eiθjk

 , (1.36)

avec θjk = π/2k−j. Dans le cas d’un registre de cinq qubits, la séquence suivante

réalise la QFT

A0B01A1B02B12A2B03B13B23A3B04B14B24B34A4. (1.37)

Comme toujours, les opérations sont appliquées en commençant par la droite. Le

circut quantique correspondant est présenté à la figure 1.5. La transformation F5 est
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Fig. 1.5: Circuit quantique réalisant F5, la transformée de Fourier quantique sur un re-

gistre de 5 qubits. Le résultat de ce circuit est l’inverse (bit-reversal) de la transformée de

Fourier (1.37).

donc réalisée avec 15 opérations logiques. De façon plus générale, n opérations à un

qubit et n(n− 1)/2 opérations à deux qubits sont requises pour réaliser Fn.

1.6.2 Algorithme d’estimation de phase

Intéressons-nous maintenant à l’algorithme d’estimation de phase. Le but est d’es-

timer les valeurs propres {µp} d’un opérateur unitaire U. À ces valeurs propres sont

associés les vecteurs propres {|ψp〉}. Physiquement, il est souvent plus intéressant

de trouver les valeurs propres {λp} d’un hamiltonien H. L’algorithme d’estimation

de phase nous permet aussi de le faire puisque qu’il est possible de travailler avec

U = eiH qui a les mêmes vecteurs propres que H et les valeurs propres {e2πiµp}, où

λp = 2πµp. Au meilleur de ma connaissance, l’application de l’algorithme d’estima-

tion de phase à des problèmes d’intérêts physiques a été suggérée pour la première

fois par Abrams et Lloyd [62] et, indépendamment, par le présent auteur dans un

rapport non-publié [63]. Depuis, des idées similaires ont été publiées par différents

auteurs et avec plus ou moins de détails supplémentaires [64,65].

L’algorithme utilise un ordinateur quantique à deux registres. Le premier registre

est formé de m qubits et le second de n = log2N qubits. Ici, m est le nombre de bits

de précision avec laquelle les valeurs propres seront estimées (et peut donc être ajusté

selon les besoins) tandis que N = 2n est la taille de la matrice hermitique H.

La transformation contrôlée suivante sera nécessaire

Ck
U|xk〉|ψp〉 = e2πixkµp |xk〉|ψp〉, (1.38)

Dans cette expression, |xk〉 est un registre de un qubit de sorte que xk ∈ {0, 1}.
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H

H

H

H
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+ e p

+ e p

+ e p

...

Fig. 1.6: Circuit quantique pour l’estimation de phase (Adaptée de la Réf. [59].)

L’opération Ck
U applique donc une phase 2πiµp seulement si le bit de contrôle k est

dans l’état |1〉.
Les étapes de l’algorithme d’estimation de phase sont les suivantes. Premièrement,

les m qubits du premier registre sont initialisés dans l’état |0〉 et le second registre

est préparé dans un état propre |ψp〉 de U. Ensuite, la transformée de Fourier du

premier registre est effectuée. Puisque tous les qubits de ce registre sont dans l’état

|0〉, ceci se réduit à appliquer une transformation de Hadamard indépendamment sur

chaque qubit, comme à la figure 1.6. On applique maintenant Cr
U2m−r avec le re qubit

du premier registre comme bit de contrôle et on répète cette opération pour chacun

des m qubits de ce registre. Le résultat est alors

|0〉|0〉 · · · |0〉|ψp〉 →
1√
2

(
|0〉+ e2πi2m−1µp |1〉

) 1√
2

(
|0〉+ e2πi2m−2µp |1〉

)
· · · 1√

2

(
|0〉+ e2πiµp |1〉

)
|ψp〉

=
1

2m/2

2m−1∑
y=0

e2πiµpy|y〉|ψp〉.

(1.39)

Pour arriver à ce résultat, un état propre |ψp〉 de U a été utilisé. Ceci suppose que

l’on connâıt cet état et que l’on sait comment le préparer. Cela ne sera généralement

pas le cas. Heureusement, il est suffisant de préparer le second registre dans un état

arbitraire |a〉 de la base de calcul, a ∈ {0, 1}⊗n. Cet état peut évidemment être
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développé dans la base {|ψp〉}

|a〉 =
∑

p

|ψp〉〈ψp|a〉 ≡
∑

p

αp|ψp〉. (1.40)

Utilisant l’état (1.40) comme état initial pour le second registre, on obtient alors

|0〉|0〉 · · · |0〉|a〉 → 1

2m/2

∑
p

αp

2m−1∑
y=0

e2πiµpy|y〉|ψp〉. (1.41)

Afin d’extraire une valeur propre, on applique ensuite une QFT inverse au premier

registre (cette étape n’est pas présentée à la figure 1.6). Cette opération agit comme

la QFT (1.35) mais dans la direction opposée. Son action est donc de ‘transférer’ la

phase x de l’exponentiel e2πi xy
2n au vecteur d’état |x〉, ce qui est exactement ce dont

on a besoin ici. En effet, après avoir réalisé cette opération, le résultat est

1

2m

∑
p

2m−1∑
x=0

2m−1∑
y=0

αp e
−2πi xy

2m e2πiµpy|x〉|ψp〉. (1.42)

La mesure du premier registre, |x〉, donnera alors le meilleur estimé sur m bits de µp

et ce avec une probabilité d’au moins |αp|2 4
π2 . Afin de vérifier que cela est bien le cas,

supposons que la fraction binaire bp/2
m = b1/2+b2/4+. . .+bm/2

m ≡ 0.b1b2 . . . bm est le

meilleur estimé sur m bits de µp. On a donc que, µp = bp/2
m+δ, avec 0 < δ ≤ 1/2m+1.

Insérant ce résultat dans (1.42), on obtient

1

2m

∑
p

2m−1∑
x=0

2m−1∑
y=0

αp e
2πi(bp−x)y/2m

e2πiδy|x〉|ψp〉. (1.43)

Si x est le meilleur estimé de µp sur m bits, alors x = bp et (1.43) peut s’écrire

1

2m

∑
p

2m−1∑
y=0

αp e
2πiδy|bp〉|ψp〉. (1.44)

En sommant la série géométrique, on obtient finalement

1

2m

(
1− e2πiδ2m

1− e2πiδ

)∑
p

αp |bp〉|ψp〉. (1.45)
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Puisque ∣∣∣∣ 1

2m

(
1− e2πiδ2m

1− e2πiδ

)∣∣∣∣2 ≥ 4

π2
(1.46)

(voir l’équation (5.4) de [59] pour les détails), suite à une mesure du premier registre, la

probabilité qu’on obtienne le meilleur estimé de µp sur m bits est au moins 4|αp|2/π2.

La procédure décrite ci-haut peut être utilisée pour obtenir les valeurs propres

de matrices unitaires arbitraires. De plus puisque dans (1.45) les registres sont en-

chevêtrés, si la mesure du premier registre produit le résultat |bp′〉, alors le second

registre sera projeté dans l’état |ψp′〉. Ainsi, cet algorithme peut être utilisé pour

préparer les vecteurs propres de H. Malheureusement, il semble difficile d’extraire ces

états. En effet, suite à la mesure du premier registre, la lecture du second registre

dans la base de calcul ne donnera qu’un entier x ∈ {0, 1}⊗n avec une probabilité

|〈x|ψp′〉|2. L’ordinateur quantique peut être utilisé pour calculer certaines quantités

mais les extraire peut être difficile en raison de ‘l’effondrement de la fonction d’onde’.

Certaines fonctions de corrélation peuvent toutefois être calculées [65].

Quelques commentaires s’imposent. Premièrement, la probabilité d’obtenir le meil-

leur estimé à m bits peut être amplifiée en utilisant m′ > m et en ne demandant

uniquement que m bits de précision. Voir l’annexe C de la référence [59] pour plus

de détails. Une remarque importante est que |αp|2 sera inversement proportionnel

à N . Ainsi, l’algorithme devient moins efficace avec une augmentation de la taille

de la matrice. Si des estimés des |ψp〉 sont connus, il est alors avantageux d’utiliser

cette connaissance dans la préparation du second registre de façon à amplifier le

recouvrement αp.

Considérons maintenant les ressources en temps et en espace (i.e. nombre de bits)

requises par cet algorithme. Premièrement, afin d’obtenir toutes les valeurs propres

il est nécessaire de répéter l’algorithme au moins O(N) fois. De plus, comme on le

voit à la figure 1.6, m applications de la transformation d’Hadamard et de la porte

U2k
contrôlée sont nécessaires. Finalement, la transformée de Fourier inverse requiert

O(m2) opérations. Ainsi, obtenir un estimé des valeurs propres d’une matrice de taille

N ×N demande O(Nm2) opérations agissant sur m+ log2N qubits.

Cet estimé rudimentaire suppose que les opérations U-contrôlées sont réalisées en

un temps constant. Ces opérations sont en réalité construites à partir d’opérations
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élémentaires, c’est-à-dire à partir d’opérations prises dans {SU(2),CNOT}. Le temps

requis pour réaliser Cr
U2m−r dépendra donc du nombre de bits sur lequel l’opération

agit. De même, puisqu’il n’existe pas de procédure générale pour décomposer de façon

optimale une opération arbitraire à l’aide de portes élémentaires [66], beaucoup de

complexité peut être cachée dans l’application de ces portes.

Dans certains cas, il peut donc être plus avantageux d’appliquer 2m−r fois la

transformation Cr
U en utilisant le bit de contrôle r plutôt que d’appliquer une fois la

transformation Cr
U2m−r . Ceci change l’estimation des ressources requises puisque 2m−1

opérations contrôlées doivent maintenant être appliquées. En utilisant cette stratégie,

le coût total en temps est donc O(2m × N) mais une seule décomposition de CU à

l’aide de portes élémentaires doit être effectuée par matrice H ou U . L’algorithme est

donc exponentiel dans le nombre m de bits de précision demandée. Puisque m sera

généralement plus petit que N , ceci ne devrait pas être dramatique.

1.7 Optimisation d’algorithmes quantiques

Il a déjà été mentionné à la section §1.5 que le fait de limiter l’interaction entre

qubits au premier voisin seulement peut être avantageux du point de vue de la fabrica-

tion de l’ordinateur quantique. Toutefois, les circuits utilisés à la section précédente

ne tiennent clairement pas compte de telles limitations pratiques. Par exemple, le

circuit de QFT présenté à la figure 1.5 fait interagir toutes les paires de qubits.

En pratique ces limitations basées sur des aspects technologiques devront être

considérées. Puisque pour un ordinateur quantique le court temps de cohérence sera

une contrainte importante, on s’intéresse dans cette section à l’optimisation des algo-

rithmes quantiques en tenant compte de ces restrictions imposées par des aspects pra-

tiques. On considérera le cas le plus contraignant, mais aussi le plus simple à réaliser

physiquement : les qubits disposés sur un même axe, comme à la figure 1.4, et ayant

des interactions au premier voisin seulement. L’optimisation dans une telle configu-

ration est possible en tirant profit de la possibilité de réaliser les opérations logiques

sur différents qubits simultanément. Cette particularité est commune à plusieurs ar-

chitectures d’ordinateurs quantiques. Afin d’illustrer la méthode, on s’intéressera ici

au cas important de la transformée de Fourier quantique. Cette section est basée sur
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des résultats publiés à la référence [67].

Notons que l’optimisation de circuits quantiques par parallélisation a été étudiée

aux références [68] et [69] mais sans tenir compte de la portée limitée de l’interaction

qubit–qubit. Une étude du ‘coût réel en temps’ de la QFT incluant une telle contrainte

a été présentée à la référence [70] mais sans tirer profit de plusieurs améliorations

possibles, incluant le parallélisme.

1.7.1 Optimisation des permutations

Afin de procéder à l’optimisation de la QFT, une prescription pour la réalisation

de Aj et Bjk à l’aide d’un ensemble universel d’opérations élémentaires est nécessaire.

Une telle description limite la porté de l’optimisation aux architectures ayant cet en-

semble particulier de portes dans leur répertoire. L’application de ces idées à d’autres

architectures est toutefois simple. On utilisera ici l’ensemble complet

Rxj(θ) = e−iσxjθ/2; Rzj(φ) = e−iσzjφ/2; CPjk(ζ) = e−iσzj⊗σzkζ/2. (1.47)

agissant sur les qubits j et k. Cet ensemble est intéressant puisqu’il peut être réalisé

par plusieurs architectures basées sur les qubits supraconducteurs [5,71,72] ainsi qu’en

RMN [73,74].

Ces opérations élémentaires réalisent les opérations logiques Aj et Bjk (sur deux

qubits adjacents) à l’aide des séquences suivantes :

Aj = i Rzj(π/2) Rxj(π/2) Rzj(π/2); (1.48)

Bjk = eiθk−j+1 Rzj(θk−j+1) Rzk(θk−j+1) CPjk(θk−j+1). (1.49)

La phase eiθk−j+1 dépend des qubits sur lesquels l’opération Bjk agit mais ne dépend

pas de leur état logique. Il s’agit donc d’une phase globale sans importance et peut

être ignorée.

Afin de réaliser le circuit de la figure 1.5, il est nécessaire d’appliquer des portes

Bjk sur des qubits n’étant pas adjacents. Dans une architecture unidimensionnelle,

cela implique qu’il faut permuter de façon récursive l’état de qubits adjacents afin de

positionner l’état des qubits devant interagir dans des qubits voisins. Pour des qubits

initialement aux positions j et k dans le registre, |j−k|−1 opérations de permutation
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(a) (b)

Fig. 1.7: a) Utilisation répétée de l’opération SWAP afin d’appliquer une opération contrôlée

sur des qubits initialement non-adjacents. b) Circuit équivalent utilisant des opérations

simultanées. La stratégie a) a été utilisée dans la référence [70] afin d’estimer le coût en

temps de la porte Fn.

sont requises afin de juxtaposer les états et, à nouveau, |j − k| − 1 afin de ramener

les états à leur position d’origine, figure 1.7 a).

Une permutation entre l’état des qubits aux positions r et s est réalisée par la

séquence suivante de portes CNOT

SWrs = CNOTrs CNOTsr CNOTrs. (1.50)

Le non-contrôlé est réalisé à l’aide de l’ensemble complet (1.47) avec la séquence

déjà vu en (1.18). Cette opération demande donc sept portes élémentaires pour sa

réalisation. De ce fait, une seule permutation requiert 21 opérations élémentaires (i.e.,

‘pas de temps’, time steps) de sorte que 42× (|j−k|−1) opérations élémentaires sont

requises pour réaliser le circuit de la figure 1.7 a). Ainsi, un grand nombre d’opérations

sont nécessaires simplement pour distribuer l’information dans le registre. Ceci réduit

le temps de calcul utile de l’ordinateur.

Il est heureusement possible de réduire ce nombre de façon significative. Première-

ment, en prenant avantage des relations de commutation entre les portes élémentai-

res (1.47) et de la structure de la séquence (1.18) pour le CNOT, il est possible de

‘compiler’ la séquence (1.50) en se débarrassant des portes redondantes. On obtient

ainsi la séquence suivante pour le SWAP qui n’utilise ‘que’ 15 opérations élémentaires

SWrs = e−iπ/4 Rxs(π/2) CPrs(−π/2) Rzs(π/2) Rxs(π/2) [Rzs(π/2) Rxr(π/2)]

CPrs(−π/2) Rzs(π/2) [Rxr(π/2) Rxs(π/2)] CPrs(−π/2) Rzs(π/2)

Rxs(π/2) [Rzs(π/2) Rzr(π/2)].

(1.51)
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En prenant maintenant avantage de la possibilité de réaliser les opérations sur

des qubits différents simultanément, il est possible de réduire davantage le nombre

de ‘pas de temps’ utilisé à distribuer l’information dans le registre. En effet, puisque

les opérations sur qubits distincts commutent, il est possible d’appliquer les portes

entre crochets dans la séquence (1.51) simultanément. De plus, les permutations si-

multanées de la figure 1.7 b) ne requièrent que 2d|j − k|/2e pas de temps, où dxe est

le plus petit entier plus grand que x. Ceci est beaucoup plus efficace que la réalisation

simpliste de la figure 1.7 a). Lorsque l’on réalise qu’il n’y a aucune raison de replacer

les qubits à leur emplacement initial, il est possible de faire intervenir une dernière

simplification. Une fois que les états d’une paire de qubits ont été rassemblés et ont

interagi, la prochaine réorganisation devrait être faite de façon à optimiser l’exécution

des opérations logiques suivantes.

En utilisant ces résultats, le nombre de pas de temps est réduit de 42(|j−k|−1) à

12d|j − k|/2e pour une séquence unique de permutation. Pour les circuits impliquant

plusieurs opérations contrôlées, d’autres améliorations sont possibles en réorganisant

les qubits correctement pendant le calcul.

1.7.2 Circuits optimisés

Les optimisations décrites ci-haut sont indépendantes de l’algorithme à réaliser.

Une observation spécifique à la QFT est

[Al,Bjk] = 0 si l 6= j, k; (1.52)

[Bjk,Brs] = 0 ∀ j, k, r, s.

La première de ces relations exprime simplement le fait que les portes agissant sur

différents qubits commutent tandis que la seconde est vérifiée parce que les Bjk sont

diagonaux dans la base de calcul. En respectant ces relations de commutation, il est

donc possible de modifier l’ordre de la séquence afin d’appliquer les opérations lorsque

cela est le plus favorable.

Afin de mettre en pratique ces concepts simples au profit de l’optimisation de la

QFT, un programme C++ a été créé. Celui-ci prend en entrée la séquence originale

pour la QFT, (1.37) dans le cas de 5 qubits, et lui ajoute des opérations de per-

mutation selon la prescription de la figure 1.7 b). Afin de minimiser la ‘profondeur’
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Fig. 1.8: Circuit réalisant la transformée de Fourier quantique d’un registre de 5 bits en

tirant profit du parallélisme et en optimisant l’utilisation des permutations. Les nombres

à gauche et à droite sont utilisés afin de suivre la progression de la position des différents

états logiques. Le sous-circuit en gris foncé correspond à F3.

(longueur) du circuit quantique, le programme maximise le parallélisme en regrou-

pant les opérations qui commutent. Le résultat, toujours dans le cas de 5 qubits, est

présenté à la figure 1.8.

Si l’on suppose premièrement que toutes les opérations élémentaires prennent un

temps tél pour être réalisées, le temps total nécessaire pour compléter un circuit de

profondeur p serait tél×p. On exprime ici la profondeur à l’aide du nombre d’opérations

élémentaires (1.47) requises pour réaliser les portes logiques (1.49) et (1.51). L’opé-

ration Bjk est effectuée en deux pas de temps puisque toutes les opérations réalisant

cette porte commutent et il est possible d’appliquer les deux premières simultanément.

L’opération Aj est quant à elle réalisée en trois pas de temps. Ainsi, le circuit de la

figure 1.8 est réalisé en 95 pas de temps1. Sans optimisation, F5 nécessite 20 permu-

tations pour un total de 275 pas de temps.

La figure 1.9 compare, sur une échelle logarithmique, le coût en temps des cir-

cuits optimisés (cercles noirs) avec celui des circuits non-optimisés (carrés vides).

Les circuits non-optimisés ne tirent pas profit du parallélisme et utilisent la stratégie

de la Figure 1.7 a) pour les permutations. Ces circuits ont un coût en temps de

10n − 11n2 + 4n3 ≈ O(n3), où n est le nombre de qubits sur lesquels la transformée

de Fourier est effectuée.

1Pour l’évaluation du coût en temps d’un circuit, lorsque deux opérations sont réalisées simul-
tanément, seul le nombre de pas de temps de l’opération la plus coûteuse est retenue.
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Fig. 1.9: Nombre de pas de temps pour réaliser la QFT en fonction du nombre de qubits,

sur une échelle logarithmique. Les cercles noirs sont pour les circuits optimisés et les carrés

vides pour les non-optimisés.

Afin d’aller au-delà des résultats numériques, il est utile de remarquer que le sous-

circuit en gris foncé du côté droit de la figure 1.8 correspond à une QFT optimisée sur

trois bits. De plus, en ajoutant à cette transformation les quatre opérations logiques

et les trois permutations qui sont dans la région en gris pâle de cette même figure,

on obtient une QFT optimisée sur quatre bits. Ces opérations additionnelles ajoutent

29 pas de temps à F3
2. La même observation peut être faite en passant de F4 à F5

en ajoutant cinq opérations logiques et les 4 permutations qui sont à la gauche de la

région en gris pâle, ajoutant à nouveau 29 pas de temps. En utilisant cette construction

de manière récursive, il est possible d’obtenir le circuit optimisé pour Fn lorsque l’on

connâıt le circuit optimisé pour Fn−1. Comme on le voit de l’exemple précédent, ceci

se fait facilement en ajoutant n opérations logiques et n − 1 permutations à Fn−1

(pour n > 2). Ces O(n) opérations additionnelles ajoutent 29 pas de temps à Fn−1.

On obtient ainsi que le nombre de pas de temps pour réaliser Fn est 8 + 29(n − 2)

pour n > 2. On a donc obtenu pour la QFT des circuits de profondeur linéaire en n.

Ainsi, en tenant compte de la portée limitée de l’interaction qubit–qubit, il a été

2Les portes logiques A3, B23 et les première et seconde permutations de la région en gris pâle ne
sont pas effectuées en parallèle avec des portes de F3. Ces opérations additionnelles nécessite 29 pas
de temps pour être exécutées.
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possible d’obtenir un gain quadratique en n par rapport aux circuits non-optimisés.

L’utilisation efficace des permutations et du parallélisme (classique) est responsable

de cette amélioration. En effet, un facteur de O(n) provient du fait que O(n3) per-

mutations sont nécessaires dans le cas non-optimisé tandis que le cas optimisé ne

demande que O(n2) permutations. Un second facteur de O(n) provient du fait que

jusqu’à n opérations peuvent simultanément être réalisées sur n qubits. Comme dans

le cas du calcul classique parallèle, ceci donne une accélération de O(n).

Il est intéressant de remarquer que des circuits ayant une profondeur linéaire ont

été obtenus à la référence [68] mais dans le cas plus simple où aucune limitation dans

la portée de l’interaction entre qubits n’a été prise en considération3. En fait, une

profondeur de O(n) est le mieux que l’on puisse obtenir pour la QFT exacte donnée

par la séquence (1.37). En effet, n opérations doivent être appliquées sur le nième qubit

(ligne du haut dans la figure 1.5) et aucune opération agissant sur un même qubit ne

peut être parallélisée. On en conclut donc que les limitations imposées par un design

unidimensionnel restreint à des interactions au plus proche voisin ne semblent pas

importantes en autant que le parallélisme soit possible et ce, tout au moins pour la

QFT. Notons qu’un circuit similaire à celui de la figure 1.8 a été publié dans un autre

contexte [75].

1.7.3 Optimisation par recuit simulé

Il est possible de diminuer davantage, par un facteur constant, la profondeur des

circuits de QFT en commençant la procédure d’optimisation avec une permutation

[respectant les règles de commutation (1.52)] de la séquence originale (1.37). On

cherche alors la permutation minimisant la profondeur. Il s’agit d’un problème d’op-

timisation contrainte qui a beaucoup de similitudes avec la question du placement,

importante en intégration de circuits (VLSI). Le placement consiste à arranger les

3Si on calcule la profondeur en fonction du nombre d’opérations (et non selon le nombre de pas de
temps requis pour réaliser ces opérations), les circuits obtenus ici ont une profondeur de 4(n−3)+7
(pour n > 2) et ceux de la référence [68] une profondeur de 2n− 1. Les circuits obtenus ici ont donc
une profondeur seulement deux fois plus grande (asymptotiquement) que les circuits obtenus dans
le cas moins réaliste physiquement où les interactions ont une portée arbitraire et où le parallélisme
est pris en considération.
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Fig. 1.10: Circuit amélioré par recuit simulé pour la QFT sur cinq qubits.

composantes du circuit (classique) de façon à minimiser la longueur des fils d’inter-

connexion et l’aire totale occupée par le circuit [76]. Il est connu que les heuristiques,

comme le recuit simulé [77] ou la recherche tabou, donnent de bons résultats [76].

Le problème qui nous intéresse ici est semblable mais avec la complication addi-

tionnelle que réordonner deux opérations en un point quelconque du circuit change

la séquence et, potentiellement, le nombre de permutations requises dans le reste du

circuit. En se basant sur cette analogie, un algorithme de recherche par recuit si-

mulé obtenant des circuits améliorés a été développé. Puisque le recuit simulé est une

heuristique, nous n’obtiendrons pas nécessairement la solution optimale mais une so-

lution s’en approchant. Ceci ne cause pas de problèmes puisque nous nous satisferons

de toute amélioration par rapport aux circuits non optimisés.

Les circuits obtenus avec cette approche ne sont que quelques pour-cent plus courts

que les meilleurs circuits (cercles noirs) de la figure 1.9. De plus, la recherche par re-

cuit simulé est exigeante en temps de calcul et devient peu pratique pour seulement

quelques dizaines de qubits. Cette amélioration supplémentaire sera néanmoins bien-

venue pour les prototypes d’ordinateurs quantiques. Le circuit présenté à la figure 1.8

a été obtenu à l’aide de cet algorithme (une modification ‘à la main’ a été faite ici au

circuit obtenu numériquement). Ce circuit ne requiert que 6 permutations et 83 pas

de temps.

1.7.4 Remarques et sommaire

Finalement, il est important de mentionner que pour une QFT sur un grand

nombre de qubits, l’application des opérations Bjk pour |j − k| grand est difficile

expérimentalement. Cette difficulté vient du fait que les phases correspondantes se-

ront très petites requérant ainsi l’habilité d’appliquer l’opération sur de très courts
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temps. Il est toutefois possible d’omettre les Bjk tels que π/2k−j < π/2m pour un

m choisi et obtenir un résultat qui ne diffère que par un facteur multiplicatif eiε,

avec |ε| ≤ 2πN/2m, du résultat de la QFT exacte [60]. En combinant ce résultat

avec les techniques d’optimisation présentées ici, nous obtenons des circuits encore

plus efficaces mais au prix d’une perte de précision. Ceci a été exploré par Cleve et

Watrous [69]. Ceux-ci ont obtenu des circuits de profondeur O(log n) en supposant

toutefois une portée arbitrairement grande pour l’interaction qubit–qubit. Notons que

pour une architecture 1D, la limitation de l’interaction au premier voisin ne permet

pas d’obtenir des profondeurs logarithmiques pour la QFT approximative. Pour ob-

tenir un tel résultat, il est nécessaire d’avoir un couplage entre les qubits i et i+ n/2

pour un registre linéaire de n qubits.

Deux conclusions principales peuvent être tirées de cette procédure d’optimisa-

tion. 1) Les algorithmes quantiques peuvent êtres optimisés grâce au calcul classique.

Les circuits obtenus demandent pour leur exécution des temps de cohérence beau-

coup plus courts. 2) En autant que l’on permette les opérations en parallèle sur les

qubits distincts, les ordinateurs quantiques peuvent être conçus avec une interaction

qubit–qubit simple et ce, sans dégradation de leur performance. Cette conclusion ne

s’applique toutefois pas au circuit de profondeur logarithmique mentionné ci-haut.

Le parallélisme classique semble donc être une caractéristique souhaitable dans le

design d’un ordinateur quantique. Ces conclusions sont importantes dans le contexte

du design et de l’utilisation de prototypes d’ordinateurs quantiques.

Mentionnons finalement que les concepts présentés dans cette section sont ap-

plicables à tous les algorithmes quantiques. Plus particulierement le code C++ uti-

lisé ici peut facilement être adapté à d’autres circuits. De même, la généralisation à

d’autres architectures d’ordinateurs quantiques est simple. Il serait aussi intéressant

de considérer d’autres types de géométrie de registre quantique (2D, quasi-1D,. . . )

et le cas où l’interaction qubit–qubit n’est pas limitée au plus proche voisin mais a

néanmoins une portée limitée [46,78]. En dernier lieu, les résultats obtenus ici pourront

certainement être améliorés en travaillant directement avec les opérations élémentaires

réalisant les différentes opérations logiques plutôt qu’avec les opérations logiques elles-

mêmes. Comme on le constate en comparant les séquences (1.50) et (1.51), ceci peut

certainement apporter des améliorations supplémentaires. Les résultats de cette sec-

tion ont été publiés dans Phys. Rev. A [67].
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Chapitre 2

Calcul quantique géométrique

Les critères décrits à la section §1.2, imposent aux ordinateurs quantiques d’avoir

un long temps de cohérence et un faible taux d’erreurs. Heureusement, comme il a été

décrit à la section §1.5, il est possible d’utiliser des codes afin de faciliter l’atteinte de

ces objectifs. Une alternative à l’encodage est connue sous le nom de contrôle bang–

bang [79]. Plus de détails concernant cette approche et son application aux qubits

supraconducteurs sont donnés à l’annexe C et à la référence [67].

Une autre approche ayant pour but de minimiser l’effet des imperfections est l’uti-

lisation de la phase géométrique et, en particulier, de la phase géométrique adiabatique

(ou phase de Berry) [80]. Dans le chapitre précédent, nous nous sommes souciés seule-

ment de la phase dynamique. Par exemple, à la relation (1.9) décrivant une rotation

du vecteur d’état sur la sphère de Bloch, la phase θ ne dépend que de l’énergie et du

temps : θ = Bit (avec ~ = 1). Ici, t est le temps pendant lequel l’hamiltonien Biσi est

non nul.

Contrairement à la phase dynamique, la phase de Berry ne dépend pas du temps

et de l’énergie. Celle-ci est plutôt fonction de l’aire soutenue par le vecteur des pa-

ramètres de l’hamiltonien B(t) = {Bx(t), By(t), Bz(t)} lors d’un parcours fermé dans

l’espace de ces paramètres. Cette phase est donc purement géométrique et ne dépend

pas des détails de l’évolution sur le parcours. En autant que l’aire soit laissée in-

changée, les imperfections sur le parcours laissent la phase géométrique invariante.

Cette tolérance aux imperfections préservant l’aire a suggéré à certains auteurs que la

phase géométrique pourrait être utile pour la réalisation d’opérations logiques quan-
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tiques intrinsèquement tolérantes aux imperfections. Par exemple, il a été suggéré

que la phase de Berry soit insensible au bruit sur le parcours dans l’espace des pa-

ramètres [81]. Jusqu’à maintenant, il y a eu plusieurs suggestions concernant l’uti-

lisation de la phase de Berry dans le calcul quantique avec différents systèmes phy-

siques [81–84]. L’application de la phase géométrique adiabatique non-abélienne [85]

au calcul quantique a aussi été le sujet de plusieurs publications [86–89].

Nous nous intéresserons ici à l’application d’un autre type de phase géométrique

au calcul quantique : la phase géométrique non-adiabatique ou encore de Aharonov-

Anandan (AA) [90]. Comme dans le cas de la phase de Berry, cette dernière est pure-

ment géométrique. Elle est reliée à l’aire soutenue par le vecteur d’état dans l’espace

projectif (défini plus loin) durant une évolution cyclique. On peut donc s’attendre

à ce que les portes quantiques basées sur cette phase aient une certaine tolérance

intrinsèque aux imperfections.

Dans ce chapitre, on montre que, par rapport à la phase de Berry, la phase AA

semble avoir plusieurs avantages pour le calcul quantique. On discute aussi de l’ob-

servation de cette phase sur un qubit à l’aide d’un second qubit. L’observation de

cette phase avec un qubit supraconducteur de charge est aussi abordée. L’application

à d’autres architectures d’ordinateurs quantiques constitue une généralisation simple.

Le but principal de ce chapitre toutefois est de montrer que les arguments exposés

ci-haut concernant la tolérance au bruit ne tiennent pas. En fait, on montre que les

opérations logiques basées sur la phase AA (appelées ensuite portes de phase AA ou,

plus simplement, portes AA) sont plus affectées par le bruit dans les paramètres de

contrôle de l’hamiltonien que les portes dynamiques équivalentes. On en conclut donc

que les opérations logiques basées sur la phase AA ne sont pas utiles en pratique pour

le calcul. Ce résultat est confirmé numériquement pour différents types de bruits. De

plus, en utilisant les mêmes approches analytique et numérique, on montre que cette

conclusion s’applique aussi pour les portes logiques basées sur la phase de Berry.

Alors que la majeure partie de ce travail avait été complétée, des idées similaires

ont été publiées par Xiang-Bin et Keiji [91,92]. Ces auteurs n’abordent toutefois pas

la sensibilité des portes AA aux imperfections. Depuis, des idées similaires ont été

publiées par différents auteurs et pour différents systèmes physiques [93–97]. Dans

la plupart des cas, ces publications ne présentent que des généralisations simples des
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2.1. PORTES GÉOMÉTRIQUES ADIABATIQUES VS NON-ADIABATIQUES

idées discutées ici. De plus, la sensibilité aux imperfections n’a pas été abordée dans

ces publications plus récentes. Ce chapitre est basé sur les références [98] et [99].

2.1 Portes géométriques adiabatiques vs non-adiabatiques

Dans cette section, les concepts principaux concernant la phase de Berry et ses

inconvénients dans le contexte du calcul quantique sont exposés. La phase AA est

ensuite introduite, ainsi que son application au calcul quantique. Le lecteur intéressé

trouvera des détails supplémentaires concernant les phases géométriques en général

dans différents articles de revues [100,101] et livre [102].

2.1.1 Phase de Berry et calcul géométrique

Considérons un système physique dont l’hamiltonien H(t) est contrôlé par un

ensemble de paramètres extérieurs B(t). Sous variations adiabatiques de B(t), si

le système est initialement dans un état propre de H(0), il restera un état propre

|ψn(t)〉 = |ψn(B(t))〉 de l’hamiltonien instantané H(t). De plus, si le spectre de H

n’est pas dégénéré sur un parcours fermé C dans l’espace des paramètres et si ce

parcours est choisi de telle sorte que B(0) = B(τ), alors suite à l’évolution sur C,

l’état au temps t = τ ne différera de l’état au temps t = 0 que par un facteur de

phase. Berry a montré que cette phase peut avoir une composante dynamique et une

composante géométrique. Cette dernière ne dépend que de C [80] :

γB(C) = i

∮
C

〈φn(B)|∇B|φn(B)〉 · dB, (2.1)

où ∇B est le gradient par rapport aux paramètres B. Pour un qubit, cette relation

se réduit à plus ou moins la moitié de l’angle solide soutenu par C.

Si l’état initial est une superposition des états propres |ψn〉 de l’hamiltonien, alors

chacun de ceux-ci acquerra une phase φn : |ψn(τ)〉 = U(τ)|ψn(0)〉 = eiφn|ψn(0)〉 [103].

Ces phases auront généralement une contribution dynamique et une contribution

géométrique. Pour un tel état initial, l’évolution n’est pas cyclique. Cela ne cause

toutefois pas d’ambigüıté puisque la phase de Berry est définie sur l’espace des pa-

ramètres. Dans le langage du calcul quantique, l’évolution décrite ci-haut correspond
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à une opération Rz(θ) sur un bit (lorsque H est l’hamiltonien d’un qubit seulement)

mais où θ a une origine géométrique. Un exemple de cette opération sur un qubit

supraconducteur de charge est décrit à l’annexe A.

Il ressort de la discussion précédente que l’application de la phase géométrique

adiabatique au calcul quantique a plusieurs inconvénients. Premièrement, les ordi-

nateurs quantiques auront fort probablement un court temps de cohérence. Afin de

tirer profit au maximum de ce temps, les opérations logiques devraient être exécutées

rapidement. La contrainte d’adiabaticité signifie toutefois que les portes basées sur

la phase de Berry seront lentes, réduisant ainsi le facteur de qualité effectif de l’ordi-

nateur quantique. Le facteur de qualité est le ratio du temps de décohérence sur le

temps requis pour compléter une opération logique typique, Q ≡ tdec/top.

Un autre désavantage de la porte géométrique adiabatique est que, au cours de

l’évolution adiabatique, une composante géométrique et une composante dynamique

sont acquises. Cette dernière n’est pas tolérante au bruit préservant l’aire et doit être

annulée. Il est possible de réaliser cette annulation en utilisant la refocalisation, une

technique basée sur l’écho de spins en RMN. Cette technique demande de répéter

l’évolution adiabatique à deux reprises [81–83]. En effet, imaginons que l’état initial

soit |ψ〉 = a|0〉+ b|1〉. Après l’évolution adiabatique sur C, le résultat est

|ψC〉 = a ei(δ0+γB)|0〉+ b ei(δ1−γB)|1〉, (2.2)

où δi est la phase dynamique pour l’état logique |i〉 et γB est la phase géométrique

correspondant à C. Afin d’annuler la composante dynamique, on applique d’abord

une impulsion π rapide échangeant les valeurs binaires

|ψCπ〉 = a ei(δ0+γB)|1〉+ b ei(δ1−γB)|0〉. (2.3)

Maintenant, on fait ensuite parcourir au système la boucle C mais dans la direc-

tion inverse (notée C̃). La phase dynamique sur C̃ est encore δi tandis que la phase

géométrique a le signe inverse par rapport à l’évolution sur C [80]

|ψCπC̃〉 = a ei(δ0+δ1+2γB)|1〉+ b ei(δ1+δ0−2γB)|0〉. (2.4)

Finalement, une seconde impulsion π est appliquée afin de restaurer les valeurs bi-

naires initiales

|ψCπC̃π〉 = a ei(δ0+δ1+2γB)|0〉+ b ei(δ1+δ0−2γB)|1〉. (2.5)
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À un facteur de phase globale près, cette séquence d’évolution donne une phase rela-

tive purement géométrique

|ψCπC̃π〉 = ei(δ0+δ1+2γB)
(
a |0〉+ b e−4iγB |1〉

)
. (2.6)

Quoique cette séquence de manipulations donne le résultat voulu, l’annulation de

la phase dynamique augmente le temps requis pour réaliser l’opération de phase Rz.

De plus, avec des manipulations imparfaites, la phase dynamique ne s’annulera pas

complètement introduisant des erreurs.

Une troisième difficulté est que la phase géométrique adiabatique n’est possible

que si des parcours non triviaux dans l’espace des paramètres sont possibles. En

d’autres mots, l’hamiltonien à un qubit doit être de la forme

H =
1

2
Bx(t)σx +

1

2
By(t)σy +

1

2
Bz(t)σz, (2.7)

où le contrôle de tous les champs Bi(t) est possible. Un tel contrôle n’est pas possible

pour plusieurs des suggestions actuelles d’ordinateurs quantiques. Le contrôle de deux

champs, Bx et Bz par exemple, est plus standard. Dans ce cas, les parcours dans

l’espace des paramètres sont limités au plan x–z et la phase de Berry (relative) est

limitée à des multiples entiers de 2π, ce qui n’est d’aucun intérêt pour le calcul

quantique. Notons que le contrôle de trois champs est possible en RMN où la phase

de Berry a été observée expérimentalement [81]. Plus récemment, Falci et al. [83] ont

suggéré une modification au design original de qubits supraconducteurs de charge

permettant un By non nul et donc des parcours non triviaux. Voir l’annexe A pour

plus de détails. Notons aussi que certains designs récents de qubits supraconducteurs

permettent le contrôle de By. Ces designs récents seront décrits à la section §3.4.3.

Cette nécessité d’avoir un contrôle sur plusieurs termes de l’hamiltonien à un

qubit implique souvent des contraintes, difficultés expérimentales et sources de bruit

et de décohérence additionnelles. Ceci est clairement contradictoire avec les efforts de

simplification des designs d’ordinateurs quantiques basés sur l’universalité encodée.

Ces efforts sont décrits brièvement à la section §1.5.

Comme nous le verrons, les problèmes mentionnés ici, à savoir l’évolution lente,

la nécessité d’annulation de la phase dynamique et le contrôle sur plusieurs champs

effectifs, semblent être résolus lorsque l’on considère la généralisation non adiabatique

de la phase de Berry : la phase de Aharonov-Anandan (AA).
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2.1.2 Phase géométrique non-adiabatique

La phase géométrique non adiabatique est introduite en se restreignant, pour une

évolution donnée, aux états initiaux satisfaisants

|ψ(τ)〉 = U(τ)|ψ(0)〉 = eiφ|ψ(0)〉. (2.8)

Pour les évolutions non adiabatiques, ces états initiaux cycliques [104] ne sont gé-

néralement pas des états propres de l’hamiltonien du système mais de l’opérateur

d’évolution. Aharonov et Anandan [90] ont montré que la phase totale acquise par ces

états sur l’intervalle [0, τ ], sur lequel ils sont cycliques, est la somme d’une contribution

dynamique (~ = 1),

δ = −
∫ τ

0

dt 〈ψ(t)|H(t)|ψ(t)〉, (2.9)

et d’une contribution géométrique,

β = φ− δ. (2.10)

Cette dernière est la phase AA. Ce résultat est exact, il ne repose pas sur une ap-

proximation adiabatique mais est restreint aux états initiaux cycliques pour lesquels

l’équation (2.8) s’applique.

Malgré que (2.10) soit une définition opérationnelle pratique de la phase AA,

il est simple d’obtenir une expression plus explicite [90]. Considérons l’état |ψ̃(t)〉
défini de sorte que |ψ̃(t)〉 = eif(t)|ψ(t)〉 avec f(τ) − f(0) = φ. Avec cette définition,

|ψ̃(τ)〉 = | ˜ψ(0)〉 et, de l’équation de Schrödinger, on obtient aisément

−df
dt

=
1

~
〈ψ(t)|H|ψ(t)〉 − 〈ψ̃|i d

dt
|ψ̃〉. (2.11)

En intégrant cette relation, le premier terme du membre de droite donne l’équa-

tion (2.9) et le second terme est une expression alternative pour la phase AA

β = i

∫ τ

0

dt 〈ψ̃(t)| d
dt
|ψ̃(t)〉 = i

∮
C∗
〈ψ̃|d|ψ̃〉. (2.12)

La composante β ne dépend que du parcours fermé C∗. Ce parcours, contrairement au

cas de la phase de Berry, n’est pas défini dans l’espace des paramètres de l’hamiltonien

mais plutôt dans l’espace projectif P [90]. Pour un (pseudo-)spin 1/2, qui est le
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2.1. PORTES GÉOMÉTRIQUES ADIABATIQUES VS NON-ADIABATIQUES

{

Fig. 2.1: Pour un système à deux niveaux, l’espace projectif P est isomorphe à la sphère

de Bloch. Pour une évolution cyclique, un parcours ouvert C dans l’espace d’Hilbert H est

mappé sur un parcours fermé C∗ dans P. La phase géométrique β est ±Ω(C∗)/2, où Ω(C∗)

est l’angle solide soutenu par le vecteur de Bloch sur C∗. Figure adaptée de la Réf. [82].

système d’intérêt en calcul quantique, l’espace projectif est isomorphe à la sphère de

Bloch (i.e. l’espace des matrices densités 2 × 2). Dans ce cas, C∗ est ‘tracé’ sur la

surface de la sphère de Bloch par le vecteur de Bloch b(t). La phase géométrique non

adiabatique β est alors donnée par plus ou moins la moitié de l’angle solide soutenu

par le vecteur de Bloch. La situation est décrite de façon schématique à la figure 2.1.

La phase β est purement géométrique [101]. En effet, (i) elle ne dépend pas de

la vitesse de progression sur C∗, contrairement à δ. (ii) Elle est indépendante de

l’hamiltonien générant l’évolution sur C∗, à nouveau contrairement à δ. Finalement,

(iii) cette phase est indépendante de l’état |ψ̃(t)〉 choisi.
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2.1.3 Calcul géométrique non-adiabatique

Intéressons-nous maintenant à la phase AA en tant qu’outil pour le calcul quan-

tique. Le premier des inconvénients de la phase de Berry est déjà réglé puisque la

contrainte d’adiabaticité a été relâchée en choisissant des états initiaux cycliques ap-

propriés.

Le second désavantage de la phase adiabatique est réglé en se restreignant à des

évolutions satisfaisant

〈ψ(t)|H(t)|ψ(t)〉 = 0 (2.13)

en tout temps. Pour de telles évolutions, la contribution dynamique (2.9) à la phase

total est nulle et seulement une contribution géométrique est acquise sur C∗. Afin

que (2.13) soit nulle, l’axe de rotation doit toujours être orthogonal au vecteur d’état.

Les parcours correspondants sont alors des polygones sphériques où chaque segment

se trouve le long d’un grand cercle sur la sphère de Bloch. Que de telles évolutions

soient possibles est un avantage important de la phase AA. En effet, il n’est alors pas

nécessaire d’annuler la phase dynamique par la technique d’écho de spins.

Pour traiter le troisième inconvénient, limitons notre attention aux hamiltoniens

pour lesquels seulement deux champs de contrôle sont non nuls

H =
1

2
Bx(t)σx +

1

2
Bz(t)σz. (2.14)

Si les champs selon x et z peuvent être simultanément non nuls, alors l’évolution

suivante est possible

RAA
z (θ) ≡ Rx(π/2)Rn(π)Rx(π/2), (2.15)

avec pour la seconde porte n = (− cos θ, 0, sin θ) et Bn =
√
B2

x +B2
z . Cette opération

a pour action RAA
z (θ)|0〉 = e−i θ |0〉. La figure 2.2 a) présente le parcours correspondant

sur la sphère de Bloch. Puisque cette évolution satisfait (2.13), la phase dynamique

est nulle et la phase géométrique est donc simplement −θ. En variant l’angle θ de l’axe

de rotation, il est possible d’obtenir une phase géométrique arbitraire. Toutefois, pour

les architectures où les champs Bx et Bz ne peuvent être non nuls simultanément,

l’évolution est restreinte à n = ±z et donc à des multiples entiers de π/2 pour θ. Les

détails de la réalisation de la séquence (2.15) à l’aide d’un qubit supraconducteur de

charge sont présentés à l’annexe A.
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(a)

x̂

+
2

-ẑ

(b)

Fig. 2.2: a) Évolution du vecteur de Bloch sur la sphère de Bloch pour la séquence d’impul-

sions (2.15). L’état initial (cyclique) est |0〉. En utilisant plutôt |1〉, on obtient un parcours

similaire mais centré au pôle sud de la sphère de Bloch. b) La séquence de rotation (2.15)

appliquée à la superposition (|0〉+ |1〉)/
√

2 ne produit pas un parcours fermé.

La séquence (2.15) sur la superposition (a|0〉+ b|1〉)/
√

2 donne

1√
2

(
a e−i θ |0〉+ b e+i θ |1〉

)
(2.16)

où la différence de phase entre |0〉 et |1〉 est observable par interférence1. Toutefois,

quoique l’état final dépende de la phase AA correspondant à l’évolution de |0〉 et

|1〉 séparément, il ne s’agit plus d’une évolution cyclique lorsque l’on agit sur la

superposition de ces états.

Pour la phase de Berry, une situation similaire ne cause pas d’ambigüıté. Dans ce

cas, comme il a été mentionné à la section §2.1.1, si l’état initial est une superposition

de vecteurs propres, le résultat final ne correspond pas non plus à une évolution

cyclique de la superposition. Néanmoins, la phase acquise par chacun des états propres

est de nature géométrique puisque le parcours est fermé dans l’espace des paramètres,

peu importe ce qu’il en est de l’espace projectif [103].

1Suite, par exemple, à l’application d’une porte de Hadamard, la probabilité de mesurer chacun
des états logiques dépend de θ : H (a e−i θ |0〉 + b e+i θ |1〉)/

√
2 = ([a e−i θ + b e+i θ] |0〉 + [a e−i θ −

b e+i θ] |1〉)/2.
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Dans le cas non-adiabatique toutefois, le parcours doit être fermé dans P et,

comme on le voit à la figure 2.2 b), cela n’est clairement pas le cas. Identifier la phase

AA en utilisant la définition originale de Aharonov et Anandan est alors plus subtil.

Une telle situation a suggéré à certains auteurs [100,105] que la phase AA n’est en fait

pas observable pour les évolutions cycliques sur un système quantique isolé. La raison

est simplement que cette phase est définie uniquement pour les évolutions cycliques

et que, puisque les phases globales ne sont pas physiques, les propriétés observables

restent inchangées pour de telles évolutions.

Cette ambigüıté peut être levée en définissant une phase non-adiabatique non-

abélienne [106]. Dans ce contexte, les facteurs de phase de la superposition (2.16) ont

une nature géométrique. Malgré cette définition plus générale, il serait intéressant

d’observer directement la phase AA. Une telle observation a été réalisée en RMN par

Suter et al. [107]. Dans le langage du calcul quantique, l’analogue de cette expérience

est d’utiliser un qubit auxiliaire afin d’observer la phase du qubit subissant l’évolution

cyclique. Explicitement, on débute les manipulations avec le premier qubit (l’auxi-

liaire) dans une superposition d’états arbitraire

(a|0〉+ b|1〉) |0〉. (2.17)

Ensuite, on applique la séquence (2.15) sur le second qubit uniquement si le premier

est dans l’état |1〉. Cette opération conditionnelle est réalisée à l’aide de

CRAA
z
≡ CNOT RAA

z2 (−θ/2) CNOT RAA
z2 (θ/2)

=


1

1

e−iθ

e+iθ

 .
(2.18)

Ici, RAA
z2 (±θ/2) est la séquence (2.15) appliquée sur le qubit #2. Cette séquence

d’opérations a pour résultat

CRAA
z

(a|00〉+ b|10〉) = a|00〉+ be−i θ|10〉

= (a|0〉+ e−i θb|1〉) |0〉.
(2.19)

Le résultat net est équivalent à une opération logique de phase (géométrique) sur le
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premier qubit. Cette phase peut être observée par interférence 2. Dans cette situation,

il n’y a aucune ambigüıté à définir la phase AA : le second qubit subit une évolution

cyclique mais la phase reste néanmoins observable puisque l’évolution du système

total n’est pas cyclique.

Notons que le CNOT peut être réalisé à l’aide de la séquence (1.18) basée sur

l’opération CP. Évidemment, cette réalisation particulière du non-contrôlé est spéci-

fique aux architectures d’ordinateurs quantiques ayant CP dans leur répertoire. Des

séquences alternatives pour le CNOT peuvent toutefois être trouvées pour les autres

architectures. Pour les qubits de charge, l’interaction σz ⊗ σz à la base de l’opération

CP peut être obtenue grâce à un couplage capacitif [83]. Cette interaction sera décrite

en plus de détails au chapitre 4.

Finalement, en utilisant (1.18) et (2.15), il est possible de ‘compiler’ la séquen-

ce (2.18) de 2 × (7 + 3) = 20 à 18 opérations élémentaires. De plus, on peut vérifier

que la phase dynamique s’annule sur (2.18). Il s’agit donc d’une opération à deux

qubits purement géométrique. Cette porte logique nécessite toutefois 18 opérations

élémentaires pour sa réalisation, un nombre plutôt grand pour une porte ayant pour

but de réaliser une opération de phase (géométrique) contrôlée résistante aux imper-

fections.

2.2 Tolérance au bruit des paramètres de contrôle

Afin que les portes logiques géométriques soient utiles au calcul quantique, elle

doivent avoir une certaine tolérance naturelle aux fluctuations des paramètres de

contrôle. Ces fluctuations introduisent des imperfections aux niveaux de l’angle et

de l’axe de rotation des opérations élémentaires réalisant les portes géométriques.

En retour, ces imperfections modifient l’évolution unitaire globale appliquée sur le

qubit. La phase finale correspondante peut alors avoir une composante dynamique.

Il est important de noter que la question ici n’est pas de savoir si les imperfections

2Ceci est équivalent, par exemple, à une expérience d’interférométrie neutronique où le premier
qubit représente la position du neutron et le second son spin. Puisqu’un qubit habite, par construc-
tion, un espace d’Hilbert de dimensions deux, il est nécessaire d’utiliser plus d’un qubit pour simuler
une expérience d’interférométrie utilisant plus d’un degré de liberté d’une particule.
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2.2. TOLÉRANCE AU BRUIT DES PARAMÈTRES DE CONTRÔLE

affectent la composante dynamique ou géométrique puisque tout facteur de phase non

voulu représente une erreur dans le calcul quantique. Dans cette section, nous nous

intéressons donc à l’erreur sur la phase totale due aux fluctuations des paramètres de

contrôle autour des valeurs requises pour réaliser une opération purement géométrique

dans le cas sans imperfections.

Considérons d’abord un cas simple : une erreur ε sur l’angle de la première

opération élémentaire de la séquence (2.15) :

Rx(π/2)Rn(π)Rx(π/2 + ε). (2.20)

On ne considère pas les portes additionnelles (2.18) pour le moment. Évidemment, il

ne s’agit pas d’une erreur qui préserve l’aire et on n’est pas en droit de s’attendre à

ce que la phase AA soit laissée inchangée. Toutefois, il s’agit du type d’erreurs qui

aura lieu si le champ Bx(t) fluctue.

En appliquant la séquence erronée (2.20) sur l’état |0〉, il est facile de vérifier que

la porte de phase AA n’est pas tolérante à cette erreur :

cos(ε/2) e−i θ |0〉 − i sin(ε/2) e+iθ |1〉. (2.21)

L’évolution n’est plus cyclique et on ne peut plus définir la phase AA dans cette situa-

tion (tout au moins pas dans la base de calcul). De plus, même au premier ordre en ε,

l’évolution n’est pas cyclique. La porte de phase AA n’est donc pas tolérante aux pe-

tites imperfections. Celles-ci peuvent amener le vecteur d’état hors des grands cercles.

Une phase dynamique s’accumule alors. Dans certains cas, comme ici, l’évolution n’est

plus cyclique et la phase AA ne peut plus être définie dans la base de calcul.

Il est possible d’avoir une meilleure compréhension de l’effet du bruit sur la porte

de phase AA et de comparer son comportement avec la porte de phase dynamique

usuelle

Rz(θ) = e−iθ σz/2 (2.22)

en étudiant l’hamiltonien

H =
1

2

∑
i=x,z

(Bi(t) + δBi(t))σi. (2.23)

Ici, δBi représente les fluctuations du paramètre de contrôle Bi. Les fluctuations de ces

champs effectifs constituent probablement la source la plus importante de décohérence
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pour les qubits supraconducteurs [108]. Pour les qubits de charge, cela correspond au

bruit Nyquist-Johnson du voltage de grille Vg et du courant générant le flux extérieur

Φx. Plus de détails sur ces paramètres de contrôle seront présentés à la section §3.1.1.

Sans bruit, RAA
z (θ/2) et Rz(θ) ont le même effet global sur un vecteur d’état (les

phases n’étant évidemment pas de même nature). Afin de comparer ces portes en

présence de bruit, la propriété de composition de l’opérateur d’évolution est utilisée :

U(t) = T e−i
R t
0 dt′H(t′) = lim

N→∞

N∏
n=1

U(n), (2.24)

où U(n) = exp (−iH(n) t/N) et H(n) est l’hamiltonien pendant le nième intervalle.

On utilise ici les unités telles que ~ = 1. Afin de simuler le bruit, les champs δBi(n)

sont pris comme variables aléatoires indépendantes tirées d’une distribution uni-

forme de probabilité dans l’intervalle ±δBmax. Sans bruit, la décomposition (2.24)

est exacte pour toutes valeurs de N puisque les opérations logiques RAA
z (θ/2) et Rz(θ)

sont réalisées à l’aide d’hamiltonien constant par morceaux. En présence de bruit,

on suppose que les δBi sont indépendants du temps sur l’intervalle ∆t ≡ t/Ni. On

définit donc ∆t comme étant le temps de corrélation du bruit. Ce temps sera le

même pendant l’application de toutes les opérations élémentaires Ri. Notons qu’avec

la décomposition (2.24), l’évolution est explicitement unitaire.

Afin de comparer RAA
z (θ/2) et Rz(θ), on calcule la distance (trace distance) [1]

D(U,V) = Tr
{√

(U− V)†(U− V)
}

(2.25)

des opérations géométrique et dynamique avec bruit par rapport à la porte Rz(θ) sans

imperfection. En utilisant plutôt la ‘fidélité moyenne’ [109] pour comparer numéri-

quement les opérations avec et sans bruit les mêmes conclusions ont été obtenues. La

distance D(U,V) prend des valeurs entre 0 et 4, avec D(U,V) = 0 seulement si U et

V sont identiques. Ainsi, si la porte AA doit être plus tolérante que sa contrepartie

dynamique (et donc avantageuse pour le calcul) alors l’inégalité

D(R̃AA
z (θ/2),Rz(θ)) < D(R̃z(θ),Rz(θ)) (2.26)

doit être satisfaite. Le tilde ‘˜’ est utilisé ici pour indiquer les portes logiques avec

bruit.
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Afin de calculer la distance, on développe U(n) dans l’expression (2.24) au premier

ordre en δB et t/N . On moyenne ensuite la distance ainsi obtenue en appliquant le

théorème de la limite centrale aux variables Xi ≡
∑N

n=1 δBi (n). De plus, on note

que le temps nécessaire pour compléter Ri (φ) est ti = Ni∆t = φ/Bi. Pour la porte

géométrique, cela conduit à NnBn = 2NxBx puisque les angles de rotation impliqués

dans la séquence (2.15) sont π et π/2 respectivement. De cette façon, en présence de

bruit selon x et z, on obtient

〈D(R̃AA
z (θ/2),Rz(θ))〉 ≈

√
π3

12

(
1

B2
x

+
1

BxBn

)
δBmax√
Nx

; (2.27a)

〈D(R̃z(θ),Rz(θ))〉 ≈
√
π

6

θ δBmax/Bz√
Nz

, (2.27b)

oùBx, Bn et Bz sont les amplitudes des champs effectifs utilisées pour réaliser Rx(π/2),

Rn(π) et Rz(θ) respectivement. Avec une diminution de Ni, le bruit est constant

sur une plus longue portion de l’évolution. Des excursions s’éloignant davantage du

parcours original sur la sphère de Bloch sont alors possibles. La distance entre les

portes avec et sans bruit augmente donc avec une diminution de Ni. Plus de détails

sur les étapes de calcul nécessaires pour obtenir (2.27b) peuvent être trouvés en

annexe B.

La figure 2.3 présente une vérification numérique de ces relations. La faible dé-

pendance de 〈D(R̃AA
z (θ/2),Rz(θ))〉 sur l’angle θ en raison de Bn est apparente à la

figure 2.3 a) [voir annexe A]. Pour 〈D(R̃z(θ),Rz(θ))〉, la dépendance est en
√
θ puisque

Nz ∝ θ, figure 2.3 b). L’accord entre les résultats analytiques et numériques est très

bon, avec des écarts d’environ 3% dans les deux cas. L’estimation au premier ordre

utilisé ici est donc suffisante pour ce niveau de bruit. Les systèmes plus bruyants

ne seront fort probablement pas utiles pour le calcul quantique et donc, à toute fin

pratique, l’approximation utilisée ici devrait suffire.

En utilisant le résultat (2.27), l’inégalité (2.26) et en supposant que le temps de

corrélation du bruit est identique pendant la réalisation des opérations dynamiques et

géométriques, on obtient une borne sur l’angle θ au-delà duquel la porte géométrique

devient favorable par rapport à la porte dynamique

θb > π

(
Bz

Bx

+
Bz

Bn

)
. (2.28)
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2.2. TOLÉRANCE AU BRUIT DES PARAMÈTRES DE CONTRÔLE

Fig. 2.3: Distance en fonction de θ et de l’amplitude maximale du bruit. Les résultats sont

une moyenne sur 600 réalisations du bruit. Les paramètres de la simulation sont choisis de

façon à correspondre à un qubit de charge. Les détails de ces paramètres sont présentés à

la figure A.4 de l’annexe A. Le bruit est selon x et z et est exprimé en unité de la valeur

maximale du champ effectif dans la direction z : Bz = 4EC (voir l’annexe A pour plus de

détails). a) Moyenne de la distance entre une porte AA avec bruit et la porte dynamique

idéale correspondante. L’encadré présente un parcours avec bruit. Celui-ci n’est plus fermé

et l’évolution n’est pas cyclique. b) Comme en a) mais pour la porte dynamique Rz. Dans

les deux cas, le temps de corrélation du bruit est ∆t = ~/(4ECγ) avec γ = 300.
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En prenant Bz/Bx ≈ Bz/Bn ≈ 1, on obtient que pour θb & 2π la porte AA sera moins

affectée par le bruit que sa contrepartie dynamique. Pour le qubit de charge, Bz et Bx

sont fixés respectivement par l’énergie de charge EC et l’énergie Josephson EJ . Afin

d’encoder efficacement l’information dans le degré de liberté de charge, l’inégalité

EC � EJ doit être satisfaite [108]. La borne obtenue avec Bz/Bx ≈ Bz/Bn ≈ 1

correspond donc à un seuil inférieur sur θb. Puisque θb > 2π, la porte basée sur la

phase géométrique non-adiabatique n’est jamais utile en pratique. En particulier, avec

les énergies utilisées à la figure 2.3, on obtient θb & 2.5π comme seuil inférieur. De

façon plus générale, puisque les états logiques d’un qubit sont les états propres de

σz, Bz devrait être plus grand que Bx afin que la base de calcul soit la ‘bonne’ base.

On peut donc s’attendre à ce que cette limite inférieure s’applique à la plupart des

architectures d’ordinateurs quantiques.

Cette conclusion s’applique à la situation où le bruit est selon x et z. Des résultats

analogues aux relations (2.27) et (2.28) ont toutefois été obtenus dans le cas où le

bruit est selon z seulement. Dans ce cas aussi, la porte géométrique est plus sensible

au bruit que la porte dynamique.

Notons que l’effet de la décohérence sur la porte AA a aussi été étudié par Nazir

et al. [110]. En s’intéressant au cas où l’évolution est non-unitaire, ceux-ci arrivent à

la même conclusion concernant la sensibilité de la porte AA au bruit. Puisque leur

approche permet de considérer plus de types de bruit que nous ne l’avons fait ici, celle-

ci est plus générale que l’approche décrite dans ce travail. Toutefois, leur analyse est

purement numérique. De plus, notre objectif ici était d’inclure que le type de bruit

pour lequel la porte AA avait été suggérée tolérante, c’est-à-dire le bruit unitaire

autour du parcours.

L’approche employée ici pour étudier l’effet des fluctuations peut aussi être utilisée

pour les portes de phase de Berry. Pour ce faire, on considère la séquence utilisée dans

l’expérience de RMN de Jones et al. [81] et simplifiée dans [110]. L’hamiltonien du

système prend donc la forme

H =
∆

2
σz +

ω1

2
(cosφσx + sinφσy) . (2.29)

La séquence d’opérations utilisée à la référence [81] commence avec le champ selon

l’axe z (ω1 = 0), figure 2.4. Le paramètre ∆ est gardé constant tout au cours de
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1

2
3

4
5

6

Fig. 2.4: Parcours dans l’espace des paramètres (ne pas confondre ici avec l’espace projectif)

utilisé pour réaliser la porte de phase adiabatique avec un hamiltonien tel que l’on trouve en

RMN de l’état liquide. Les différentes étapes du parcours sont : (1) Le champ initialement

selon z est incliné adiabatiquement jusqu’à faire un angle θcone par rapport à l’axe des z.

(2) La phase φ parcours adiabatiquement l’intervalle 0 → 2π. (3) Impulsion π rapide. (4)

Parcours de 2π pour φ. (5) Seconde impulsion π. (6) Le champ est finalement réaligné avec

l’axe z.

l’évolution. Le champ est premièrement incliné adiabatiquement dans le plan x–z

en augmentant ω1 jusqu’à une valeur maximale ω1 max. Cette étape se fait à φ = 0

constant. Le champ fait alors un angle θcone = arccos(∆/
√

∆2 + ω2
1 max) par rapport à

l’axe initial. À ω1 constant, on fait ensuite parcourir adiabatiquement à φ l’intervalle

[0, 2π]. Afin d’obtenir une opération purement géométrique, la phase dynamique est

annulée en répétant les opérations précédentes dans le sens contraire et entre une

paire d’impulsions π rapides. Si l’état initial est une superposition des états logiques,

la phase relative finale entre ces états sera alors purement géométrique et de grandeur

γ = 4π(1− cos θcone) [81].

Afin d’étudier l’effet du bruit sur cette séquence, on utilise la propriété de compo-

sition (2.24) et une décomposition de Trotter sur (2.29). On obtient de cette façon,

en présence de bruit selon x, y et z et en supposant que les opérations Ry(π) sont
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réalisées de façon idéale,

〈D(R̃Berry
z (γ),Rz(γ))〉 ≈

4√
3π

δBmax

√
T 2

T

NT

+
T 2

φ

Nφ

, (2.30)

où TT est le temps requis pour incliner le champ dans le plan x–z et Tφ le temps

du parcours de φ dans l’intervalle [0, 2π]. Comme pour (2.27), plus NT et Nφ sont

grands, plus le temps de corrélation du bruit est court. L’accord avec les résultats

numériques (non présentés) est excellent. La contrainte d’adiabaticité signifie que TT

et Tφ sont grands et donc que, à toute fin pratique, les portes basées sur la phase de

Berry sont moins avantageuses que leurs équivalents dynamiques. La conclusion est

la même pour tous les types de bruit testés numériquement. Pour les étapes (1) et (4)

de la figure 2.4, le bruit selon x seulement et le bruit non corrélé selon x et z ont été

testés. Pour les étapes (2) et (4), le bruit identique selon x et y a été utilisé et ce, avec

et sans bruit non-corrélé selon z. En raison de la contrainte d’adiabaticité, la porte

de phase adiabatique est moins performante que la porte AA. C’est la conclusion

aussi obtenue à la référence [110] pour des évolutions non unitaires. Notons que la

possibilité [82] d’un point d’opération où la phase géométrique conditionnelle est

insensible au premier ordre au bruit de ω1 peut être un avantage de la porte de phase

adiabatique sur deux qubits. Ce point d’opération semble toutefois limité à des cas

très particuliers.

Notons finalement que les résultats principaux de cette section peuvent être com-

pris simplement de façon intuitive. Afin de réaliser les portes logiques basées sur la

phase géométrique (adiabatique ou non), il est nécessaire d’appliquer une séquence

d’opérations unitaires qui réalise un parcours fermé (dans l’espace des paramètres ou

dans l’espace projectif). En présence de bruit dans les paramètres de contrôle, cette

séquence ne correspondra plus à un parcours fermé. Puisque tout ce qui compte pour

le calcul quantique est la phase totale, cette phase sera plus affectée par les longues

séquences d’opérations que par les séquences plus courtes requises pour réaliser les

portes de phases dynamiques. Précisons aussi que si le bruit a une symétrie spéciale

qui fait en sorte qu’elle préserve l’aire, alors il est possible que cette symétrie puisse

être exploitée plus efficacement par les techniques de correction d’erreurs quantiques,

les DFS ou le contrôle bang–bang qu’avec les portes géométriques.
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2.3 Géométrique vs topologique

Tel que décrit dans les sections précédentes, on utilise la phase géométrique dans

le but de faire des opérations logiques idéales (tolérantes aux imperfections) sur des

qubits qui sont eux-même non-idéaux (sensibles aux imperfections). On a toutefois

montré à la section précédente que la phase géométrique n’est malheureusement pas

un outil bien adapté à ce travail.

Une idée qui semble plus puissante est de concevoir les qubits de façon à ce qu’ils

soient eux-même insensibles aux imperfections (de fabrication et de contrôle). Cette

idée a été explorée par Kitaev en exploitant le concept de topologie [111]. Celui-ci

a montré que la topologie de certains systèmes peut être exploitée de façon à ce

que l’espace d’Hilbert se sépare en différents ‘secteurs’ orthogonaux. De plus, ces

secteurs demeurent isolés sous l’effet de perturbations locales Oi. Ceci implique que

les éléments de matrice hors-diagonaux de ces opérateurs s’annulent et que leurs

éléments diagonaux ne dépendent pas des états, i.e.

〈m|Oi|n〉 = ci δmn, (2.31)

où |m〉 et |n〉 appartiennent à des sous-espaces orthogonaux différents et ci est une

constante. L’information encodé dans ces différents secteurs n’est alors pas perturbée

par les opérations locales. Récemment, Ioffe et al. ont montré comment il est possible,

en principe, de réaliser ces concepts à l’aide de réseaux de jonctions Josephson [112,

113].

Ce concept de qubits protégés topologiquement semblent particulièrement intéres-

sant puisque la “correction d’erreurs” est alors intégré au qubit même. La protection

contre l’environnement se fait passivement plutôt qu’activement comme c’est le cas

dans le contexte de la phase géométrique. Il est intéressant de remarquer que la

contrainte (2.31) est équivalente à la condition (1.28) imposée sur les codes et les

opérateurs du bain dans le contexte des DFS. Ces concepts sont donc intimement

reliés. Cette relation a été exploré formellement par Zanardi et Lloyd [114]. Mention-

nons aussi que le qubit phase–charge, qui sera décrit en détail à la section §3.4.3,

utilise, de manière beaucoup plus simple, se concept de tolérance intrinsèque aux

imperfections.
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2.4 Sommaire

Dans ce chapitre, nous avons considéré la phase d’AA comme outil pour le calcul

quantique. Cette phase résout plusieurs des problèmes de la porte de phase adiaba-

tique. Elle peut être réalisée plus rapidement, n’exige pas d’annulation d’une compo-

sante dynamique et n’implique que le contrôle de deux champs effectifs de l’hamilto-

nien à un qubit. Nous avons aussi montré comment la phase AA sur un qubit peut

être observée à l’aide d’un second qubit et ce sans phase dynamique supplémentaire.

Comme exemple d’application, les détails de la réalisation de ces idées avec un qubit

de charge ont été donnés. L’application de ces idées à d’autres architectures d’ordi-

nateurs quantiques est une généralisation simple.

Lorsque l’effet du bruit dans les paramètres de contrôle est pris en considération, il

s’avère que les portes logiques basées sur le concept de phase géométrique, adiabatique

ou non-adiabatique, sont plus sensibles au bruit que les portes purement dynamiques.

Ceci s’oppose à ce qui a été précédemment suggéré. Nous avons vérifié comment le

bruit affecte les transformations unitaires globales qui, dans le cas sans imperfection,

réalisent les portes logiques purement géométriques. Les résultats analytiques ont été

confirmés numériquement pour un éventail de symétries du bruit. Les résultats sont en

accord avec les travaux récents de la référence [110]. Dans ce travail cependant, nous

avons concentré notre attention sur le type de bruit pour lequel les portes logiques

géométriques avaient été supposées tolérantes.

La phase AA semble donc être de peu d’intérêt pour le calcul quantique. Il est

cependant d’intérêt fondamental d’observer cette phase. Une observation directe avec

une paire de qubits supraconducteurs de charge semble possible. L’architecture d’or-

dinateur quantique la plus avancée du point de vue expérimental est, au moment

d’écrire ce document, le qubit phase–charge [6] et sera décrit au chapitre suivant. Il

serait intéressant d’appliquer les séquences à un et deux qubits pour la phase AA

décrite dans ce chapitre à ce type de qubit. De plus, vue le mode de fonctionnement

de ce qubit, l’application de la phase géométrique adiabatique peut être réalisée de

façon très similaire à ce qui est fait en RMN [81] et qui a été décrit ici. L’observation

des phases géométrique adiabatique et non-adiabatique (sur un qubit) semble pos-

sible avec les qubits phase–charge déjà disponibles au laboratoire [6]. La réalisation

55



2.4. SOMMAIRE

de ces expériences constituerait une première observation de phase géométrique dans

les systèmes supraconducteurs mésoscopiques. Les résultats de ce chapitre ont été

publiés dans Physical Review A [99].
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Chapitre 3

Qubits supraconducteurs

(. . . ) quantum phenomena do not occur in a Hilbert

space, they occur in the laboratory.

- Asher Peres

Aux chapitres précédents, nous avons vu qu’un ordinateur quantique peut, en

principe, surpasser sa contrepartie classique dans l’exécution de certaines tâches. En

parallèle au développement de l’informatique quantique, il a été reconnu au cours

des 20 dernières années que les systèmes supraconducteurs, et en particulier les

systèmes basés sur les jonctions Josephson, sont de bons candidats pour l’observation

de phénomènes quantiques au niveau macroscopique [115]. Il n’est donc pas étonnant

que les qubits basés sur les systèmes supraconducteurs suscitent maintenant beaucoup

d’attention, tant au niveau théorique qu’expérimental.

Dans ce chapitre, nous présenterons les idées principales reliées aux qubits su-

praconducteurs. Dans la première section, une approche très utile pour décrire le

comportement quantique des circuits électriques est décrite. À titre d’exemple, les

circuits correspondant aux qubits de phase et aux qubits de charge sont examinés. Le

passage vers un espace d’Hilbert à deux niveaux et l’effet des fluctuations sur ces

systèmes sont ensuite étudiés. De cette analyse, il est possible d’obtenir les échelles

de temps sur lesquelles on peut espérer que ces systèmes supraconducteurs présentent

un comportement quantique. D’autres propositions de qubits supraconducteurs et des

expériences récentes sont ensuite discutées. Afin de ne pas alourdir la présentation,
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certaines de nos contributions originales ne seront que brièvement mentionnées dans

ce chapitre. Certaines des publications reliées à ces aspects sont toutefois reproduites

aux annexes C et D.

Notons que des articles de revues ont récemment été écrits sur ce sujet [108,116].

Plusieurs aspects traités ici sont aussi abordés dans ces articles. Depuis leur publi-

cation toutefois, plusieurs propositions et résultats expérimentaux ont été présentés

dans la littérature. Plusieurs de ces idées plus récentes se retrouvent dans les compte-

rendus de la conférence SQUID 2001, publiés au volume 363 de Physica C. Des

résultats encore plus récents seront décrits à la dernière section de ce chapitre.

3.1 Circuits électriques quantiques

Dans cette section, une procédure systématique pour obtenir le lagrangien et

l’hamiltonien d’un circuit électrique est décrite. Le passage de l’hamiltonien clas-

sique à l’hamiltonien quantique se fait alors simplement par quantification canonique.

Évidemment, le comportement quantique d’un circuit électrique est étroitement lié

à la question de la dissipation. Celle-ci sera abordée à la section §3.3. L’approche

décrite ici est due à M. Devoret [117]. On suit ici cette référence de près.

Fig. 3.1: Convention de signes pour les voltages et courants de branche.

Les circuits électriques standards sont des réseaux (graphes) dont les branches sont

des éléments discrets à deux terminaux. À chaque élément du réseau, il est possible

d’assigner des flux de branche et des charges de branche reliés respectivement au

voltage vb à travers la branche b et au courant ib circulant dans b :

Φb(t) =

∫ t

−∞
vb(t

′) dt′, (3.1)

Qb(t) =

∫ t

−∞
ib(t

′) dt′. (3.2)

58



3.1. CIRCUITS ÉLECTRIQUES QUANTIQUES

La convention de signe est illustrée à la figure 3.1. Dans ces relations, on suppose

que le circuit est initialement au repos, sans courant ou voltage. Pour les éléments

supraconducteurs, le flux de branche Φb est relié à la différence de phase à travers

l’élément : φ = 2πΦb/Φ0 mod 2π, où Φ0 = h/2e est le quantum de flux [118].

Les flux de branche et les charges de branche ne sont pas des variables indépendan-

tes et la description du réseau à l’aide de celles-ci souffre d’une certaine redondance.

Les relations entre ces variables dépendent de la topologie du réseau et sont exprimées

par la loi de Kirchoff ∑
toutes les branches
formant la boucle l

Φb = Φ̃l,

∑
toutes les branches
arrivant au noeud n

Qb = Q̃n.
(3.3)

Ces relations expriment le fait que la somme des tensions sur une boucle l et la somme

des courants arrivant au noeud n sont nulles lorsque le flux dans la boucle Φ̃l et la

charge sur le noeud Q̃n sont constants. Les relations de Kirchoff sont généralement

exprimées à l’aide des courants dans la boucle et des voltages au noeud et l’une ou

l’autre de ces quantités peut être utilisée pour la description du circuit. Puisqu’elles

sont souvent plus appropriées pour décrire les éléments tunnels, nous travaillerons ici

avec les variables de noeuds.

Les variables de noeuds dépendent de la description de la topologie du circuit.

Suivant toujours la référence [117], la topologie d’un circuit est décrite de la façon

suivante. Un noeud de référence est choisi comme masse, les autres noeuds sont alors

les noeuds actifs. En partant de la masse, l’arbre générateur T est construit en connec-

tant chaque noeud actif à la masse de façon telle qu’il n’y ait qu’un chemin de la masse

vers chacun des noeuds actifs. Les branches restantes sont alors les branches de ferme-

ture C. Chacune de ces branches définit une boucle irréductible obtenue en joignant

les extrémités de la branche de fermeture par le chemin le plus court sur l’arbre

générateur. La figure 3.2 présente cette construction dans le cas d’un circuit formé de

trois jonctions Josephson. Les branches de l’arbre générateur sont représentées par

les lignes pleines et la branche de fermeture par la ligne pointillée.
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Fig. 3.2: Exemple de circuit électrique : une boucle supraconductrice formée de trois jonc-

tions Josephson. La masse est notée g tandis que a et b sont des noeuds actifs. L’arbre

générateur a deux branches : (a, g) et (b, g). Il y a une branche de fermeture (a, b) et par

conséquent une seule boucle irréductible (avec un flux Φ̃ dans la boucle). Nous négligeons ici

les éléments dissipatifs (la résistance de shunt des jonctions par exemple) mais considérons

explicitement les capacités des jonctions Josephson. De plus, la self-inductance de la boucle

est négligée. Puisque celle-ci est distribuée le long de la boucle, elle ne se trouve pas dans la

limite des éléments discrets (‘lump element’) et l’inclure dans la description du circuit peut

parfois introduire des complications additionnelles. Cette question sera abordée plus loin.

Évidemment, le choix de la masse et donc de la topologie du circuit n’est pas

unique. Les prédictions physiques obtenues d’une description alternative sont toutefois

les mêmes (les hamiltoniens obtenus sont reliés par transformation canonique [119]).

On introduit maintenant le flux φn du noeud n. Cette quantité est définie par

intégration temporelle du voltage le long du chemin reliant le noeud à la masse sur

l’arbre générateur

φn =
∑

b

SnbΦb. (3.4)

Dans cette expression, Snb = 1,−1 ou 0 selon que le chemin joignant la masse à n

suit la branche b dans la bonne orientation, avec l’orientation opposée ou ne suit pas

b. Évidemment, à partir de cette relation, il est possible d’écrire le flux de la branche

b à l’aide du flux des noeuds n et n′ à ses extrémités

Φb∈T = φn − φn′

Φb∈C = φn − φn′ ± Φ̃l.
(3.5)

Le signe associé au flux extérieur Φ̃l dépend de l’orientation du champ magnétique
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qui le génère. De la loi de Faraday, ce signe est simplement l’inverse de celui donné

par la règle de la main droite.

À l’aide de ces définitions, il est simple d’obtenir le lagrangien d’un circuit. Pour

une branche b ayant à ses extrémités les noeuds n et n′, on ajoute au lagrangien un

des termes suivants selon le type de b :

Capacité 1
2
CbV

2
b → 1

2
Cb(φ̇n − φ̇n′)

2

Inductance − Φ2
b

2Lb
→ − (φn−φn′+Φ̃l(b))

2

2Lb

Jonction Josephson EJ cosϕb → EJ cos 2π
Φ0

(φn − φn′ + Φ̃l(b)).

(3.6)

Pour les jonctions Josephson, on doit tenir compte de l’énergie de charge et de l’énergie

Josephson. Le lagrangien du circuit de la figure 3.2 est alors

L =
1

2
C1 φ̇

2
a +

1

2
C2 φ̇

2
b +

1

2
C3 (φ̇a − φ̇b)

2

+ EJ1 cos
2π

Φ0

φa + EJ2 cos
2π

Φ0

φb + EJ3 cos
2π

Φ0

(φa − φb + Φ̃), (3.7)

où le flux du noeud de référence est choisi comme φg = 0. Les flux de branche sont

donc simplement Φ(a,g) = φa et Φ(b,g) = φb.

Le circuit qui nous intéresse ici est formé de trois ı̂les supraconductrices. Il est

donc décrit par trois phases supraconductrices. En choisissant un noeud de référence,

une variable a été éliminée et il ne reste plus que φa et φb dans le lagrangien. Cette

élimination concorde avec la contrainte imposée par la quantification du flux [118].

En effet, la quantification du flux impose aux différences de phase d’obéir à la relation

ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = (2π/Φ0)Φ = (2π/Φ0)LI + (2π/Φ0)Φ̃, où ϕi est la différence de phase

à travers la jonction i, L la self de la boucle et I le courant circulant dans la boucle.

De plus, Φ est le flux total dans la boucle, LI le flux induit par le courant I et

Φ̃ le flux appliqué de l’extérieur. Puisque l’on néglige ici la self, alors Φ ≈ Φ̃ et

ϕ3 ≈ (2π/Φ0)Φ̃− ϕ2 − ϕ3. Il ne reste donc, comme il se doit, que deux variables (les

signes appropriés peuvent être inclus dans les différences de phase ϕi).

Du lagrangien, on passe facilement à l’hamiltonien à l’aide de la transformation

de Legendre

H =
∑

n

pnφ̇n − L, (3.8)
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où pn est le moment conjugué à φn

pn ≡
∂L

∂φ̇n

. (3.9)

Pour les circuits électriques, ces moments conjugués sont les sommes des charges

sur les capacités connectées au noeud correspondant. Afin que ces moments soient

bien définis, un noeud ne doit donc pas être relié uniquement à des inductances. En

pratique, ce ne sera jamais le cas.

À l’aide de cette transformation et du lagrangien (3.7), on obtient l’hamiltonien

correspondant au circuit de la figure 3.2

H =
1

C1C2 + C1C3 + C2C3

(
(C2 + C3) p

2
a

2
+

(C1 + C3) p
2
b

2
+ C3 pa pb

)
− EJ1 cos

2π

Φ0

φa − EJ2 cos
2π

Φ0

φb − EJ3 cos
2π

Φ0

(φa − φb + Φ̃). (3.10)

Les capacités effectives associées aux termes p2
a(b) peuvent aussi s’obtenir facilement

en calculant la capacité entre le noeud a (b) et la masse g à l’aide des règles standards

de combinaison des capacités en séries et en parallèles. Les capacités croisées, ici le

coefficient du terme bilinéaire papb, sont souvent plus difficiles à obtenir par une ana-

lyse de circuit standard. Un des avantages de cette approche est justement d’obtenir

ces capacités plus facilement.

Il est intéressant de remarquer que, à toute fin pratique, la partie cinétique du

lagrangien sera toujours quadratique en ‘vitesse’ généralisée φ̇n. Le passage du lagran-

gien à l’hamiltonien fera donc toujours intervenir, peu importe le circuit, les mêmes

étapes algébriques (voir, par exemple, la section §8.1 de la référence [120]). Cette

procédure peut donc être facilement automatisée en utilisant un logiciel de manipu-

lation symbolique comme Mathematica1.

L’hamiltonien (3.10) est l’hamiltonien classique du circuit électrique de la fi-

gure 3.2. Les variables φn et pn sont conjuguées canoniques

{φn, pm} = δn,m (3.11)

1Un tel programme a été réalisé par Samuel Marchand, lors d’un stage d’étude au cours de l’été
2002.
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(ici, {·,·} est le crochet de Poisson) et elles obéissent aux équations du mouvement de

Hamilton

φ̇n =
∂H

∂pn

, ṗn =
∂H

∂φn

. (3.12)

La quantification se fait facilement. Les variables classiques sont simplement rem-

placées par des opérateurs satisfaisant les relations de commutation

[φ̂n, p̂m] = i~ δn,m. (3.13)

Par la suite, les ‘ ˆ ’ seront omis lorsque aucune confusion n’est possible.

Le circuit étudié dans cette section n’a pas été utilisé comme exemple sans raisons.

Il s’agit en fait d’un qubit de phase supraconducteur [72, 121]. Avant d’expliquer

comment celui-ci peut être utilisé comme qubit, examinons un second exemple.

3.1.1 Exemple additionnel : la bôıte de Cooper

Fig. 3.3: Le noeud a est isolé électriquement du reste du circuit et forme une bôıte de

Cooper. La ligne pointillée indique la branche de fermeture. Les flux de branche sont définis

avec la convention des signes indiquée par les flèches.

Le circuit de la figure 3.3 est connu sous le nom de bôıte de Cooper. Si l’énergie

du gap supraconducteur est plus grande que toutes les autres énergies du problème

(celles-ci sont introduites plus loin), l’effet tunnel de quasiparticules est prohibé. Il

s’agit de l’effet de parité [122,123]. S’il y a initialement un nombre pair d’électrons sur
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l’̂ıle de la bôıte (noeud ‘a’ de la figure 3.3), alors à suffisamment basse température,

il n’y a pas de quasiparticules sur celle-ci. L’̂ıle contient alors un nombre discret n de

paires de Cooper (par rapport à une référence neutre). Avant de donner davantage

de détails sur les particularités de ce circuit, déterminons d’abord son hamiltonien.

À partir de la figure 3.3, il est simple d’écrire le lagrangien de ce circuit. Puisqu’on

y reviendra à plusieurs reprises au cours des chapitres suivants, on présente néanmoins

les étapes principales du calcul. Premièrement, on définit les flux de branche Φnm entre

les noeuds n et m à l’aide des relations (3.1) et (3.5) :

Φbg = φb − φg =

∫
Vg dt ⇒ φb =

∫
Vg dt

Φab = φa − φb = φa −
∫
Vg dt

Φag∈T = φa − φg = φa

Φag∈C = φa − φg + Φx = φa + Φx,

(3.14)

où l’on a pris φg = 0. Il ne reste donc plus que φa comme variable dynamique.

À l’aide de ces flux de branche et de la prescription (3.6), on obtient le lagrangien

suivant

L =
1

2
Cg (φ̇a−Vg)

2+
1

2
CJ1 φ̇

2
a+

1

2
CJ2 φ̇

2
a+EJ1 cos

2π

Φ0

(φa+Φx)+EJ2 cos
2π

Φ0

φa. (3.15)

En prenant EJ1 = EJ2 ≡ EJ , on peut réécrire l’énergie ‘potentielle’ sous la forme

cos
2π

Φ0

φa + cos
2π

Φ0

(φa + Φx) = cos
2π

Φ0

(φa −
Φx

2
+

Φx

2
) + cos

2π

Φ0

(φa +
Φx

2
+

Φx

2
)

= 2 cos
πΦx

Φ0

cos
2π

Φ0

(φa +
Φx

2
)

→ 2 cos
πΦx

Φ0

cos
2π

Φ0

φa.

(3.16)

La translation de φa → φa − Φx/2 effectuée à la dernière étape n’affecte pas la

dynamique du circuit. De cette dernière relation, il apparâıt que le SQUID-dc agit

comme une jonction Josephson ayant une énergie Josephson 2EJ cos πΦx/Φ0 ajustable

à l’aide du flux extérieur. Comme dans l’exemple précédent, cette relation peut être
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obtenue à partir de la condition de quantification du flux dans le cas d’une boucle

d’inductance négligeable.

Du lagrangien, on obtient la charge de noeud pa = CΣ φ̇a − CgVg et l’hamiltonien

H =
(pa + CgVg)

2

2CΣ

− 2EJ cos
πΦx

Φ0

cos
2π

Φ0

φa, (3.17)

où CΣ ≡ Cg + CJ1 + CJ2 est la capacité totale de l’̂ıle. En définissant n ≡ pa/2e et

ng ≡ −CgVg/2|e|, où n est le nombre de paires de Cooper en excès sur l’̂ıle et ng est

la charge de grille adimensionnelle, l’hamiltonien se réécrit comme

H = 4EC(n− ng)
2 − 2EJ cos

πΦx

Φ0

cos
2π

Φ0

φ. (3.18)

Ici, EC ≡ e2/2CΣ est l’énergie de charge de l’̂ıle et φ ≡ φa. Après avoir effectué

le remplacement standard entre les variables classiques et les opérateurs, on obtient

l’hamiltonien quantique de la bôıte de Cooper.

3.2 Réduction vers un système à deux niveaux

L’approche systématique décrite à la section précédente peut être utilisée pour

obtenir facilement l’hamiltonien de circuits électriques. Toutefois, afin que ces cir-

cuits soient utiles pour le calcul quantique, il est nécessaire d’isoler un système à

deux niveaux agissant comme qubit. Dans cette section, on présente cette réduction

premièrement pour la bôıte de Cooper puis pour la boucle supraconductrice à trois

jonctions.

3.2.1 Qubit de Charge

Pour l’hamiltonien (3.18) de la bôıte de Cooper, deux échelles d’énergie sont en

compétition : l’énergie de charge EC et l’énergie Josephson EJ . D’autres énergies

importantes sont le gap supraconducteur ∆ et la température kBT . Dans la représen-

tation de phase, on fait le remplacement n→ −i ∂/∂φ [118] et (3.18) est réécrit sous

la forme

H = 4EC
∂2

∂φ2
− EJ(Φx) cos

2π

Φ0

φ, (3.19)
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ng

(a) (b)

Fig. 3.4: a) Énergie de la bôıte de Cooper (unitées arbitraires) : lignes pleines EC/EJ = 10,

lignes en traits brisés EC/EJ = 100. Lorsque la charge de grille adimensionnelle s’approche

des valeurs demi-entières, l’interaction Josephson mélange de façon cohérente les états de

charges adjacentes de la bôıte et lève la dégénérescence de EJ . b) En se limitant aux voltages

de grille tels que ng ∈ [0, 1], la bôıte est limitée à deux états de charge. Ceux-ci peuvent

jouer le rôle d’états logiques pour un qubit.

avec EJ(Φx) ≡ 2EJ cos(πΦx/Φ0) et où l’on ne tient pas compte de la charge de grille

adimensionnelle pour l’instant. Dans cette représentation, il apparâıt clairement que

l’énergie de charge joue le rôle d’énergie cinétique. Celle-ci tente de délocaliser la

‘particule’. À l’opposé, le terme proportionnel à l’énergie Josephson joue le rôle d’une

énergie potentielle localisant la particule dans un des puits du cosinus. Ainsi, les

systèmes ayant une grande capacité CΣ, de sorte que l’énergie Josephson domine, ont

une phase bien définie. D’autre part, pour les systèmes ayant une faible capacité, et par

conséquent EC > EJ , la particule n’a pas une phase bien définie. La charge, variable

conjuguée à la phase, est alors le bon nombre quantique. Il s’agit d’une manifestation

de la relation d’incertitude charge–phase : ∆n∆φ & 1 ; voir la Réf. [118] et la section

§1.4.3 de la Réf. [123] à ce sujet.

Pour les qubits supraconducteurs de charge, on choisit les paramètres du système

de telle sorte que ∆ � EC > EJ > kBT . Dans ce cas, il est utile de développer

l’hamiltonien dans la base de charge

|n〉 =

∫ 2π

0

dφ

2π
e+inφ|φ〉. (3.20)
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Avec

|φ〉 =
∞∑

n=−∞

e−inφ|n〉 (3.21)

et eiφ̂|φ〉 = eiφ|φ〉, on vérifie facilement que eiφ̂|n〉 = |n + 1〉. En écrivant le terme

Josephson sous la forme −EJ cos φ̂ = −EJ(eiφ̂ + e−iφ̂)/2, on obtient finalement pour

la bôıte de Cooper [108,118] :

H =
∑

n

[
4EC(n− ng)

2|n〉〈n| − 1

2
EJ(Φx) (|n〉〈n+ 1|+ |n+ 1〉〈n|)

]
. (3.22)

La figure 3.4 a) présente l’énergie de charge (paraboles en traits brisés) en fonction

de la charge de grille et ce, pour différentes valeurs du nombre de charge n sur l’̂ıle.

Aux voltages de grille tels que ng = k/2 où k = 0,±1,±2 . . ., l’énergie de charges

adjacentes n et n ± 1 est identique. L’effet tunnel cohérent de paires de Cooper

connecte ces états adjacents et lève la dégénérescence de EJ . Loin des points de

dégénérescence, l’énergie de charge domine.

Si l’on restreint notre attention à un petit intervalle de voltage autour de ng = 1/2

alors seulement deux états de charge sont importants : n = 0 et n = 1. Pour ces

voltages de grille, les autres états de charge ont des énergies beaucoup plus élevées

et, à toute fin pratique, peuvent être éliminés de la discussion. Par conséquent, en

travaillant avec une ı̂le de petite capacité totale (grande énergie de charge) et en

limitant la tension à l’intervalle ng ∈ [0, 1], il est possible de restreindre la description

de la bôıte de Cooper à un système à deux niveaux. Cette situation est illustré à la

figure 3.4 b). On complète le passage vers le langage des pseudo-spins en effectuant

les remplacements suivants dans l’hamiltonien :

n→ 1− σz

2
, cos

2π

Φ0

φ→ σx

2
, sin

2π

Φ0

φ→ σy

2
(3.23)

pour finalement obtenir de (3.22)

H = −1

2
Bzσz −

1

2
Bxσx. (3.24)

Les champs effectifs sont ici

Bz ≡ 4EC(1− 2ng), (3.25)

Bx ≡ 2EJ cos(πΦx/Φ0). (3.26)
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La manipulation de l’hamiltonien du pseudo-spin 1/2 est donc possible en ajustant

le voltage de grille et le flux externe [108]. Les états de charge n = 0, 1 peuvent ainsi

jouer le rôle d’états logiques pour un qubit. On réalisera, par exemple, une rotation

du qubit selon x et d’un angle θ = 2EJτ en ajustant la charge de grille à ng = 1/2 et

le flux à Φx = 0 pendant un temps τ .

3.2.2 Qubit de phase

α

α

1

2

Fig. 3.5: Design modifié pour le qubit de phase à trois jonctions. Par rapport aux jonc-

tions sur les branches verticales, les jonctions sur les branches horizontales ont une énergie

Josephson plus petite par un facteur α. Cette dernière paire de jonctions agit comme une

seule jonction ayant une énergie ajustable par le flux Φ2. Les flux externes Φ1 et Φ2 sont

ajustables indépendamment.

Pour le circuit de la figure 3.2, on choisit de travailler avec des jonctions ayant

une plus grande surface de sorte que EJ � EC . Dans ce cas, l’hamiltonien (3.10)

décrit une particule évoluant dans l’espace bidimensionnel {φa, φb}. Le rôle de la

partie cinétique de l’hamiltonien est de fournir une ‘masse’ à la particule tandis que

la partie Josephson décrit le potentiel dans lequel la particule évolue.

Afin que ce circuit soit utile pour le calcul, il est pratique de remplacer une des

jonctions du circuit de la figure 3.2 par une paire de jonctions. Ce circuit est présenté

à la figure 3.5 [72]. Tel qu’expliqué à la section précédente, cette paire agit comme une

jonction unique ayant une énergie Josephson ajustable par le flux externe Φ2. Cette

dépendance donne un degré de liberté additionnel utile dans la manipulation du qubit.

L’énergie potentielle pour ce design modifié est présentée à la figure 3.6 a). Le potentiel

est une fonction périodique selon les directions φ̃a = 2πφa/Φ0 et φ̃b = 2πφb/Φ0.
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~

~

ε

Fig. 3.6: a) Courbes de niveaux de l’énergie potentielle en fonction de φ̃a = 2πφa/Φ0 et

φ̃b = 2πφb/Φ0 pour le design modifié de la figure 3.5. Ici, α = 0.75 et πΦ1/Φ0 = πΦ2/Φ0 =

0.33. b) Énergie potentielle le long de l’axe principal d’une cellule unité. La barrière de

potentielle Ub est faible et l’amplitude tunnel ∆1 est par conséquent grande. Les niveaux

dans chacun des puits sont alignés (ε = 0) lorsque le flux extérieur est Φ1 = Φ0/2. c) La

barrière de potentiel entre deux cellules unités est grande. L’amplitude tunnel ∆2 dans cette

direction est donc exponentiellement supprimée et les cellules unités sont découplées. Figure

adaptée de la référence [72].

Chacune des cellules unités est formée de deux puits séparés par une faible barrière

de potentiel, figure 3.6 b). Si la particule n’est pas trop massive et la barrière est

suffisamment petite, la particule peut passer d’un puits à l’autre par effet tunnel

cohérent. L’amplitude tunnel peut être évaluée en utilisant les approches WKB ou

instanton [124]. Dans ce calcul, il est important de prendre en considération le fait que

la masse effective de la particule dépend de la direction dans laquelle elle se déplace

dans l’espace {φ̃a, φ̃b} [121]. Les barrières de potentiel entre les cellules unités sont

grandes et l’effet tunnel entre celles-ci est peu probable, figure 3.6 c). Les cellules

unités sont donc à toute fin pratique découplées.

De ce fait, il est possible de restreindre notre attention à un seul double puits de
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potentiel, présenté à la figure 3.6 b). Si les inégalités [124]

Ub � ~ωp � ∆1, |ε|, kBT, (3.27)

sont respectées, alors le système ne pourra occuper que le fondamental de chacun

des puits. Dans cette expression, Ub est la barrière de potentiel, ~ωp la séparation

en énergie entre le fondamental et le premier état excité dans chacun des puits (où

ωp ∼
√

8ECEJ/~ est la fréquence des petites oscillations autour du minimum d’un

puits), ∆1 l’amplitude tunnel et ε l’asymétrie. L’espace d’Hilbert a donc, à toute

fin pratique, seulement deux dimensions et une bonne base est formée par les états

{|G〉, |D〉} localisés dans le puits de gauche et de droite respectivement. Dans cette

base, l’hamiltonien prend la forme usuelle

H = −1

2
ε σz −

1

2
∆1 σx. (3.28)

L’asymétrie ε = 2Is(Φ1−Φ0/2) peut être ajustée à l’aide du flux Φ1 [125]. Dans cette

relation, Is est le supercourant dans la boucle du qubit. La hauteur de la barrière

de potentiel Ub, et ainsi l’amplitude tunnel, peut être ajustée à l’aide de Φ2. Ceci

complète le passage vers le langage des pseudo-spins. Les états {|G〉, |D〉} qui seront

notés {|0〉, |1〉} peuvent servir d’états logiques pour un qubit. Ceux-ci correspondent

à un supercourant circulant dans le sens horaire ou anti-horaire dans la boucle à trois

jonctions [72].

Le qubit de phase, pour lequel EJ � EC , ainsi que le qubit de charge, avec

EC > EJ , appartiennent à deux différentes classes de qubits supraconducteurs. Dans

chacune de ces classes, il existe différents designs ayant chacun leurs avantages et in-

convénients. Ces designs alternatifs seront présentés en plus de détails à la section §3.4.

Mentionnons qu’un design pour lequel EJ∼EC a récemment été proposé [126] et testé

expérimentalement [6]. Celui-ci semble présenter plusieurs avantages qui seront aussi

abordés dans une section suivante.

3.3 Relaxation et déphasage

Évidemment, pour les systèmes de l’état solide, la réduction vers un espace d’Hil-

bert à deux niveaux ne peut pas conduire à une description complète. En effet, ces
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systèmes ont plusieurs degrés de liberté. En particulier, les circuits électriques décrits

à la section précédente seront contrôlés par des sources extérieures de tensions et

de courants. Ces sources sont des appareils classiques à la température ambiante et

reliés au circuit quantique par diverses étapes de filtration à basse température. Cette

interaction mènera à l’enchevêtrement du qubit avec les degrés de liberté de l’envi-

ronnement. Puisque qu’il n’est pas possible, en pratique, de contrôler tous ces degrés

de liberté, cet enchevêtrement mène à la décohérence. Plus précisément, cela conduit

à la relaxation et au déphasage du qubit sur des échelles de temps différentes.

Les taux correspondant à ces processus peuvent être définis à l’aide de la matrice

densité réduite du qubit

ρqubit = Trenv {ρtotal} =

(
ρ00 ρ01

ρ11 ρ11

)
. (3.29)

Suite à l’interaction qubit-bain, la matrice densité totale ρtotal ne peut généralement

pas s’écrire comme un produit tensoriel ρqubit ⊗ ρenv. Prendre la trace sur les degrés

de liberté du bain conduit alors à une évolution non-unitaire du point de vue du

qubit. Le taux de relaxation Γ1 (aussi noté Γr) résultant de cette interaction est le

taux auquel les éléments diagonaux de ρ atteignent leur valeur d’équilibre. Le taux

de déphasage Γ2 (Γφ) est celui auquel les éléments hors diagonaux s’annulent. Les

échelles de temps correspondantes ont la même interprétation que les temps T1 et T2

bien connus en RMN [28].

Pour les circuits électriques décrits aux sections précédentes, l’effet d’une source

de voltage (courant) non-idéale et des fils connectant la source au circuit peut être

modélisé en ajoutant une impédance (admittance) au circuit, comme à la figure 3.7

[117]. Puisque les équations du mouvement de Hamilton sont invariantes sous ren-

versement du temps, il n’est pas possible d’inclure directement ces éléments dans le

traitement présenté aux sections précédentes. L’introduction des processus dissipatifs

dans le formalisme hamiltonien a été décrit, en autres, par Feynman et Vernon [127] et

Caldeira et Leggett [128]. Plusieurs articles de revues [129,130] et livre [124] décrivent

en détail ces approches.

Tel que présenté à la figure 3.8, dans le modèle de Caldeira et Leggett, impédances

et admittances sont modélisées par une infinité de circuits LC. L’environnement est

donc traité comme un bain d’oscillateurs harmoniques couplés au système. Chaque
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Z
(ω

)

(a)

1 1

(b)

Fig. 3.7: a) L’effet des fils et des sources de voltages imparfaites peut être modélisé par

une impédance Z(ω) ayant des fluctuations de voltage intrinsèques décrites par un spectre

de bruit du type Nyquist-Jonhson. b) Une admittance Y (ω) = 1/Z(ω) est utilisée pour

modéliser une source de courant imparfaite. Dans les cas a) et b), le bruit se couple à

l’opérateur σz du qubit. Le bruit se couplant à σx peut aussi être pris en considération. Par

exemple, pour le qubit de charge, cela correspond au bruit dans le courant générant le flux

δΦx. Pour le qubit de phase, ceci correspond au bruit du flux δΦx2 dans la seconde boucle,

figure 3.5. Les fluctuations selon z et x sont indépendantes et le qubit est alors couplé à

deux environnements indépendants.

oscillateur n’est que faiblement couplé et il est possible de se limiter à un terme

d’interaction système–bain linéaire. Quoique chacun ne soit que faiblement couplé,

l’effet global de l’environnement peut être très important puisqu’il y a un grand

nombre de modes.

Un couplage linéaire entre les modes du bain et le qubit conduit au modèle spin-

boson. Dans ce modèle, l’hamiltonien total prend la forme [108,124]

H = Hqubit +
∑
i=x,z

σi

(∑
k

λki xki

)
+
∑
k,i

(
p2

ki

2mki

+
mki ω

2
ki x

2
ki

2

)
. (3.30)

Le second membre de droite décrit l’interaction système–bain tandis que le dernier

est l’hamiltonien du bain. Les modes k sont indépendants et l’opérateur du bain

Xi =
∑

k λki xki se couple à l’opérateur σi du qubit.

Dans ce modèle, il est simple d’évaluer les taux de relaxation et de déphasage.
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(a) (b)

Fig. 3.8: Modèle de Caldeira-Leggett pour a) une impédance et b) une admittance.

Ceux-ci ont été obtenus, à l’origine, par intégrales de chemin [130,131]. On peut aussi

les obtenir à l’aide de techniques diagrammatiques à la Keldysh [132,133]. Toutefois,

l’approche la plus simple est probablement d’utiliser la règle d’or de Fermi [119,134].

Le calcul ce fait facilement dans la base où l’hamiltonien à un qubit est diagonal

Hqubit = −∆E τz/2. Ici, les τi sont les matrices de Pauli dans la base des états

propres de Hqubit. Dans cette base, l’hamiltonien système–bain peut s’écrire sous

la forme HSB = ηz fz(t) τz + ηx fx(t) τx, où les fi(t) sont les opérateurs du bain et

représentent les fluctuations des champs effectifs sentis par le qubit. Dans ce cas on

obtient, au premier ordre en théorie de perturbation, les taux de relaxation et de

déphasage suivants :

Γr =
η2

x

~2
Sfx(∆E/~), (3.31)

Γφ =
Γr

2
+
η2

z

~2
Sfz(ω → 0). (3.32)

Ces résultats sont obtenues à l’annexe E. Dans ces expressions, Sfi
(ω) est le spectre

symétrique de fluctuation de fi(t). À l’équilibre thermique, le théorème fluctuation–

dissipation donne donc [108,134] :

Sfi
(ω) = 〈{fi(t), fi(t

′)}〉ω = 2 Ji(ω) coth
~ω

2kBT
, (3.33)

où Ji(ω) est la densité spectrale du bain [124].

On peut comprendre les résultats (3.31) et (3.32) de la façon suivante. Le bruit

à la fréquence ∆E/~ induit des transitions entre les états propres du qubit. Le taux
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de relaxation dépend donc de l’intensité du bruit à cette fréquence. Dans certaines

situations, l’impédance du circuit peut être modifiée de façon à éloigner de cette

fréquence les pics de la densité spectrale. Dans ce cas, l’impédance agit comme un

filtre protégeant le qubit de son environnement [125, 135, 136]. Tandis que le bruit à

basse fréquence ne peut induire de transitions, il peut toutefois introduire une phase

relative aléatoire entre les états propres. Le bruit à basse fréquence participe donc

au déphasage. De même, puisque la relaxation perturbe les éléments hors diagonaux

de la matrice densité, ce processus participe aussi au déphasage. Le second terme

de (3.32) sera noté par la suite Γ∗φ. Il s’agit du terme décrivant le déphasage pur.

Dans le contexte du calcul quantique, ces résultats sont extrêmement importants.

Puisque les algorithmes quantiques reposent sur les concepts de superpositions d’états

et d’enchevêtrement, la cohérence de phase doit être maintenue tout au long du calcul.

Ainsi, le calcul le plus long que l’on puisse espérer mener à terme sur un ordinateur

quantique sera typiquement beaucoup plus court que Γ−1
φ (sans correction d’erreurs).

Afin de déterminer la qualité d’un ordinateur quantique, le taux de déphasage

en lui-même n’est pas suffisant. Comme il a déjà été présenté à la section 2.1.1, un

paramètre plus approprié est le facteur de qualité Q défini comme le ratio du temps

de cohérence sur le temps requis pour réaliser une opération logique : Q ≡ Γ−1
φ /top.

Ce ratio indique le nombre d’opérations logiques qu’il est possible de réaliser avant

de perdre complètement la cohérence de phase. Le lecteur intéressé trouvera à la

référence [137] ce facteur de qualité pour différents systèmes. Il est important de re-

marquer que le ‘temps d’opération’ change généralement d’une opération élémentaire

à l’autre. Par exemple, pour le qubit de charge, l’énergie Josephson génère les ro-

tations selon x tandis que l’énergie de charge est responsable des rotations selon z.

Puisque EC > EJ , le temps caractéristique d’une rotation selon un axe ou l’autre ne

sera pas le même. Contrairement à ce que l’on voit généralement dans la littérature,

afin d’évaluer le potentiel d’un qubit au calcul il semble donc plus approprié d’utiliser

le facteur de qualité suivant Q = Min{Γ−1
φ /tzop,Γ

−1
φ /txop,Γ

−1
φ /t2q

op}. Dans cette liste, t2q
op

est le temps typique des opérations à deux qubits.

Un commentaire concernant le calcul tolérant aux imperfections s’impose ici. La

théorie du calcul tolérant aux imperfections nous apprend que si la probabilité d’er-

reurs par porte logique est sous un certain seuil, il est alors possible de faire du
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calcul quantique arbitrairement long [138]. Ce seuil varie selon le modèle d’erreurs et

les codes correcteurs utilisés mais, il est généralement accepté qu’il sera de l’ordre de

10−4 à 10−5 [139]. En lien avec ces résultats, on lit souvent dans la littérature [108] que

si le facteur de qualité d’un qubit est supérieur à 104−105, il sera possible d’utiliser les

techniques du calcul tolérant aux imperfections. Cette affirmation n’est évidemment

pas fondée. En effet, le facteur de qualité nous informe sur le nombre d’opérations lo-

giques que l’on peut espérer réaliser avant que le qubit ne soit complètement déphasé.

Tel que mentionné précédemment, afin d’être utile au calcul quantique, ce nombre

d’opérations devra typiquement être beaucoup plus petit. De plus, le déphasage du

qubit n’est certainement pas la seule source d’erreurs, on pense en particulier aux

erreurs de réalisation des opérations logiques, aux imperfections dans l’initialisation

et la lecture et à l’effet de la présence des autres qubits.

Finalement, seule la partie électromagnétique de l’environnement du qubit a été

considérée dans cette section. D’autres sources de bruit peuvent toutefois être présen-

tes : interaction non voulue entre qubits, bruit en 1/f , quasiparticules, spins nucléai-

res,. . . Leur effet a été étudié par différents auteurs [108,140–143]. De ces sources, le

bruit en 1/f est peut-être le plus dommageable. Évidemment, la partie de l’environ-

nement qui affecte le système le plus fortement dépend du degré de liberté incarnant

le qubit.

3.4 Qubits supraconducteurs : designs et réalisations

3.4.1 Qubits basés sur la charge

Le design original du qubit de charge supraconducteur, étudié aux sections §3.1.1

et §3.2.1, a été suggéré par Shnirman et al. [78] puis amélioré par Makhlin et al. [145].

Quelques succès expérimentaux avec la bôıte de Cooper ont été présentés dans la

littérature. Premièrement, la présence de superposition cohérente d’états de charge

au point de dégénérescence a été vérifiée expérimentalement par Bouchiat et al. [146].

Plus récemment, Nakamura et al. ont observé des oscillations cohérentes [144] et de
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Fig. 3.9: Design utilisé par l’équipe de NEC pour l’observation des oscillations cohérentes

entre états de charge dans une bôıte de Cooper. Comme à la figure 3.3, l’état de la bôıte

peut être contrôlé à l’aide du flux extérieur (appliqué dans la boucle notée ‘reservoir’ sur

la figure) et du voltage de grille (appliqué par les électrodes ‘dc gate’ et ‘pulse gate’).

L’électrode notée ‘probe’ réalise une mesure faible de façon continue de l’état de charge.

Figure tirée de [144].

Rabi [147] de la charge avec le design présenté à la figure 3.92. La différence principale

entre ce circuit et celui de la figure 3.3 est la présence de l’électrode notée ‘probe’.

Le courant de quasiparticules dans cette jonction dépend de l’état de charge de la

bôıte. La mesure de ce courant constitue donc une mesure du qubit. À l’aide de ce

design, les oscillations cohérentes ont pu être observées sur environ 5ns. Le temps de

cohérence est probablement limité par la jonction de lecture qui effectue une mesure

continue du qubit. Dans une expérience plus récente, ce même qubit de charge a été

soumis à des séquences d’impulsions du type écho de spin [148]. Les résultats de cette

étude suggèrent que le bruit en 1/f à basse fréquence soit la source dominante de

déphasage dans ce système. Encore plus récemment ce même groupe a réussi à opérer

dans le régime quantique une paire de qubits de charge couplés capacitivement et

ainsi montrer l’évidence d’enchevêtrement entre ceux-ci [149].

2Comme il se doit, on fait la distinction entre oscillations de Rabi et oscillations cohérentes. Dans
le premier cas, les oscillations sont entretenues par une perturbation extérieure résonante. Dans le
second cas, les oscillations sont spontanées. Dans la situation qui nous intéresse ici, elle se manifeste
(en particulier) au point de dégénérescence où les états propres du qubit sont des superpositions de
charge : (|0〉+ |1〉)/

√
2. Un système initialement préparé dans l’état |0〉 oscillera alors spontanément

entre les états |0〉 et |1〉.
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Notons qu’un design de qubit de charge alternatif a été suggéré par Averin [150].

Dans ce cas, chaque qubit requiert un grand nombre de jonctions et de voltages de

grille. Cette complexité additionnelle rend la réalisation et l’utilisation de ce qubit

difficile.

3.4.2 Qubits basés sur la phase

Les qubits de flux ont été introduits par Bocko et al. [151]. Leur suggestion

est basée sur le SQUID-rf à une jonction. Ce système a un comportement simi-

laire au design à trois jonctions décrit précédemment. Celui-ci n’a toutefois qu’une

différence de phase et donc qu’une seule variable dynamique : le flux total dans la

boucle. Malheureusement, la bistabilité dans ce cas requiert une grande inductance

L > Φ2
0/4π

2EJ [108]. Les flux générés par les courants horaire et anti-horaire cor-

respondant aux états logiques du qubit seront alors importants (∼ Φ0) et le qubit

sera fortement couplé à son environnement. On ne peut donc s’attendre à maintenir

la cohérence de phase suffisamment longtemps pour réaliser un calcul utile avec ce

design. Mentionnons aussi que l’article original de Bocko et al. contient beaucoup de

problèmes du point de vue de l’informatique quantique. Par exemple, ceux-ci décrivent

une méthode pour copier l’état d’un qubit vers un second qubit. Ceci est évidemment

impossible à réaliser pour des états arbitraires [152,153].

Quoique ce système ne semble pas utile pour réaliser un qubit, plusieurs aspects

du comportement quantique des SQUIDs-rf ont été vérifiés expérimentalement. Par

exemple, le groupe de Stony Brook a observé l’effet tunnel résonant entre les états

des puits du SQUID [154]. Plus récemment, ce même groupe a observé indirectement

la présence de superposition cohérente d’états excités des deux puits [155]. Pour cette

dernière observation, l’inductance de la boucle du SQUID était de 240pH (EL ≡
Φ2

0/2L ∼ 645K), l’énergie Josephson EJ ∼76K et l’énergie de charge EC ∼ 9mK.

Comme il se doit, EL, EJ � EC . Les états participant à la superposition diffèrent par

un flux d’environ Φ0/4. Il s’agit donc d’une superposition d’états ‘macroscopiques’.

À l’opposé du SQUID-rf, l’avantage du qubit de phase à trois jonctions est que la

bistabilité est possible même pour les petites inductances. Il est donc possible d’avoir

des flux beaucoup plus faibles réduisant du même coup le couplage à l’environnement.
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Presque simultanément à l’expérience du groupe de Stony Brook, l’évidence de su-

perposition des états fondamentaux du double puits dans le design à trois jonctions

a été présentée par la collaboration Delft-MIT [156]. Dans ce cas, l’inductance de la

boucle était de ∼5pH, soit beaucoup plus petite que pour l’expérience basée sur le

SQUID-rf. De plus, l’énergie Josephson était ∼2K avec α ∼ 0.75 (voir figure 3.5) et

le ratio avec l’énergie de charge EJ/EC ∼ 80. Pour ces paramètres, les états partici-

pant à la superposition ont une différence de flux d’environ 10−3Φ0. Malgré que cette

différence soit beaucoup plus petite que dans le cas de l’expérience de Stony Brook, il

est intéressant de remarquer que ces flux correspondent à quelques millions de paires

de Cooper circulant simultanément dans les directions horaire et anti-horaire [156].

Il s’agit donc bien d’une superposition cohérente d’états ‘macroscopiques’. Ce design

peut être amélioré en utilisant une configuration de type ‘gradiomètre’ [157].

Une étude récente montre comment il est possible d’optimiser les performances

du qubit basé sur le SQUID-rf à une jonction en utilisant, lors des opérations lo-

giques, un troisième niveau [158]. Évidemment, la précision temporelle des opérations

logiques est alors particulièrement cruciale afin de ne pas peupler involontairement

ce niveau additionnel. Ce type d’approche semble avoir certaines similitudes avec le

mode d’opération des architectures basées sur les pièges linéaires à ions [159]. Puisque

les SQUID-rfs ne feront vraisemblablement pas de bons qubits, il serait intéressant

d’appliquer ce type d’optimisation aux autres qubits de phase.

Les qubits présentés jusqu’à présent sont basés sur les supraconducteurs dont

le paramètre d’ordre est de symétrie s. Il existe aussi des architectures basées sur

les supraconducteurs dont le paramètre d’ordre est de symétrie d [71, 160] et sur la

combinaison de types s et d [161, 162]. Le lecteur intéressé pourra consulter le court

article de revue sur le sujet [163].

Quoiqu’ils soient plus difficiles à fabriquer, ces designs basés sur les supraconduc-

teurs de type d ont certains avantages. En particulier, la bistabilité des qubits de

type s n’est possible qu’en présence d’un flux extérieur (∼ Φ0/2). Ainsi, le simple

fait de garder inactif un qubit (ε = 0, ∆ = 0) nécessite l’application de flux externes.

Ces qubits sont très sensibles aux fluctuations de flux et accumuleront rapidement

une phase relative aléatoire [161]. À l’opposé, la symétrie plus faible du paramètre

d’ordre des cuprates permet d’avoir la bistabilité même sans flux externe, réduisant
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Fig. 3.10: a) Qubits basés sur les ‘barrières de grain’ entre supraconducteurs de type d.

Les terminaux A1, A2 et B sont formés de supraconducteurs de type d, les PK (parity

key) représentent des SSETs. Les lobes positifs du paramètre d’ordre sont en gris foncé.

Le terminal C agit comme un qubit ayant un état logique fixe. En plus de ce bus, deux

qubits sont présentés. b) Qubit à terminaux multiples. Des supraconducteurs de type s sont

connectés à un 2DEG. L’élément de type d dans ce design est la jonction π. Celle-ci a le

même effet qu’un flux extérieur de Φ0/2.

ainsi les sources d’erreurs. Par exemple, on peut fabriquer une jonction π à l’aide

d’un supraconducteur de type d en se connectant à angle droit sur celui-ci [164]. Les

jonctions π sont particulièrement intéressantes car elles peuvent jouer le rôle d’un

flux externe Φ0/2. De plus, comme pour les qubits à trois jonctions, le flux correspon-

dant aux états logiques pour ces qubit de type d est très faible (� Φ0), réduisant le

couplage à l’environnement. Un troisième avantage est que, puisque le flux n’est pas

nécessaire pour avoir bistabilité, il est possible de contrôler ces qubits électriquement,

sans flux extérieur [52, 161, 162]. Cette approche semble avantageuse puisque le flux

appliqué sur un qubit donné, pourra être ressenti par ses voisins si l’écrantage n’est

pas approprié.

La figure 3.10 présente deux architectures de qubit de type d ne requérant pas

de flux externe pour les opérations. Le design basé sur les barrières de grain entre

supraconducteurs de type d [165] a été suggéré par Zagoskin [160]. La réalisation
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d’opérations logiques sur ce design a été étudiée par Blais et Zagoskin [67] et par

Lidar et al. [52]. Cette dernière publication est reproduite à l’annexe C. Dans le design

étudié par ces derniers auteurs et présenté à la figure 3.10 a), les opérations logiques

sans flux extérieur sont rendues possibles par l’utilisation d’un ‘bus qubit’ (terminal

C) et du concept d’universalité encodé déjà abordée à la section 1.5.3. Notons que la

bistabilité d’une jonction basée sur les barrières de grain entre supraconducteurs de

type d a récemment été montrée expérimentalement [166].

L’architecture de la figure 3.10 b) utilise trois terminaux de type s connectés à

un gaz électronique bi-dimensionel (2D electron gas, 2DEG). Ce type de jonctions

S-2DEG-S a été étudié expérimentalement par Heida et al. [167]. Dans ce design, une

jonction π est insérée dans la boucle. Cette jonction joue le rôle d’un flux extérieur

Φ0/2 assurant la bistabilité sans toutefois introduire de fluctuations supplémentaires.

Les opérations logiques sont réalisées en variant le courant de transport I. Plus de

détails sur cette architecture se trouve à la référence [162] reproduite en annexe D.

3.4.3 Designs récents

Récemment, des résultats expérimentaux sur des designs n’appartenant pas aux

catégories de qubits présentées jusqu’à présent sont parus. Premièrement, le groupe

de Saclay a proposé [126] et testé avec succès [6] l’architecture présentée à la fi-

gure 3.11 a). Pour ce circuit, EJ ≈ EC de sorte que ni la phase ni la charge ne sont

de bons nombres quantiques, comme on le voit clairement aux figures 3.11 b) et c).

Au voltage de grille ng = 1/2, les deux premiers états propres, notés |0〉 et |1〉, sont

des superpositions symétrique et antisymétrique de charges. Ces états sont tels que la

charge moyenne est la même dans les deux cas : 〈0|n̂|0〉 = 〈1|n̂|1〉 = 1/2. De plus, la

séparation en énergie entre ces deux premiers états propres et les états suivants n’est

pas la même. Ainsi, si le facteur de qualité du système est grand (la séparation entre

les niveaux d’énergie est beaucoup plus importante que la largeur de ces niveaux) |0〉
et |1〉 peuvent être utilisés comme états logiques.

Un avantage de ce choix d’état logique est que puisque 〈n̂〉0,1 = 1/2 ces deux états

présentent la même charge moyenne à l’environnement, réduisant ainsi la décohérence.

Un second avantage de ce design est qu’au point de dégénérescence ng = 1/2, ∂∆E/∂ng
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Fig. 3.11: a) Circuit électrique pour le qubit phase–charge de Saclay. Figure adaptée de la

référence [6]. b) Spectre énergétique en fonction de la charge de grille et à flux extérieur

nul. Les énergies sont ici EJ = 0.86 kBK et EJ/EC = 1.27 comme dans l’expérience décrite

à la référence [6]. Les deux premiers niveaux jouent le rôle d’états logiques. c) Spectre des

états logiques en fonction de la charge de grille et du flux extérieur φ = Φ/Φ0. d) Différence

d’énergie entre les états logiques en fonction du voltage de grille et du flux extérieur. Le

point d’opération (ng = 1/2, φ = 0) est un point de selle. À ce point le système n’est donc

pas sensible, au premier ordre, aux fluctuations des paramètres de contrôle. La lecture du

qubit est réalisée en appliquant un courant Ib. On mesure alors un voltage V (t) selon l’état

logique du qubit. Plus de détails concernant la mesure seront donnés au chapitre 5.
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= 0 où ∆E est la différence en énergie entre les états logiques illustrée figure 3.11 d).

De plus, si le flux extérieur Φ est nul, ∆E est telle que ∂∆E/∂Φ = 0. Ainsi, en

maintenant le qubit au point d’opération (ng = 1/2,Φ = 0), celui-ci n’est pas sensible

au premier ordre aux fluctuations de voltage et de flux.

Afin de minimiser l’effet du bruit sur le système, ces paramètres sont gardés au

point d’opération au cours des manipulations cohérentes et ne peuvent être utilisés

pour réaliser les opérations logiques. Les rotations selon x et y sont plutôt réalisées

en appliquant un voltage de grille alternatif à la fréquence ∆E/~.

À l’aide de ce design phase–charge ingénieux, le groupe de Saclay a pu observer des

oscillations de Rabi ainsi que des franges de Ramsey [168]. Les temps de relaxation

et de déphasage extraits de ces observations sont respectivement T1 ∼ 1.8µs et T2 ∼
0.5µs. Notons que la prédiction théorique pour le temps de relaxation est de∼ 10µs [6].

Un écart de seulement un ordre de grandeur pour une première expérience sur ce

système est très encourageant pour l’avenir.

Un second type d’expériences impliquant une seule jonction Josephson de grande

dimension (∼ 10 × 10µm2) et à travers laquelle est appliqué un courant continu

(current-biased Josephson-Junction, CBJJ) a été réalisée indépendamment par Mar-

tinis et al. [7] et par Yu et al. [8], figure 3.12 a).

Le potentiel vu par la phase d’une CBJJ a la forme bien connue d’une planche

à laver (washboard potential), figure 3.12 b). Si le courant appliqué Ib s’approche

du courant critique de la jonction, chacun des puits du potentiel n’a que quelques

niveaux. Dans l’expérience décrite à la référence [7], le courant est ajusté de sorte

qu’il n’y ait que trois niveaux par puits. Les deux premiers niveaux de l’un des puits

jouent le rôle de sous-espace logique {|0〉, |1〉}. Le troisième niveau, |2〉, est très près

du maximum de la barrière de potentiel. La probabilité tunnel vers le continuum est

grande et le temps de vie de cet état est par conséquent très court. Les opérations

logiques sont réalisées en appliquant un courant alternatif à la fréquence de transition

ω01 entre les états logiques. Comme dans le cas du qubit de Saclay, une phase relative

est toujours accumulée et devra être refocalisée. Ici toutefois, la fréquence de transition

ω01 peut être ajustée en variant l’amplitude du courant continu. La mesure est réalisée

en pompant premièrement le système à la fréquence de transition ω12 entre les états

|1〉 et |2〉. Si, suite à l’application de ce courant alternatif, un voltage apparâıt aux

82



3.4. QUBITS SUPRACONDUCTEURS : DESIGNS ET RÉALISATIONS
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Fig. 3.12: a) Jonction Josephson sur laquelle on applique un courant (Current biased

Josephson-jonction, CBJJ). Dans les expériences décrites aux références [7] et [8], les jonc-

tions ont une grande capacité, ∼6pF. La clé du succès de ces expériences est de manipuler

l’impédance de l’environnement de façon à ce que l’impédance effective vue par le qubit

soit grande et donc les fluctuations de courant faibles. Par exemple, dans l’expérience de

Martinis et al., 1/Re[Y (ω)] ∼ 560kΩ, ce qui est beaucoup plus grand que la valeur typique

de 100Ω aux fréquences micro-ondes [118]. Plus de détails concernant l’importance de l’ad-

mittance sur la dynamique d’une CBJJ seront présentés à la section 5.3.1. b) Potentiel en

forme de planche à laver avec seulement quelques niveaux dans chaque puits. Un seul puits

est présenté. Les deux premiers niveaux forment le sous-espace de calcul. Le taux tunnel Γ2

de l’état |2〉 vers le continuum est très grand. Figures adaptées de la référence [7].

bornes de la jonction, le résultat de la mesure est |1〉. Ce type de qubit sera décrit de

façon plus détaillée au chapitre 4.

Avec ce système, Martinis et al. ont pu observer des oscillations de Rabi en fonction

de la puissance du courant alternatif. Le temps de déphasage extrait de ces obser-

vations est ∼10ns. Un meilleur choix de matériaux pourrait améliorer ce temps [7].

L’expérience décrite à la référence [8] utilise un design similaire mais où plus de ni-

veaux sont présents dans chaque puits. Dans ce cas, les oscillations de Rabi en fonction

du temps ont été observées. Le temps de déphasage est estimé à 4.9µs.

Un avantage de cette architecture est qu’il ne requiert qu’une jonction par qu-

bit. Il est toutefois essentiel d’écranter les fluctuations de courant en manipulant

l’impédance de l’environnement de façon à ce que sa partie réelle soit grande (le bruit

de courant Johnson-Nyquist sur la jonction va comme 1/Re[Z(ω)]). Ceci a été réalisé

différemment dans chacune des expériences citées ici. Notons finalement que puisque
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le troisième niveaux est fortement couplé au continuum, il est particulièrement im-

portant de considérer la ‘fuite hors du sous-espace de calcul’ [169] dans ce système.

Cette question est abordée en plus grands détails au chapitre 4.

3.5 Sommaire

Dans ce chapitre, plusieurs architectures de qubits supraconducteurs ont été pré-

sentées. La compétition entre énergie de charge et énergie Josephson donne une grande

richesse à la dynamique des Jonctions Josephson et rend possible un grand nombre de

qubits supraconducteurs différents. Chaque design a ses avantages et inconvénients.

En raison de l’existence d’un point d’opération où les états logiques sont insensibles

aux fluctuations, le qubit phase–charge semble particulièrement intéressant. Ce type

de point particulier n’est toutefois certainement pas limité à ce design de qubit et la

recherche de nouveaux designs devrait être guidée par ce type de considération.

Afin de ne pas alourdir la discussion, certaines des contributions originales de ce

travail en lien avec les qubits supraconducteurs n’ont été que brièvement présentées

dans les pages précédentes. Ces contributions sont décrites en détails aux annexes C

et D. Rappelons qu’à l’annexe C, on s’intéresse au concept d’universalité encodé

appliqué aux qubits de phase. Il s’agit, à notre connaissance, de la première étude

sur le sujet. À l’annexe D, on décrit un nouveau design de qubit supraconducteur.

Celui-ci utilise une jonction π dans le but d’atteindre la bistabilité sans flux extérieur.

Une autre contribution originale brièvement abordée ici concerne les qubits basés sur

les barrières de grain entre supraconducteurs de type d. Ces travaux ont été décrit en

détails dans un autre contexte [4, 5] et ne sont pas répétés ici.
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Chapitre 4

Interaction qubit-qubit ajustable

Best possible knowledge of a whole does not include best

possible knowledge of its parts – and this is what keeps

coming back to haunt us.

- Erwin Schrödinger

Dans le chapitre précédent, plusieurs designs de qubits supraconducteurs ont été

exposés ainsi que certains des succès expérimentaux les plus marquants. Étant donné

la qualité des résultats obtenus à l’aide des designs du type phase-charge et du type

CBJJ, le prochain défi expérimental semble être de montrer l’enchevêtrement d’une

paire de qubits.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à une façon originale de faire interagir différents

types de qubits supraconducteurs. On commence par rappeler différentes suggestions

parues dans la littérature.

4.1 Méthodes d’interaction pour qubits supraconducteurs

4.1.1 Qubits de charge

Pour les qubits de charge, plusieurs méthodes d’interaction ont été suggérées. La

technique la plus simple est probablement de connecter l’̂ıle des deux qubits à l’aide

d’une capacité [83] ou d’une jonction Josephson [170]. Dans le premier cas, la charge
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sur l’̂ıle d’un qubit influence la charge sur l’̂ıle de son voisin de la même façon que

le fait le voltage de grille Vg. Ceci se traduit dans l’hamiltonien par un terme de

la forme n1n2/C̃int, où ni est la charge sur l’̂ıle du qubit i et où C̃int dépend de la

capacité reliant les qubits. Grâce au remplacement (3.23) vers les matrices de Pauli,

on trouve une interaction ayant la forme σzσz dans la base de calcul. Comme on

l’a vu à la section §1.4, une telle interaction permet de réaliser l’opération CP qui

est équivalente au non-contrôlé. Ce type d’interaction capacitive a récemment été

réalisée expérimentalement avec succès [149]. En raison de la capacité intrinsèque

de la jonction, on a aussi le terme d’interaction σzσz avec une jonction Josephson.

L’énergie Josephson introduit également un terme EJ cos(φ1−φ2), où φi est la phase

conjuguée à ni. Avec le remplacement (3.23), ceci se traduit par une interaction ayant

la forme σxσx +σyσy dans la base de calcul. Cette interaction permet aussi de réaliser

le CNOT.

Un problème évident relié à ce type d’interaction entre qubits est que l’on a au-

cun contrôle dynamique sur l’amplitude du couplage entre les qubits puisque celle-ci

est fixée au moment de la fabrication. L’interaction est par conséquent toujours en

opération. Il est toutefois possible d’utiliser les techniques de refocalisation pour an-

nuler, en moyenne, l’interaction lorsqu’elle n’est pas nécessaire au calcul. Par exemple,

la refocalisation d’une interaction Jσzσz est basée sur les identités σxσzσx = −σz et

σ2
x = I. Ainsi, suite à l’évolution libre sous l’hamiltonien Jσzσz sur une période τ/2,

si on applique sur un des qubits une paire de pulses π séparées d’une seconde période

τ/2 d’évolution libre, l’action de l’interaction sur τ est complètement annulée :

Rx1(π) e−iJτ σz1σz2/2Rx1(π) e−iJτ σz1σz2/2 = e+iJτ σz1σz2/2 e−iJτ σz1σz2/2 = I (4.1)

Ceci complique toutefois les manipulations et une refocalisation imparfaite entrâıne

des erreurs. De même, ces techniques de refocalisation sont bien adaptées à la résonance

magnétique nucléaire où les interactions spin–spin sont plutôt lentes (10 – 100Hz).

Dans les systèmes supraconducteurs, les énergies sont typiquement plus grandes et

l’interaction plus rapide (10MHz – 10GHz). Ceci a comme avantage que la vitesse

d’horloge de l’ordinateur quantique est supérieure. En contrepartie, ceci signifie que

les impulsions de refocalisation doivent être rapides et précises, ce qui augmente da-

vantage les complications. De même, le seuil (threshold) de probabilité d’erreurs pour
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2

2

Fig. 4.1: Qubits couplés en parallèle à une inductance L.

le calcul tolérant aux imperfections n’a pas encore été évalué dans le cas où l’interac-

tion qubit–qubit est toujours présente. Il est à espérer que ce seuil n’est pas trop bas,

ce qui rendrait ce type d’approche impossible à utiliser en pratique.

Notons qu’en remplaçant la jonction reliant les qubits par un SQUID, il est possible

de contrôler l’amplitude du couplage à l’aide d’un flux externe [171]. En pratique

toutefois, les jonctions formant le SQUID ne seront pas identiques et une interaction

résiduelle sera toujours présente.

Une troisième approche, mise de l’avant par le groupe de G. Schön, utilise une

inductance connectée en parallèle avec les qubits, figure 4.1 [78, 108]. Dans cette

approche, l’inductance est choisie de façon à ce que la fréquence ωLC = 1/
√
NCqbL

de l’oscillateur associé soit plus grande que les énergies typiques des qubits (EJ et EC).

Ici, Cqb est la capacité effective d’un qubit C−1
qb = 1/Cg + 1/CJ et N est le nombre de

qubits connectés à l’inductance. Dans ce cas, les qubits ne peuvent exciter l’oscillateur

LC et c’est plutôt grâce aux excitations virtuelles de celui-ci que le couplage qubit–

qubit est possible.

En écrivant l’hamiltonien du système qubits + oscillateur puis en éliminant les

variables de ce dernier on trouve l’interaction qubit–qubit effective suivante [78,108]

Hint = −
∑
i<j

Bx(Φxi)Bx(Φxj)

EL

σyiσyj, (4.2)

avec EL = (CJ/Cqb)
2Φ2

0/π
2L et Bx(Φxi) = 2EJ cos(πΦxi/Φ0). Cette interaction sera

présente dans la mesure où les fluctuations de la phase Φ du circuit LC sont faibles :
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√
〈Φ2〉 � CJΦ0/Cqb.

Cette approche a comme avantage que l’interaction entre les qubits i et j (où i et j

ne sont pas nécessairement voisins) peut être fermée en ajustant Bx(Φxi) ou Bx(Φxj)

à zéro. Toutefois, cet avantage implique en contrepartie plusieurs problèmes. En effet,

on remarque premièrement qu’il est impossible de faire des rotations simultanément

selon x sur des qubits différents sans faire interagir ceux-ci avec le termeHint. Il est par

conséquent impossible de faire des opérations en parallèle (sauf les rotations à un qubit

selon z) avec ce design. On ne peut donc tirer avantage des optimisations discutées

à la section §1.7. Ce qui est plus grave est que les techniques de calcul quantique

tolérant aux imperfections nécessitent un haut degré de parallélisme classique [172].

Un ordinateur quantique construit avec cette approche pour l’interaction qubit–qubit

ne pourra donc pas atteindre le seuil de tolérance du calcul tolérant aux imperfections.

Un problème encore plus important concernant cette approche est que, afin d’avoir

une interaction suffisamment importante et ainsi des opérations à deux qubits rapides,

l’inductance doit être L ≥ 1µH [108]. Un design légèrement différent permet plutôt

de prendre L &1nH [173]. Sachant qu’une inductance microfabriquée standard a une

inductance par unité de longueur d’environ ∼1pH/µm [174], il apparâıt clairement

que l’inductance nécessaire pour réaliser l’interaction entre qubits médiée par les

excitations virtuelles d’un oscillateur LC serait difficile à fabriquer et à intégrer en

pratique. Une approche récente et légèrement différente règle, en principe, le problème

d’intégration mais souffre toujours de l’impossibilité de faire des opérations logiques

en parallèle [175].

Finalement, une technique alternative utilise le couplage inductif mutuel entre les

SQUIDs formant les boucles des qubits de charge [176]. Puisque la self de ces boucles

est en pratique très faible, il semble que ce couplage inductif soit petit et donc que

les opérations résultantes soient lentes.

4.1.2 Qubits de phase

Pour les qubits de phase du type à trois jonctions ou SQUID-rf, l’interaction qui

semble la plus naturelle est le couplage inductif. En plaçant les boucles de deux qubits

à proximité, on obtient un terme MI1I2 dans l’hamiltonien, avec M l’inductance
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mutuelle et Ii le courant dans la boucle du qubit i [121]. Selon que l’on couple ainsi

les boucles principales ou secondaires des qubits, on obtient un terme d’interaction

ayant la symétrie σzσz, σzσx ou σxσx. Les temps caractéristiques pour l’interaction

qubit–qubit sont du même ordre que ceux des opérations à un bit [108].

Cette approche est similaire en esprit au couplage capacitif pour les qubits de

charge et souffre du même problème : l’interaction qubit–qubit est toujours présente.

Une alternative utilise les excitations virtuelles d’un circuit LC couplé inductivement

au registre de qubits [173]. Comme on peut s’y attendre, cette approche est équivalente

à celle de la figure 4.1 et présente les mêmes complications.

Pour les qubits basés sur les supraconducteurs à haute température critique,

différentes approches ont été suggérées. Pour les qubits basés sur les barrières de

grain présentés à la figure 3.10 a), un transistor à ‘un électron’ supraconducteur

(superconducting single electron transistor, SSET) entre les qubits permet une inter-

action de la forme σzσz [5]. L’amplitude de l’interaction dépend de l’énergie Josephson

des jonctions du transistor. Celles-ci peuvent être choisies de telle sorte que le temps

caractéristique d’interaction soit du même ordre de grandeur que les opérations à un

qubit. De même, en ajustant le voltage de grille du SSET, il est possible de fermer ou

d’ouvrir le couplage entre qubits. Les SSETs ont l’avantage de commuter rapidement

entre ces états ouvert et fermé (qubits découplés ou couplés). Malheureusement, il ne

s’agit pas d’un commutateur parfait et peut causer un couplage résiduel dans le mode

où les qubits devraient être découplés.

Pour le qubit à terminaux multiples de la Figure 3.10 b), le couplage qubit–qubit

est possible grâce à un 2DEG supplémentaire reliant les qubits. Un voltage de grille

sur le 2DEG permet de connecter ou déconnecter une paire de qubits [162,177].

Finalement, Blatter et al. ont suggéré un mécanisme basé sur les jonctions π/2

pour coupler et découpler des qubits [161]. Dans cette approche toutefois, chaque

commutateur requiert un grand nombre d’éléments (6 jonctions ‘0’, une jonction

π et une jonction π/2 par commutateur) et impose des contraintes de fabrication

importante (certaines paires de jonctions doivent avoir la même énergie Josephson).

Il semble donc, encore une fois de plus, que cette approche ne soit pas utile en pratique.
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4.1.3 Designs récents

Pour les qubits phase–charge de Saclay et le design basé sur une seule jonction

Josephson (CBJJ) exposés à la section §3.4.3, peu de suggestions de couplage ont

jusqu’à présent été présentées.

Pour le qubit phase–charge, un couplage capacitif semble être une solution na-

turelle. Comme décrit précédemment, un tel couplage donne une interaction ayant

la forme σzσz dans la base de charge. Toutefois, puisque ce qubit opère dans une

base formée de superpositions symétrique et antisymétrique d’états de charge (i.e.,

(|n = 0〉±|n = 1〉)/
√

2 dans l’approximation à deux charges valide pour EJ/EC petit),

le remplacement (3.23) n’est plus valide. Dans cette nouvelle base logique, l’opérateur

de charge prend plutôt la forme n̂→ (I− β σx)/2. Le facteur β peut facilement être

évalué par diagonalisation exacte. Au point d’opération du qubit phase–charge, celui-

ci prend la valeur β = 1 lorsque l’énergie de charge domine par rapport à l’énergie

Josephson et crôıt avec une augmentation du rapport EJ/EC . Dans cette base, l’in-

teraction a donc la symétrie σxσx. Ce type d’interaction capacitive est probablement

le plus simple à réaliser en pratique mais a les désavantages énoncés plus haut.

Pour le qubit du type CBJJ, un couplage capacitif a été suggéré par J. Marti-

nis [178] mais n’a pas été analysé en détail. Dans la section suivante, cette idée est

explorée de façon plus approfondie. On appliquera ensuite les résultats de cette étude

au couplage ajustable d’une paire de qubits phase–charge. Cette approche originale

peut toutefois s’appliquer à d’autres types de qubits. Les deux prochaines sections

sont basées sur la référence [179].

4.2 Interaction résonante entre CBJJ

La figure 4.2 présente deux qubits du type CBJJ couplés par une capacité. En

utilisant l’approche décrite au chapitre 3, on obtient facilement l’hamiltonien de ce

système :

H =

(
p2

1

2C̃j1

− Ej1 cosφ1 −
Φ0

2π
I1φ1

)
+

(
p2

2

2C̃j2

− Ej2 cosφ2 −
Φ0

2π
I2φ2

)
+
p1p2

C̃c

. (4.3)
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4.2. INTERACTION RÉSONANTE ENTRE CBJJ

Fig. 4.2: Paire de qubits CBJJ couplés par une capacité Cc.

Ici, pi est la charge au point i et φi la différence de phase de la jonction i. Les capacités

effectives sont

C̃j1 = Cj1 +

(
1

Cj2

+
1

Cc

)−1

,

C̃j2 = Cj2 +

(
1

Cj1

+
1

Cc

)−1

,

C̃c = Cj1Cj2

(
1

Cj1

+
1

Cj2

+
1

Cc

)
.

(4.4)

Les termes entre les première et seconde paires de parenthèses dans (4.3) décrivent

respectivement le premier et second qubits. Le dernier terme décrit l’interaction entre

ceux-ci. Puisqu’il s’agit d’un couplage capacitif, on retrouve une interaction du type

charge-charge. Pour les qubits CBJJ la charge n’est pas un bon nombre quantique et

on ne peut faire le remplacement (3.23) vers les matrices de Pauli.

De façon à faciliter l’analyse, on prend ici Cj1 = Cj2 ≡ Cj et Ej1 = Ej2 ≡ Ej. Le

cas plus réaliste où les jonctions ne sont pas identiques ne pose pas de problème en

pratique. Comme il deviendra apparent plus loin, il suffit alors de régler les courants

appliqués en conséquence. De plus, on choisit de travailler avec le même type de

jonctions et dans le même régime que l’expérience de la référence [7]. Tel que décrit

à la section §3.4.3 et illustré à la figure 3.12, on ajuste donc le courant dans chacune

des jonctions de sorte qu’il n’y ait que trois niveaux par puits. Les courants appliqués

s’approchent donc du courant critique des jonctions. Dans ce cas, l’énergie potentielle

d’un puits s’approxime bien par un potentiel cubique U(φ̃) = 1
2
mω2

pφ̃
2(1−φ̃/∆φ̃) [129].

Les paramètres importants de ce potentiel sont présentés à la figure 4.3. À l’aide de

cette approximation, on peut donc traiter les jonctions comme si elles étaient des
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Fig. 4.3: Potentiel cubique associé à une jonction Josephson à travers laquelle est appliqué

un courant s’approchant du courant critique. La coordonnée dans le puits est φ̃ = φ−φ0, où φ

est la différence de phase de la jonction et φ0 la position du minimum du potentiel. En bonne

approximation, on a ∆φ̃ =
√

18(1− Ib/Ic) et U0 = 23/2Φ0Ic(1− Ib/Ic)3/2/3π. La fréquence

plasma ωp est la fréquence des petites oscillations dans le puits ωp =
√

m−1(∂2U/∂φ̃2)φ̃=0

où la ‘masse’ est donnée par m = C(Φ0/2π)2 avec C la capacité totale de la jonction. Figure

adaptée de la référence [129].

oscillateurs anharmoniques.

Avec cette analogie, le terme d’interaction dans l’hamiltonien (4.3) devient un

couplage impulsion–impulsion entre les oscillateurs. Afin de déterminer la façon dont

ce couplage agit sur les états logiques, on commence par trouver les états propres

du système couplé. Pour arriver à ce résultat, on exprime d’abord l’hamiltonien (4.3)

dans la base des états de chacun des qubits {|0〉, |1〉, |2〉}⊗{|0〉, |1〉, |2〉} = {|00〉, |01〉,
|02〉, |10〉, |11〉, |12〉, . . .}, où l’index de gauche est pour le qubit #1 et celui de droite

pour le qubit de #2. Pour un oscillateur anharmonique cela ne peut évidemment

pas être fait exactement. De plus, puisque le courant appliqué s’approche du courant

critique, l’anharmonicité n’est pas faible et le premier ordre de la théorie de pertur-

bation ne sera typiquement pas suffisant. Le calcul est donc réalisé numériquement

en exprimant d’abord les éléments de matrice de l’hamiltonien de l’oscillateur anhar-

monique dans la base des états propres de l’oscillateur harmonique. On diagonalise

le résultat obtenu en utilisant environ 20 états de base de l’oscillateur harmonique.

Pour le terme d’interaction, on exprime les éléments de matrice de l’impulsion dans la

base {|0〉, |1〉, |2〉}. Ces éléments de matrice sont calculés en utilisant les états propres

obtenus de la diagonalisation numérique. Dans la base du nombre d’occupation de

l’oscillateur harmonique, la mécanique quantique élémentaire nous donne pour les
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impulsions entrant dans le terme d’interaction

pi 7→ i
2π

Φ0

√
m~ωpi

2
(a†i − ai), (4.5)

où la ‘masse’m et la fréquence plasma ωpi de la jonction i sont données respectivement

par m = C̃j(Φ0/2π)2 et ωpi =
√

2πIc/C̃jΦ0 (1− (Ii/Ic)
2)

1/4
[117,129].

Dans le but de se former une intuition pour les résultats numériques, étudions

d’abord les résultats de la théorie de perturbation au premier ordre. Dans ce cas, on

obtient pour l’impulsion (dans la base {|0〉, |1〉, |2〉})

pi =
2π

Φ0

√
mi~ωpi

 0 −i/
√

2 −i
√

2σi

i/
√

2 0 −i
i
√

2σi i 0

 , (4.6)

où σi = −
√

~3ωpiIc/2m(Ii − Ic)/6 est le facteur d’anharmonicité : Hanharmonique =

~ω(N + 1/2) + σ~ωX3 [180]. Prenant le produit tensoriel de p1 et p2, en ajoutant ce

résultat à l’hamiltonien des deux jonctions découplées, on obtient

H =

E1 0 0 0 −γ/2 −γσ 0 −γσ −2γσ2

0 E2 0 γ/2 0 −γ/
√

2 γσ 0 −
√

2γσ

0 0 E3 γσ γ
√

2 0 2γσ2
√

2γσ 0

0 γ/2 γσ E4 0 0 0 −γ/
√

2 −
√

2γσ

−γ/2 0 γ/
√

2 0 E5 0 γ/
√

2 0 −γ
−γσ −γ/

√
2 0 0 0 E6

√
2γσ γ 0

0 γσ 2γσ2 0 γ/
√

2
√

2γσ E7 0 0

−γσ 0
√

2γσ −γ/
√

2 0 γ 0 E8 0

−2γσ2 −
√

2γσ 0 −
√

2γσ −γ 0 0 0 E9


,

(4.7)

où E1 = E10 +E20, E2 = E10 +E21, E3 = E10 +E22, . . ., E9 = E12 +E22. Ici, Eij est

l’énergie du jième niveau du qubit i et γ ≡ ~√ωp1ωp2 C̃j/C̃c.

Attardons-nous tout d’abord au sous-espace décrit par les états {|01〉, |10〉}. Dans

ce sous-espace, l’hamiltonien prend la forme

H2 =

(
E2 γ/2

γ/2 E4

)
. (4.8)
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Avec E2 = E4, c’est-à-dire en ajustant les courants de sorte que E11−E10 = E21−E20,

alors sans le couplage γ les états |01〉 et |10〉 sont dégénérés. L’interaction lève cette

dégénérescence et les nouveaux états propres sont des superpositions de |10〉 et |01〉 :

(|10〉±|01〉)/
√

2. Il s’agit d’états d’enchevêtrement maximal des deux qubits. Ainsi, si

le système est initialement préparé dans l’état |10〉 alors, sous l’action de ce couplage,

il oscillera de façon cohérente entre |10〉 et |01〉 par échange d’un ‘quanta’ entre les

jonctions.

Ceci n’est malheureusement pas une description complète du système. Comme on

le voit clairement de (4.7), les vrais états propres du système couplé (sans tenir compte

de l’environnement pour l’instant) feront intervenir d’autres états. En particulier,

ceux-ci feront intervenir l’état |2〉. Tel que décrit à la section §3.4.3, cet état se trouve

près du haut de la barrière de potentiel et son taux tunnel vers le continuum est

grand. Le temps de vie de ce niveau est très court et la présence de |2〉 dans les états

propres aura pour effet de réduire le temps de cohérence du système.

Afin d’évaluer jusqu’à quel point cette fuite hors du sous-espace {|01〉, |10〉} est

importante, on a maintenant recours au calcul numérique. Les étapes de calcul sont

les mêmes qu’énoncées précédemment, à la différence que l’hamiltonien (4.7) est main-

tenant obtenue à partir des résultats de la diagonalisation numérique. Dans ce calcul,

on choisit les valeurs des paramètres citées à la référence [7] : Cj=6pF et Ic = 21µA.

De plus, on prend pour le courant appliqué I = 20.8µA de sorte qu’il n’y a que trois

niveaux dans chaque puits. La capacité de couplage est Cc = 25fF. Cette valeur est

choisie de façon à minimiser la participation de l’état |2〉 tout en gardant un temps

caractéristique raisonnable pour l’interaction qubit–qubit (voir plus loin).

De cette façon, on obtient pour les états propres faisant intervenir |01〉 et |10〉
fortement :

|φ2〉 = 0.707|01〉 − 0.707|10〉+ 10−4|02〉+ 10−3|12〉+ 10−4|20〉+ 10−3|21〉;

|φ3〉 = 0.707|01〉+ 0.707|10〉+ 10−4|02〉+ 10−3|12〉+ 10−4|20〉+ 10−3|21〉.
(4.9)

Comme on est en droit de s’attendre, les états propres du système s’approchent des

états d’enchevêtrement maximal. Toutefois, il existe une faible probabilité, de l’ordre

de 10−6, de trouver le système dans l’état |2〉. Les autres états propres font aussi

intervenir l’état |2〉 avec une faible probabilité. On observe que la fuite est la plus im-

portante pour l’état propre s’approchant de |11〉 qui a une probabilité d’occupation
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de l’état |2〉 de l’ordre de 10−4. Très grossièrement, le temps de vie d’une superposi-

tion d’états ayant pour l’état |2〉 une probabilité d’occupation ρ22 est de l’ordre de

(ρ22Γ2)
−1. Puisque Γ2/Γ1 ∼ 103 [7], alors une probabilité d’occupation ρ22 plus petite

que ∼ 10−3 ne devrait pas changer de façon dramatique le temps de vie des qubits.

Lorsque les qubits ne sont pas en résonance, E2 6= E4, leur dynamique est dé-

couplée. Afin de vérifier que cela est bien le cas, on garde le courant dans le premier

qubit à 20.8µA et on l’ajuste pour le second à 20.43µA. Avec cette valeur de courant,

11 niveaux doivent être pris en considération pour le second qubit. Dans ce cas, les

états propres (4.9) deviennent

|φ2〉 = −0.007|01〉+ 0.999|10〉;

|φ3〉 = 0.999|01〉+ 0.007|10〉.
(4.10)

où la participation d’autres états avec une probabilité de l’ordre de 10−6 a été omise.

Comme il se doit, les états |01〉 et |10〉 sont effectivement découplés. Encore une fois,

le calcul des autres états propres montre que c’est pour l’état propre |11〉 que la par-

ticipation de l’état |2〉 est la plus grande. Celui-ci se mélange avec |20〉 et |02〉 qui ont

le même nombre de ‘quanta’. Notons que le mapping vers un potentiel cubique n’est

valide que pour des courants s’approchant du courant critique. L’approche utilisée ici

ne devrait donc pas être employée pour des courants beaucoup plus faibles.

À l’aide de ces résultats, on s’intéresse maintenant aux opérations logiques quan-

tiques qu’il est possible de réaliser avec cette interaction. On prend ici les qubits

en résonance E2 = E4. Puisque l’on suppose que les qubits ont les mêmes ca-

ractéristiques, les paires d’états {|02〉, |20〉} et {|12〉, |21〉} seront aussi en résonance.

Ces états ne sont toutefois pas directement impliqués dans la dynamique (qui nous

intéresse) et ils seront omis pour l’instant. Ainsi, en omettant des termes d’au plus

O(10−4) en probabilité, les états propres pertinents sont :

|φ1〉 = |00〉;

|φ2〉 = (|10〉 − |01〉) /
√

2;

|φ3〉 = (|10〉+ |01〉) /
√

2;

|φ4〉 = |11〉.

(4.11)

À ces états correspondent les énergies propres E ′
1 à E ′

4.
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Imaginons que le premier qubit est préparé au temps t = 0 dans un état arbitraire

a|0〉 + b|1〉 et que le second est dans son fondamental |0〉. En développant l’état du

système total au temps t = 0 dans la base des états propres (4.11), on trouve qu’au

temps t = T celui-ci sera dans l’état

|ψ(T )〉 = a e−iE1T/~|00〉+ b e−iẼT/~
[
cos

(
γT

2~

)
|01〉 − i sin

(
γT

2~

)
|10〉

]
. (4.12)

Pour obtenir cette expression, on a utilisé le fait que E ′
2 = Ẽ − γ/2 et E ′

3 = Ẽ + γ/2,

où Ẽ = Eq0 + Eb1. Il apparâıt de (4.12) que l’hamiltonien du système couplé agit

comme e−iẼt/~e−iσxγT/2~ sur le sous-espace {|01〉, |10〉} et comme un facteur de phase

(relatif) sur les autres états.

Tel que mentionné précédemment, l’effet de cette interaction peut être observé

expérimentalement en préparant d’abord les qubits, alors qu’ils sont hors résonance,

dans l’état |10〉. On les place ensuite en résonance pendant un temps T pour finale-

ment mesurer l’état d’un des deux qubits. En répétant la procédure pour différentes

valeurs de T , la probabilité de mesurer le qubit dans l’état |1〉 oscillera à la fréquence

γ/h. Avec les valeurs des différents paramètres données précédemment, la période cor-

respondant à ces oscillations est d’environ 40ns, ce qui est raisonnable pour le qubit

CBJJ [7]. Pour des qubits découplés, de telles oscillations surviendront seulement sous

application d’un courant alternatif. L’observation de cette oscillation de probabilité

pour deux qubits couplés et sans application de courant alternatif constitue donc une

démonstration indirecte de l’enchevêtrement entre les qubits.

Dans le contexte du calcul quantique, cette évolution sur une demi-période h/2γ

correspond à l’opération logique SWAP dont on a déjà discuté à la section §1.7. Si on

laisse le système évoluer plutôt sur un quart de période, on réalise alors l’opération

‘racine de swap’ (à des facteurs de phase relative près)

√
SWAP =


1

1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

1

 . (4.13)

Cette opération est équivalente au CNOT et permet le calcul quantique universel sur

les qubits CBJJ.
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Notons finalement qu’il est possible de réduire le mélange à l’état |2〉 en optimi-

sant la valeur des paramètres. Par exemple, en réduisant la valeur de la capacité de

couplage Cc, la participation de |2〉 diminue. Une telle diminution de Cc implique tou-

tefois une diminution de la fréquence γ/h, ce qui n’est pas pratique du point de vue

du calcul quantique. Mentionnons finalement que le couplage entre les qubits doit être

ajusté adiabatiquement par rapport à l’énergie entre les niveaux des qubits (∼1ns)

mais plus rapidement que la fréquence d’oscillations γ/h. Ceci laisse une fenêtre de

temps raisonnable.

4.2.1 Déphasage et relaxation du circuit résonant

En plus de la fuite hors des états logiques des jonctions, il est important de

considérer le déphasage et la relaxation. L’effet des fluctuations de courant sur une

CBJJ a été étudié par Martinis et al. [181]. On ne considérera ici que l’effet des fluc-

tuations sur le système couplé près de la résonance. On ne s’intéressera donc qu’au

sous-espace {|01〉, |10〉} avec comme hamiltonien (4.8) obtenu au premier ordre en

anharmonicité.

En omettant un facteur proportionnel à l’identité, on commence par réécrire cet

hamiltonien sous la forme

H2 =
1

2

(
δE γ

γ −δE

)
=
δE

2
σz +

γ

2
σx,

(4.14)

où δE = E2 − E4. Les états propres sont [108] :

| ↑〉 = cos
θ

2
|0〉+ sin

θ

2
|1〉

| ↓〉 = − sin
θ

2
|0〉+ cos

θ

2
|1〉

(4.15)

avec θ = tan−1(γ/δE). À la résonance, δE = 0 et θ = π/2. Dans cette base, on peut

écrire

H2 =
∆E

2
τz, (4.16)
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+
2

Fig. 4.4: États logiques {|0〉, |1〉} et états propres {| ↑〉, | ↓〉} de l’hamiltonien à un qubit

Bz/2 σz + Bx/2 σx sur la sphère de Bloch. Dans le cas qui nous intéresse ici, Bz = δE

et Bx = γ. Les états logiques sont alignés selon ±ẑ et les états propres selon ±ẑ′ Figure

adaptée de la référence [134].

où ∆E =
√
δE2 + γ2 et les τi sont les matrices de Pauli dans la base des états propres

de H2 :

σz = cos θ τz − sin θ τx

σx = sin θ τz + cos θ τx.
(4.17)

Une représentation sur la sphère de Bloch de ces différentes bases se trouve à la

figure 4.4.

Dans ce système, des sources importantes de décohérence sont les fluctuations de

courant δIb1(t) et δIb2(t) sur chacune des jonctions. Les variations de la fréquence

plasma de la jonction i dues aux fluctuations de courant de la source Ibi sont données

par

δωpi(t) = −1

2
ωpi

Ibi δIbi(t)

I2
c − I2

bi

. (4.18)

Ces fluctuations affectent les niveaux d’énergie des jonctions et le couplage γ. En se

limitant au premier ordre en δI pour δE et γ et au premier ordre en anharmonicité

pour δE, on obtient l’hamiltonien système–bain suivant :

HSB =
~
2

(−δωp1 + δωp2) σz +
γ

4

(
δωp1

ωp1

+
δωp2

ωp2

)
σx. (4.19)
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En utilisant le changement de base (4.17), on a finalement, dans la base des états

propres de H2,

HSB =
τz
2

(
δωp1

[
γ

2

sin θ

ωp1

− ~ cos θ

]
+ δωp2

[
γ

2

sin θ

ωp2

+ ~ cos θ

])
+
τx
2

(
δωp1

[
γ

2

cos θ

ωp1

+ ~ sin θ

]
+ δωp2

[
γ

2

cos θ

ωp2

− ~ sin θ

])
≡τz (Xz1 +Xz2) + τx (Xx1 +Xx2),

(4.20)

où lesXαi sont les opérateurs de bain. Puisqu’il y a deux sources de courant, le système

est couplé à deux environnements indépendants. Les termes en τz sont responsables

du déphasage. Les termes en τx permettent les transitions entre les états propres de

H2 et causent ainsi la relaxation.

Afin de déterminer les taux de déphasage et de relaxation, on a d’abord pour les

fréquences plasma

〈δωpi δωpi〉ω =
ω2

pi

4

I2
bi

(I2
c − I2

bi)
2
〈δI δI〉ω. (4.21)

À l’équilibre thermodynamique, le théorème fluctuation–disspation donne pour la

fonction de corrélation courant–courant

〈δI δI〉ω =
~ω
RI

coth

(
~ω

2kBT

)
. (4.22)

On suppose ici pour simplifier la discussion que l’impédance de chacune des jonctions

est telle que Re[Z(ω)] = RI .

Comme on le voit de (4.20) les fonctions de corrélation des opérateurs de bain

〈XαiXαi〉ω = ~Jαi(ω) coth

(
~ω

2kBT

)
(4.23)

font intervenir 〈δωpi δωpi〉ω et par conséquent 〈δI δI〉ω. En portant (4.22) dans (4.21)

puis en tirant les préfacteurs appropriés de (4.20), on obtient les densités spectrales

suivantes :

Jz1(ω) =

{
ωp1

4

Ib1
I2
c − I2

b1

[
γ

2

sin θ

ωp1

− ~ cos θ

]}2
ω

RI

Jz2(ω) =

{
ωp2

4

Ib2
I2
c − I2

b2

[
γ

2

sin θ

ωp2

+ ~ cos θ

]}2
ω

RI

(4.24)
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Jx1(ω) =

{
ωp1

4

Ib1
I2
c − I2

b1

[
γ

2

cos θ

ωp1

+ ~ sin θ

]}2
ω

RI

Jx2(ω) =

{
ωp2

4

Ib2
I2
c − I2

b2

[
γ

2

cos θ

ωp2

− ~ sin θ

]}2
ω

RI

.

De la même façon qu’à la section §3.3, on obtient finalement

Γr =
1

2~
(Jx1(ω0) + Jx2(ω0)) coth

(
~ω0

2kBT

)
, (4.25)

Γφ =
Γr

2
+ 2πα

kBT

~
(4.26)

avec α = (Jz1(ω) + Jz2(ω))/2π~ω à ω → 0. Les contributions des différents bains

s’additionnent dans leur participation aux taux de déphasage et de relaxation [108].

Pour le qubit CBJJ, un long temps de cohérence ne peut être atteint que si

l’environnement de la jonction a une grande impédance. Aux fréquences micro-ondes,

celle-ci est toutefois typiquement de l’ordre de 100Ω [118]. Dans l’expérience décrite

à la référence [7], l’environnement de la jonction a été ajusté de sorte que Re[Z(ω)] ≈
560kΩ. Avec cette valeur, exactement à la résonance, on trouve que Γ−1

r et Γ−1
φ sont de

l’ordre de la milliseconde. Hors résonance, Γ−1
r augmente alors que Γ−1

φ reste du même

ordre de grandeur. C’est le résultat auquel on doit s’attendre puisqu’à la résonance

les états propres sont dans la direction x̂ sur la sphère de Bloch. C’est donc à ce

point que le ‘mélange’ des états logiques est le plus important. On vérifie aussi de

l’hamiltonien système–bain (4.20) qu’ à la résonance, le bruit selon ẑ′ est plus faible

d’un facteur ~ C̃j/C̃c par rapport au bruit selon x̂′ et vice-versa loin de la résonance.

Les plus petites valeurs de Γ−1
r et Γ−1

φ obtenues ici sont plus grandes que les temps

correspondants pour les jonctions découplées [7,8]. Coupler capacitivement une paire

de jonctions ne devrait donc pas affecter sérieusement les temps de cohérence du

système. Rappelons que l’on ne tient pas compte ici de toutes les sources de bruits et

de décohérence présentes dans le système. On ne s’intéresse qu’au bruit dû au couplage

des jonctions et non aux sources de décohérence “intrinsèques”. En particulier, on n’a

pas tenu compte de la présence du continuum.
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4.3 Interaction résonante pour qubits supraconducteurs

(a) (b)

Fig. 4.5: a) Une paire de qubits supraconducteurs couplés capacitivement à une CBJJ.

b) Qubits phase–charge couplés à une jonction Josephson. Celle-ci agit comme système

intermédiaire dans l’interaction qubit–qubit.

Le mode d’opération étudié à la section précédente suggère une technique très

générale pour faire interagir les qubits supraconducteurs. Le concept est présenté à

la figure 4.5 a). Deux bits quantiques sont couplés capacitivement à une CBJJ qui

agit comme intermédiaire dans l’interaction. On ajuste le courant dans la jonction

intermédiaire de façon à ce qu’elle soit séquentiellement en résonance avec les qubits.

Ceux-ci interagissent donc indirectement. Ce mode d’opération est semblable aux

cavités électrodynamiques [182] et aux designs d’ordinateurs quantiques basés sur les

pièges à ions linéaires [159]. Dans le premier cas, les qubits jouent le rôle des atomes et

la jonction celui de la cavité. Ajuster en résonance la jonction avec le qubit correspond

à faire passer l’atome dans la cavité. Dans la deuxième analogie, la jonction tient le

rôle du mode collectif de déplacement des ions dans le piège linéaire.

Un aspect particulièrement intéressant de cette technique est que, hors résonance,

la jonction est découplée des qubits. Il est donc possible de contrôler l’interaction

qubit–qubit. De plus, l’interaction ne requiert que des manipulations sur la jonction.

Il n’y a pas de manipulation directement sur les qubits ce qui peut aider à réduire la

décohérence. Mentionnons aussi que les qubits #1 et #2 de la figure 4.5 n’ont pas à

être du même type, en autant que chacun puisse être connecté capacitivement à la

jonction.
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Considérons pour commencer le cas où une paire de qubits phase–charge est

connectée à la jonction, figure 4.5 b). On considéra à nouveau plus de deux niveaux

pour la jonction mais, seulement deux niveaux pour les qubits phase–charge. Afin

de coupler un seul qubit à la fois au CBJJ, on choisit les qubits de façon à ce que

∆E1 6= ∆E2, où ∆Ei est la séparation en énergie entre les états logiques du qubit

i. Au point d’opération (ng = 1/2,Φ = 0), cette séparation est donnée par 2EJi.

Il est possible d’ajuster cette différence en appliquant, par exemple, un flux dans la

boucle du qubit. Cependant, celui-ci est alors plus sensible aux fluctuations de ces

paramètres de contrôle. Cette possibilité ne sera donc pas considérée davantage. En

pratique, ceci implique que les paires de jonctions formant les qubits doivent avoir

des énergies Josephson différentes [EJ1 6= EJ2 à la Figure 4.5 b)]. Notons que d’autres

façon de moduler ∆E existent [183].

Comme dans le cas des deux jonctions, le terme d’interaction qubit–jonction couple

la charge de la jonction pJ à la charge du qubit pq. Dans la base de calcul du qubit

i, on a donc un terme de la forme σxi pJ/C̃c. La description du système est essen-

tiellement identique à celle des deux jonctions couplées. Les seules modifications sont

pour le coefficient de couplage qui prend ici la forme γs ≡ 2e (2π/Φ0)
√
m~ωp/C̃c et

la renormalisation des capacités effectives.

Afin de réaliser une opération à deux qubits, on fait interagir les qubits séquentiel-

lement. À la fin de l’opération, il est important que la jonction ne soit pas enchevêtrée

avec les qubits. L’enchevêtrement résiduel affecte leur cohérence et introduit des er-

reurs dans le calcul. Afin d’éviter ce type d’enchevêtrement résiduel, on suggère la

séquence d’opérations suivante. Alors que la jonction d’interaction est hors résonance

par rapport aux deux qubits, on prépare les qubits dans un état arbitraire et la

jonction dans son fondamental

(a|00〉+ b|01〉+ c|10〉+ d|11〉)⊗ |0〉

= a|000〉+ b|010〉+ c|100〉+ d|110〉.
(4.27)

Les deux premiers index sont pour les qubits et le troisième pour la jonction. La

jonction est d’abord ajustée à la séparation d’énergie ∆E1 du premier qubit pour

un temps t1 tel que γs1t1/2~ = π/2. Elle est ensuite réglée à ∆E2 afin d’interagir

avec le second qubit pendant un temps t2 choisi de façon à ce que γs2t2/2~ = π/4.
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t

Fig. 4.6: Séquence d’interaction qubits–jonction pour la réalisation de l’opération
√

SWAP.

La première impulsion π échange l’état du premier qubit et de la jonction. L’impulsion π/2

enchevêtre la jonction et le second qubit. Le rôle de la dernière impulsion est de transférer

l’enchevêtrement vers le premier qubit. Ici, ‘ouvrir’ l’interaction entre le qubit i et la jonction

signifie ajuster le courant dans la jonction de façon à ce que la différence entre ses deux

premiers niveaux d’énergie soit ∆Ei. Lorsque l’interaction n’est pas en action, des impulsions

de refocalisation sont appliquées sur les qubits afin de freiner leur évolution (ces impulsions

ne sont pas illustrées).

Finalement, elle est à nouveau ajustée à ∆E1 pour une seconde période t1. Cette

séquence est présentée schématiquement à la figure 4.6. Notons que, comme en RMN,

ces qubits ont une différence d’énergie ∆Ei fixe. Une phase relative s’accumule donc

toujours entre leurs états logiques (dans le référentiel du laboratoire). On suppose

donc ici que le qubit inactif est refocalisé afin d’éliminer cette phase. Suite à ces

manipulations, le système sera dans l’état

|ψ(2t1 + t2)〉 = {a e−i2E′1
1 t1/~e−iE′2

1 t2/~ |00〉

− e−iẼ2t2/~
√

2

[
b e−i(E′1

1 +Ẽ1)t1/~ + c e−2iẼ1t1/~
]
|10〉

+
e−iẼ2t2/~
√

2

[
b e−2iẼ1t1/~ − c e−i(E′1

1 +Ẽ1)t1/~
]
|01〉

+d e−i2Ẽ1t1/~e−iE′2
4 t2/~ |11〉

}
⊗ |0〉,

(4.28)

où Ej
i est l’énergie du niveau i du qubit j et les énergies Ẽ1,2 et E ′ 1,2 sont définies
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comme en (4.12).

Comme il se doit, suite à cette séquence, les qubits ne sont pas enchevêtrés avec

la jonction. Notons aussi que, sans les facteurs de phase, cette séquence correspond à

l’opération
√

SWAP (4.13). Cette opération est équivalente au non-contrôlé et, avec

les opérations à un qubit, permet le calcul universel. Même en tenant compte des

facteurs de phase additionnels, cette séquence d’opérations peut créer des états d’en-

chevêtrement maximal. Par exemple, si l’on prépare au temps t = 0 les qubits dans

l’état |01〉 et la jonction dans son fondamental, on obtient au temps t = 2t1 + t2

1√
2

(
|01〉 − e−iE1

1 t1|10〉
)
. (4.29)

Il s’agit bien d’un état d’enchevêtrement maximal. Puisque la séquence de la figure 4.6

peut créer de tels états, elle est certainement suffisamment versatile pour permettre

le calcul quantique universel. En pratique, les facteurs de phase devront être pris

en considération lors de la réalisation de portes logiques. Puisque toutes les énergies

impliquées dans ces phases sont connues des calculs numériques et qu’elles dépendent

de paramètres pouvant être déterminés expérimentalement, ceci devrait être possible.

Comme dans le cas de deux CBJJ couplées, la fuite vers les états d’énergie

supérieure de la jonction est possible ici. Afin d’évaluer l’importance de cette fuite,

on prend pour la CBJJ les paramètres cités dans la référence [8] : Ic = 147µA et

CJI = 5.8pF. Avec ces valeurs et un courant dans la jonction de Ibias & 0.99Ic, la

séparation en énergie entre les deux premiers niveaux de la jonction est similaire à la

séparation ∆E pour le qubit phase–charge décrit à la référence [6]. Pour les qubits, on

prend donc CΣ = 5.5fF, ∆E1 et ∆E2 correspondant respectivement à la séparation

en énergie des premiers niveaux de la jonction pour les courants Ibias = 146.5µA et

146.75µA. La capacité de couplage est Cc = 0.1fF. Ces paramètres ont été choisis

de façon à minimiser la fuite hors des niveaux logiques de la jonction tout en ayant

un temps caractéristique pour l’opération à deux qubits le plus court possible. Avec

ces paramètres, ce temps est h/γs ∼ 85ns et est du même ordre de grandeur que la

période des oscillations de Rabi observées avec ce qubit [6]. Ces oscillations de Rabi

correspondent à l’opération logique à un qubit Rx. Ainsi, le temps caractéristique de

l’opération à deux qubits décrite ici est du même ordre de grandeur qu’une rotation

à un bit selon x.
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Par rapport au cas de la paire de qubits CBJJ couplée, la fuite hors des états

logiques est réduite car le qubit phase–charge a (en très bonne approximation) seule-

ment deux niveaux. Puisque le potentiel de la jonction CBJJ est anharmonique, une

seule paire de niveaux de la jonction sera en résonance avec le qubit. Toutefois, en

présence de deux qubits couplés à la jonction, la densité d’états est plus importante et

il est nécessaire de réaliser les opérations logiques plus lentement afin d’éviter les tran-

sitions non voulues. Ceci explique le plus grand temps h/γ des oscillations cohérentes

comparativement au cas de deux CBJJ seulement.

Numériquement, on observe que la participation de l’état |2〉 de la jonction a

une probabilité d’au plus ∼10−4. Diminuer Cc aide à réduire cette fuite mais au

prix d’un temps h/γs plus long. Évidemment, Cc ne doit pas être trop grande car

cela diminuerait l’énergie de charge au-delà des limites utiles. Mentionnons aussi

que, comme en (4.9), les états propres du sous-système qubit–jonction ne sont pas

exactement les états d’enchevêtrement maximal (4.11). Ce petit écart devra être pris

en considération lors de l’application de la séquence de la figure 4.6. Finalement, pour

découpler les qubits de la jonction, on ajuste le courant à Ibias = 146.6µA. On trouve

alors, comme en (4.10), que les états propres du système ne sont pas enchevêtrés (ou

le sont faiblement) avec une probabilité d’occupation pour |2〉 de ∼10−4.

4.3.1 Interaction qubit–qubit universelle

La méthode de couplage décrite ici ne fonctionnera qu’avec les qubits pour les-

quels le terme d’interaction avec la CBJJ est complètement hors-diagonal dans la

base de calcul. Dans la base des deux premiers états de la jonction, la charge pJ peut

être remplacée par σy. Dans cette base réduite, les termes d’interaction doivent donc

être de la forme σxq σyJ ou σyq σyJ . Avec ce type d’interaction, les états propres seront

comme il se doit des états de Bell. À l’opposé, avec un terme d’interaction de la forme

σzq σyJ , les états propres seront séparables et les oscillations cohérentes par échange

d’un quanta n’auront pas lieu. Pour les qubits de charge, le terme d’interaction pren-

dra cette dernière forme.

Afin de rendre cette approche plus versatile, il est intéressant de remarquer que

HσxH = σz, HσzH = σx, (4.30)
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où H est la transformation d’Hadamard. Si l’on ajuste les paramètres de contrôle de

sorte que l’hamiltonien du qubit soit ∆Eq σx/2 et donc l’hamiltonien qubit–jonction

Hdiag =
∆Eq

2
σxq +

∆EJ

2
σzJ +

γ

2
σzqpJ (4.31)

alors, lorsque H n’agit que sur le qubit,

HHdiagH =
∆Eq

2
σzq +

∆EJ

2
σzJ +

γ

2
σxq pJ ≡ Hhors-diag. (4.32)

De même, puisque HH = I, alors HeiHdiagtH = eiHhors-diagt. Ainsi, en appliquant une

transformation d’Hadamard sur le qubit avant et après la période d’interaction avec la

jonction, le système agira comme s’il avait un hamiltonien d’interaction complètement

hors-diagonal.

Grâce à cette astuce simple, il est donc possible d’utiliser la méthode d’interaction

proposée à la section précédente avec l’hamiltonien d’interaction σzσy. Puisque, avec

σxσy et σyσy, ce sont les seuls types d’interaction possibles, cette méthode d’interac-

tion est universelle au sens où elle s’applique à tous les qubits pouvant être connectés

à une CBJJ.

Notons que ce type d’approche où l’hamiltonien est manipulé à l’aide d’impulsions

est standard en RMN. Dans la communauté de l’informatique quantique, ce type

d’approche est connu sous le nom de ‘recoupling’. Cette approche est présentée en

plus de détails à l’annexe C.

4.3.2 Approximation séculaire

Si on ne s’intéresse pas à la fuite hors du sous-espace logique, on peut obtenir

les résultats principaux des sections §4.2 et §4.3 plus facilement en passant dans le

référentiel tournant et en utilisant l’approximation séculaire (rotating-wave approxi-

mation) [180]. En effet, tel que décrit à la section précédente, l’hamiltonien décrivant

l’interaction entre un qubit et la jonction prend la forme

H =
∆Eq

2
σzq +

∆EJ

2
σzJ +

γ

2
σxq σyJ (4.33)

dans l’approximation à deux niveaux.
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On passe au référentiel tournant pour le qubit et la jonction en utilisant les trans-

formations (~ = 1)

Tq = ei
∆Eq

2
σzq TJ = ei

∆EJ
2

σzJ , (4.34)

de sorte que, dans le référentiel tournant, l’hamiltonien est

H̃ = TqTJ H Tq
†TJ

† − ∆Eq

2
σzq −

∆EJ

2
σzJ

= i
γ

2


−e+i(∆Eq+∆EJ )t

e−i(∆Eq−∆EJ )t

−e+i(∆Eq−∆EJ )t

e−i(∆Eq+∆EJ )t

 .
(4.35)

À la résonance, ∆Eq = ∆EJ et

H̃ = i
γ

2


−e+2i∆Eqt

1

−1

e−2i∆Eqt

 . (4.36)

Dans l’approximation séculaire on néglige les termes oscillants rapidement pour finale-

ment obtenir H̃ = iγ (σ+qσ−J−σ−qσ+J)/2 que l’on notera H̃± par la suite. L’opérateur

d’évolution associé à cet hamiltonien d’interaction a la forme

Uγ(t) =


1

cos(γ t/2) sin(γ t/2)

− sin(γ t/2) cos(γ t/2)

1

 . (4.37)

Au temps t = π/2γ, on obtient bien l’opération
√

SWAP à une phase près :

Uγ(π/2γ) =


1

1/
√

2 1/
√

2

−1/
√

2 1/
√

2

1

 . (4.38)

Dans le cas de deux CBJJ couplées, on trouve de la même façon que l’hamiltonien

d’interaction est plutôt H̃XY = γ (σ+qσ−J + σ−qσ+J)/2 = γ (σxqσxJ + σyqσyJ)/4. Il
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s’agit du modèle XY qui a déjà été étudié à la section §1.5.3 dans le contexte de

l’universalité encodée. La réalisation de différentes opérations logiques à l’aide de cet

hamiltonien d’interaction a aussi été étudiée en détail à la référence [184].

Lorsque la jonction n’est pas en résonance avec le qubit, on obtient, toujours

dans l’approximation séculaire, H̃ = 0 comme il se doit. La jonction et le qubit

n’interagissent alors pas.

4.3.3 Déphasage et relaxation

Afin de déterminer les taux de décohérence pour ce système, on peut procéder

de la même façon qu’à la section 4.2.1 et s’intéresser au sous-espace {|01〉, |10〉}. On

présente ici une approche alternative où l’on s’intéresse à l’effet de l’impédance de la

jonction d’interaction sur un qubit.

On ne considère ici qu’un seul qubit couplé à la CBJJ. Le bruit aux bornes de

l’impédance Z(ω) de la jonction est traité comme une source de voltage Vf couplé au

qubit par la capacité Cc. Le spectre de fluctuation de cette source est décrit par

〈{Vf , Vf}〉ω = 2~ωRe[Zt(ω)] coth

(
~ω

2kBT

)
, (4.39)

où Zt(ω) est l’impédance effective vue entre les bornes de l’impédance Z(ω) de la

jonction :

Zt(ω) =
Z(ω)

1 + i ω CeffZ(ω)
, (4.40)

avec

Ceff = CJI +

(
1

Cc

+
1

Cg + 2CJ

)−1

. (4.41)

Comme à la référence [108], pour obtenir cette impédance effective on a seulement

tenu compte de la capacité des jonctions (avec EJ = 0).

Dans le cas où un qubit de charge est couplé à la CBJJ, le champ effectif selon z

vu par ce qubit devient B′
z = 4EC(1− 2ng − 2nf ) = Bz − 8EC nf avec nf = CcVf/2e.

L’hamiltonien à un qubit s’exprime alors comme

H = −1

2
Bz σz −

1

2
Bx σx + 4EC nf σz (4.42)

avec EC = 2e2/CΣ et Bx = 2EJ cos(πΦx/Φ0), comme en (3.26).
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Comme à la section §4.2.1, on passe maintenant à la base des états propres de

l’hamiltonien à un qubit

H = −∆E

2
τz + 4EC nf (cos θ τz + sin θ τx), (4.43)

où ∆E =
√
B2

z +B2
x et θ = tan−1(Bx/Bz). De cette dernière expression on tire

finalement l’hamiltonien d’interaction système–bain

HSB = eVf
Cc

CΣ

(cos θ τz + sin θ τx), (4.44)

d’où on obtient aisément des relations (3.31) et (3.32) les taux de relaxation et

déphasage :

Γr = sin2 θ
( e

~

)2
(
Cc

CΣ

)2 [
2 ∆E Re[Zt(∆E/~)] coth

(
∆E

2kBT

)]
, (4.45)

Γ∗φ =
1

2
cos2 θ

( e
~

)2
(
Cc

CΣ

)2 [
2 ~ωRe[Zt(ω)] coth

(
~ω

2kBT

)]
ω→0

. (4.46)

Pour un qubit de charge, on évalue ces taux en utilisant les valeurs de paramètres

suivantes : Cg = 5aF, Cj = 0.5fF, Cc = 0.1fF et CJI = 5.8pF. Pour l’impédance de la

jonction, on prend Re[Z(ω)] ≈ 560kΩ tel que vu à la section §3.4.3. La partie réelle

de l’impédance totale (4.40) a la forme d’une lorentzienne centrée à fréquence nulle.

Une grande résistance Re[Z(ω)] implique donc que presque tout le poids du spectre de

fluctuation de Vf se trouve à fréquence nulle. Avec une diminution de cette résistance,

la lorentzienne s’élargit et la contribution à la fréquence de transition ∆E/~ du qubit

augmente tandis que celle à fréquence nulle doit diminuer. Une grande résistance

Re[Z(ω)] pour la jonction d’interaction favorise donc un grand temps de relaxation

Γ−1
r mais tend à diminuer le temps de déphasage Γ∗−1

φ . La figure 4.7 présente ces

temps. On remarque, comme on s’y attend pour une grande résistance, que le temps

de relaxation est beaucoup plus grand que le temps de déphasage. De plus, le temps de

relaxation diminu à la dégénérescence ng = 1/2 puisqu’à ce point θ = π/2 et le bruit

est selon x′ seulement. En retour, il n’y a pas de bruit selon z′ et le déphasage diverge.

De la même façon, lorsque Φx/Φ0 = 1/2, la composante du bruit selon x′ s’annule

et le temps de relaxation (déphasage) est grand (petit). Ces taux de décohérence

semblent suffisamment longs pour permettre l’observation d’oscillations cohérentes

entre le qubit et la jonction.
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Fig. 4.7: Temps de relaxation (a) et de déphasage (b) d’un qubit de charge en présence

d’une CBJJ en fonction de la charge de grille et du flux extérieur sur le qubit.

Pour les qubits phase–charge, on travaille au point d’opération (ng = 1/2,Φ =

0). Dans l’approximation à deux niveaux, l’hamiltonien système–bain prend alors la

forme HSB = eVf (Cc/CΣ) τx. Dans ce modèle, il n’ y donc pas de déphasage pour

ces qubits. Les fluctuations de voltage à la fréquence de transition ∆E/~ peuvent

toutefois induire des transitions non-voulues et donc de la relaxation. En choisissant,

comme précédemment Re[Z(ω)] grand on minimise toutefois les fluctuations à hautes

fréquences et par conséquent la relaxation. Les qubits phase-charge semblent donc

particulièrement bien adaptés au type d’interaction qubit–qubit suggéré ici.

Si l’on tient compte de la présence de deux qubits connectés à la jonction, on peut

alors répéter le calcul précédent en tenant compte de la renormalisation des capa-

cités. De même, dans ce cas, les fluctuations de voltage sur la paire de qubits sont

corrélées. Les qubits sont alors couplés au même environnement (en omettant à nou-

veau l’environnement propre à chaque qubit). Dans une telle situation, les techniques

de correction d’erreurs sont plus difficiles à appliquer. Toutefois, il s’agit d’un cas où

les DFS peuvent être très utiles.

En effet, si les fluctuations se couplent en σz au qubit, alors le code

|0L〉 = |01〉

|1L〉 = |10〉,
(4.47)

déjà présenté à la section §1.5.3, protégera la paire de qubits. Dans le cas où les fluc-
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tuations de voltage se couplent en σx, le code (1.31) est toutefois inutile. C’est le cas

des qubits phase–charge puisque pour ceux-ci les états logiques sont les états propres.

Pour déterminer le code à utiliser dans cette circonstance, il suffit de remarquer que,

dans la notation de la section 1.5.2, l’opérateur du système se couplant au bain est ici

Sα = σx1 +σx2. Puisque l’espace noyau de Sα satisfait par définition (1.28), il ne reste

plus qu’à trouver les vecteurs appartenant à cet espace. De cette façon, on obtient le

code

|0L〉 =
1√
2

(|00〉 − |11〉)

|1L〉 =
1√
2

(|01〉 − |10〉) .
(4.48)

En utilisant deux qubits physiques par qubit logique, on peut donc protéger l’infor-

mation des fluctuations collectives de voltage.

Si n qubits physiques sont couplés à la même CBJJ, il est alors possible d’utiliser

un des codes mentionnés ici dans le but d’obtenir n/2 qubits logiques. Notons que

dans la situation où le code (4.47) est utilisé, il est possible d’utiliser les résultats

de la section §1.5.3 et une modification de ceux de la référence [185] afin de faire

du calcul universel sur les qubits logiques. En effet, de l’équation (1.32) on sait que

l’hamiltonien σz appliqué sur un des qubits physiques agit comme σ̄z sur le code. Si

l’hamiltonien à deux qubits est du type XY, alors, comme on l’a déjà montré en (1.30),

celui-ci permet de réaliser σ̄x sur le code. Tel que vu à la section §4.3.2, dans le cas où

un qubit phase-charge interagit avec une CBJJ, l’hamiltonien d’interaction est plutôt

du type H±. Il est simple de vérifier que ce dernier agit comme σ̄y sur le code. On en

déduit donc que, accompagné de l’hamiltonien à un bit physique σz, une ou l’autre

de ces interactions permettent de réaliser SU(2) sur le sous-espace logique.

Afin de compléter la preuve d’universalité, il reste à obtenir un terme d’interaction

non-trivial sur le sous-espace du code. Dans le cas du modèle XY, ceci a déjà été

obtenu à la référence [185]. On simplifie ici ces résultats et les généralise au cas H± à

l’aide des égalités suivantes :

e−i(σx1σx3+σy1σy3)π/2HXY 23 e
+i(σx1σx3+σy1σy3)π/2 = −i σz2σz3 ·HXY 12

e−i(σ+1σ−3−σ−1σ+3)π/2H±23 e
+i(σ−1σ+3−σ−1σ+3)π/2 = −σz2σz3 ·HXY 12

(4.49)
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Ces relations signifient que l’interaction entre les qubits physiques 2 et 3 précédée

et suivie de pulses d’interaction π/2 entre les qubits physiques 1 et 3 agit comme

σz2σz3 ·HXY 12 sur les qubits physiques. De la même façon qu’à la section §4.3.1, on

réussit donc à simuler un hamiltonien par un autre. Cette simulation est intéressante

puisque, comme il est simple de le vérifier, σz2σz3 ·HXY 12 agit comme −i σyσz sur le

code. Puisque cet hamiltonien permet d’enchevêtrer une paire de qubits logiques, ceci

complète la preuve d’universalité.

Quelques remarques sont de mise ici. Premièrement, les pulses π/2 font interagir

des qubits qui ne sont pas premiers voisins. Ceci ne devrait pas causer de problèmes

lorsque les qubits sont connectés à une même CBJJ. En second lieu, il est important

de mentionner qu’il n’est pas possible en pratique de coupler un nombre arbitrai-

rement grand de qubits à une même jonction. En présence d’un grand nombre de

qubits, il peut en effet être difficile que chaque qubit ait une séparation en énergie

∆E suffisamment différente de celle des autres. De plus, on remarque que lors des

opérations σ̄x et σyσz décrites ci-haut il est nécessaire de transférer l’information d’au

moins un qubit vers la jonction afin de le faire interagir indirectement avec un second

qubit. Le système sort donc du sous-espace logique au cours des manipulations pour

y revenir seulement à la fin de l’opération. Lors de ces manipulations, les qubits ne

sont donc pas protégés des fluctuations. Ce désavantage n’est toutefois pas seulement

dû au fait qu’une jonction intermédiaire est utilisée pour l’interaction. En effet, on

vérifie facilement que le premier pulse π/2 de la séquence (4.49) fait sortir le système

du sous-espace logique et ce n’est que suite au second pulse π/2 que celui-ci y re-

tourne. Ainsi, même si les qubits interagissaient directement (grâce à une interaction

capacitive par exemple) ce problème persisterait. Cette sortie hors du sous-espace

logique intervient aussi pour la séquence plus complexe décrite à la référence [185].

Ceci n’a toutefois pas été relevé dans cette dernière publication. Finalement, il serait

intéressant de vérifier s’il est possible de faire du calcul universel sous le code (4.48).

4.4 Sommaire

La méthode d’interaction qubit–qubit présentée dans ce chapitre a l’avantage

d’être ajustable : l’interaction peut être ‘ouverte’ ou ‘fermée’ au besoin. Grâce au “re-
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couplage”, cette approche est universelle. De même, elle peut être utilisée pour faire

interagir des qubits de différents types. Un avantage important de cette approche est

qu’elle conserve la possibilité de faire des opérations logiques en parallèle. Elle est

donc compatible avec les techniques d’optimisation et du calcul tolérant aux imper-

fections. Finalement, l’interaction est ajustée en manipulant la jonction intermédiaire

et non les qubits. Minimiser les manipulations sur les qubits est une bonne façon de

minimiser les erreurs et de maximiser le temps de cohérence.

Un problème relié à cette approche est la fuite hors des états logiques de la jonc-

tion. Ceci peut être minimisé en opérant adiabatiquement sur le système. De même,

des techniques algorithmiques ont été développées pour prévenir un phénomène si-

milaire dans d’autres architectures d’ordinateurs quantiques [169, 186, 187]. Il serait

intéressant d’adapter ces idées au système étudié ici.

Une seconde difficulté associée au modèle d’interaction présenté ici se trouve dans

le fait que les opérations de la figure 4.6 doivent être réalisées très précisément.

Dans le cas d’opérations imparfaites, il est possible qu’il subsiste de l’enchevêtrement

résiduel entre les qubits et la jonction. Évidemment, la question de la précision est

omniprésente en calcul quantique et ceci ne devrait pas être considéré comme un

défaut majeur de cette approche. De plus, les techniques de correction d’erreurs, les

DFS et le contrôle bang-bang peuvent en principe aider à réduire ce type d’erreurs.

Afin d’aller plus loin dans cette étude, une recherche des valeurs optimales est

nécessaire pour les différents paramètres comme les capacités et énergies Josephson.

De même, le problème de la fuite hors des niveaux logiques de la jonction doit être

étudié plus à fond.

Après avoir complété l’analyse présentée ici, des idées similaires ont été publiées

par d’autres auteurs [188]. Ceux-ci utilisent un mode d’opération légèrement différent.

En exploitant l’analogie entre ce système et les cavités électrodynamiques, ceux-ci

suggèrent d’utiliser les modes résonant et dispersif de l’hamiltonien Jaynes-Cummings.

Le mode résonant de cet hamiltonien n’est rien d’autre que ce que nous avons considéré

ici. On retrouve le mode dispersif de cet hamiltonien lorsque la différence δ entre les

niveaux d’énergie des systèmes couplés est beaucoup plus grande que l’intensité γ

de l’interaction : δ � γ [189]. L’avantage de ce mode d’opération est que, à moins

d’imperfections dans les manipulations, il n’y a jamais simultanément deux quanta
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Fig. 4.8: Chaque qubit est couplé à une paire de CBJJ. L’interaction entre un qubit et une

jonction peut être de nature capacitive, tel que décrit plus haut. La CBJJ est contrôlée par

un courant continu et par des impulsions de courant alternatif (µw). Pour la lecture d’un

qubit, on permute l’état du qubit et de la jonction puis on mesure la jonction. Le voltage

V à ces bornes est le résultat.

dans la cavité (jonction). Dans l’approche décrite ici, qui n’est basée que sur le mode

résonant, si les deux atomes (qubits) sont initialement dans l’état |1〉, alors à un

moment des opérations la cavité se retrouve dans l’état |2〉 (suite à l’impulsion π/2

à la figure 4.6). Ceci ouvre la porte à la fuite hors des états logiques. Quoique le

mode d’opération suggéré à la référence [188] semble intéressant, certains aspects res-

tent toutefois à étudier. En particulier, même s’il semble minimisé, le problème de la

fuite n’a pas été abordé dans cette publication. De même, le passage entre les modes

dispersif et résonant devrait être analysé.

D’autres auteurs ont aussi étudié l’interaction de différents circuits supraconduc-

teurs et d’un circuit LC [190–193]. Ceux-ci ne s’intéressaient toutefois pas à l’inter-

action entre qubits. Plus récemment et en se basant sur les travaux présentés ici, le

groupe du Maryland a étudié en plus de détails la structure des niveaux d’énergie

d’une paire de CBJJ couplée capacitivement [194].

Finalement, il est intéressant de remarquer que les jonctions de couplage peuvent

en principe servir d’appareil de mesure [195]. En effet, après avoir effectué la première

impulsion π de la figure 4.6, l’état du qubit et celui de la jonction ont été échangés.

La lecture de la jonction correspond alors à une mesure de l’état du qubit. Cette

remarque suggère l’utilisation d’un design intégré où les jonctions jouent le rôle d’in-

termédiaire pour l’interaction qubit–qubit et d’appareil de mesure. Cette architecture

est présentée à la figure 4.8. Un problème de ce design est que, lors de la mesure d’une
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jonction sous-amortie, un voltage DC apparâıt à ses bornes. Ainsi, les qubits voisins

du qubit mesuré verront ce voltage et subiront un déphasage en conséquence. À moins

de mesurer simultanément tous les qubits ou de pouvoir filtrer ce pulse de voltage,

cette approche intégrée ne semble pas avantageuse. Puisqu’une paire de qubits voisins

verra (dans le cas idéal) une même impulsion de voltage, il semble toutefois possible

d’utiliser une approche algorithmique à ce problème. En effet, en encodant un qubit

logique à l’aide d’une paire de qubits physiques, comme en (4.47) ou (4.48), le qu-

bit logique est insensible au fluctuations de voltage. L’utilisation des codes dans ce

contexte mérite d’être étudiée en plus de détails.

La méthode d’interaction qubit–qubit proposée dans ce chapitre repose sur des

composantes ayant, séparément, fait leur preuve expérimentalement. Néanmoins, faire

fonctionner ensemble et de façon cohérente ces composantes pose un défi expérimental

important. Il semble toutefois qu’un tel défi soit incontournable pour le domaine. Les

résultats principaux de ce chapitre font l’objet d’une publication [179].
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Chapitre 5

Lecture d’un qubit de phase

supraconducteur

No elementary quantum phenomenon is a phenomenon

until it is a registered phenomenon.

- John A. Wheeler

Le paradigme standard de l’informatique quantique, tel que présenté à la sec-

tion §1.2, peut être assoupli de diverses façons. Un des critères qui ne semble toute-

fois pas pouvoir être éliminé est celui de la mesure. Afin d’être utile, il sera nécessaire

de lire l’information de l’ordinateur. Comme nous l’avons vu dans le contexte de la

correction d’erreurs quantiques, un appareil de mesure devrait pouvoir rapidement

et efficacement lire les qubits. Idéalement, cette mesure devrait être de type projec-

tive. Une mesure faible sur un ensemble, comme en RMN de l’état liquide, peut aussi

convenir [73,74].

Dans ce chapitre, on s’intéresse à une nouvelle approche pour la mesure d’un

qubit supraconducteur de phase. Avant de s’intéresser à ces résultats, on commence

par présenter certains concepts utiles concernant la théorie de la mesure. Le but

n’est pas de se pencher sur les problèmes d’interprétation ou de philosophie reliés au

problème de la mesure en mécanique quantique. Une vaste littérature existe sur ces

questions et le lecteur intéressé y est référé [196–200]. L’approche utilisée ici est plus

pragmatique. On s’intéresse à des appareils de mesure réels et donc non idéaux. On
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cherchera aussi à préciser les termes ‘rapidement’ et ‘efficacement’ utilisés dans le

paragraphe précédent.

5.1 Aspects de la mesure en mécanique quantique

Dans l’approche de von Neumann [201], afin de mesurer une observable Q du

système S initialement dans l’état c0|ψ0〉 + c1|ψ1〉, on couple cette observable à un

‘pointeur’ M . Ce dernier sert d’appareil de mesure. Initialement, le pointeur et le

système à mesurer ne sont pas enchevêtrés :

(c0 |ψ0〉+ c1 |ψ1〉) |m〉, (5.1)

où |m〉 est l’état initial du pointeur. L’interaction système–pointeur enchevêtre les

deux systèmes :

(c0 |ψ0〉+ c1 |ψ1〉) |m〉 −→ c0 |ψ0〉|m0〉+ c1 |ψ1〉|m1〉. (5.2)

Afin qu’il nous soit possible de distinguer les états du pointeur, celui-ci doit être

‘macroscopique’. De ce fait, le pointeur interagit fortement avec l’environnement. En

tenant compte de cette interaction, l’état du système total est donc plutôt de la forme

|Ψ〉 = c0 |ψ0〉|m0〉|e0〉+ c1 |ψ1〉|m1〉|e1〉, (5.3)

où |ei〉 est l’état de l’environnement.

Puisque qu’il est impossible, en pratique, de contrôler et mesurer chacun des degrés

de liberté de l’environnement, la description du système du point de vue de l’obser-

vateur est plutôt

ρSM = TrE ρSME. (5.4)

Si 〈e0|e1〉 = 0, l’enchevêtrement entre S et le détecteur est réduit à des corrélations

classiques ; ρSM n’a pas d’éléments hors-diagonaux. Si |m0〉 et |m1〉 sont distinguables

expérimentalement, une mesure du pointeur nous informe alors sur l’état du système.

Il est intéressant de remarquer que ce résultat est obtenu sans faire appel au ‘postulat

de réduction’ de la mécanique quantique.

Dans le contexte du calcul quantique, on cherche à projeter les qubits dans la

base de calcul et a connâıtre le résultat de cette projection. Puisque la base de calcul
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est formée des états propres de σz, c’est cette cette dernière observable que l’on doit

mesurer. Toujours dans l’approche de von Neumann, on peut alors écrire l’hamiltonien

qubit–appareil de mesure sous la forme

H = −1

2
Bx σx −

1

2
Bz σz + η σz M +HM , (5.5)

où η représente l’amplitude de l’interaction et HM l’hamiltonien interne de l’appareil

de mesure, incluant l’interaction à l’environnement. Afin de simplifier la description,

on a supposé ici que le qubit n’est couplé à l’environnement que par son interaction

avec M .

Lorsqu’il n’y a pas de mesure en cours, la constante de couplage η doit s’annuler.

À l’opposé, au moment de la mesure, la constante de couplage doit être très grande

de sorte que l’hamiltonien d’interaction η σzM domine complètement H. Dans ce cas,

on a [H, σz] ≈ 0 et σz est une constante du mouvement. Il s’agit d’une situation

idéale puisque l’appareil de mesure ne perturbe alors pas l’observable à mesurer.

Cette supposition était implicite dans (5.2). Évidemment, la mesure en mécanique

quantique perturbe toujours le système et la situation décrite ici n’échappe pas à

cette règle. Ici, σx n’est pas une constante du mouvement et ses états propres sont

perturbés par l’interaction avec le détecteur.

Pour les systèmes de l’état solide, ce modèle n’est certainement pas réaliste. L’ap-

pareil de mesure sera vraisemblablement microfabriqué à proximité du (des) qubit(s)

et ne pourra être physiquement déconnecté de celui-ci (ceux-ci). La constante de cou-

plage ne s’annulera donc probablement pas exactement lorsqu’il n’y a pas de mesure

en cours. De même, au moment de la mesure, le couplage η ne peut être arbitrairement

grand de sorte que [H, σz] ≈ 0 ne sera vraisemblablement pas une bonne approxima-

tion. Dans ce cas, σz n’est pas une constante du mouvement et l’interaction entre le

qubit et l’appareil de mesure aura pour effet de ‘mélanger’ les états du qubit (modi-

fier les coefficients c0 et c1). Finalement, le pointeur peut aussi déphaser le qubit sans

pour autant effectuer de mesure. Une telle situation se présente si 〈e0|e1〉 = 0 mais

|m0〉 = |m1〉 dans (5.3).

En pratique, on cherchera donc un détecteur ne diminuant pas le temps de co-

hérence du qubit au-delà de son temps de cohérence ‘intrinsèque’ (en l’absence du

pointeur). De même, le temps que prend la mesure à être complétée tmes, devrait être
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plus court que le temps typique de mélange tmix après lequel les populations de la

matrice densité du qubit atteignent leur valeur à l’équilibre. En dernier lieu, comme

on le voit en (5.4), une mesure idéale déphase complètement le qubit. On doit donc

avoir tmes ≥ tφ, où tφ est le temps de déphasage en présence d’interaction avec le

pointeur. On a donc les inégalités suivantes entre ces trois temps caractéristiques

tmix � tmes ≥ tφ. (5.6)

On reviendra en plus de détails sur ces temps à la section suivante.

Lorsque le terme d’interaction η σzM ne domine pas l’hamiltonien total, la symé-

trie de l’hamiltonien du qubit est très importante. En particulier, si Bx est non-nul

comme en (5.5), σz n’est pas une constante du mouvement. L’interaction perturbe

alors l’observable que l’on cherche à mesurer, diminuant le temps de mélange. Une

telle situation n’est pas utile pour le calcul quantique. Dans le cas où le couplage est

faible, ce type de ‘mesure faible’ peut toutefois fournir de l’information intéressante

sur le qubit et son environnement. En effet, l’appareil de mesure perturbe le qubit

qui répond à sa fréquence naturelle ω0 =
√
B2

x +B2
z/~. La densité spectrale du bruit

à la sortie de l’appareil de mesure présentera alors un pic à la fréquence d’oscillation

cohérente du qubit . La largeur de ce pic contient de l’information sur l’amplitude des

oscillations et sur le taux de décohérence [202,203]. Ce type de mesure constitue donc

un outil intéressant pour déterminer la ‘qualité’ d’un qubit. Notons aussi que, dans

le même contexte, le point de vue inverse peut être adopté. Il est possible d’utiliser

un qubit comme analyseur de bruit [134].

Une situation particulièrement intéressante pour le calcul quantique est lorsque

Bx = 0. Dans ce cas, σz est une constante du mouvement même si le terme d’interac-

tion ne domine pas l’hamiltonien total. Il s’agit d’une mesure idéale puisque l’action

du détecteur est alors seulement de déphaser le qubit, sans introduire de mélange.

On dispose alors du temps voulu pour réaliser la mesure avec la précision voulue. Ce

type de mesure est connu sous le nom de ‘Quantum Non-Demolition Measurement’

(QND) [204,205].
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5.2 Amplificateurs linéaires

Lorsque l’appareil de mesure opère dans le régime linéaire, on peut facilement obte-

nir des résultats pour les temps caractéristiques introduits à la section précédente [203,

206,207]. Dans cette section, on suit de près la section §5.H de la référence [108].

Comme à la section précédente, on suppose le pointeur M couplé à l’observable Q

du système par un terme d’interaction QM . Dans cette approche, Q joue le rôle de

signal d’entrée auquel correspond un signal V à la sortie du détecteur. La fonction de

réponse λ = d〈V 〉/dQ décrit la variation du signal de sortie due à une variation du

signal d’entrée. Dans le cas de la mesure d’un qubit, le signal d’entrée est proportionnel

à σz et l’hamiltonien d’interaction est η σz M comme précédemment.

Dans une situation QND, le détecteur ne mélange pas les états du qubit mais

introduit un déphasage. De la même façon qu’à la section §3.3, ce taux est donné par

t−1
φ =

η2

~2

B2
z

B2
z +B2

x

SM(ω → 0), (5.7)

où SM est la densité spectrale des fluctuations de M sans la présence du qubit. Dans

le cas QND, on a simplement Bx = 0 dans cette dernière relation.

En raison de l’interaction η σz M , les états logiques du qubit produisent des si-

gnaux de sortie différents V± = V0 ±∆V/2. L’écart entre ces signaux est donné par

∆V = 2 η λ. En réponse linéaire, l’écart entre les distributions de probabilité corres-

pondant aux deux états logiques sera, typiquement, 2ηλt après un temps t. De même,

en supposant que les fluctuations SV du signal de sortie V sont gaussiennes, ces dis-

tributions auront une largeur qui augmente comme
√
t SV (ω → 0). En exigeant que

la séparation entre ces distributions soient plus grandes que leur largeur, on obtient

le temps de mesure à partir duquel il est en principe possible de distinguer les deux

valeurs logiques [207]

t−1
mes =

∆V 2

4SV (ω → 0)
, (5.8)

De ces résultats, on obtient le ratio suivant entre tmes et tφ

tmes

tφ
=
SMSQ

~2
, (5.9)

où SQ ≡ SV /λ
2 est le bruit qu’il faut introduire au signal d’entrée afin d’obtenir le

bruit SV à la sortie. Les densités spectrales SM et SQ respectent une inégalité de
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Heisenberg SMSQ ≥ ~2 [204, 206]. En portant cette inégalité dans (5.9), on retrouve

la contrainte tmes ≥ tφ introduite à la section précédente.

Dans la situation non QND où Bx 6= 0, le détecteur induit aussi le mélange des

états du qubit. Ce processus se fait à un taux

t−1
mix =

η2

~2

B2
x

B2
z +B2

x

SM(ω0). (5.10)

Le ratio tφ/tmes est un indicateur de l’efficacité du détecteur. Un détecteur idéal

aura tφ/tmes = 1. Dans le cas où tφ/tmes < 1, le détecteur permet de distinguer les

états du qubit après un temps plus long qu’il ne le serait possible en principe [108,206].

D’autres quantités, comme la sensibilité en énergie, sont utiles pour caractériser les

performances d’un détecteur. Ceux-ci ne seront pas présentés ici et le lecteur est référé

à la littérature sur le sujet [108,203,204,206].

5.3 Détecteurs pour qubits supraconducteurs

Dans cette section, on commence par présenter les concepts importants concernant

la mesure d’un qubit de phase à l’aide d’un SQUID-dc. Cet exemple fait intervenir plu-

sieurs concepts qui seront utiles par la suite. On présente ensuite différentes stratégies

parues dans la littérature pour la lecture des qubits supraconducteurs.

5.3.1 Lecture du qubit de phase par un SQUID-dc

Les SQUIDs sont bien connus pour leur grande sensibilité au champ magnétique.

L’utilisation de SQUIDs pour la mesure de champs magnétiques est décrite en détail

dans plusieurs références [118, 208–210]. Compte tenu cette grande sensibilité, l’ap-

plication à la lecture d’un qubit de phase semble naturelle. Ceci a été étudié, entre

autres, aux références [125,135,136,203,211,212].

Un SQUID-dc a été utilisé comme détecteur pour l’expérience déjà cité à la sec-

tion §3.4 sur le qubit à trois jonctions [156]. Dans cette approche, le qubit est couplé

inductivement au SQUID, tel que présenté à la figure 5.1. La mesure est basée sur le

fait que le flux généré par le qubit change l’énergie Josephson effective du SQUID.

En retour, ceci modifie sa caractéristique courant-voltage. Pour faire la mesure, on
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(a) (b)

Fig. 5.1: Qubit de phase couplé inductivement à un SQUID-dc. a) Un courant Ib est ap-

pliqué dans le SQUID. La valeur du courant auquel apparâıt un voltage aux bornes du

SQUID contient de l’information sur l’état du qubit. L’impédance Z(ω) est cruciale dans la

détermination des caractéristiques du détecteur et sa rétroaction sur le qubit. b) Image par

microscopie électronique du système utilisé pour l’expérience décrite à la référence [156]. Le

qubit et le détecteur sont faits d’aluminium. Cette image est tirée du site web du groupe

de Delft (http ://qt1.tn.tudelft.nl/∼caspar/).

applique donc un courant Ib dans le SQUID et on enregistre la valeur de ce courant

pour lequel le système passe à l’état résistif.

Pour déterminer la qualité et la rétroaction de ce détecteur, la résistance de shunt

Rs aux bornes du SQUID est cruciale. Dans le cas où Rs � RK

√
EC/EJ , avec

RK = h/4e2 le quantum de résistance, la courbe IV du SQUID est hystérétique [118].

Cette situation est présentée à la figure 5.2. Il s’agit du régime sous-amorti ou ‘unshun-

ted’. Dans ce régime, le passage à l’état résistif se fait à un courant de commutation

Isw inférieur au courant critique Ic. L’avantage du cas sous-armorti est que le SQUID

n’injecte que peu de bruit dans le qubit lorsqu’il n’y a pas de mesure en cours. Malheu-

reusement, dans ce régime, le passage à l’état résistif est un processus aléatoire [118].

Si le qubit est dans l’état |i〉, on peut donc s’attendre à observer la commutation

dans une plage de courants ∆Isw centrée autour d’une valeur I i
sw. Lorsque cette dis-

tribution est trop grande par rapport à la séparation I1
sw− I0

sw, seulement une mesure
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Fig. 5.2: Courbe IV hystérétique pour une jonction sous-armortie (gauche). Forme du po-

tentiel U de la jonction en fonction de la phase en différentes régions de la courbe IV

(droite). a) Sans courant appliqué, la particule est localisée dans un des puits. Elle oscille

à la fréquence plasma autour de sa position d’équilibre. b) Un courant extérieur ajoute un

terme −Φ0Ibφ/2π au potentiel de la jonction. Si ce courant est beaucoup plus faible que le

courant critique Ic, la particule reste localisée dans un puits. c) Lorsque Ib = Ic, il n’y a

plus de barrière de potentiel et la moindre fluctuation amène la particule à dévaler la pente.

Un voltage apparâıt alors aux bornes de la jonction. Pour une jonction sous-amortie, le

temps de relaxation τ = RC dans le puits est grand et la particule a une probabilité élevée

de passer au-dessus de la barrière de potentiel (ou sous la barrière par effet tunnel) même

lorsque Ib < Ic. La commutation vers l’état résistif est donc un processus aléatoire. d) Tou-

jours pour le cas sous-amorti, la dissipation dans les puits est très faible et l’inertie de la

particule est telle qu’elle ne se relocalisera pas avant un courant de repiègeage (‘retrapping

current’) Ir inférieur au courant critique. Dans le cas idéalisé où il n’y a pas de dissipation,

le repiègeage s’effectue à courant nul.
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faible du qubit est possible. Il est alors nécessaire d’accumuler des statistiques sur

la mesure pour distinguer les états logiques. C’est ce qui a été fait dans l’expérience

décrite à la référence [156].

Dans le régime sur-armorti, Rs � RK

√
EC/EJ , le SQUID n’est pas hystérétique

et Isw ≈ Ic [118]. Une mesure projective est alors en principe possible. Toutefois,

dans ce régime, la rétroaction du détecteur sur le qubit est importante et déphase

rapidement ce dernier, même lorsqu’il n’y a pas de mesure en cours.

Ainsi, malgré que le SQUID-dc soit très sensible au champ magnétique, il ne semble

pas approprié, sans modifications, à la mesure d’un qubit de phase. Intuitivement, le

problème est que pour effectuer une bonne mesure, le détecteur doit être dissipatif.

Toutefois, afin d’être utile au calcul quantique, les qubits doivent être bien écrantés

des fluctuations dues à ces éléments dissipatifs. Avec le SQUID-dc directement couplé

au qubit, il semble difficile de faire cet écrantage lors des manipulations cohérentes.

Notons que le régime Rs ≈ RK peut toutefois être un compromis intéressant [211].

5.3.2 Autres stratégies

Pour la mesure des qubits de phase, peu approches alternatives au SQUID-dc ont

été présentées jusqu’à présent. Notons toutefois la méthode de ‘mesure d’impédance’

de Il’ichev et al. [213]. Cette approche semble par contre plus appropriée pour déter-

miner les caractéristiques d’un qubit que pour faire une mesure projective de son état

logique. Mentionnons aussi le ‘INSQUID’, étudié par la collaboration Berkeley–Karl-

sruhe [214]. Celui-ci agit comme intermédiaire entre le qubit et un SQUID-dc. En prin-

cipe, cette approche permet de découpler le qubit du détecteur lorsqu’il n’y a pas de

mesure en cours et ainsi de choisir les paramètres du SQUID-dc de façon à permettre

la mesure projective. Ce découplage nécessite toutefois que les jonctions formant le

INSQUID soient rigoureusement identiques. Si ce n’est pas le cas, la rétroaction du

SQUID-dc sur le qubit sera non-nulle lors des manipulations cohérentes.

Pour les qubits de charges, différentes approches ont été suggérées. En particulier,

la mesure de ce qubit par un transistor à un électron a été étudiée en détail par

Shnirman et Schön [215]. L’avantage de cette approche est, qu’en raison du blocage

de Coulomb, le qubit est écranté des fluctuations de la partie résistive du système
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Fig. 5.3: Qubit de charge couplé capacitivement à un SSET. Le SSET agit comme une

jonction Josephson ayant un courant critique modulé par le voltage sur l’̂ıle Ic(ng, ni). Ici,

ng correspond au voltage de grille et ni est la charge sur le qubit. En choisissant Rs < RK ,

la jonction effective n’est pas hystérétique et le courant de commutation s’approche du

courant critique. Une mesure du courant de commutation nous renseigne alors sur ni.

lorsqu’il n’y a pas de mesure effectuée. Pour faire la mesure, le voltage de grille du

transistor est réglé près de la dégénérescence et un voltage de transport est appliqué.

La valeur logique du qubit change le voltage appliqué sur l’̂ıle du transistor et affecte

ainsi le courant. Ce courant est la sortie du détecteur. Malheureusement, l’efficacité

tφ/tmes de ce détecteur est inférieure à l’unité. La situation peut être améliorée en

ajustant la fabrication des jonctions tunnel du SET de sorte qu’elles aient des taux

tunnel différents [108]. De plus, dans le régime où le ‘cotunneling’ est important,

l’efficacité est plus grande mais l’intensité du signal de sortie est plus faible [216]. Un

problème relié à l’application de ces approches est qu’aux températures auxquelles

seront réalisées les expériences sur les qubits de charge, le transistor (typiquement

fait d’aluminium) sera supraconducteur. Les caractéristiques du détecteur sont alors

complètement différentes.

Le transistor à un électron supraconducteur (SSET) a été proposé comme élec-

tromètre par Zorin [217, 218]. À très basse température, la sensibilité du SSET est

supérieure à celle du SET. En fait, dans certains régimes, ce détecteur peut opérer

en deçà de la limite standard quantique (SQL) [204]. Mentionnons que Zorin a aussi

proposé un électromètre basé sur le transistor de Bloch couplé à un circuit LC ayant

un grand facteur de qualité [219]. Cette approche a des similitudes avec l’approche

de Il’ichev et al. mentionnée au début de cette section [213]. Plus récemment, Zorin
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a suggéré un design de qubit incorporant un détecteur [220]. Ce design présente des

similitudes avec le design phase–charge de Saclay [6, 126].

Le SSET a été étudié théoriquement et expérimentalement dans le contexte de

la mesure d’un qubit de charge par Cottet et al. [141]. La figure 5.3 présente le

système. Quoique cet électromètre soit en principe très sensible, le voltage à la sortie

est très faible et doit être amplifié avec un amplificateur à basse température. Cottet

et al. [141] (voir aussi [221]) ont utilisé une série de SQUID-dc comme amplificateur.

L’amplificateur ajoute toutefois du bruit au signal de sortie de sorte que la sensibilité

n’est pas aussi bonne que ce qu’elle pourrait être en principe. Le petit voltage de

sortie semble donc être un problème pour ce type de détecteur.

Pour le qubit phase–charge de Saclay présenté à la figure 3.11, la mesure est

réalisée en appliquant un flux Φ dans la boucle du qubit et un courant Ib dans la

jonction de lecture EJ0 = ~Ic0/2e. Puisque le flux est non-nul, le système n’est plus

au point d’opération privilégié et, selon l’état logique du qubit, un courant horaire Iq

ou anti-horaire −Iq circule dans la boucle. Le courant total dans la jonction de lecture

est alors Ib ± Iq. Si Ib est ajusté de façon à ce que Ib + Iq > Ic0 mais Ib − Iq < Ic0, on

s’attend alors à mesurer un voltage aux bornes de la jonction seulement pour un des

états logiques. En principe, l’efficacité de cette approche peut être très grande [126].

Dans l’expérience décrite à la référence [6], l’efficacité n’était toutefois pas suffisante

pour réaliser des mesures du qubit ‘en un coup’.

Rappelons finalement que l’approche décrite à la section §4.4 peut en principe être

utilisée pour mesurer différents types de qubits.

5.4 Lecture du qubit de flux

Dans cette section, on présente une approche originale appliquée à la mesure

des qubits de flux supraconducteurs. Cette approche semble permettre la séparation

nécessaire entre le système quantique cohérent et l’appareil de mesure dissipatif. La

détection est basée sur un SSET couplé à un SQUID et agissant comme transduc-

teur entre flux et charge. Le voltage aux bornes du SSET est la sortie du détecteur.

Évidemment, cette approche souffre du problème discuté à la section précédente :

ce voltage est très faible et peut être difficile à mesurer. Toutefois, le concept de
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Fig. 5.4: Circuit utilisé par Matters et al. pour étudier l’effet des fluctuations de phase dans

le régime de blocage de Coulomb. Le réservoir de phase est un supraconducteur massif.

Figure adaptée de [222].

transducteur flux-charge pourra peut-être s’appliquer à un détecteur plus efficace en

pratique. En guise d’exemple exploratoire, on considère tout de même le SSET ici.

Cette approche pour la mesure est basée sur des résultats expérimentaux du groupe

de Delft [222]. On commence donc par présenter brièvement ces résultats pour ensuite

s’intéresser au design du détecteur. On décrit ensuite des résultats illustrant son

fonctionnement et ses performances.

5.4.1 Contrôle des fluctuations phase–charge dans un SSET

La figure 5.4 présente le design étudié par Matters et al. [222]. Un SSET est couplé

à un supraconducteur massif par un SQUID. Le supraconducteur massif a une phase

θres bien établie et celui-ci agit comme ‘réservoir de phase’ pour l’̂ıle du SSET. De

plus, ce réservoir est connecté par une grande capacité Cres à la masse de sorte qu’il

n’y a pas de courant continu circulant dans le SQUID.

Avec ce circuit, il est possible de contrôler les fluctuations de charge ∆n et les

fluctuations de phase ∆φ de l’̂ıle du SSET. En effet, le voltage de grille offre un

contrôle sur les fluctuations de charge de l’̂ıle. Comme on l’a déjà vu à la section

§3.2.1, on peut ajuster ng de sorte que la charge n soit fixée (régime de blocage de

Coulomb, ∆n = 0) ou de façon à ce qu’un courant circule dans le SSET (∆n > 0). Ce

contrôle sur les fluctuations de charge dans un SSET est bien connu [122,223]. L’aspect
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original du travail de Matters et al. vient du fait que le flux dans le SQUID permet

un contrôle des fluctuations de phase. En effet, changer le flux dans le SQUID varie

l’énergie Josephson effective du SQUID et, par le fait même, l’intensité du couplage

entre l’̂ıle et le réservoir de phase. Lorsque le couplage entre ces éléments du circuit

est important, la phase du réservoir tend à fixer la phase de l’̂ıle et donc à réduire ∆φ.

Puisque la phase et la charge sont des variables conjuguées, leurs fluctuations ne sont

pas indépendantes mais sont reliées par la relation d’incertitude ∆n∆φ ≥ 1 [118,123].

Par conséquent, fixer ∆φ induit des fluctuations de charge sur l’̂ıle. De cette façon, il

est possible d’avoir un courant à travers le SSET même lorsque celui-ci devrait être

dans le régime de blocage de Coulomb.

Afin de confirmer ces attentes, Matters et al. ont mesuré le courant de commuta-

tion en fonction du voltage de grille et du flux dans le SQUID. Les résultats obtenus

sont présentés à la figure 5.5. L’accord entre les résultats expérimentaux (points) et

la théorie (ligne pleine) est très bon.

5.4.2 Transducteur flux–charge pour qubits de flux

Les résultats expérimentaux présentés à la section précédente montrent claire-

ment que le courant critique d’un SSET peut être affecté par un flux. Toutefois, le

SSET utilisé pour cette expérience était sous-amorti et la commutation un proces-

sus aléatoire. Depuis la publication de ces résultats, Zorin a montré que le SSET

sur-amorti est, en principe, un électromètre efficace [217, 218]. Dans cette section

on combine ces concepts de transducteur flux–charge et d’électromètre efficace pour

réaliser la lecture d’un qubit de phase.

La figure 5.6 présente cette idée appliquée au qubit à trois jonctions et au qubit

basé sur les barrières de grain entre supraconducteurs de type d. Dans le premier

cas, on couple inductivement le qubit au SQUID. Ceci déplace le point d’opération

du détecteur et, par conséquent, affecte le courant critique. Dans le deuxième cas, le

qubit prend la place du réservoir de phase. L’interaction entre la phase de l’̂ıle et celle

du qubit change aussi le courant critique du détecteur.

Cette approche semble intéressante a priori puisque, dans le régime sur-amorti, le

courant de commutation a une distribution très étroite. Une mesure ‘en un coup’ est
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(a)

(b)

Fig. 5.5: a) Courant de commutation en fonction du voltage de grille pour différentes

valeurs du flux Φx dans le SQUID (Φx/Φ0 = 0, 0.25 et 0.5 de haut en bas). Les résultats

expérimentaux (points) reproduisent bien les prédictions théoriques (lignes pleines). À Φx =

0, le réservoir de phase est couplé fortement à l’̂ıle du SSET. Les fluctuations de phase sont

supprimées et les résonances sont élargies. b) Courant de commutation en fonction du flux

pour différentes valeurs de la charge de grille (2ng/e = 1, 0.75, 0.5 et 0 du haut vers le

bas). Le courant de commutation est périodique en Φx. Lorsque le voltage de grille est à la

résonance (2ng/e = 1), les fluctuations de charge sont grandes et le flux a peu d’effets. Les

énergies du circuit sont : EJ = 0.29K, EC = 0.72K et EJS = 0.24K. Figure tirée de [222]
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(a) (b)

Fig. 5.6: a) SSET couplé à un réservoir de phase par un SQUID. Un qubit de flux est couplé

inductivement au SQUID. Le flux généré par le qubit modifie le courant critique du SSET.

Dans le régime sur-amorti, on peut en principe déterminer expérimentalement la valeur du

courant critique. b) Lecture d’un qubit basé sur les supraconducteurs de type d. Le qubit

remplace le réservoir de phase. De la même façon qu’en a), la phase du qubit modifie le

courant critique du SSET. Dans ce cas, on doit ajouter une jonction π/2 et les jonctions

du SSET doivent être inégales afin d’avoir une influence mesurable du qubit sur le SSET.

Cette situation ne sera pas étudiée dans le texte. Une analyse préliminaire a été présentée

dans un rapport interne [224].

alors possible. De plus, comme il apparâıtra plus clairement par la suite, il est possible

d’écranter le qubit des fluctuations dues à Rs en choisissant le point d’opération

(ng,Φx) approprié. De même, puisque le SQUID n’est pas utilisé directement pour

la mesure, celui-ci peut alors être dans le régime sous-amorti. Ainsi, le bruit dû au

détecteur sur le qubit est minimisé en séparant la région dissipative de la région où

la cohérence de phase doit être maintenue.

On s’intéressera ici au cas du qubit à trois jonctions. En suivant la procédure

décrite à la section §3.1, on obtient pour l’hamiltonien de ce circuit :

H = EC(n− ng)
2 − EJ1 cos (φ− θ/2)− EJ2 cos (φ+ θ/2)

− 2EJS cos
π

Φ0

(Φx + Φq) cos (φ− θres) .
(5.11)

Dans cette expression, n est la charge sur l’̂ıle du SSET et φ la phase conjuguée.
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θ est la différence de phase à travers le SSET et θres celle du réservoir de phase.

L’énergie de charge EC = (2e)2/2CΣ dépend de la capacité totale de l’̂ıle CΣ ≡
CJ1 + CJ2 + Cg + 2CJS. Dans le but de simplifier la situation, on suppose que les

jonctions formant le SQUID sont identiques CJS1 = CJS2 ≡ CJS, EJS1 = EJS2 ≡ EJS.

Afin de connâıtre l’efficacité de ce détecteur, on cherche premièrement à déterminer

le supercourant dans le SSET. Ce dernier peut être obtenu à l’aide de la relation

usuelle

Is =
2e

~
∂Ef

∂θ
, (5.12)

où Ef est l’énergie du fondamental de (5.11). Dans la situation où EC > EJ , il

est possible de ne considérer que deux états de charge pour l’̂ıle du SSET. Dans ce

cas, le remplacement (3.23) vers les matrices de Pauli peut être fait et Ef s’obtient

simplement.

Dans le cas où EJ & EC cependant, cette approximation ne suffit plus. On doit

alors diagonaliser numériquement l’hamiltonien (5.11) en utilisant plusieurs états

de charge. De façon alternative, on peut faire le passage vers la représentation de

phase n → −i∂/∂φ. L’hamiltonien (5.11) se réécrit alors sous la forme de l’équation

différentielle de Mathieu dont les solutions sont des superpositions des fonctions

de Bloch [208, 217]. Des résultats obtenus à l’aide de la première approche seront

brièvement présentés à la fin de cette section mais seront présentés en plus de détail

ailleurs. Ici, on présente des résultats basés sur l’approximation à deux états de

charges. Cette approche permet d’obtenir des résultats qualitatifs sur le fonction-

nement de ce détecteur.

On commence par réécrire l’énergie potentielle de (5.11) sous la forme

U =−
{

(EJ1 + EJ2) cos θ/2 + 2EJS cos
π

Φ0

(Φx + Φq) cos θres

}
cosφ

−
{

(EJ1 − EJ2) sin θ/2 + 2EJS cos
π

Φ0

(Φx + Φq) sin θres

}
sinφ

≡− A cosφ−B sinφ.

(5.13)

Le remplacement (3.23) donne alors pour (5.11)

H2 =
EC

2
(1− 2ng) τz −

A

2
τx −

B

2
τy, (5.14)
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où les τi sont les matrices de Pauli pour le SSET. Dans cette approximation, le

fondamental est alors simplement

Ef = −1

2

√
E2

C(1− 2ng)2 + A2 +B2. (5.15)

Afin de déterminer le supercourant, on commence par minimiser Ef par rapport

à la phase du réservoir. Cette minimisation tient compte du fait qu’il n’y a pas de

courant continu dans le SQUID (en raison de la capacité Cres) :

∂Ef

∂ θres

∣∣∣∣
θ0
res

= 0 ⇒ θ0
res = tan−1

(
EJ1 − EJ2

EJ1 + EJ2

tan
θ

2

)
. (5.16)

Lorsque les jonctions du SSET ont la même énergie Josephson, EJ1 = EJ2 ≡ EJ , on

obtient θ0
res = 0. Afin de simplifier les calculs, on s’intéressera à cette situation par la

suite.

En remplaçant ces résultats dans Ef , on obtient facilement de (5.12) l’expression

pour le supercourant :

Is =
I0
4

sin θ + 2ẼJS cos π
Φ0

(Φx + Φq) sin θ/2√[
ẼC

2
(1− 2ng)

]2
+
[
cos θ/2 + ẼJS cos π

Φ0
(Φx + Φq)

]2 , (5.17)

où I0 ≡ 2eEJ/~, ẼJS ≡ EJS/EJ et ẼC ≡ EC/EJ . Si le réservoir de phase est

déconnecté de l’̂ıle, c’est-à-dire pour Φx + Φq = Φ0/2, on retrouve la relation usuelle

pour le supercourant d’un SSET [122,123].

Le courant critique est obtenu numériquement en maximisant Is par rapport à θ :

Ic(ng,Φx,Φq) = Maxθ{Is(θ, ng,Φx,Φq)}. La figure 5.7 a) présente le courant critique

en fonction des paramètres de contrôle ng et Φx. Les énergies du système sont prises

comme dans l’expérience décrite à la section précédente : ẼJS = 0.84 et ẼC = 2.48. Le

flux dans le SQUID dû au qubit est Φq = 10−3 Φ0 [135]. Comme il se doit, le courant

critique est périodique en Φ0 et est symétrique par rapport à ng = 1/2. On reproduit

donc qualitativement les résultats expérimentaux de Matters et al. [222].

La figure 5.7 b) présente la différence de courant critique ∆Ic = Ic+ − Ic− corres-

pondant au flux des états logiques du qubit Φq = ±10−3 Φ0. Dans certaines gammes

de paramètres {ng,Φx}, la différence ∆Ic est non-nulle tandis qu’elle s’annule pour

certains {ng,Φx}. Ces dernières régions sont mises en relief par de larges lignes noires
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(a) (b)

Fig. 5.7: a) Courant critique en fonction du voltage de grille et du flux dans le SQUID.

b) Différence de courant critique lorsque le qubit contribue Φq = ±10−3 Φ0 au flux dans le

SQUID. Les régions où cette différence s’annule sont mises en évidence par de larges lignes

noires. Les énergies sont choisies comme à la figure 5.5 : ẼJS = 0.84 et ẼC = 2.48.

à la figure 5.7 b). Lorsque ∆Ic 6= 0, le détecteur est dans l’état ‘ouvert’. À l’opposé, le

détecteur est dans l’état ‘fermé’ lorsque ∆Ic = 0. Lors des manipulations cohérentes,

on garde le détecteur dans l’état ‘fermé’. Pour la lecture, on place ce dernier dans

l’état ‘ouvert’ et on applique un courant dans le SSET. Le voltage aux bornes du

SSET est le résultat de la mesure et contient l’information sur l’état du qubit. Ceci

est discuté plus amplement à la section §5.4.4.

Même sans appliquer de courant (ou pour un courant inférieur à Ic), lorsque

le détecteur est dans l’état ‘ouvert’ celui-ci présente des valeurs différentes de Ic

à l’environnement. L’environnement peut alors ‘mesurer’ le qubit, ce qui accélère

la perte de cohérence. On ne considère ici que la partie de l’environnement due à

l’impédance du détecteur. Un aspect intéressant de cette approche est que, lorsque

le détecteur est dans l’état fermé, le système présente le même courant critique à

l’environnement. Celui-ci ne peut alors distinguer les états du qubit, ce qui conduit à

des taux de décohérence plus faibles.

On remarque de la figure 5.7 b) que le choix des paramètres (ng,Φx) pour l’état

fermé du détecteur est important. En effet, les choix (ng = ±1/2,Φx = 0,±1/2)

semblent particulièrement intéressants puisqu’alors ∆Ic est insensible aux fluctua-

tions de ng et Φx. Toutefois, ce type de points spéciaux est généralement sensible à
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l’asymétrie du système. Par exemple, dans le cas du INSQUID [214], le SQUID-dc de

lecture ne sera déconnecté du qubit que si les jonctions du INSQUID sont identiques.

De même, pour le qubit phase–charge de Saclay la symétrie des jonctions formant

l’̂ıle du qubit est importante [126]. Si ces jonctions ne sont pas identiques, un courant

circulera dans la boucle du qubit même au point d’opération. Ceci diminue le temps

de cohérence du système. Pour le détecteur qui nous intéresse ici, il apparâıt donc

important de vérifier la dépendance de ces performances à l’asymétrie.

De plus, l’approche à deux niveaux présentée jusqu’à présent ne s’applique qu’au

cas où l’énergie de charge domine. Cette approche a toutefois l’avantage de fournir

facilement des résultats analytiques donnant un aperçu de la physique importante

du système. Pour obtenir des résultats quantitatifs et s’appliquant à une plus grande

gamme de valeurs du ratio EC/EJ , l’approximation à deux niveaux ne suffit plus.

Afin d’aller au-delà de cette approximation, on diagonalise numériquement l’hamil-

tonien du circuit de détection (5.11). Afin de tenir compte de certaines contraintes

de fabrication, on ne supposera pas que les jonctions du SSET ou du SQUID sont

identiques. Dans ce but, on remplace le dernier terme de l’hamiltonien (5.11) qui n’est

valide que pour un SQUID symétrique par −EJ(Φx) cos (φ− θres − α), où

EJ(Φx) =

√
(EJS1 − EJS2)2 + 4EJS1EJS2 cos2

(
π

Φ0

(Φx + Φq)

)
(5.18)

et

tanα =
EJS1 − EJS2

EJS1 + EJS2

tan

(
π

Φ0

(Φx + Φq)

)
, (5.19)

tel que décrit à l’annexe A.

La figure 5.8 présente le courant critique et la différence de courant critique obte-

nus à partir de la diagonalisation exacte et pour les mêmes valeurs de paramètres

qu’à la figure 5.7. Dans ce cas, il n’y a donc pas d’asymétrie dans le système.

On remarque premièrement de la figure 5.8 a) que la suppression du courant cri-

tique n’est pas complètement levée à la résonance, contrairement au résultat obtenu

de l’approximation à deux niveaux. De plus, il en découle qu’au point d’opération

(ng = ±1/2,Φx = 0,±1/2), la pente de ∆Ic ne s’annule plus dans la direction ng.

Par conséquent, le système devient plus sensible aux fluctuations du voltage. En tra-

vaillant avec une plus grande énergie Josephson ẼJS pour le SQUID, comme aux
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Fig. 5.8: a) Courant critique obtenu par diagonalisation exacte en fonction du voltage de

grille et du flux dans le SQUID. b) Différence de courant critique lorsque le qubit contribue

Φq = ±10−3 Φ0 au flux dans le SQUID. Les énergies sont les mêmes qu’aux figures 5.5

et 5.7 : ẼJS = 0.84 et ẼC = 2.48.

figures 5.9 a) et b), on réussit toutefois à retrouver une certaine insensibilité aux fluc-

tuations de voltage. Dans le cas illustré aux figures 5.9 a) et b), l’énergie de charge

aussi est importante (ẼC = 10, ẼJS = 10) de sorte que le courant critique est for-

tement supprimé hors de la résonance. De plus, puisque ẼJS est grand, le couplage

au réservoir de phase est important. De ce fait, la suppression du courant critique

est rapidement levée lorsque le flux externe s’éloigne de Φx/Φ0 = ±1/2. Hors de

ces valeurs particulières du flux externe, le courant critique sature rapidement et Ic

présente un plateau autour de Φx/Φ0 = 0. Comme on le voit à la figure 5.9 b), cette

combinaison de la suppression importante du courant critique par l’énergie de charge

et d’un couplage de grande intensité entre le réservoir de phase et l’̂ıle du SSET

produit un ∆Ic ayant des pics de grande amplitude. Dans une telle situation, il est

plus facile de distinguer les états logiques du qubit. Cette plus grande amplitude a

toutefois l’inconvénient important que les pics de ∆Ic sont très étroits et donc que

les fluctuations de voltage et de flux deviennent importantes lors de la lecture. Il est

important d’optimiser les paramètres du système de façon à atteindre le juste milieu

entre grande amplitude et faible largeur des pics de ∆Ic. Notons qu’en pratique on

ne peut choisir l’énergie de charge arbitrairement grande puisque, tel que mentionné

à la section 3.2.1, le gap supraconducteur doit dominer toutes les autres énergies du
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Fig. 5.9: Courant critique (a) et différence de courant critique (b,c,d) en fonction du voltage

de grille et du flux externe. En a) et b), les énergies sont ẼJS = 10 et ẼC = 10. De même,

les jonctions du SSET et du SQUID sont symétriques. En c) et d), l’énergie de charge est

ẼC = 10 et les jonctions du SSET sont symétriques. En c) on prend ẼJS1 = ẼJS2 = 1

tandis qu’en d) on prend plutôt ẼJS1 = 1 et ẼJS2 = 2.
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système. Dans le cas contraire, l’effet tunnel de quasiparticules sur l’̂ıle du SSET n’est

pas supprimé.

Tel que mentionné précédemment, il est important d’étudier l’effet de l’asymétrie

sur ∆IC . Premièrement, les calculs numériques par diagonalisation exacte montrent

que lorsque les jonctions du SSET ne sont pas équivalentes (EJ1 6= EJ2), l’amplitude

de ∆IC diminue. La raison en est simple : avec deux jonctions en série, l’énergie

Josephson de la plus faible dicte l’énergie Josephson effective de la paire. Une légère

asymétrie n’est donc pas un problème en pratique pour ce détecteur (elle ne change

pas la structure de ∆Ic en fonction du voltage et du flux, seulement son amplitude).

En second lieu, on s’intéresse à l’asymétrie des jonctions du SQUID (EJS1 6= EJS2).

Dans le cas où une des jonctions domine (i.e. EJS1 � EJS2), il vient de (5.18) que

le SQUID agit comme une simple jonction et dont l’énergie Josephson s’approche de

l’énergie de la jonction qui domine. Dans ce cas, on vérifie que le flux externe n’a que

peu d’influence sur le courant critique et que le réservoir de phase est effectivement

toujours couplé à l’̂ıle du SSET. Dans un cas moins extrême où une jonction ne domine

pas complètement, l’asymétrie du SQUID peut être avantageuse. Les figures 5.9 c) et

d) présentent la différence de courant critique dans le cas où ẼC = 10, EJ2/EJ1 = 1

et, respectivement, ẼJS2 = ẼJS1 et ẼJS2 = ẼJS1/2. On remarque que dans le second

cas, les maximums de ∆Ic sont arrondis. On peut alors trouver un point d’opération

pour la lecture où les fluctuations de voltages s’annulent au premier ordre. Ceci est

évidemment avantageux.

5.4.3 Sensibilité et rétroaction

Afin de déterminer l’effet de l’environnement sur le qubit avant la mesure (I < Ic)

on peut suivre l’approche de Tian et al. [135]. Dans cette approche, on commence

par linéariser l’hamiltonien du circuit de détection. On identifie ensuite chaque terme

de l’hamiltonien linéarisé à une composante d’un circuit linéaire (capacité et induc-

tance). On obtient alors un circuit équivalent pour lequel il est facile de déterminer

l’impédance effective telle que vue par le qubit. De ce résultat, et comme aux cha-

pitres 3 et 4, on obtient finalement les taux de relaxation et de déphasage.

Afin d’appliquer cette approche au circuit qui nous intéresse ici, on doit d’abord
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remarquer qu’il n’est pas possible de linéariser par rapport à la variable interne φ du

SSET dans le régime EC > EJ . Cette linéarisation ne tient pas compte du blocage de

Coulomb qui est important pour la dynamique de φ. En supposant que le SSET reste

dans son fondamental, il semble alors plus approprié de faire cette linéarisation en

ayant d’abord remplacé, comme précédemment, dans l’hamiltonien total les termes

décrivant le SSET par l’énergie de son fondamental. Cette approche ne nous renseigne

toutefois que sur le régime I < Ic. Afin de déterminer la sensibilité de ce détecteur

au flux du qubit, on s’intéresse ici plutôt au régime I > Ic.

En considérant à nouveau le cas EJ1 = EJ2, on obtient de (5.13) l’hamiltonien

d’interaction qubit–détecteur suivant :

Hint = 2EJS sin
πΦx

Φ0

sin
πΦq

Φ0

cosφ. (5.20)

Avec η ≈ 2π (|Φq|/Φ0)EJS sin(πΦx/Φ0) pour |Φq|/Φ0 � 1, on retrouve la forme

standard Hint = η σz cosφ où la phase φ joue le rôle du pointeur. Afin d’obtenir les

caractéristiques du détecteur, on peut alors utiliser l’approche décrite à la section §5.2.

On commence ici par déterminer le temps de lecture. Un calcul semblable a été

réalisé pour la sensibilité du SSET à la charge par Zorin [217]. On suit ici les mêmes

approche et notation.

On fixe Φq = 0 et on s’intéresse à la réponse du détecteur à une variation du flux

Φx. La sensibilité du détecteur au flux est donnée par

δΦ =
Vf

λ
[Flux/

√
Hz]. (5.21)

Dans cette expression, λ est la fonction de réponse

λ =
∂V

∂Φx

(5.22)

et Vf l’amplitude des fluctuations de voltage aux bornes du SSET

Vf =
√

2πSV (0) [V/
√

Hz]. (5.23)

La signification de la relation (5.21) est que, étant donnée une sensibilité δΦ, une

variation de flux de δΦ dans le SQUID pourra être détectée dans un temps de mesure

d’une seconde [206].
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Le SSET est équivalent à une jonction Josephson dans le régime sur-amorti et

de courant critique Ic(ng,Φx). Pour les fluctuations de voltage à ces bornes, on peut

alors utiliser les résultats du modèle RSJ [208,217,225–227] :

SV (0) =
2R2

d

πRs

(
kBT +

I2
c

2I
eV coth

eV

kBT

)
. (5.24)

Dans cette expression, Rd = ∂V/∂I est la résistance différentielle de la jonction

effective. Toujours dans le modèle RSJ sur-amorti, le voltage moyen V entrant dans

l’expression pour SV (0) s’obtient de l’équation du mouvement pour la phase

Φ0

2πRs

θ̇ + Is(θ, ng,Φx) = 0 (5.25)

en intégrant θ̇ sur une période du supercourant. Pour une jonction ayant une rela-

tion courant–phase purement sinusöıdale, on obtient la relation hyperbolique usuelle

V/IcRs = (I/Ic − 1)1/2, pour I/Ic > 1 [208]. En utilisant plutôt la relation courant–

phase (5.17), on observe après intégration numérique de (5.25) que le voltage s’ap-

proche de cette forme.

De la sensibilité δΦ, on obtient facilement le temps de mesure. Pour la mesure

d’un qubit, on cherche à distinguer entre deux valeurs de flux Φq séparées de ∆Φ =

2|Φq| = 2 · 10−3Φ0. Le temps de mesure tmes est donc

∆Φ =
δΦ√
tmes

⇒ tmes =

(
δΦ

∆Φ

)2

=
2πSV (0)

λ2∆Φ2
. (5.26)

Numériquement, on obtient facilement ce temps après avoir calculé le courant critique

et le voltage moyen. Des commentaires sur ce calcul seront donnés plus loin.

On s’intéresse maintenant à la rétroaction du détecteur sur le qubit et, plus par-

ticulièrement, au mélange des états du qubit qui en résulte. On aborde ce problème

de façon légèrement différente de la section §5.2. On s’intéresse ici à l’effet de l’en-

vironnement Rs du détecteur sur les niveaux d’énergie du qubit. En effet, Rs induit

des fluctuations de voltage Vf aux bornes du SSET. Celles-ci sont responsables de

fluctuations de voltage de l’̂ıle du SSET qui se traduisent en fluctuations de voltage

aux bornes du SQUID. Ces dernières induisent finalement des fluctuations de courant

qui se couplent au qubit.
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Le voltage Uφ de l’̂ıle du SSET est donné par

Uφ =
1

2e

∂Ef

∂ ng

. (5.27)

Dans l’approximation à deux états de charge pour le SSET, on utilise à nouveau la

relation (5.15) pour le fondamental Ef .

Pour de petites fluctuations, les fluctuations de Uφ sont reliées à celles de la phase

externe θ du SSET δU = (∂U/∂θ) δθ. De même, θ est relié à Vf par la relation de

Josephson Vf = iωΦ0 θ/2π. On obtient alors

〈UφUφ〉ω =
1

ω2

(
2π

Φ0

)2(
∂U

∂ θ

)2

〈VfVf〉ω. (5.28)

Pour 〈VfVf〉ω, on ne peut utiliser la relation (5.24) qui n’est valide qu’à basse fré-

quence. Puisque l’on cherche à déterminer la relaxation induite par le détecteur, on

doit prendre une relation valide à la fréquence de transition ω0 du qubit. On utilise

donc ici la relation obtenue dans le modèle RSJ et dont (5.24) est la limite basse

fréquence [208,225–227] :

SV (ω) =
2eIcRs

Φ0

∞∑
k=−∞

|zk|2 (θ − kν) coth

[
eIcRs

kBT
(θ − kν)

]
, (5.29)

où

|zk| =
∣∣∣∣ δk,0 +

ki(i− ν)|k|

θ − kν
− 1

2

[
(k − 1)(i− ν)|k−1|

θ − (k − 1)ν
+

(k + 1)(i− ν)|k+1|

θ − (k + 1)ν

]∣∣∣∣ . (5.30)

Dans ces expressions, ν = V/IcRs, i ≡ I/Ic et θ ≡ ω/ωJ où ωJ = 2πIcRs/Φ0. La

densité spectrale SV (ω) a plusieurs pics [225]. Le taux de relaxation sera minimisé si

aucun de ceux-ci ne se trouve à ω0. On remplace finalement 〈VfVf〉ω dans (5.28) par

SV (ω) afin d’obtenir une expression pour 〈UφUφ〉ω.

Avec ce résultat, il est maintenant simple de déterminer l’effet de ces fluctuations

sur le qubit. La capacité du réservoir à la masse est grande et on considèrera le

réservoir comme étant effectivement à la masse. Le degré de liberté interne φ du

SSET correspond au degré de liberté externe du SQUID et les fluctuations de Uφ

sont des fluctuations de voltages aux bornes du SQUID. Pour déterminer leur effet

sur l’asymétrie ε = 2Is(Φx −Φ0/2) du double puits de potentiel (voir section §3.2.2),
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on peut alors utiliser directement les résultats des références [125, 136]. Dans ces

références, les auteurs s’intéressent à l’effet sur un qubit de flux à trois jonctions de

la présence d’un SQUID-dc. On obtient alors

〈εε〉ω = 8 I2
cs

(2π)2

ω4

(
2π

Φ0

)2(
Φq

Φ0

)2(
∂U

∂ θ

)2

sin2 φ sin2

(
πΦx

Φ0

)
SV (ω), (5.31)

où Ics = 2eEJS/~ est le courant critique du SQUID. On remarque qu’à Φx = 0, les

fluctuations sont découplées du qubit. C’est le résultat auquel on était en droit de

s’attendre à partir de la forme, présentée à la figure 5.7, que prend la différence de

courant critique en fonction du flux externe. Dans cette dernière expression, on fait

le remplacement
∂U

∂ θ
sinφ → Max

{
∂U

∂ θ

}
, (5.32)

dans le but de considérer le pire des cas. On obtient finalement la densité spectrale

J(ω) = 〈εε〉ω/~2 et le temps de mélange de (3.31). Numériquement, on obtient facile-

ment ce taux après avoir déterminé le courant critique et le voltage moyen.

Ayant obtenu ces relations, on cherche numériquement une région de l’espace des

paramètres pour laquelle le temps de mesure est inférieur au temps de mélange. Une

étude préliminaire tend à montrer que le ratio tmes/tmix sera minimisé pour Ec/EJ <

1. Notons que le grand nombre de paramètres impliqués ne facilite pas l’optimisation

numérique des performances du détecteur. Pour faciliter cette optimisation, il pourrait

être utile de recourir aux techniques du type recuit simulé, déjà abordées au chapitre 1.

5.4.4 Remarques et sommaire

Quelques remarques sont de mise.

(1) Il y a (au moins) deux façons d’utiliser ce détecteur. Premièrement, en appliquant

un courant dans le SSET qui est supérieur à Ic+ et Ic−. On mesure alors le voltage qui

sera différent selon l’état du qubit. La deuxième approche est d’appliquer un courant

entre les valeurs Ic+ et Ic−. On mesurera alors un voltage ou aucun voltage selon la

valeur logique du qubit.

(2) Le voltage de sortie aux bornes du SSET sera fort probablement très petit. En

effet, afin que le SSET soit dans le régime sur-amoti, on doit avoir Rs ∼ 100Ω. De
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plus, les performances du SSET semblent être optimisées lorsque le courant critique

I0 n’est pas trop élevé, de l’ordre de 10− 100nA [141]. Le voltage de sortie sera donc

au mieux de l’ordre ∼ 10−5, 10−6V. Dans le mode d’opération où l’on applique un

courant au SSET supérieur au courant critique correspondant à chacun des états du

qubit, la différence de voltage entre ces deux états sera d’environ 10−2 à 10−3 fois

plus faible que le voltage de sortie. Tel que mentionné à la section §5.3.2, il sera alors

nécessaire d’utiliser un amplificateur à basse température. Celui-ci injecte du bruit

dans le système augmentant ainsi le temps de mesure requis pour distinguer les états

du qubit.

(3) Il faut tenir compte des contributions des fluctuations de ng et de Φx à Uφ.

(4) Il serait intéressant d’appliquer l’approche décrite aux références [177, 228, 229]

et mentionnée en annexe D pour modifier la valeur Rs selon que la mesure est en

cours ou non. Dans cette approche, Rs est remplacée par un réseau unidimensionnel

de SQUIDs. On change alors la résistance effective en ajustant un flux extérieur sur

le réseau. Avec cette technique, Watanabe et Haviland [228] ont pu moduler, sur

plusieurs ordres de grandeur, la résistance effective vue par une jonction Josephson

et ainsi étudier la dynamique d’une même jonction en présence de différents envi-

ronnements. Notons que cette approche pourrait aussi être utilisée pour améliorer le

comportement du SQUID-dc lors de la lecture d’un qubit.

Le détecteur pour qubits de phase suggéré ici semble avoir, tout au moins pour

certaines valeurs de ces paramètres, l’avantage important de permettre la séparation

entre les parties dissipative et cohérente du circuit. En choisissant le point d’opération

du détecteur, on peut optimiser la mesure ou le temps de cohérence du qubit. Un

problème potentiel toutefois réside dans le fait que le signal de sortie est très petit.

On doit alors utiliser un étage d’amplification qui réintroduit du bruit dans le système.

Il s’agit d’un problème du SSET et il est cependant peut-être possible d’appliquer le

concept de transducteur phase–charge étudié ici à un détecteur ne présentant pas ce

problème. Finalement, avant de conclure sur l’efficacité du détecteur présenté ici, il

est nécessaire de compléter l’optimisation des performances sur toute la gamme de

valeurs des paramètres du système.
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Conclusion

Where a calculator on the ENIAC is equipped with 18 000

vacuum tubes and weighs 30 tons, computers in the future

may have only 1 000 vacuum tubes and perhaps weigh one

and a half ton.

-Popular Mechanics, 1949

Dans cette thèse, on s’est intéressé à différents aspects du calcul quantique et, plus

particulièrement, aux qubits supraconducteurs. On a d’abord considéré la réalisation

des opérations logiques et vu comment il peut parfois être avantageux d’utiliser des

codes pour arriver à l’universalité. Pour les qubits supraconducteurs de phase, l’uti-

lisation de ce type de code a permis la simplification des designs (annexe C) [52].

De plus, on a vu comment un ordinateur quantique pourrait être utile à des

problèmes d’intérêt physique, comme l’estimation de valeurs propres. Ces algorithmes

quantiques requièrent un grand nombre d’opérations logiques et il est avantageux

d’optimiser leur application. En particulier, il est important que cette optimisation

prenne en considération la topologie du registre de qubits. Pour la transformée de

Fourier exacte et un registre unidimensionnel de qubits limités à des interactions aux

plus proches voisins, nous avons obtenus des circuits de profondeur linéaire [67]. Dans

le contexte du design de registres quantiques, ce résultat met en évidence l’importance

de la possibilité de réaliser certaines opérations logiques en parallèle.

L’application de la phase géométrique non-adiabatique au calcul quantique a en-

suite été étudiée [99]. Cette phase a plusieurs avantages par rapport à la phase de

Berry. (1) Elle peut être réalisée plus rapidement. (2) Avec un choix approprié du par-

cours dans l’espace projectif, elle ne nécessite pas d’annulation de la phase dynamique.

Finalement, (3) seulement deux champs de contrôle sont requis. Cette dernière simpli-
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fication peut faciliter les manipulations et, dans certains cas, la fabrication des qubits.

Pour le calcul quantique, l’intérêt des phases géométriques est leur supposée tolérance

aux imperfections. Malheureusement, on a montré que les phases géométriques sont en

fait moins tolérantes aux imperfections que leurs équivalents dynamiques. Ce résultat

est en accord avec l’approche complètement numérique de Nazir et al. [110]. Malgré

cela, il serait intéressant d’observer cette phase à l’aide de systèmes supraconducteurs

mésoscopiques. On a montré comment cela est possible pour les qubits de charge.

L’application à d’autres systèmes n’est qu’une simple généralisation.

Après s’être intéressé à ces questions plus algorithmiques, différents aspects concer-

nant les qubits supraconducteurs ont été abordés. On a, entre autres, présenté un

nouveau type de qubit basé sur une combinaison de supraconducteurs de type s et

de type d (annexe D) [162]. De plus, on a étudié l’interaction capacitive entre une

paire de qubits basés sur les jonctions Josephson dans lesquels un courant est ap-

pliqué (current-biased Josephson junction, CBJJ) [179]. L’effet de la fuite hors des

états logiques des jonctions et des fluctuations de courant a été analysé. On a en-

suite montré comment une CBJJ peut être utile pour faire interagir indirectement

des qubits. Ce type d’interaction a l’avantage d’être ajustable. De plus, à l’aide du

‘recoupling’ cette méthode peut être appliqué à différents types de qubits. Une confir-

mation expérimentale de ces résultats serait intéressante.

Finalement, un transducteur phase–charge pour la lecture du qubit de flux a

été suggéré. Un avantage de ce détecteur est l’existence d’un point d’opération où

l’environnement est découplé du qubit. Il est nécessaire de compléter cette étude en

allant au-delà de l’approximation à deux charges pour le SSET et en optimisant les

performances du détecteur par une recherche dans l’espace de ces paramètres.

En résumé, on a étudié dans ce document plusieurs aspects concernant les or-

dinateurs quantiques et leur réalisation à l’aide de systèmes supraconducteurs. À

travers ces différents aspects, il apparâıt clairement que l’informatique quantique est

un champ de recherche se situant à la frontière entre de nombreuses spécialités. Une

connaissance de ces différentes spécialités est nécessaire afin de pouvoir faire le pa-

rallèle entre les exigences algorithmiques et les limitations physiques et pratiques des

dispositifs. Par exemple, on a vu que l’utilisation des codes pouvait réduire certaines

contraintes de fabrication des dispositifs. À l’opposé, on a vu que les codes correcteurs
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d’erreurs imposent des conditions sévères sur les appareils de mesure et qu’on doit en

tenir compte dans leur design.

Dans ce document, quatre suggestions expérimentales ont été faites. (1) Ob-

servation de la phase géométrique non-adiabatique dans les systèmes supraconduc-

teurs mésoscopiques. (2) Suggestion d’un nouveau design de qubit supraconducteur.

(3) Méthode pour l’interaction qubit–qubit. (4) Nouvelle approche pour la lecture

d’un qubit de flux. À l’exception du nouveau design de qubit qui semble plus difficile

à fabriquer, les trois autres suggestions apparaissent réalisables avec la technologie

actuelle. Évidemment, on ne peut prétendre que ces différentes suggestions soient une

solution finale aux problèmes auxquels ils s’adressent. On peut toutefois espérer qu’ils

représentent un pas de plus dans la bonne direction.

Avant de pouvoir réaliser un ordinateur quantique utile basé sur les concepts

présentés ici, beaucoup de travail expérimental et théorique reste à faire. En particu-

lier, il semble nécessaire de regarder en plus grand détail le problème de la fuite hors

des états logiques de la CBJJ lors de l’interaction qubit–qubit. Des solutions algo-

rithmiques à ce genre de problème ont déjà été étudiées mais il reste à les appliquer à

la situation qui nous intéresse ici. De plus, un des concepts récents le plus important

pour le domaine est probablement l’utilisation d’un point d’opération où le qubit n’est

pas sensible aux fluctuations de ces paramètres de contrôle. Ce type de point particu-

lier a été utilisé avec succès dans l’expérience du qubit phase–charge [6] et il est aussi

présent dans le détecteur discuté au chapitre 5. Dans la recherche de nouveaux types

de qubits, de détecteurs et même de méthodes d’interaction qubit–qubit, il semble

primordial d’avoir ce concept à l’esprit.

Finalement, au cours des trois dernières années, le domaine est passé de presque

purement théorique à un domaine mené par l’expérience. Ce changement de cap

montre une confiance dans les chances de succès de cette technologie. Il apparâıt tou-

tefois difficile de prévoir quand sera réalisé un ordinateur quantique pouvant supplan-

ter les ordinateurs classiques dans l’exécution de calculs utiles, si un tel ordinateur est

jamais réalisé. Malgré ces incertitudes, le chemin vers la réalisation d’un ordinateur

quantique est parsemé de physique passionnante et son exploration vaut les efforts

investis.
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Annexe A

Phase géométrique sur qubit de charge

Dans cette annexe, on commence par reproduire les résultats de Falci et al. concer-

nant la phase géométrique adiabatique sur les qubits de charge [83]. Il s’agit d’un

exemple intéressant de phase géométrique. Ensuite, la procédure pour réaliser la phase

géométrique non-adiabatique à l’aide de ce même type de qubit est présentée.

A.1 Phase géométrique adiabatique

Afin d’appliquer la phase de Berry au calcul quantique, il est nécessaire d’avoir

un contrôle sur les trois champs effectifs de l’Hamiltonien à un qubit. Pour arriver à

un tel contrôle, Falci et al. ont étudié le qubit de charge asymétrique. Ici, l’asymétrie

se trouve entre les jonctions Josephson formant la boucle du qubit. Tel que décrit au

chapitre 3, l’Hamiltonien de ce système est

H = 4EC(n− ng)
2 − EJ1 cosϕ1 − EJ2 cosϕ2, (A.1)

où n est le nombre de paires de Cooper sur l’̂ıle de la bôıte, ng la charge de grille

adimensionnelle, EC l’énergie de charge et EJi l’énergie Josephson de la jonction i

ayant une différence de phase ϕi.

Avec φ = ϕ1 − ϕ2 et pour une boucle de faible inductance, on peut réécrire

l’Hamiltonien du qubit asymétrique sous la forme

H = 4EC(n− ng)
2 − EJ(Φx) cos (φ− α), (A.2)
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ng

ngm

1/2

0

Fig. A.1: Circuit dans l’espace des paramètres {Φx, ng}.

où

EJ(Φx) =

√
(EJ1 − EJ2)2 + 4EJ1EJ2 cos2

(
π

Φx

Φ0

)
, (A.3)

et

tanα =
EJ1 − EJ2

EJ1 + EJ2

tan

(
π

Φx

Φ0

)
. (A.4)

Avec le remplacement usuel vers les matrice de Pauli, on peut réécrire ce résultat

sous la forme

H =
1

2
B · σ (A.5)

avec comme champ effectif B = {EJ cosα,−EJ sinα, 4EC(1−2ng)}. Sans l’asymétrie,

α = 0 et By est fixé à zéro.

Considérons maintenant l’évolution du système sous la variation adiabatique des

paramètres de l’Hamiltonien sur le parcours fermé C de la figure A.1. Tel que décrit

au chapitre 2, suite à ce parcours les états propres de l’Hamiltonien auront une phase

dynamique et une phase géométrique. Cette dernière est proportionelle à l’angle solide

soutenu par C̃ au point de dégénérescence B = 0. Ici, C̃ est la projection de C sur la

sphère. L’angle solide est donné par

Ω(C̃) =

∫∫
C̃

dϕ dθ sin θ (A.6)

où θ et ϕ sont

cos θ =
Bz

B
, tanϕ =

By

Bx

(A.7)
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Fig. A.2: Phase de Berry en fonction ngm et Φxm. Les valeurs pour les différents paramètres

sont les mêmes qu’à la référence [83], soit EJ1 = EJ2/4 et EC = 5(EJ1 + EJ2).

et B =
√
B2

x +B2
y +B2

z .

La relation (A.6) s’intègre plus facilement dans l’espace {nx,Φ}. On a alors

Ω(C̃) =

∫ 1/2

ngm

∫ Φxm

0

dngdΦx J(ng,Φx)

√
1−

(
Bz(ng)

B(ng,Φx)

)2

, (A.8)

où J(ng,Φx) est le Jacobien de la transformation. Après intégration, on obtient

Ω(ngm,Φxm) =
2EC(1− 2ngm)

4(EJ1EJ2)(1/2)
λµΠ

(
π

Φxm

Φ0

, 1− µ2, λ

)
, (A.9)

avec

µ ≡ EJ1 − EJ2

EJ1 + EJ2

(A.10)

λ2 ≡ 4(EJ1EJ2)
(1/2)

E2
C(1− 2ngm)2 + (EJ1 + EJ2)2

, (A.11)

et où Π(x, n, k) est l’intégrale elliptique du troisième type. La figure A.2 présente ce

résultat en fonction de ngm et Φxm.

Puisque l’on s’intéresse à un pseudo-spin 1/2, la phase de Berry pour les états

propres est γB = ±1
2
Ω. En débutant l’évolution avec une superposition des états

propres, on obtient une phase géométrique relative 2γB à la fin de l’évolution [83]. Afin

d’avoir une phase purement géométrique, il est nécessaire d’annuler la contribution

dynamique par écho de spin.
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A.2. PHASE GÉOMÉTRIQUE NON-ADIABATIQUE

A.2 Phase géométrique non-adiabatique

Fig. A.3: Séquence de flux externe Φx et de charge de grille ng réalisant l’opération RAA
z (θ)

sur un qubit de charge. L’amplitude relative du flux et du voltage de grille pour la porte

Rn(π) détermine θ, voir figure A.4.

La phase géométrique ne nécessite que deux champs de contrôle. Elle peut donc

être réalisée, par exemple, à l’aide d’un qubit de charge symétrique. Dans ce système,

on réalise l’opération RAA
z (θ) de la section §2.1.3 à l’aide de la séquence de voltage

de grille et du flux extérieur présentée à la figure A.3. Les figures A.4 a) et A.4 b)

présentent respectivement l’angle θ et l’amplitude du champ effectif Bn générant

Rn(π) en fonction du voltage de grille et du flux extérieur sur le qubit de charge. En

raison de la dépendance de Bn sur ces paramètres de contrôle, le temps tn = π/Bn

nécessaire pour réaliser la porte Rn(π) dépend de la phase géométrique θ voulue,

figure A.4 c).
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A.2. PHASE GÉOMÉTRIQUE NON-ADIABATIQUE

c)

1

11

Fig. A.4: a) Valeurs possibles de la phase géométrique θ =

arctan[2EC (2ng − 1) /EJ cos (πΦx/Φ0)] pour le qubit de charge symétrique en fonc-

tion des paramètres extérieurs générant la porte Rn(π). Les énergies du qubit sont choisies

ici comme à la référence [144] : EJ = 0.6K et EC = 1.35K. La phase relative 2θ peut être

choisie dans la gamme complète de valeurs [0, 2π] par un choix approprié des paramètres de

contrôle. b) Grandeur du champ effectif Bn en fonction des paramètres extérieurs. c) Temps

nécessaire à la réalisation de RAA
z (θ) (en picosecondes) en fonction des paramètres générant

Rn (π). On suppose ici que les portes Rx (π/2) dans (2.15) sont réalisées le plus rapidement

possible en fonction des énergies données plus haut. En raison des limitations des sources

de voltage et de courant (i.e. flux), ce temps d’opération peut être plus long [144]. Le temps

de montée des impulsions de voltage/flux n’a pas été pris en considération ici.
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Annexe B

Distance pour opérations dynamiques

bruyantes

Dans cette annexe, on présente les principales étapes de calcul nécessaires afin

d’obtenir la distance D(U,V) pour les portes dynamiques avec bruit V = R̃z(θ) par

rapport aux portes dynamiques idéales U = Rz(θ) = e−iBzσzt/2. Tel qu’exprimé par la

relation (2.23), le bruit est modélisé en ajoutant simplement une composante aléatoire

δBi(t)σi à l’Hamiltonien sans fluctuations Bzσz/2. Ensuite, utilisant la propriété de

composition de l’opérateur d’évolution (2.24), on écrit pour les opérations avec bruit

V =
N∏

n=1

e−i(Bz+δBn
z )∆t

2
σz−iδBn

x
∆t
2

σx , (B.1)

où ∆t = t/N est défini comme étant le temps de corrélation du bruit. Au premier

ordre en ∆t et δB, on peut réécrire cette expression de la façon suivante :

V ≈
N∏

n=1

e−i(Bz+δBn
z )∆t

2
σze−iδBn

x
∆t
2

σx . (B.2)

Ensuite, en développant les exponentielles au premier ordre en ∆t et δB on obtient

V ≈ e−iBz
t
2
σz

(
I− i

∆t

2
σz

N∑
n=1

δBn
z − i

∆t

2
σx

N∑
n=1

δBn
x

)
, (B.3)

où nous avons encore utilisé le fait que les commutateurs impliqués s’annulent au

premier ordre en temps ∆t et en bruit δB.
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À l’aide de cette approximation pour V, il est facile de calculer la distance

D(U,V) ≈ Tr

√√√√√
(∆t

2

N∑
n=1

δBn
z

)2

+

(
∆t

2

N∑
n=1

δBn
x

)2
 I

= ∆t
√
X2

z +X2
x

(B.4)

avec Xi ≡
∑N

n=1 δB
n
i .

À l’aide du théorème de la limite centrale, on prend maintenant la moyenne de ce

résultat sur M réalisations du bruit. Puisque les δBi sont des variables indépendantes

tirées d’une distribution de probabilité uniforme dans l’intervalle±δBmax, on a 〈Xi〉 =

0. Pour l’écart type de ces variables, on obtient

〈∆X2
i 〉 = N∆t2〈δB2〉

= N∆t2
∫ δBmax

−δBmax

d(δB)

2 δBmax

δB2

= ∆t2
NδB2

max

3

≡ σ.

(B.5)

La moyenne de la distance est alors simplement

〈D(U,V)〉 ≈ ∆t 〈
√
X2

z +X2
x〉

=
∆t

2πσ2

∫∫ ∞

−∞
dXx dXz

√
X2

z +X2
x e

−X2
z

2σ2 e
−X2

x
2σ2

=
∆t

2πσ2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dr r2 e
−r2

2σ2

=

√
π

2
∆t

√
NδB2

max

3
,

(B.6)

où le remplacement Xz = r cos θ, Xx = r sin θ a été fait avant de réaliser l’intégrale

Gaussienne. En utilisant t = N∆t et θ = Bz t on obtient finalement l’expression

(2.27) b) pour la distance moyenne.

Obtenir l’expression équivalente (2.27) a) pour la phase AA est plus fastidieux mais

se fait avec les mêmes étapes. Pour obtenir cette expression, on doit tenir compte du

fait que les opérations composant RAA(θ/2) prennent un temps différent pour être
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réalisées. Afin de garder le temps de corrélation constant sous toute la séquence,

on choisit donc un nombre d’intervalles différents pour la décomposition (2.24) de

chacune des opérations. Il s’agit de la seule subtilité supplémentaire.
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Annexe C

Encodage et suppression d’erreurs pour

qubits de phase supraconducteurs

Dans cette annexe, on reproduit un article réalisé en collaboration avec Daniel A.

Lidar et Lian-Ao Wu de l’Université de Toronto [52]. Dans ce travail, on utilise le

concept d’universalité encodée afin de simplifier les designs de qubits de phase supra-

conducteurs. On s’intéresse plus particulièrement aux qubits basés sur les barrières

de grain entre supraconducteurs de type d [5, 160]. On réussit ainsi à se débarrasser

d’une opération difficile à réaliser en pratique dans ces systèmes : la rotation Rz(φ).

Deux versions du code sont proposées. Une première requérant 2N qubits phy-

siques pour encoder N qubits logiques et une seconde version ne requérant que N +1

qubits physiques. Cette dernière approche est basée sur l’utilisation d’un ‘bus qubit’

fixé dans un état logique. Malgré le choix d’un nom similaire, ce bus n’est pas utilisé

de la même façon que dans les architectures basées sur les pièges linéaires à ions.

La fuite hors du sous-espace du code est étudiée en utilisant, en autres, les tech-

niques de recouplage (‘recoupling’). De plus, la technique bang–bang de réduction

d’erreurs, déjà étudiée à la référence [5], est explorée en plus de détails.

Mes contributions principales dans ce travail ont été de suggérer le code ne requé-

rant que N + 1 qubits physiques et de faire le lien entre les codes et les architectures

de qubits supraconducteurs.
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Annexe D

Qubits à terminaux multiples

On reproduit ici un article concernant un nouveau type de qubit supraconduc-

teur [162]. Ce travail a été réalisé en collaboration avec les chercheurs de D-Wave

Systems inc., compagnie basée à Vancouver, et A.N. Omelyanchouk de l’Institue B.I.

Verkin en Ukraine.

Mes contributions sont principalement au niveau des opérations logiques et du

calcul des temps de décohérence due aux fluctuations des paramètres de contrôle.

L’idée originale pour ce design de qubit a été proposée par M.H.S. Amin.

Une version plus complète de cet article est en préparation et sera, éventuellement,

soumise pour publication. Ce manuscrit comprend, en autre, une discussion de l’utili-

sation des DFS avec ce type de qubit et une façon originale de manipuler le temps de

décohérence du système selon que l’on cherche à initialiser un qubit (et donc avoir un

cours temps de cohérence) ou à le manipuler de façon cohérente. Cette idée est basée

sur les travaux expérimentaux de M. Watanabe et al. [228]. Toutefois, des idées simi-

laires mais en relation avec les qubits de charge ont depuis été publiées par d’autres

auteurs [229].
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Annexe E

Taux de déphasage et de relaxation

On obtient dans cette annexe les taux de déphasage et de relaxation au premier

ordre en théorie de perturbation. Pour le taux de relaxation, ce calcul est présenté de

façon très pédagogique à la référence [134]. On emprunte ici la notation et l’approche

de cet article afin d’obtenir le taux de déphasage.

Comme à la section §3.3, on se place dans la base des états propres de l’hamiltonien

à un qubit. Par définition, dans cette base ce dernier s’exprime comme

H0 = −~ω0

2
σz (E.1)

où ~ω0 est la séparation en énergie entre les états propres du qubit et les σi sont ici

les matrices de Pauli dans la base des états propres {|0〉, |1〉} de H0
1. On suppose le

qubit couplé à des sources de bruit fi(t) dans les directions x et z. La perturbation

prend donc la forme :

V = ηx fx(t)σx + ηz fz(t)σz, (E.2)

où les ηi sont des constantes de couplage.

Afin de déterminer la relaxation, on s’intéresse au taux de transition entre les

états propres de H0. On s’intéresse toutefois ici au déphasage et on cherchera plutôt

à obtenir le taux de transition entre les superpositions |±〉 = (|0〉±|1〉)/
√

2. Une telle

transition correspond à un renversement complet de la phase. Si le système est préparé

1On note ici les états propres {|0〉, |1〉}. Il est important de garder à l’esprit que ces états propres
seront généralement des superpositions des états logiques.
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initialement dans l’état |ψ(0)〉 = |−〉, celui-ci sera, au premier ordre de perturbation,

dans l’état

|ψ̂(t)〉 = |ψ(0)〉 − i

~

∫ t

0

dτ V̂ (τ)|ψ(0)〉 (E.3)

au temps t. On travaille ici en représentation d’interaction :

V̂ (τ) = eiH0τ/~ V e−iH0τ/~. (E.4)

De (E.2) et (E.3), on obtient pour l’amplitude de transition α∓ entre les états |−〉
et |+〉

α∓ = −iηx

~

∫ t

0

dτ 〈+|σ̂x(τ)|−〉fx(τ)− i
ηz

~

∫ t

0

dτ 〈+|σ̂z(τ)|−〉fz(τ) +O(η2
x,z)

=
ηx

~

∫ t

0

dτ sin(ω0τ)fx(τ)− i
ηz

~

∫ t

0

dτ fz(τ) +O(η2
x,z),

(E.5)

où on a utilisé le fait que eiH0t/~σx = σxe
−iH0t/~ afin de simplifier le premier membre

de droite et [H0, σz] = 0 pour le second. De ce résultat, on obtient pour la probabilité

de transition

p∓(t) ≡ |α∓|2 =
η2

x

~2

∫ t

0

∫ t

0

dτ1dτ2 sin(ω0τ1) sin(ω0τ2) fx(τ1)fx(τ2)

+
η2

z

~2

∫ t

0

∫ t

0

dτ1dτ2 fz(τ1)fz(τ2) +O(η3
x,z).

(E.6)

De la même façon qu’à l’annexe B, on s’intéresse à la moyenne sur différentes réalisations

du bruit :

p̄∓(t) =
η2

x

~2

∫ t

0

∫ t

0

dτ1dτ2 sin(ω0τ1) sin(ω0τ2) 〈fx(τ1)fx(τ2)〉

+
η2

z

~2

∫ t

0

∫ t

0

dτ1dτ2 〈fx(τ1)fx(τ2)〉+O(η3
x,z).

(E.7)

Suivant toujours la référence [134], on procède maintenant au changement de

variables suivant : τ = τ1 − τ2 et T = (τ1 + τ2)/2. La probabilité de transition

s’exprime alors comme

p̄∓(t) =− 1

2

η2
x

~2

∫ t

0

dT

∫ B(T )

−B(T )

dτ {cos(2ω0T )− cos(ω0τ)} 〈fx(T + τ/2)fx(T − τ/2)〉

+
η2

z

~2

∫ t

0

dT

∫ B(T )

−B(T )

dτ 〈fx(T + τ/2)fx(T − τ/2)〉+O(η3
x,z),

(E.8)
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où

B(T ) = T si T < t/2

= t− T si T > t/2.
(E.9)

On suppose maintenant que les fonctions de corrélation du bruit sont invariantes

sous translation du temps. On suppose aussi qu’elles ont un petit temps d’auto-

corrélation τf . Si on s’intéresse aux temps beaucoup plus grands que τf , on peut alors

faire le remplacement B(T ) →∞ dans les intégrales sur τ . On obtient alors

p̄∓(t) =
1

2

η2
x

~2

∫ t

0

dT

∫ ∞

−∞
dτ cos(ω0τ) 〈fx(τ)fx(0)〉

+
η2

z

~2

∫ t

0

dT

∫ ∞

−∞
dτ 〈fx(τ)fx(0)〉+O(η3

x,z).

(E.10)

On a omit ici le terme oscillant en cos(2ω0T ). La fonction de corrélation 〈fx(τ)fx(0)〉
ne dépend pas de T de sorte que celui-ci s’annule en moyenne puisque l’on s’intéresse

à des temps plus grand que l’inverse de la fréquence naturelle 1/ω0 du système. En

utilisant la définition du spectre de fluctuation de fi(t)

Sfi
(ω) =

∫ ∞

−∞
dτ e+iωτ 〈fi(τ)fi(0)〉, (E.11)

on peut finalement réécrire la probabilité de transition sous la forme

p̄∓(t) = t
1

4

η2
x

~2
(Sfx(ω0) + Sfx(−ω0)) + t

η2
z

~2
Sfz(ω → 0) +O(η3

x,z). (E.12)

En dérivant p̄∓(t) par rapport au temps, on obtient le taux de transition de |−〉 vers

|+〉 :

Γ∓ =
1

4

η2
x

~2
(Sfx(ω0) + Sfx(−ω0)) +

η2
z

~2
Sfz(ω → 0). (E.13)

Afin d’obtenir le temps de déphasage, on doit aussi tenir compte de la transition

|+〉 → |−〉. En répétant les mêmes étapes on vérifie que le résultat est identique

à (E.13). Le taux de déphasage est par conséquent :

Γφ = Γ∓ + Γ±

=
1

2

η2
x

~2
(Sfx(ω0) + Sfx(−ω0)) +

η2
z

~2
(Sfz(ω → 0) + Sfz(ω → 0))

=
1

2

η2
x

~2
Ssym

fx
(ω0) +

η2
z

~2
Ssym

fz
(ω → 0),

(E.14)
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où Ssym
fi

(ω) ≡ (Sfi
(ω) + Sfi

(−ω)) est le spectre symétrique de fluctuation. Cette dis-

tinction est importante puisque, malgré qu’on l’ait traitée jusqu’à présent comme une

variable classique, la quantité f est un opérateur agissant dans l’espace d’Hilbert de

l’environnement. De ce fait, en général [f(t), f(0)] 6= 0 et donc Sfi
(ω) 6= Sfi

(−ω). La

référence [134] contient une discussion particulièrement intéressante de cette question.

Notons que dans les chapitres de la thèse, on écrira simplement Sfi
(ω) pour Ssym

fi
(ω).

Tel que mentionné en début de section, afin d’obtenir le taux de relaxation Γr, il

suffit de répéter les mêmes étapes mais en s’intéressant plutôt aux transitions |0〉 → |1〉
et |1〉 → |0〉. Ceci est fait en détail à la référence [134] et le calcul ne sera pas répété

ici. Mentionnons toutefois que dans ce cas, puisque 〈0|σ̂z(t)|1〉 = 〈1|σ̂z(t)|0〉 = 0, seul

le bruit selon x participe à la relaxation. De ce fait, le résultat est simplement :

Γr = Γ0→1 + Γ1→0

=
η2

x

~2
Ssym

fx
(ω0).

(E.15)

En portant ce dernier résultat dans l’expression pour Γφ, on peut finalement

résumer les résultats importants de cette annexe :

Γr =
η2

x

~2
Ssym

fx
(ω0)

Γφ =
Γr

2
+
η2

z

~2
Ssym

fz
(ω → 0).

(E.16)
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[215] A. Shnirman et G. Schön. Quantum measurements performed with a single-

electron transistor. Phys. Rev. B, 57 :15400, 1998.

[216] A. Maassen van den Brink. Quantum-efficient charge detection using a single-

electron transistor. Euro. Phys. Lett., 58 :562, 2002.

[217] A.B. Zorin. Quantum-limited electrometer based on single Cooper pair tunne-

ling. Phys. Rev. Lett., 76 :4408, 1996.

[218] A.B. Zorin. Ultimate sensitivity of the single Cooper pair tunneling electrome-

ter. IEEE Trans. Ins. and Meas., 46 :299, 1997.

[219] A.B. Zorin. Radio-frequency Bloch-transistor electrometer. Phys. Rev. Lett.,

86 :3388, 2001.

[220] A.B. Zorin. Cooper-pair qubit and Cooper-pair electrometer in one device.

Physica C, 368 :284, 2002.

[221] A. Steinbach, P. Joyez, A. Cottet, D. Esteve, M. H. Devoret, M. E. Huber, et

John M. Martinis. Direct measurement of the josephson supercurrent in an

ultrasmall Josephson junction. Phys. Rev. Lett., 87 :137003, 2001.

[222] M. Matters, W. J. Elion, et J. E. Mooij. Influence of controlled quantum-

mechanical charge and phase fluctuations on Josephson tunneling. Phys. Rev.

Lett., 75 :721, 1995.

[223] P. Joyez, P. Lafarge, A. Filipe, D. Esteve, et M. H. Devoret. Observation of

parity-induced suppression of josephson tunneling in the superconducting single

electron transistor. Phys. Rev. Lett., 1997 :2458, 1994.

209



[224] A. Blais. Read-out device for phase qubits. Non-publié, Octobre 2001.
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