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Sommaire

La découverte récente des semi-métaux de Weyl a ouvert la voie vers de nouvelles
avenues de recherches. Une des questions soulevées par leur existence dans des matériaux
réels est 'impact des corrélations électroniques dans des propriétés générales, topologiques
et de transport lorsqu’ils sont soumis ou non a un champ magnétique externe. Pour répondre
a cette question, cette theése se divise en quatre grands points :

En se basant sur un modele sur réseau brisant la symétrie par renversement du temps,
un premier état des lieux sur les propriétés générales de semi-métaux de Weyl dans le
paradigme de la théorie du champ moyen dynamique est dressé. A 1’aide d'un solutionneur
d’impureté basé sur la diagonalisation exacte, ’étude de propriétés sensibles aux corrélations
électroniques comme la double occupation et le poids de quasi-particules nous permet de
conclure que les semi-métaux de Weyl sont des matériaux peu corrélés. Cependant, les
interactions peuvent entrainer de profonds changements sur les propriétés intrinseques
des nceuds de Weyl comme leur nombre ou leur position dans la zone de Brillouin. Les
mécanismes derriere ces changements ont été étudiés d’un point de vue diagrammatique

ainsi que par le biais des symétries du réseau.

A partir de ce premier état des lieux, nous avons étudié I'impact des corrélations élec-
troniques sur l'effet Hall anormal et sur ’aimantation orbitale de semi-métaux de Weyl
ferromagnétiques. La renormalisation des propriétés intrinseques aux nceuds de Weyl du fait
des interactions électron-électron de type Hubbard augmente la contribution topologique
a l'effet Hall anormal. Cependant, bien qu’intimement liée aux conductivités transverses
et donc a la conductivité de Hall anormale, I’aimantation orbitale n’est pas une quantité
protégée topologiquement. Du fait des interactions, cette derniere se voit étre le théatre d"une
compétition entre deux mécanismes antagonistes : d'un c6té, le renforcement de I'effet Hall
anormal a tendance a augmenter les valeurs de I’aimantation orbitale alors que de l’autre
coté, le poids de quasi-particules entraine la tendance inverse. Lorsque les corrélations

électroniques sont modérément faibles, cette compétition résulte en un quasi match nul et
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I’aimantation orbitale n’est que faiblement affectée par les interactions. A contrario, dans le
régime des fortes corrélations, c’est le poids de quasi-particules qui domine et qui entraine
une diminution de ’aimantation.

Dans une troisiéme partie, nous avons prouvé de fagon rigoureuse la validité de la
théorie de champ moyen dynamique lorsque l’effet orbital induit par un champ magnétique
externe affecte la dispersion d’énergie des électrons. Pour montrer I'étendue du potentiel de
cette méthode, nous I'avons appliquée sur le réseau carré soumis a un champ magnétique
externe avec un rapport de flux magnétique rationnel. Ainsi, la théorie de champ moyen
capture parfaitement la physique des électrons soumis a un champ magnétique externe dont
elle exhibe d’intéressantes propriétés comme la renormalisation de la pulsation cyclotron
ou les oscillations quantiques dans le temps de demi-vie des quasi-particules.

Enfin, la derniére partie de ce travail de these consiste a appliquer la théorie du champ
moyen dynamique sur un semi-métal de Weyl avec interaction d’"Hubbard et soumis a un
champ magnétique. A basse température, ce systéme exhibe les mémes propriétés générales
qu’en absence de champ magnétique. Lorsque 'on augmente la température, deux régimes
distincts sont visibles dans la double occupation et les transitions d'un régime a I’autre se font
de maniere indépendante de l'intensité du champ magnétique. En matiéres de propriétés
de transport, on note la présence d'une magnéto-conductivité positive caractérisée par
I"apparition d"un pic de Drude. L'évolution de ce dernier est entiérement gouvernée par le
poids de quasi-particules. Enfin, nous montrons que la transition entre les deux régimes de
température est aussi visible avec le comportement thermique de la conductivité optique.
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Introduction

La physique, en tant que reine de toute les sciences, regroupe une multitude de domaines
différents qui ont leur propre paradigme, leurs outils mathématiques spécifiques et méme
leur propre langage. Cette situation ne va pas en diminuant puisque chaque découverte
expérimentale, soutenue par des avancées technologiques en accélération continue, ouvre
potentiellement une porte vers un nouveau paradigme et, peut-étre, un nouveau domaine
de la physique.

A la lumiere de cette grille de lecture simpliste de la physique, tout sépare la physique des
problémes a N-corps et la physique topologique.

La premiere est un vieux domaine qui n’a pas attendu l’avénement de la mécanique
quantique pour donner du fil a retordre aux physiciens. Déja avec la physique newtonienne,
trouver la solution analytique a un probléme mettant en jeu plusieurs objets en interac-
tion gravitationnelle est d'une difficulté inouie et, sauf cas rarissimes, des recours a des
approximations, a des approches perturbatives et a des calculs numériques sont nécessaires.
Le probléme a N-corps en mécanique quantique et plus précisément en physique de la
matiere condensée ne déroge pas a la nécessité de ces recours en s’intéressant a résoudre le
probléme de 10?3 électrons en interaction coulombienne. Ainsi en forgant le trait jusqu’a
la caricature, le probleme a N-corps est né avec la mécanique newtonienne en 1687 et la
publication de Philosophiae Naturalis Principia Mathematica et, malgré de profondes mutations
et de changement de paradigmes, reste a ce jour un domaine de recherche dynamique.

La physique topologique moderne est bien plus jeune que la physique des problemes a
N-corps. Bien que ses manifestations expérimentales aient posé probléme aux physiciens
depuis le XIX® siecle avec I'effet Hall anormal (qui est abordé dans ce travail de these), ce
n’est qu'au milieu des années 1980 que les fondements de ce domaine de la physique ont été
posés. Reposant essentiellement sur les bandes électroniques des électrons dans un solide
en absence d’interaction et a température nulle, elle a gagné ses titres de noblesse en offrant

des explications théoriques a un grand nombre de phénomeénes physiques tels que 1’effet



Hall anormal et l'effet Hall quantique mais aussi en prédisant de nouvelles transitions de
phases de nature topologique comme la transition Berezinsky-Kosterlitz-Thouless. Depuis
les années 2000, la physique topologique a connu un regain d’intérét avec la mise en évidence
expérimentale de bon nombre de ses concepts. Il est aussi important de noter qu’elle est
largement utilisée pour décrire des manifestations de la physique des hautes énergie dans la
physique du solide avec notamment les semi-métaux de Dirac et, depuis peu, les semi-métaux
de Weyl.

Dans cette vision de la physique divisée en petites boites, beaucoup de notions séparent la
physique des problemes a N-corps et la physique topologique. On peut voir cette séparation
nette dans leur apparition dans l'histoire des sciences et les paradigmes physiques sur
lesquelles elles reposent. A cela se rajoute parfois un langage emprunté a la physique des
hautes énergies qui peut laisser coi un physicien ayant une formation de physique du
solide. Bien évidemment, cette grille de lecture est extrémement simplifiée et a la limite de
la caricature mais elle explique néanmoins l'existence de langages hermétiques entre les

domaines de la physique distincts.

Est-ce que cela signe le cloisonnement total des spécialités de la physique dans leur
propre paradigme ? Bien évidemment, la réponse a cette question est négative. A 'exception
de domaines reposant sur des paradigmes fondamentalement opposés comme la relativité
générale et la physique quantique par exemple, les frontieres entre les domaines de la
physique sont floues et les sujets d’études hybrides appartiennent d’abord a un domaine
physique plus général qui facilite le langage commun. Par exemple, dans le cas des semi-
métaux de Dirac ou de Weyl, des phénomenes propres a la physique des hautes énergies
ne sont pas forcément directement transposables dans la physique du solide mais peuvent
trouver un équivalent. Ainsi, ’lanomalie chirale telle qu’elle est définie dans les hautes
énergies ne peut exister dans une zone de Brillouin mais elle a son équivalent local dont les

conséquences sont mesurables : la magnéto-résistivité négative.

Ce travail de these se situe a la frontiere de deux (voire trois) domaines en faisant le
choix d"une approche résolument tournée vers la physique du solide. Le chapitre 1 est
une introduction aux semi-métaux de Weyl. Sans rentrer dans les détails mathématiques
et en abordant une approche basée sur la physique du solide, les principales propriétés
des semi-métaux de Weyl sont abordées. Ces propriétés comme le concept de nceuds de
Weyl, la chiralité ainsi que la courbure de Berry qui leur sont associées mais aussi 'effet
orbital induit par un champ magnétique se retrouveront utiles dans les chapitres suivants.
On y trouve aussi une discussion sur les manifestations expérimentales avec les preuves
directes et indirectes qui sont avancées. Le chapitre 2 est une introduction aux concepts

mathématiques et aux méthodes numériques de la physique des problemes a N-corps. Ainsi,



on introduit des outils mathématiques tels que les fonctions de Green ou les fréquences de
Matsubara. Une dérivation des équations de la théorie du champ moyen dynamique est
faite. Les notions relatives a cette théorie comme son lien avec le probleme d’impureté quan-
tique permettent de présenter deux solutionneurs d’impureté : la théorie des perturbations
itérées et la diagonalisation exacte. Le chapitre 3 est consacré aux effets des interactions
de type Hubbard sur un modéle de semi-métal de Weyl sur réseau brisant la symétrie par
renversement du temps dans le paradigme de la théorie du champ moyen dynamique et
d’un solutionneur d’impureté basé sur la diagonalisation exacte. Une comparaison est faite
avec le réseau cubique pour déterminer I'importance des corrélations sur des propriétés
comme la double occupation et le poids de quasi-particule. Deux explications se basant sur
les diagrammes de Feynman et sur les symétries du réseau sont données sur le changement
de position des nceuds de Weyl dii aux interactions. Le chapitre 4 aborde les effets des
corrélations électroniques sur deux quantités mesurables : I'effet Hall anormal et I’aimanta-
tion orbitale. Nous y expliquons comment les interactions renforcent la partie topologique
de I'effet Hall anormal ainsi que leurs effets contraires sur I’aimantation orbitale. Dans le
chapitre 5, une dérivation rigoureuse prouve que la théorie du champ moyen dynamique
est applicable dans le cas ot les électrons du systeme subissent 1’effet orbital induit par
un champ magnétique externe. Cette théorie est alors appliquée dans le cas d"un réseau
carré dont le flux magnétique par plaquette est un rationnel et en utilisant la théorie des
perturbations itérées comme solutionneur d’impureté. Les effets combinés des interactions
et de l'effet orbital dti au champ magnétique sont notamment visibles sur le temps de vie des
quasi-particules ainsi que sur la renormalisation de la pulsation cyclotron. Enfin le chapitre 6
applique la théorie du champ moyen dynamique au cas d"un semi-métal de Weyl soumis a
un champ magnétique externe. Comme pour le chapitre 3, une discussion sur I'importance
des corrélations dans ce systeme est présentée. Les conséquences d'un champ magnétique
sur la conductivité optique longitudinale ainsi que 'effet des corrélations électroniques sont
étudiés. En faisant varier la température, on observe la présence de deux régimes thermiques
distincts et visibles dans la double-occupation et dans la conductivité optique.



Chapitre 1

Les semi-métaux de Weyl

Une bréve introduction historique aux semi-métaux de Weyl

L'histoire des semi-métaux de Weyl tire ses origines a I’adolescence de la physique
quantique. En 1928, Paul Dirac publie son équation éponyme dans le but de lier la mécanique
quantique et la relativité restreinte [1]. Il proposa aussi une solution se basant sur des
matrices complexes 4 x 4 (que 1'on appelle aujourd’hui les matrices gamma) et permis
une nouvelle compréhension des constituants de la matiere. Cette équation stimula un
grand nombre de publications et une petite année plus tard, le mathématicien allemand
Hermann Weyl proposa une autre solution a I'équation de Dirac [2] en s’appuyant, cette
fois-ci, sur les matrices de Pauli (des matrices complexes 2 x 2 tres similaires aux matrices
gamma) [3]. Cette simplification impose a ces fermions de Weyl d’étre caractérisés par un
nombre quantique appelé chiralité, une paire de fermions de Weyl de chiralité opposée
formant un fermion de Dirac. La solution de Weyl fut longtemps utilisée pour décrire les
neutrinos que 1'on pensait sans masse et qui portent aussi une notion de chiralité avant
que les avancées expérimentales fassent tomber en désuétude cette théorie, 'abandon étant
totalement consommé avec les expériences de MacDonald et Kajita [4, 5] qui prouvent que
les neutrinos ont bel et bien une masse.

Similairement au graphene qui peut étre vu comme une manifestation a basse énergie
de la physique des hautes énergies, la matiere condensée a permis de ranimer ’attention
des chercheurs sur les fermions de Weyl. En effet, en s’appuyant sur des calculs théoriques,
I'équipe de Yang et al.[6] a montré en 2011 que des semi-métaux de Weyl pouvaient exister
dans des matériaux réels. Cette preuve théorique a été confirmée par des preuves expérimen-
tales en 2015 dans I’arséniure de tantale (TaAs) d’abord [7, 8, 9, 10, 11] puis dans plusieurs



membres de sa famille [12, 13, 14], apportant une dimension expérimentale a la physique
de Weyl.

Au contraire d’autres domaines de la physique de la matiére condensée (les cuprates en
téte), la physique des semi-métaux de Weyl est essentiellement conduite par la théorie. Ainsi,

il est intéressant de comprendre ce qui est remarquable dans ces matériaux si particuliers.

Ce chapitre a pour but d’introduire le sujet des semi-métaux de Weyl en adoptant une
approche tournée vers la matiére condensée. Une grande partie des propriétés remarquables
des semi-métaux est introduite dans la section 1.1 a 'aide d’un modéle effectif simple
obtenu en partant de I’équation de Dirac. Ainsi, au fil des sous-sections, sont abordées
les questions de la brisure de symétries, des propriétés topologiques ainsi que de 1’effet
orbital induit par un champ magnétique sur ces semi-métaux. Une bréve discussion des
conséquences de la topologie sur les propriétés de transport est faite dans la deuxiéme
section 1.2. Cette discussion se concentre principalement sur 1’effet Hall anormal ainsi que
la magnétorésistance négative qui sont étudiés de fagon plus détaillée dans les chapitres 4 et
6 respectivement. Enfin, la section 1.3 discute des avancées expérimentales dans le domaine
en parlant des premiéres manifestations expérimentales avec TaAs et d’autres membres
de sa famille dans la sous-section 1.3.1 ainsi que des candidats brisant la symétrie par

renversement du temps dans la sous-section 1.3.2.

1.1 Théorie des semi-métaux de Weyl

1.1.1 Des semi-métaux de Dirac aux semi-métaux de Weyl

Depuis I'avénement du graphene dans les années 2000 [15], la physique des hautes
énergies a commencé a trouver un grand nombre d’équivalents de ses concepts dans la
physique de la matiére condensée. Les cas les plus connus sont bien évidemment les semi-
métaux de Dirac dont les fonctions d’'onde ¥ peuvent étre obtenues grace a I'équation de

Weyl, un cas particulier de I'équation de Dirac caractérisé par ’absence de terme de masse :

h <ao ® To <—2§t> +UpT, QO - P) ¥ =0 (1.1)

avec P, I'opérateur quantité de mouvement et ott v7 a la dimension d"une vitesse. Les
matrices o et 7 sont des matrices de Pauli qui agissent dans des espaces différents comme
par exemple l'espace des spins et des orbitales et I'indice 0 marque les matrices identité dans



les espaces respectifs de ces derniéres. On peut obtenir les valeurs propres de I’équation 1.1

en utilisant les vecteurs moments k associés a l'opérateur quantité de mouvement :
Ey = +hvplk|. (1.2)

Chacune des énergies F est dégénérée deux fois a cause de la présence des deux sous-
espaces. D’un point de vue de la physique des hautes énergies, I'énergie négative correspond
a I'énergie de l’anti-particule associée a la particule relativiste. D’un point de vue de la
matiére condensée, les énergies E_ et £ forment respectivement les bandes de valence et
de conduction et le concept d’anti-particule étant remplacé par le concept de trou .

Dans le cas simple et isotrope, ’'Hamiltonien associé a I'équation de Weyl 1.1 peut
7z . 2
s’écrire - :

Hpjirac = T2hvrk - 0. (1.3)

Les énergies propres de ce dernier ont les mémes expressions et les mémes dégénérescences
que dans I’'équation 1.2. Cet Hamiltonien générique modélise donc la physique au voisinage
d’un cone de Dirac et nous permet de lister un certain nombre de ses propriétés : un cone de
Dirac est donc caractérisé par des bandes électroniques linéaires doublement dégénérées qui
se touchent en un seul point quadruplement dégénéré. Physiquement, une des causes qui
peut permettre d’obtenir un Hamiltonien de la méme forme que 1’équation 1.3 est la présence
d’un couplage spin-orbite. Il faut néanmoins nuancer cette affirmation : la présence d'un
couplage spin-orbite n’est ni nécessaire (cf. le graphene) ni suffisante pour obtenir un semi-

métal de Dirac mais elle est fortement utile pour obtenir des propriétés topologiques [16, 17].

Les semi-métaux de Weyl présentent une grande similarité avec les semi-métaux de
Dirac a la différence que le point ot se croisent les bandes électroniques linéaires n’est
dégénéré que deux fois dans les premiers. Ce point de croisement doublement dégénéré
s’appelle alors un neud de Weyl. Ainsi, un semi-métal de Dirac peut étre vu comme une
superposition de deux nceuds de Weyl. Pour obtenir la levée de dégénérescence, il faut briser
au moins une des symétries suivantes : la symétrie de renversement du temps ou la symétrie
par inversion. En fonction de la symétrie brisée, les conséquences seront différentes pour les

neceuds de Weyl.

1. Anecdote intéressante dans 1'histoire des sciences : en résolvant son équation pour le cas d"un électron,
Dirac s’est retrouvé pris au dépourvu par la présence de cette énergie propre négative. Il a alors supposé
I'existence d’une mer de Dirac, analogue a la mer de Fermi pour les particules relativistes, ce qui lui permit
d’utiliser la notion de trou. Ce n’est que quelques années plus tard que 'on comprit que la solution négative
était en fait le positron, anti-particule de 1’électron.

2. On omet le produit tensoriel ® a partir de maintenant.



Brisure de la symétrie pas inversion
On peut briser facilement la symétrie par inversion en rajoutant, par exemple, un terme
de perturbation de la forme :
Hper = mT, (1.4)

au systeme 1.3. Ce terme va séparer en énergie les deux nceuds de Weyl constituant le cone

de Dirac puisque les nouvelles énergies du systéme s’écrivent :

Eix = m+huplk| (1.5)
E2:|: = —m:th’l)p‘k’. (16)

Dans ce cas précis, la brisure de symétrie d’inversion ne crée pas un semi-métal de Weyl a
proprement parler puisque les nceuds sont encore situés aux mémes points dans la zone de
Brillouin et on ne peut avoir de nceud de chiralité bien définie dans ce cas (cf. discussion sur
la chiralité dans la section 1.1.2). Pour créer un semi-métal de Weyl a partir d’un semi-métal
de Dirac en brisant la symétrie par inversion, il est nécessaire d’avoir "au départ” au moins
deux cones de Dirac, ce qui améne a quatre, le nombre minimal de nceuds de Weyl lorsque

la symétrie d'inversion est brisée.

Brisure de la symétrie par renversement du temps

La brisure de la symétrie par renversement du temps peut s'obtenir de fagon similaire a

la sous-sous-section précédente en rajoutant un terme
Hp., = mo, (1.7)

au systeme 1.3. Ce terme peut étre vu comme un terme Zeeman qui brise la symétrie par
renversement du temps par le biais d"'un champ magnétique externe. Les énergies propres

du systéme sont alors :

2
th
m 2
FEoy = Zhup k‘% + k‘z + <k‘z — > . (1.9)
hup

On voit clairement que le systéme comporte deux noeuds de Weyl bien différenciés dans

'espace réciproque et situés aux points (0,0, £m/hvF'). Ce cas de figure de semi-métal de



Weyl avec brisure de symétrie par renversement du temps nous permet aussi de comprendre
I"'Hamiltonien effectif minimal utilisé pour modéliser un nceud dans la littérature. En effet,
dans le cas isotrope, avec un changement de coordonnés adéquat, I’Hamiltonien au niveau
d’un neceud s’écrit :

Hywsyv = xhopk - o, (1.10)

avec x = *+1, la chiralité associée au nceud de Weyl.

1.1.2 Topologie des bandes

A partir du modele simple modélisant la physique autour d’un nceud de Weyl présenté
équation 1.10, on peut calculer la courbure de Berry d"un nceud. La courbure de Berry et plus
généralement la Berryologie > sont les briques élémentaires pour la dérivation des propriétés
topologiques d'un systéme en physique des solides. Une fagon intuitive de comprendre
la phase de Berry est de se concentrer sur son origine : lorsqu'un systeme quantique (un
électron de Bloch par exemple) voit ses parametres changer lentement de valeurs dans le
temps et faire une boucle dans I'espace des parametres, I’état propre du systeme va acquérir
une phase dite géométrique, la phase de Berry. Cette phase a des répercussions mesurables
dans des quantités physiques comme les propriétés de transport et ce sont précisément ces
répercussions qui forment les propriétés topologiques d"un systeme quantique. Le lecteur
soucieux d’approfondir ses connaissances dans ce domaine peut se tourner vers le cours de
Jean Dalibard au college de France [19] ou a la revue de littérature [20].

Dans ce paragraphe, nous abordons rapidement les paradigmes sur lesquels repose la
Berryologie. La courbure de Berry est donc directement reliée a 1’évolution dans le temps
des parametres d’'un Hamiltonien. Dans le cas ot les parameétres de 'Hamiltonien R(t)
évoluent de facon adiabatique dans le temps, les fonctions d’onde du systéme acquiérent
deux phases distinctes : une phase dynamique qui dépend directement des énergies propres
du systeme et une phase géométrique dont on a déja parlé dans le paragraphe précédent et
qui est sensible aux fonctions d’onde du systéeme. Mathématiquement, cette derniere phase
se traduit par I'expression :

o = jq{ dR - A f AR - i(n(R)| 2 n(R)). (1.11)

ol n est I'indice de bande du systeme. La phase géométrique nous renseigne donc sur

I’évolution qu’a ressentie le systeme lorsque ses parametres ont suivi le chemin C. Dans la

3. Neologisme regroupant les concepts dérivés par Berry [18] c’est-a-dire la connexion, la courbure et la
phase de Berry.



littérature scientifique, A,, est appelée la connexion de Berry. Cet objet n’est pas invariant
de jauge et c’est pour cela qu’on lui préférera son rotationnel, la courbure de Berry. Cette
derniére est beaucoup plus simple a manier car il s’agit d’'une quantité locale qui ne dépend
pas de la jauge choisie. Dans le cas du systéme 1.10, il peut étre montré que la courbure de
Berry s’écrit [20] : y
X

Qk) = TSEI R (1.12)
Le fait que la courbure de Berry soit dérivée du rotationnel d"une quantité dépendante
de jauge et sa forme 1.12 qui ressemble beaucoup a un champ électrique venant d’une
charge électrique mene souvent a faire une analogie de la courbure de Berry avec un champ
magnétique dans I'espace réciproque créé par un monopole magnétique. Le monopole magnétique
étant le noeud de Weyl, on peut s’intéresser a la charge magnétique associée a ce nceud. En
utilisant la formule de Gauss-Ostrogradsky et en intégrant sur une surface S englobant le

nceud, on obtient :
1
— ¢ dSk - Q(k) = v. 1.13
- Sk Q0 = 1 (1.13)

Ainsi, la chiralité xy d’un nceud est la charge associée a un noceud de Weyl.

Cette analogie nous permet de comprendre simplement pourquoi les nceuds de Weyl
apparaissent toujours par paire de nceuds de chiralité opposée. Imaginons un matériau réel
caractérisé par un seul nceud de Weyl dans sa premiére zone de Brillouin. En fonction de
sa chiralité, il existe un flux de courbure de Berry sortant ou rentrant hors de la zone de
Brillouin. Or, cela va a I’encontre de la périodicité de cette derniére. Pour sortir de cette
situation absurde, rajouter un nceud de Weyl de chiralité opposée de telle sorte que le flux
total de courbure de Berry soit nul suffit. Ce résultat est aussi connu sous le nom de théoreme
de Nielsen-Ninomiya [21, 22].

De plus, le modele jouet 1.10 nous renseigne aussi sur une propriété remarquable des
neceuds de Weyl : leur robustesse face aux perturbations. En effet, 'Hamiltonien 1.10 malgré
sa grande simplicité utilise les trois matrices de Pauli. Comme toutes les perturbations
non-interagissantes respectant la symétrie sous translation eainsi que conservant le nombre
de particules peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire de matrices de Pauli qui, avec
l'identité, forment une base complete pour les matrices hermitiennes 2 x 2, les perturbations
ne font que déplacer la position des noceuds de Weyl dans I'espace réciproque et en énergie.
Ainsi, dans le paradigme de deux nceuds de Weyl de chiralité opposée dans la zone de
Brillouin, une des rares fagons d’ouvrir un gap serait de fusionner entre eux les noeuds
avant de pouvoir ouvrir un gap. Bien évidemment, ce scénario ne prend pas en compte une
éventuelle transition de phase avec brisure de symétrie dans le matériau (supraconductivité,

antiferromagnétisme, etc.) ou des interactions de type Hubbard.
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1.1.3 Semi-métaux de Weyl et champ magnétique

(a) TEn(k:)
k.
0.021
o
0‘ fr
8 total
= 0.011

c—
.
I

0.00

Ficure 1.1 a) Dispersion d’énergie d'un nceud de Weyl soumis a un champ magnétique
le long de la direction z. La chiralité du noeud est égale a +1 et les constantes physiques
(h,vr et B) sont fixées a un. b) Dispersion d’énergie de deux nceuds de chiralité opposée. En
présence d'un champ électrique paralléle au champ magnétique, on assiste a un dépeuplement
des noeuds de chiralité négative et d"un peuplement des nceuds de chiralité positivie. Cette
figure est tirée de l'article [23]. ¢) Densités d’états partielles et totale d'un nceud de Weyl en
présence d'un champ magnétique. Cette figure est a comparer avec la figure 1.1(a) puisqu’elle
correspond a la densité du méme nceud. La base des spins a été choisie. On remarque que la
densité d’états correspondant aux spin 1, c’est-a-dire la premiére composante du ket 1.17, est
nulle indiquant aucune contribution de la part du niveaux chiral.

La notion de chiralité s’exprime de fagon intéressante lorsque 1'on prend en compte
l'effet orbital induit par un champ magnétique uniforme dans un semi-métal de Weyl. Une
prise en compte fidele des effets induits par un champ magnétique externe passe aussi par la
prise en compte del’effet Zeeman. Dans un modele jouet comme celui présenté équation 1.10,
l'effet Zeeman va essentiellement modifier la position des nceuds de Weyl dans la zone de
Brillouin. Dans la suite de cette sous-section et par soucis de simplicité, nous ne tiendrons
compte que de 'effet orbital induit par le champ magnétique sur les électrons en partant du
modele jouet de ’équation 1.10 auquel on ajoute un champ magnétique externe le long de

la direction z. Dans ce cas, k. reste un bon nombre quantique et le systéme sera vraiment
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affecté le long du plan perpendiculaire a celui du champ magnétique. Sans rentrer dans les
détails de la dérivation, les énergies propres du systeme sont [23] :

B, = vpy/2heBn| + (ik.)> pour n > 0. (1.14)
Ey = —xhvpk,pourn =0, (1.15)

ol e est la charge de l'électron et B la norme du champ magnétique et n est un entier
qui représente 1'indice du niveau de Landau. Le formalisme utilisé dans la suite de cette
sous-section est en tout point similaire au formalisme utilisé pour les niveaux de Landau
dans le cas d'une dispersion quadratique des électrons [24]. Ainsi, le lecteur ne sera pas
étonné de retrouver les indices associés a un niveau de Landau, l'opérateur nombre composé
d’opérateurs d’échelle N = a'a, ainsi que ses états propres associés a un indice de Landau

n.

Ces énergies ont la méme dégénérescence que les niveaux de Landau conventionnels,
c’est-a-dire proportionnelle a la section S du matériau orthogonale au champ magnétique.

De fagon plus mathématique, la dégénérescence des niveaux d’énergies est

SeB
2mhe’

(1.16)

Ainsi, les énergies E,, avec n # 0 correspondent aux niveaux de Landau d’un semi-métal
tri-dimensionnel. On remarque qu’ils n‘ont aucune signature de la chiralité a la différence
du niveau de Landau associé a I'indice 0 qui est directement proportionnel a cette derniere.
Ce niveau particulier est souvent appelé niveau de Landau chiral car sa pente en k indique
directement la chiralité du nceud de Weyl. Ces remarques sont illustrés grace aux figures
1.1(a) et (b) qui montrent la dispersion d’énergie d"un nceuds soumis a un champ magnétique

externe.

Attardons nous quelque peu sur la fonction d’onde de ce niveau chiral. Ce dernier peut

s’écrire a I’aide des spineurs comme suit :

0
1) = . (1.17)

0)

Les deux composantes de ce vecteur sont bien évidemment différentes. La premiere est le
chiffre zero alors que la seconde est Iétat propre associé a I'indice 0 de 'opérateur nombre

N.
Cette différence entre les deux composantes implique un "déséquilibre” entre les densités
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d’états partielles du systéme. La figure 1.1 représente les deux densités d’états partielles
ainsi que la densité d’états totale du systeme. On remarque directement la contribution du
niveau chiral caractérisée par une densité d’états constantes dans I'une d’entre elle et son

absence dans 'autre. Nous verrons dans le chapitre 6 les implications de ce déséquilibre.

1.2 Propriétés de transport remarquables : magnétorésistance négative et

effet Hall anormal

1.2.1 Effet Hall anormal

Nous n’entrerons pas dans cette sous-section sur la physique et les mathématiques
derriere I'effet Hall anormal dans les semi-métaux de Weyl puisqu'une bonne introduction
de cela peut se retrouver dans la section 4.1 de cette these. Il est cependant important et
intéressant de s’attarder dans ce chapitre sur 1'existence d'un effet Hall anormal, c’est-a-dire
I'existence d"une conductivité transverse a un champ électrique, dans les semi-métaux de
Weyl. Cette propriété n’est pas spécifique a ces matériaux, mais son aspect topologique est
une possible sonde pour prouver I’existence de nceud de Weyl dans le volume d"un échan-
tillon. En effet, comme ces derniers peuvent étre vus comme des monopoles de courbure
de Berry dans 'espace réciproque et qu’ils sont présents par paires de chiralité positive
et négative, il existe dans la zone de Brillouin du matériau des empilements d’isolants de
Chern bidimensionnels. Ces isolants sont caractérisés par la présence d"'un nombre de Chern

non nul défini mathématiquement comme le flux de la courbure de Berry sur leur surface :

C= ;ﬂ//g ds - Q(k). (1.18)

C’est la topologie des isolants de Chern qui est a 1'origine d"un effet Hall anormal topolo-
gique [25]. Lorsque la présence de symétries dans le matériau ne prévient pas 1’apparition
de cet effet, la présence d'une conductivité de Hall anormale non nulle et indépendante de
la température peut étre avancée comme une preuve indirecte de I’existence de nceuds de
Weyl ou du moins d’une topologie non triviale dans 1’échantillon.
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1.2.2 La magnétorésistance négative

La présence du niveau de Landau chiral a aussi de lourdes répercussions sur les proprié-
tés de transport. La plus remarquable reste sans conteste 1’anomalie chirale et sa conséquence

mesurable, la magnétorésistance négative.

L’anomalie chirale, aussi appelée anomalie d’Adler-Bell-Jackiw, peut étre démontrée
théoriquement de différentes facon dans les semi-métaux de Weyl. Cela peut étre fait a 1’aide
de la théorie des champs [26, 27], de la théorie des bandes électroniques [28] ou encore avec
une théorie semi-classique se basant sur 1’équation de Boltzman [29]. Cette anomalie se
caractérise par la non-conservation du nombre de fermions chiraux au niveau d"un nceud de
Weyl lorsque un champ électrique et magnétique paralleles entre eux sont appliquées sur le
matériaux. En adoptant la notation de Son et Spivak dans leur approche semi-classique [29],
cela ce traduit par 1’équation :

ON® , . e?
30— i Y
Ot tV X irenze

(E . B) + Icolla (119)

ou E et B représentent respectivement les champs électrique et magnétique, NV () est le
nombre de porteur de charge au niveau du ™ nceud de Weyl, j*) est la densité de courant
associé a ce noeud, x* sa chiralité et, enfin, ot1 le terme Z,,; modélise le type de collisions
présentes dans le systeme. On remarque que méme en 1’absence de collisions dans le systéme,
lorsque le produit scalaire entre les champs électrique et magnétique est non nul, le nombre
de porteurs de charge au niveau d"un nceud de Weyl n’est pas conservé. Bien évidemment,
cette anomalie n’est valable que pour un nceud de Weyl isolé et le fait que la somme des
chiralités s’annule dans un semi-métal de Weyl leve le probléme que souléve I’anomalie.
Dans les faits, le dépeuplement des fermions de Weyl d"un nceud de Weyl de chiralité
négative s’accompagne systématiquement du peuplement d’un nceud de chiralité positive
comme cela est illustré dans la figure 1.1(b).

Une des conséquences les plus connues de la présence d'une anomalie chirale dans
un matériau est la magnétorésistance négative. En effet, puisque les nceuds de Weyl sont
séparés dans 'espace réciproque, le déséquilibre de charge créé par le terme en E - B re-
quiere des processus de diffusion associés a de grands moments. Lorsque le matériau est
suffisamment propre, ces processus de diffusion sont faibles et par conséquent le temps de
demi-vie des porteurs de charge est grand. Ainsi, d'un point de vue du transport, l'anomalie
chirale entraine le fait que la conductivité longitudinale le long de la méme direction que le
champ magnétique appliqué est extrémement grande. Au moins dans la limite quantique

ot le champ magnétique appliqué est suffisamment fort pour séparer significativement les
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niveaux de Landau chiraux avec les autres niveaux et donc o1 on peut considérer que seuls
les niveaux chiraux sont peuplés, la conductivité est directement proportionnelle au champ
magnétique du fait de la dégénérescence des bandes [29]. Ce qui implique une magnétoré-
sistance négative c’est-a-dire que la conductivité augmente avec le champ magnétique.

De maniere moins imagée, il a été montré qu’a faible champ magnétique, la conductivité
longitudinale le long de la méme direction du champ est proportionnelle au carré de ’ampli-
tude de B [29]. Ce comportement laisse place a une conductivité proportionnelle au champ

magnétique dans la limite quantique.

1.3 Deécouvertes expérimentales

Jusqu’a présent les propriétés générales des semi-métaux de Weyl ont été présentées d'un
simple point de vue théorique. Un aspect de superficialité ressort d’autant plus que nous
avons dérivé ces propriétés en utilisant des modeéles jouets sur lesquels nous avons appliqué
un grand nombre d’approximation (modeéle effectif, absence d’interaction, etc.). Pourtant, la
recherche sur les semi-métaux de Weyl a été stimulée récemment grace a des découvertes ex-

périmentales qui ont permis de sortir des calculs analytiques et des abstractions numériques.

1.3.1 Les matériaux non-centrosymétriques : TaAs, NaAs, NaP

Pour guider les preuves expérimentales, la recherche de semi-métaux de Weyl dans
des matériaux réels a d’abord reposé sur des calculs ab-initio de structure de bande. Cette
tache n’est pas facile car si des nceuds de Weyl sont présents dans la structure de bande,
ils ne se trouvent pas forcément a des points de symétries puisque leur existence vient
de dégénérescences accidentelles des bandes électroniques. Il faut donc avoir une grande
précision dans 1’espace des moments pour explorer la zone de Brillouin tri-dimensionnelle,

ce qui a un colit numérique conséquent.

A partir de 2011, il a d’abord été proposé que des phases de semi-métaux de Weyl
puissent exister dans des iridates de pyroclore [31] ou des matériaux ferromagnétiques
comme HgCrySey [32]. Ces matériaux ont la particularité de briser la symétrie par renver-
sement du temps grace a une phase magnétique. A ce jour, aucune preuve expérimentale
directe n’a été apportée sur ces composés.

En 2015, la recherche s’est dirigée vers des semi-métaux de Weyl qui brisent la symétrie

par inversion en explorant une famille de matériaux non centro-symétrique a base de métaux



15

ARPES Weyl semimetal (001) surf.

15 fjﬁ
p High
1.0 I : M
0.5
_/T'\ = Low &
"L 00|
~ r
05 e
-0.5
-1.0 -
0.0 05. 10
k. (A1)

(a) (b)

Ficure 1.2 Exemple de mesures ARPES faites sur TaAs (a) et sur TaP (b). Les états de surface
en arc de Fermi sont reconnaissables par leur forme d’ampoule. Pour vérifier si une chiralité
bien définie existe dans 1’échantillon, une méthodologie a été developpée dans [30]. Images
tirées respectivement de [10] et de [12].

de transition monophosphurés (Tantale Tz ou le niobium Nb avec de l'arsenic As ou du
phosphore P) [33, 34]. Il est alors prédit théoriquement que TaAs, TaP et NbP contiennent 12
paires de noeuds de Weyl dans leur zone de Brillouin. Ces prédictions théoriques ont permis
d’obtenir des preuves expérimentales solides qui reposent sur des mesures de transport et
de spectroscopie photoélectronique résolue en angle (ARPES, de 1’anglais Angle-Resolved
Photoemission Spectroscopy) en surface [8, 9, 10,7, 11, 12].

Pour affirmer la présence d’'une phase de semi-métal de Weyl dans un matériaux, il est
souvent avancé la présence d'une magnétorésistance négative anisotrope (c’est-a-dire qui
dépend de 'angle entre les champs magnétique et électrique) dans 1’échantillon. La mesure
de ce phénomene apporte une preuve indirecte sur la présence de nceuds de Weyl avec une
chiralité bien définie dans la zone de Brillouin car d’autres physiques peuvent expliquer
ce phénomene [35]. Cette magnétorésistivité négative est néanmoins une bonne indication
pour statuer de la phase de semi-métal de Weyl dans un matériaux et a été observée dans
TaAs [33] et TaP [36].
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La solidité de ces preuves réside sur le fait qu’elles se basent sur des mesures directes
de la topologie particuliere des semi-métaux de Weyl. En effet, la présence de monopole
de courbure de Berry dans le volume du systéme a pour conséquence "apparition d’états
de surface en arcs de Fermi. Dans 1'espace réciproque, ces arcs sont un continuum d’états
surface qui relient la projection de nceuds de Weyl de chiralités opposées. Alors que les états
de surface forment généralement un contour fermé dans 'espace réciproque, ces arcs de
Fermi sont précisément caractérisés par un contour ouvert (d’ot1 le terme arc). Leur présence
renseigne donc directement sur 1’existence de nceuds de Weyl de chiralités bien définies
et séparées dans I’espace des moments. UARPES est la technique de choix pour sonder la

présences de ces états sur la surface d’un échantillon.

Tous les membres de cette famille de matériaux présentés dans l’article [34] présentent
les mémes arcs de Fermi caractérisés par leur forme en ampoule électrique (cf. Figure 1.2).
Al’aide d"une méthodologie particuliére [30], il est théoriquement possible de savoir si ces
arcs de Fermi en forme d’ampoule correspondent ou non a la présence d’une chiralité bien
définie. Malheureusement, la résolution en énergie des mesures d’ARPES n’est parfois pas
suffisamment fine pour statuer sur la présence ou non d’une topologie de Weyl dans les
matériaux car les noeuds doivent étre suffisamment proches de la surface de Fermi pour
pouvoir voir une manifestation de leur physique. Enfin, il est intéressant de remarquer la
forme si particuliére des arcs de Fermi de ces matériaux, preuve des grandes simplifications

qui sont faites dans les modeéles théoriques.

L'effet du couplage spin-orbite est crucial dans la présence d"une topologie non triviale
dans ces matériaux [37]. En combinant les résultats ARPES avec des expériences d’oscillations
quantiques, il est possible d’obtenir les détails sur la localisation de 1’énergie de Fermi par
rapport aux nceuds de Weyl. Ainsi, si ces trois matériaux ont une structure de bande similaire,
lI'intensité du couplage spin-orbite est différente. A la lumiére d’expériences d’oscillations
quantiques, NbP [38] et TaP [36] ne devraient pas exhiber une physique de Weyl a la différence
de TaAs. Le conditionnel est utilisé ici car des preuves indirectes propres a la physique de
Weyl comme la magnétorésistance négative ont été trouvées dans TaP par exemple [36]. Ainsi,
la question de la manifestation de la physique de Weyl reste ouverte expérimentalement.
Peut-on parler de semi-métaux de Weyl dans les TaP et NbP ? La magnétorésistance négative

mesurée dans ces matériaux est-elle vraiment reliée a ’anomalie chirale ?

1.3.2 D’autres candidats : Co3SnySs et Mn3Sn

Comme discuté plus tot, la recherche d’une phase de semi-métal de Weyl dans des

matériaux réels a rencontré un certain succés avec la famille des matériaux non centro-
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Ficure 1.3 Comparaison entre les expériences ARPES et les calculs ab-initio en faisant varier
la masse effective des électrons dans Mn3Sn. Un rapport cing entre les masses issues de
mesures ARPES et des calculs DFT est nécessaire pour obtenir un certain accord entre le calcul
numérique et les mesures expérimentales. Figure tirée du matériel supplémentaire de [39]

symétriques a base de métaux de transition monophosphurés alors que cette quéte avait
commencé sur des matériaux magnétiques qui brisent la symétrie par renversement du

temps.

Récemment, des preuves expérimentales indirectes ont été fournies pour deux matériaux

magnétiques ayant une géométrie de réseau en kagomé en couche : Co3zSnsSs et MnzSn.

Co035nyS; est un ferro-aimant dont les calculs ab-initio prenant en compte le couplage
spin-orbite semblent indiquer la présence d"une paire de nceuds de Weyl proche du niveau
de Fermi [40]. Ces calculs semblent étre confirmés par les mesures ARPES en volume. De
plus, les propriétés de transport propres a la topologie des semi-métaux de Weyl apportent
aussi des preuves indirectes. En effet, ce matériau exhibe une magnétorésistance négative
en B? ainsi qu'un important effet Hall anormal dont les origines pourraient étre la présence
de nceuds de Weyl dans le volume de 1’échantillon. En effet, cette conductivité transverse
devient indépendante de la température en dessous de 100 K et est indépendante de la
conductivité longitudinale. Ces deux faits expérimentaux sont attendus d"un effet Hall

anormal dont l'origine serait topologique.

Mns3Sn est quant a lui un antiferro-aimant avec un ferromagnétisme faible qui présente
les mémes propriétés de transport que Co3SnsSs, ¢’est-a-dire, une magnétorésistance né-
gative [39] ainsi qu'un effet Hall anormal extrémement important qui se mesure méme a
température ambiante [41]. En plus de nceuds de Weyl au niveau de I’énergie de Fermi,
Mn3Sn présente surtout la particularité de nécessiter une renormalisation importante de
la masse des quasi-particules pour avoir une bonne correspondance entre les calculs de
premiers principes et les mesures ARPES [39], comme on peut le voir dans la figure 1.3.

Cette nécessité est la signature de la présence de corrélations électroniques importantes, ce
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qui rend ce matériau extrémement intéressant pour étudier 'effet des corrélations sur les

propriétés topologiques des semi-métaux de Weyl. 1l est aussi une preuve expérimentale
que des matériaux corrélés peuvent exhiber une physique de Weyl.

1.4 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons introduit les grands concepts de la physique des semi-
métaux de Weyl. En partant des solutions de 1’équation de Dirac, on arrive a obtenir 1’'Ha-
miltonien d"un cone de Dirac. Ce dernier est défini par des bandes linéaires doublement
dégénérées qui se croisent en un point qui est quatre fois dégénéré. En trois dimensions,
la brisure de la symétrie d’inversion ou de la symétrie par renversement du temps léve la
dégénérescence des bandes électronique du semi-métal de Dirac et crée des nceuds de Weyl :
points dans 1’espace réciproque ot1 deux bandes électroniques linéaires et non dégénérées

se croisent.

Ces nceuds de Weyl portent en eux un nombre quantique pouvant prendre les valeurs
+1 et que l'on appelle chiralité. De plus, par théoréme, ils apparaissent par paire de nceuds
de chiralité opposée dans la premiéere zone de Brillouin. En effet, les nceuds de Weyl peuvent
étre vus comme des monopoles de courbure de Berry dont la charge est égale a leur chiralité.
Par périodicité, le flux de cette courbure de Berry sur une surface "entourant” la zone de
Brillouin doit étre nul, ce qui impose un nombre égal de charges positives et négatives dans
la zone de Brillouin d"un semi-métal de Weyl. Ce résultat est connu sous le nom de théoreme

de Nielsen-Ninomiya.

La notion de chiralité prend un sens particulier lorsque 1'on soumet un semi-métal
de Weyl a un champ magnétique. Autour d’un nceud de Weyl, la dispersion d’énergie se
retrouve alors profondément modifiée avec notamment I’émergence de niveaux de Landau
chiraux. Ces derniers sont caractérisés par une dispersion unidimensionnelle et dont la
pente est directement reliée a la chiralité du nceud. Lorsque l'on calcule les équations de
conservation de porteurs de charge au niveau d’un nceud de Weyl soumis a des champs
magnétique et électrique non orthogonaux, on remarque que les fermions de Weyl ne sont
pas conservés. Ainsi, selon la chiralité du nceud, on assiste soit a un peuplement soit a un
dépeuplement des porteurs de charge. Ce résultat connu sous le nom d’anomalie chirale
n’est pas aussi anormal que son nom laisse entendre dans les semi-métaux de Weyl réels
puisque le peuplement d"un nceud s’accompagne forcément par le dépeuplement d"un autre
neeud et in fine les électrons sont conservés globalement.
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L'intérét de la communauté scientifique pour les semi-métaux de Weyl réside essen-
tiellement sur les propriétés topologiques qu’exhibent théoriquement ces matériaux. Les
conséquences de cette topologie non triviale devraient se mesurer aisément dans les pro-
priétés de transport. Ainsi, du fait de leur dimension et de la présence d’une courbure
de Berry bien définie, les semi-métaux de Weyl devraient exhiber un effet Hall anormal
topologique. De plus, I'existence de niveaux de Landau chiraux devraient entrainer une
magnétorésistance négative. Ainsi, malgré le fait que ces phénomeénes ne peuvent qu’étre
seulement interprétés comme des preuves indirectes de I'existence d"une physique de Weyl

dans un matériau, ils peuvent étayer des conclusions expérimentales.

Expérimentalement parlant, les semi-métaux de Weyl ont connu une annus mirabilis
en 2015 avec la prédiction théorique suivie par des preuves expérimentales de nceuds de
Weyl dans une famille de matériaux non centro-symétrique a base de métaux de transition
monophosphurés. Ces derniers exhiberaient 24 nceuds de Weyl grace a la brisure de la
symétrie par inversion. Une fagon de prouver expérimentalement la présence d"une chiralité
bien définie dans le volume d'un matériau est de vérifier la présence d’états de surface en arc
de Fermi. Dans I’espace réciproque, ces arcs de Fermi relient la projection de deux nceuds de
Weyl sur la surface d’un échantillon. Cette observation, bien que ardue dans des matériaux
réels du fait de la complexité géométrique des états de surface est une preuve solide et
directe de la présence d’une physique de Weyl dans le volume d"un échantillon. A ce jour,
c’est 'arséniure de tantale TaAs qui présente le plus de preuves indiquant la présence d"une

phase de semi-métal de Weyl dans son volume.

La quéte de semi-métaux de Weyl brisant la symétrie par renversement du temps reste
encore ouverte. Malgré quelques candidats solides qui présentent des bandes électroniques
linéaires ainsi que des conséquences de la topologie (Effet Hall anormal et magnétorésistance
négative en téte) similaires a ceux d’un semi-métal de Weyl, 'absence de preuves directes est
un bémol qui empéche tout consensus sur la question. On peut néanmoins citer Co3Sn»S; et
Mn3Sn qui présentent des propriétés de transport en accord avec la théorie des semi-métaux
de Weyl ainsi qu'une certaine adéquation entre les calculs ab-initio prédisant des nceuds de
Weyl et des mesures d’ARPES en volume.



Chapitre 2

La théorie du champ moyen dynamique

Introduction

Les découvertes des fermions lourds [42] et des supraconducteurs a haute température
critique [43] ont poussé a 1'urgence le développement de méthodes systématiques pour
étudier les matériaux fortement corrélés. En effet, dans les années 80, méme les Hamiltoniens
jouets les plus simples comme le modele de Hubbard ou le modele de réseau de Kondo
n’avaient pas de solution exacte pour des dimensions supérieures a une. Pour les dimensions
deux et trois, il existait certes des méthodes approximatives (la resommation de diagramme
de Feynman, par exemple), mais ces dernieres souffraient de 1’absence d’une limite controlée
dans le sens que lui ont donné Antoine George ef al. dans 'article [44], c’est-a-dire, une limite
vers laquelle le systéme se simplifie et peut étre alors résolu de facon controlée. Au début des
années 90, en se basant sur une compréhension plus fine de la limite de la dimension infinie
du modele de Hubbard initiée par Metzner et Vollhardt en 1989 [45], Antoine Georges et
Gabriel Kotliar [46] et indépendamment Mark Jarrel [47] développent la théorie du champ
moyen dynamique (DMFT, de I'anglais Dynamical mean-field theory) [46].

Comme nous le verrons dans ce chapitre, cette théorie, applicable (et appliquée) sur
des systemes de dimension deux et trois, présente I’avantage d’avoir une limite controlée
lorsque la dimensionnalité du systéme devient infinie. Elle a aussi permis un grand nombre
d’avancées dans le domaine des interactions fortes en permettant I'étude systématique de
transitions de phase dues aux interactions comme la célebre transition métal-isolant de
Mott.

20
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Ce chapitre s’intéresse a cette théorie en détail : la section 2.1 introduit rapidement
le formalisme nécessaire pour appréhender la physique des électrons fortement corrélés.
On discutera dans la section 2.2 du modele d’Hubbard, modéle utilisé tout au long de
ce travail de thése pour rendre compte des interactions et qui sert de brique élémentaire
dans la définition de la DMFT. Dans la section 2.3, les équations de la DMFT sont dérivées.
Enfin, la section 2.4 présente le modéle d'impureté d’Anderson et les sections 2.5 et 2.6 sont
consacrées a deux solutionneurs d’impureté permettant d’appliquer la DMFT : la théorie de

la perturbation itérée et la diagonalisation exacte.

2.1 Meéthodologie

Avant de rentrer dans des calculs avancés, il est important de rappeler le formalisme
mathématique que l'on utilisera dans la suite de cette these. Le lecteur intéressé par 1'origine
de cette partie pourra se référer aux notes de cours du professeur Tremblay [48]. Les unités
naturelles sont choisies pour les définitions physiques.

2.1.1 Définition a temps et fréquences réelles

L'une des briques essentielles a la construction de solutions a des problémes a N-corps
sont les fonctions de Green. A la différence de la fonction d’onde d’un probléme quantique
qui contient ’ensemble des informations du systeme, les fonctions de Green ne contiennent
que certaines informations dites «importantes». Il existe plusieurs définitions de fonction de
Green, mais nous commencerons par la fonction de Green retardée a un corps en temps
réel :

GR(rot,Yo't') = —ib(t — t’)({éa(r, 1), el t’)}>. 2.1)

U/

0 est la fonction d’Heaviside et &) est l'opérateur de destruction (création) fermionique.
Enfin, la moyenne (...) est la moyenne thermodynamique dans I’ensemble grand cano-
nique et { A, B } I'anti-commutation entre les opérateurs A et B. Cette définition de la
fonction de Green est valable pour des particules fermioniques. Dans le cas de particules
bosoniques, outre le remplacement des opérateurs ¢ et ¢ par des opérateurs bosoniques,

I’anti-commutation sera remplacée par une commutation.

L'évolution temporelle des opérateurs quantiques est basée sur la représentation d"Hei-
senberg, c’est-a-dire que ’on a, lorsque le systéme est gouverné par I'Hamiltonien H :

O(t) = et QeiHt, 2.2)
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D’un point de vue physique, on peut voir la fonction de Green retardée (ou plutot sa partie
imaginaire) comme suit : il s’agit de I'amplitude de probabilité de créer au temps ¢ une
particule fermionique de spin o a la position r, de la laisser se propager dans 1'espace-temps
et qu’elle se soit «transformée» en une particule de spin ¢’ & la position r’ au temps ' (ot
t < t', d’ot1 I'appellation «retardée»). Lorsque 1'on aura affaire a des fonctions de Green
en fréquences réelles, on omettra dorénavant I'indice R car elles correspondront, sauf cas
contraire, a des fonctions de Green retardées.

2.1.2 Cas d'un systéme invariant par translation

La définition mathématique peut étre amenée a des formes plus simples a manipuler
lorsqu'’il existe dans le systéeme un certain nombre d’invariances et de symétries. En effet,
si le systeme est invariant par translation, ce qui se traduit mathématiquement par le fait
que la fonction de Green ne dépende que du vecteur distance r — v/, il est plus simple de

travailler directement dans 'espace réciproque, la fonction de Green devenant :
Gk, 0,0 1, 1) = —if(t — t’)({é(,(k, 1), ¢l (k, t’)}>. (2.3)

De plus, en remarquant que la fonction de Green a un corps ne dépend que de ¢ — ¢/, on peut
travailler en fréquences réelles en prenant une transformée de Fourier temporelle. Cette
transformation suit la définition mathématique suivante dans le cas de la fonction de Green
retardée :
+o0 ) ,
Glw, k) = / dwe™ e MG (t — ' k) (2.4)

— 00
ol 1) est un nombre réel positif infinitésimalement petit. Ce rajout semble artificiel, mais
est nécessaire pour la convergence de la transformée de Fourier ainsi que pour respecter la

causalité de la fonction de Green.

L'utilisation des fréquences réelles est tres pratique. Elles nous permettent de définir
la fonction spectrale qui nous renseigne sur les excitations des particules du systeme en

fonction de 1’énergie (grace a la conversion : € = hw) :
Aij (w) = —QImGij (w) (25)
ainsi que la densité d’états du systeme :

N(w) = —%Tr MG (w)]. 2.6)
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Nous réutiliserons ces définitions dans la suite de ce travail de thése.

2.1.3 Equation du mouvement dans le cas d’'un Hamiltonien quadratique

A partir de la fonction de Green 2.1, on peut «s'amuser» a calculer I'équation du mouve-

ment de la fonction de Green dans le cas d'un Hamiltonien quadratique :
H==) topchis. 2.7)
a7ﬁ

Dans ce cas particulier, il peut étre montré que dans la représentation d’'Heisenberg, la

dérivée temporelle de 'opérateur de destruction suit la formule suivante :
0c;
ZaftZ = — Z tigcg. (2.8)
B
En utilisant la dérivée temporelle i0; sur la formule 2.1, on obtient :

> (iémgt + tm) Gai(t,t) = d(t — )0, (2.9)
B

ol encore, en fréquence réelle :

(w+1in)Gij(w) = 0ij — > tipGj(w). (2.10)
B

Cette équation nous sera fort utile dans la dérivation des équations de la DMFT présentée

la section suivante.

2.1.4 Un outil mathématique pour les température finie : Les fréquences de Matsubara

Les définitions précédentes sont valables en présence ou non d’interaction et quelle que
soit la température du systeme. Cependant, lorsque 'on travaille & une température finie T,
il est bien plus simple mathématiquement d’utiliser les fréquences de Matsubara plutdt que
les fréquences réelles. On définit la fonction de Green en temps imaginaire comme suit :

Gij(r,7') = —(Trés(T)E (7). (2.11)

J
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Les indices ¢ et j représentent les nombres quantiques sur lesquels on travaille et 7, est
I'opérateur chronologique temporel en temps imaginaire 7. Cette écriture se base sur une
extension en temps imaginaire de la représentation d'Heisenberg o1 I'on a substitué it par
T:

O(r) = eHPe 1, (2.12)
La réécriture de la fonction de Green vue dans I'équation 2.11 implique un certain nombre
de propriétés de périodicité dont on ne fera pas la démonstration ici mais qui méritent d’étre
présentées :

Gij(T—l—Qﬁ) = Gij(T) (2.13)
Gij(T-Fﬁ) = ﬂ:Gij(T), (2.14)

ot1 3 est l'inverse de la température 5 = 1/T et o1 le signe de la seconde équation dépend de
la nature des particules en jeu dans le systéme. Un signe + signe une nature bosonique tandis
qu’'un signe — marque le caractere fermionique des particules du systeme. Ces conditions
de périodicité et d’anti-périodicité sont cruciales lorsque 1'on veut définir un équivalent
a la transformée de Fourier 2.4 pour des fonctions de Green définie en temps imaginaire.
Pour passer du temps imaginaire aux fréquences de Matsubara, nous utilisons la définition

suivante : 5
Gijiwn) = / dretn™ Gii(7), 2.15)
0

avec iw, = 2inTn pour les bosons et iw, = inT(2n + 1) pour les fermions. Ces fré-
quences de Matsubara respectent parfaitement les propriétés de périodicité présentées
aux équations 2.13 et 2.14. Pour passer des fréquences de Matsubara aux fréquences réelles,
il «suffit» de faire un prolongement analytique, c’est-a-dire de faire la substitution suivante
iwy, — w +11. Le mot «sulffit» est entre guillemets car, si cette substitution ne pose aucun pro-
bleme lorsque l'on dérive les équations analytiquement, cela devient extrémement difficile
lorsque cela est fait de fagon numérique. Pour ce faire, l'utilisation de certaines méthodes
comme la méthode des approximants de Padé [49, 50] (cf. Annexe B) ou la méthode du

maximum d’entropie [51] est nécessaire.

2.1.5 L'équation de Dyson

Enfin, lorsque le systéme est en présence d’interaction, il est utile de présenter 1’équation
de Dyson. Cette derniere permet aussi d’introduire le concept de self-énergie. En effet,

lorsque I'Hamiltonien peut se décomposer en deux parties : H = ro + H Int OU f{o est
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I"'Hamiltonien dit libre (sans interaction) et Hi,;, 'Hamiltonien de linteraction, la self-
énergie ¥ peut étre vue comme la correction aux effets de ’Hamiltonien libre Hy due a la
présence des interactions. Cela se traduit par la célebre équation de Dyson :

Gij(r—1") = G%(T -7+ Z / drdmGY (1 — T1)Zap(m1 — 12)Gpj(r2 — 7). (2.16)
ap

G est la fonction de Green de I'Hamiltonien total A et GO est la fonction de Green de
I'Hamiltonien Hy. Ramenée au cas invariant par translation et en fréquences de Matsubara,
la fonction de Green interagissante ' s’écrit comme une fonction simple de la fonction de
Green de ’'Hamiltonien Hy et de la self-énergie :

G (iwn, k) = ([G°(iwn, k)] 7" = S(iwn, k) " (2.17)
Résoudre un probléme avec des interactions revient donc finalement a calculer la self-énergie
du systéme. En pratique, trés peu de systémes avec interaction peuvent étre résolus exacte-
ment, rendant l'utilisation de méthodes approximatives nécessaire. La DMFT est légérement
différente de ces méthodes approximatives dans le sens ot elle est, par construction, exacte
dans la limite des grandes dimensions (la fameuse limite controlée). L'approximation en

DMEFT réside dans son utilisation sur des systemes de basse dimension.

2.2 Aparté sur la physique du modéle d'"Hubbard

Avant de plonger dans les équations de la théorie du champ moyen dynamique, il est
intéressant de s’attarder sur le modeéle que cette méthode résout ainsi que sur la physique
qui lui est associée.

Proposé de facon indépendante par Gutzwiller [52], Kanamori [53] et Hubbard [54] en 1963
avec la volonté d’avoir un modele simple qui rend compte des corrélations électroniques
dans un solide, le modele d’"Hubbard peut se définir a ’aide de 'Hamiltonien suivant :

H== tiel tjo + U iupigg — iy elio. (2.18)
4.0 i io

Ici, les indices i et j dénotent les sites du réseau et o le spin de 1’électron. ¢;; et u représentent

respectivement les termes de sauts entre les sites i et j et le potentiel chimique. Les opé-

rateurs 1, = é;rgéig dénotent les opérateurs de densités. Enfin, la partie de I’'Hamiltonien

proportionnelle a U, le terme d’interaction de Hubbard, est 1a pour rendre compte des

interactions coulombiennes écrantées dans le cristal. Ce terme d’interaction est purement
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local dans le sens ot deux électrons n’interagissent entre eux que lorsqu’ils se situent sur le

méme atome.

On peut donc voir le modéle d’"Hubbard comme une extension du modele de liaison
forte. Ce dernier est par ailleurs présent dans le premier terme de droite dans 1’équation 2.18.
Dans ce modeéle, les électrons sont libres de "sauter" d’un site i a un autre site j du réseau
avec une énergie cinétique —t;;. A partir de ce modele, émergent des bandes d’énergie o1
certaines valeurs d’énergies sont inaccessibles aux électrons. On parvient alors a diviser les
solides selon le remplissage des bandes au niveau de 1'énergie de Fermi : isolant, conducteur,

semi-conducteur, etc.

L’ajout du terme d'Hubbard remet les atomes du solide au centre du probleme de
la physique des électrons. Ainsi, la classification faite sur les solides a 1’aide des bandes
électroniques peut se retrouver modifiée. A défaut de pouvoir le résoudre, Hubbard avait
notamment amélioré les approximations sur son modele éponyme [55] et a rendu compte
de l'existence d"une phase d’isolant de Mott lorsqu'un solide est a demi-rempli, c’est-a-
dire lorsqu’il y a exactement un électron par site d’atome. Ce résultat est extrémement
important pour la physique des électrons corrélés puisque le modeéle des liaisons fortes d'un
réseau carré (ou triangulaire, la géométrie n'a pas d’'importance) prédit que le solide sera

un conducteur a cette densité.

Mais qu’est-ce quune phase d’isolant de Mott? Sa définition est assez simple a com-
prendre. Le cofit en énergie que doivent payer deux électrons lorsqu’ils sont localisés sur
le méme site est 1'énergie potentielle U. Lorsque U a une valeur suffisamment élevée, la
configuration la plus favorable d'un point de vue énergétique est celle ott chaque électron
est localisé sur un site et o1 il n'y a plus que des sauts virtuels d’électrons possibles, sinon il
faut payer le cotit de I’énergie potentielle. Une illustration assez fidéle de 1'isolant de Mott
est celui de I'embouteillage de voitures ot1 la congestion est telle que plus aucune voiture ne
peut avancer, le cotit de passer au dessus d’autres voitures avec sa voiture étant un prix trop

cher a payer par les conducteurs.

On peut se faire une idée de la densité d’états d"un isolant de Mott en résolvant le cas
ot le terme cinétique, c’est-a-dire la premiere somme dans 1'équation 2.18, est absent. Dans
cette limite appelée la limite des fortes corrélations, le systeme est diagonal dans 'espace
réel et il est possible d’obtenir la fonction de Green de ce modeéle a I'aide des équations du
mouvement [48]. A demi-remplissage, cette derniére s’écrit :

1 1 1
Gy = - + . 2.19
@) 2<w+in—g w+in+g> @15
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Ficure 2.1 Densité d’états locale pour différents régimes de l'interaction d’"Hubbard norma-
lisée par rapport a la largeur de bande sans interaction W a température nulle. a) Densité
d’états en 1'absence d’interaction. b) Dans le régime des faibles interactions, on remarque
que du poids spectral est transféré a la périphérie de la densité d’états. c) Dans le régime des
fortes corrélation, caractérisé par une valeur de U comparable a celle de W, une structure
en trois parties se dessine : les deux bandes d’Hubbard situées autour de +U/2 et un pic
de quasi-particules au niveau de Fermi. d) Dans la phase de Mott, on retrouve seulement
les bandes d’"Hubbard. Un gap électronique d’une largeur comparable au terme d’"Hubbard
marque le caractére isolant de la phase. Figure tirée de [56]. .

La densité d’états se compose donc de deux pics situés a w = +U/2 et il existe un gap
électronique de largeur U. Lorsque l'on rajoute la partie cinétique mais que 1'on reste dans
la limite des fortes corrélations caractérisée par ¢t < U, ces deux pics connaitront un élar-
gissement, mais la forme globale de la densité d’états n’est pas foncierement changée. Une
phase d’isolant de Mott gardera ces propriétés générales issues de la physique des fortes
corrélation : deux bandes d’énergies situées autour de w = —U/2 etw = U/2 et que l'on
appelle, respectivement, bande inférieure et supérieure d’Hubbard, ainsi qu'un gap de

charge au niveau de 1’énergie de Fermi.
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Entre le cas sans interaction et la phase de Mott, la densité d’états du systeme change
continument de forme comme illustré dans la figure 2.1. Le transfert de poids spectral entre
les excitations cohérentes de particules, appelé aussi pic de quasi-particules, et les bandes
d’Hubbard augmente progressivement avec U. Lorsque U atteint une valeur critique qui est
souvent du méme ordre de grandeur que la largeur de bande, une transition du premier
ordre entre la phase métallique et la phase d’isolant de Mott a lieu qu’on appelle la transition
de Mott.

La forme de l'interaction électron-électron est stirement I'une des plus simples possibles.
Malgré cette extraordinaire simplicité, le modele d'Hubbard capture une physique extréme-
ment riche avec une multitude de phases avec brisure de symétrie ou de phase exotique
comme les liquides de spins. Pourtant, il est tout aussi extraordinairement difficile a résoudre.
A ce jour, seulement deux solutions analytiques sont connues : a une dimension [57] et &
dimension infinie [45]. Pour des dimensions se situant entre ces deux extrémes, 1'utilisa-

tion de méthodes numériques comme la théorie du champ moyen dynamique est impérative.

2.3 Les équations de la théorie du champ moyen dynamique

Réservoir -~ _
A N\
\

Impureté

(b)

FicuRre 2.2 a) Schéma illustrant la méthode de cavité. Est représenté sur cette image le réseau
avec la cavité ainsi que le site de la cavité. La fleche représente le lien qui subsiste entre les
deux. Image tirée de [44]. b) Schéma du probléme d'impureté quantique. Le site de I'impureté
est couplé a un réservoir d’électrons libres.

Dans cette section, nous allons dériver les équations de la DMFT al’aide de la méthode de
la cavité. Pour ce faire, nous nous baserons tout au long de cette dérivation sur I’'Hamiltonien

général défini dans I'équation 2.18.

De plus, nous allons faire deux hypotheses sur le systeme 2.18 : nous allons d’abord

considérer un systeme invariant par translation et supposer que la self-énergie du probleme
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est purement locale . La localité de la self-énergie peut paraitre une hypotheése extrémement
drastique et arbitraire, mais elle est justifiée par la limite controlée de la DMFT puisque en
dimension infinie, la self-énergie est locale [45]. Il s’agit donc d"une bonne approximation
pour les matériaux de dimension trois et / ou les matériaux avec un grand nombre de
coordination. Nous discuterons de I'implication de la localité de la self-énergie a la fin de
cette section.

A partir du modeéle de Hubbard 2.18, on peut définir la fonction de partition en fonction
de variables de Grassmann :

— / [ [ DeiiDeige™, (2.20)

ol nous avons définit I’action de notre systeme S comme :

B
S = / dr ZC;(T)@T W) Cio (T Zt”cw T)cjo(T) + UZn,T T)ng (1) | . (2.21)
0 i

7]0—

S’il n'y a pas de doute possible, nous arréterons de spécifier la dépendance en temps imagi-
naire 7 des variables de Grassmann. La méthode de la cavité repose sur un grand principe :
diviser I'ensemble du réseau en deux parties composées d'un site isolé appelé site de la
cavité (dont I'index est 0) et du réseau en présence de la cavité 2.2(a). En suivant ce principe,
I'action se divise en trois parties : ’action du site de la cavité S,, ’action du réseau en
présence de la cavité S et I'action faisant le lien entre le site de la cavité et le reste du
réseau AS (voir Figure 2.2(a)).

B
S, = / dr Z et (0r — 1) Coo — Unotnoy, (2.22)
0 g
B
S = / dr Z c;; (07 — 1) Cig — Z t”cwcja Z Unipngy, (2.23)
0 1#0,0 1,j7#0,0 i#o
AS = / dr Z tzonCoa + toicl cig —/ AS(T (2.24)
0
1F#0,0

Sans aucune approximation, la fonction de partition s’écrit alors :

/ HDC Depge™ / [ Dei,Deige5 =250, (2.25)

i1#0,0

1. Notez que la combinaison d’une self-énergie locale et de I'invariance par translation du systéme entraine
de facto une self-énergie qui est la méme pour chacun des sites du réseau.
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Concentrons-nous sur la seconde intégrale du terme de droite en développant I’exponen-
tielle :

e~ J§ dras( / drAS(r / drdmAS(r)AS(r) + (2.26)

On peut réécrire alors la fonction de partition comme suit :

/ HDCOUDCO(,@ S0 7(0) (1— / dr(AS(7)) / drdry(AS(1)AS(r)) @ + >

(2.27)
ot les symboles {(...)(°) et Z(°) représentent respectivement la moyenne thermodynamique
sur le réseau avec la cavité et la fonction de partition correspondante. Il peut étre montré
que la plupart des moyennes présentes dans 1’'équation 2.27 décroissent en puissance de
1/d [44] ou1 d est la dimension du systeme. Le seul terme restant lorsque I'on prend la limite
des dimensions infinies est le terme en (ASAS)(). En ayant en téte la formule suivante :

AS(11)AS(m2) = — Z (tiotjoCi (T1)Coo(T1)C ]tr (T2)Cop (T2)
i,j,00"
+ tiotojCit (T1) oo (T1) ) (T2) Cjor (T2)
+

+ tjotOiCjU(TﬁCw(Tl)C-

jo
+ toitojcjg (Tl)cig (T1>C:a" (7‘2)0]'0/ (7’2) ) . (2.28)

et s’il n'y a pas de phases particuliéres dans le systéme (typiquement, s’il n'y a pas de
supraconductivité ot1 des termes en ¢t sont autorisés), le premier et le dernier terme sont
nuls lorsque I'on prend la moyenne quantique et thermique sur 1’'Hamiltonien avec la cavité.
En «reconstruisant» 1’exponentielle, on se retrouve avec une action effective de la forme

suivante :

1
Sepf =S80+ 2/0 dridm Z Cor thtongz)(Tg —1)+ tmt]oG( )(7'2 —71)| Cop- (2:29)

2%

On a défini les fonctions de Green GE;) (r2 = m1) = {ci(r2 — T1)¢] 7(0))( et on a abandonné
les indices de spin pour des soucis de lisibilité. En réécrivant l’actlon effective différemment,
ces fonctions de Green peuvent étre vues comme propageant 'effet du réseau environnant

sur le site de la cavité :

B B
Seff = / dTldTQCjU(Tl)go_l(Tg — 7'1)000—(72) + U/ dTnoTnoia (2.30)
0 0
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avec:
G Hiwn) = iwn + 11— > tiolo; G (iwn). (2.31)
Pour arriver au résultat précédent, nous avons seulement joué avec les variables muettes

des sommes.

Lobjet 2.31 est nommé le champ de Weiss du systéme. Ce champ apparait comme un lien
entre le systeme du réseau interagissant et le probleme d"une impureté couplée avec un
bain non interagissant (le modele d’Anderson [58]) puisque dans ces deux cas, le champ de
Weiss a une forme similaire. Comme dans les champs moyens statiques que 1’on rencontre
souvent en physique (le cas du modele d'Ising en téte), le champ de Weiss va étre utilisé
comme outil de convergence vers la solution. Cependant, pour parfaire notre dérivation
d’un champ moyen, il faut dériver une relation d’auto-cohérence. On peut commencer par
réécrire le champ de Weiss en fonction des fonctions de Green du réseau entier en utilisant
la relation : Gl(.;) = Gij — GioGoj/Goo [44]. Physiquement, cette équation peut s’interpréter
comme suit : la fonction de Green du réseau en présence de la cavité est la méme que la
fonction de Green sans la cavité a laquelle on soustrait les chemins passant par la cavité. Il
faut souligner que cette relation est exacte en dimension infinie seulement. De plus, comme
cette formule gere directement le cas Ggf;) = 0, nous n’avons plus besoin de restreindre la

somme aux sites différents de o:

N . G 'oGoi
gO 1(7,wn) =y + 4 — zzj:tiotgj (Gﬂ - éoo> . (2.32)

Avant de continuer, faisons une digression qui facilitera la derniere étape de notre calcul.

Nous pouvons réécrire I’équation 2.10 sous forme matricielle. Cela nous donne :

AG = I—tG (2.33)
G = (I+t)', (2.34)

ol on définit z = iw, + p. Un peu d’algébre nous permet de définir une équation du

mouvement alternative qui consiste seulement en la contraposée de I'équation de 2.10 :
2G =1- Gt, (2.35)

ou encore :
ZGij(Z) = 5ij — Z Giltlj- (236)
l

De plus, I’équation de Dyson vue en 2.16 s’écrit dans le cas d"une self-énergie locale ¥
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comme suit :

Gij(iwn) = GP(iwn) + Y G (iwn)S(iwn) S Grmj (i) (2.37)
I,m
= GY;(iwn) + B(iwn) > GY(iwn)Gij(iwn). (2.38)
l
(2.39)

En remarquant que la derniére somme n’est autre que le produit de deux matrices, on se

permet de réécrire 1’équation ci-dessus avec des matrices :
G (iwn) = G(iwy) + B (iwn ) IGO (iwy, ) G (iwy), (2.40)
ou I est la matrice identité. Ainsi, il est simple de montrer que :

G=[GY) ' —xn] . (2.41)

Combinée avec 1'équation du mouvement 2.10, on peut écrire : G;;(z) = G?j(i) avec
Z = iwy, + p — X(iwy,). Cette relation nous permet de définir une équation du mouvement

généralisée pour les fonctions de Green interagissantes :
2Gij = 0ij — Y _taGlj. (2.42)
!

Avec 'aide de ces relations, on peut s’attaquer a la simplification de la formule de I"équation

de Weiss 2.32. Le premier terme dans la somme peut se simplifier de la fagon suivante :
D tiotojGii = > tio Y to;Gi (2.43)
ij i j
= > tio(0oi — 2Goi) (2.44)

= =2 tioGoi (2.45)
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alors que pour le second terme, on a:

> tiotos G"G"i”" = > tgi”i > " t6;Gio (2.46)
i i j
-y tGG (1= 2Goo) (2.47)
= =2 tioGoi+Gop Y tioGoi (2.48)
= Gt + ) Gt (2.49)

En utilisant ’équation du mouvement alternative définie équation 2.36 :
2Goo=1-> toiGio=1—=Y_ Goitio (2.50)
i i
et un peu d’algebre, I’équation 2.32 devient :

Gyt = B(iwn) + Go )l (iwy). (2.51)

Arrétons-nous quelques minutes aprés ce long, mais nécessaire passage mathématique.
La dérivation des équations du champ moyen dynamique ne repose sur aucune approxima-
tion en dimension infinie. Utiliser la DMFT ou résoudre le modéle directement donnera
donc le méme résultat lorsque d — oo et la principale approximation que 'on pourrait
reprocher a cette théorie est de 1'utiliser sur des systéemes de dimension inférieure a l'infini.
De plus, nous sommes passés assez rapidement dans le paragraphe précédent sur le lien
entre le réseau interagissant et le modele d’Anderson. Les actions effectives sont certes
similaires, mais ce choix reste arbitraire et d’autres modéles d’'impuretés comme le modeéle
de Wolff [59] pourraient étre utilisés. Ce choix ne change que la forme du champ de Weiss
sans toucher a la physique du probléme.
Le paradigme de la théorie du champ moyen dynamique est de remettre 1’atome au centre
de la physique de la matiére condensée. En effet, pour traiter les interactions dans un solide,
deux approches peuvent étre utilisées : la premiére consiste a considérer le cas d’électrons
libres dans un réseau périodique et de regarder ce qui se passe lorsque l'on rajoute les
interactions. La seconde, plus proche d"une approche a la chimiste, consiste a traiter correcte-
ment un atome isolé, qui est déja un petit probléme a N-corps en soi, puis de considérer

les recouvrements d’orbitales. In fine, ces deux approches sont équivalentes dans le sens ot
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elles devraient donner la méme solution physique. La théorie du champ moyen dynamique

en se concentrant sur ’atome dans un solide emprunte la seconde approche pour traiter le

probléme d’un réseau sous interactions.

2.4 Le modéle d'Anderson et la théorie du champ moyen dynamique

Le modele de I'impureté quantique d’Anderson, que I'on appellera modéle d’Anderson
pour plus de facilité, modélise une impureté quantique sur laquelle les électrons peuvent
interagir, mais peuvent aussi la quitter pour se rendre dans un réservoir d’électrons non

interagissants. L'Hamiltonien de ce systeme s’écrit généralement comme suit :
Hand = Ho + Hioe + Hyyp + Hing (2.52)

ot Hy est 'Hamiltonien des électrons libres dans le bain. On note ek, 'énergie de dispersion,
1 le potentiel chimique des électrons du bain et ¢() les opérateurs de destruction (création)
des électrons du bain :

Hy=>" (e — 1) &, éxo (2.53)
k,o

H,,. est 'Hamiltonien local de I'impureté. Ici, 'impureté aura une énergie de site ¢ et les

opérateurs de destruction (création) sur I'impureté seront notés d

Hyoe = €5 > _dld,. (2.54)

Le terme H, nyb décrit le couplage entre I'impureté et le réservoir d’électrons. Mathématique-

ment, ce couplage est décrit par le terme complexe Vj :

Hyp =Y (Vkéjwdg n c.h) . (2.55)
k,o

Enfin, le dernier terme de 1’expression 2.52 est le terme d’interaction d"Hubbard entre les

électrons de l'impureté seulement :
Hppy = Udldyd]d. (2.56)

’Hamiltonien 2.52 n’a pas de solution exacte connue lorsque I'Hamiltonien H,; est présent.

Dans le cas contraire, la fonction de Green de I'impureté ne pose pas particuliérement de



35

problemes a étre dérivée (cf. Annexe A.1 pour une dérivation simple utilisant les diagrammes
de Feynman) et a la forme suivante :
0. 1
GY(iwy) = - (2.57)

iwn — €5 — A(iwy)’

ol A(iwy,) est appelée la fonction d’hybridation :

: | Vacl?
A(iwy) = — 2.58
(iwn) =Y o (2.58)
k,o
La fonction A peut étre vue comme une somme de fonctions de Green d’électrons libres
pondérées par un poids |Vi|?. Elle ressemble aussi au dernier terme de 1’équation 2.31.
Physiquement, elle modélise la possibilité qu’ont les électrons de passer du réservoir a
I'impureté et inversement. En présence du terme Hj,,, la fonction de Green de 'impureté
interagissante s’écrit a I’aide de la self-énergie de I'impureté 3;,,, :
1

Calien) iwy, — €f — Dimp(iwn) — A(iwy,) 25)

Il faut aussi remarquer que I'expression de la fonction d’hybridation A n’est pas affectée
par la prise en compte de 'Hamiltonien Hr,,. Cela est dti au fait que le terme d"Hubbard ne

concerne que les électrons sur I'impureté.

2.4.1 La boucle de la théorie du champ moyen dynamique

Sil'on est capable de résoudre le modéle d’Anderson d"une quelconque maniére, la mise
en place de la DMFT se fait alors en suivant les étapes présentées ci-dessous. Pour l'itération
p:

1. Résoudre le modele d’Anderson a partir d"une fonction d’hybridation A, et obtenir
la self-énergie de l'impureté ¥, .

2. Approximer la self-énergie du réseau par celle de I'impureté : ¥, (iwy,, k) ~ Ximnp p(iwn).

3. Mettre a jour la fonction d’hybridation A, ; du modele d’Anderson a 1’aide de la

relation d’autocohérence 2.51 :

-1
Aerl (zwn) = iwn — Ef — (Z 1 Zp(lwn)> — Ep(iwn)- (260)

) — €k —
K n + 1 k

4. Sile systéme n’a pas encore convergé, retourner a 1’étape 1.
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Une fois la boucle de DMFT terminée, la fonction de Green du réseau est simplement donnée
par la formule suivante :

1

G iwn, k) = iwn + b — € — Bliwy)

(2.61)

Le cas de la premiere itération p = 0 revient a définir une fonction d’hybridation A
adéquate avec laquelle on commencera la boucle de la DMFT. Plusieurs choix sont possibles
dépendemment du solveur d’impureté utilisé. On peut par exemple utiliser une fonction
d’hybridation obtenu pour un jeu de paramétres différent (température, densité electronique,
etc), partir d"une fonction d’hyrbidation aléatoire ou bien utiliser la valeur asymptotique de
la fonction d’hybridation (cf. 2.5.2).

La principale difficulté dans la mise en place de la DMFT est donc la résolution du
modeéle d'impureté d’Anderson. Historiquement, les plus anciens solutionneurs d’impuretés
sont I'algorithme de Hirsch-Fye en Monte-Carlo quantique [60] et la diagonalisation exacte
[61]. Depuis, une multitude d’autres solutionneurs ont vu le jour, avec leurs avantages
et leurs inconvénients. Parmi les plus connus, citons les méthodes basées sur le Monte-
Carlo quantique (a temps continu [62], variationnel [63, 64], etc.) ou encore la théorie de la
perturbation itérée [65, 66] (IPT, Iterated Perturbation theory)). Attardons-nous quelque peu
sur cette IPT puisque nous rencontrerons ce solutionneur d’impureté dans le chapitre 5.

2.5 La théorie de la perturbation itérée

Historiquement, le solutionneur d'impureté IPT est 1'un des premiers a avoir été utilisés
en DMFT. Bien que 'on retrouve le mot perturbation dans son nom, il permet de capturer

qualitativement des transitions de phase telle que la transition métal-isolant de Mott.

2.5.1 La théorie de la perturbation itérée

Comme son nom l'indique, la théorie de la perturbation itérée se base sur un dévelop-
pement perturbatif a 'ordre deux de la self-énergie de I'impureté X. Ainsi, cette derniere
s’écrit dans le paradigme de I'IPT :

Yo (iwn) = Ung + 22 (iwy,), (2.62)
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avec 0 le spin opposé de 0. Le premier terme de droite correspond au célebre terme Hartree-
Fock, c’est-a-dire l'ordre un en U dans le développement perturbatif de la self-énergie alors
que le terme %.(?) correspond au terme du second ordre. I'expression de ce dernier en temps

imaginaire prend la forme simple suivante (cf. Annexe A.2) :
- C
SO (itoy) = —U? / dren™ GO ()G (—1)GL(r), (2.63)
0

avec la fonction de Green de I'impureté :

1
GO = . 2.64
7wy + fle — A(iw) 264)

Le terme similaire a un potentiel chimique /i, est égal a —e; — Uns. Dans la suite de cette
section, nous ne considérerons que le cas paramagnétique ot ny = nj = n/2 et on notera fi,
comme [ig. Malgré son apparente simplicité de prime abord, ce solutionneur d’impureté
présente un certain nombre de qualités indéniables : a demi-remplissage, il est exact dans
les limites ou U = 0 (modéle sans interaction) et ou1 ¢;; = 0 (limite atomique, ¢;; étant les

amplitudes de saut des électrons sur le réseau).

Dans le but de généraliser le solutionneur d’impureté loin du demi remplissage, on

préférera a I'équation 2.62 1’ansatz suivant :

=(2)

S (i) = Ung + —20_(n) (2.65)
1 — BS? (iw,,)
avec
n(2 —n)

A = 2220 2.66
n0(2 — ng) ( )

1— U + fig —
B - ( YU + fig — (2.67)

2
T30

Avec les définitions : ng = 2T'Y_,, G°(iwp)e” " etn = 2T > kwon G (iwn, k)e~n0" 1a

densité électronique du réseau.

Introduit par Kajueter ef al. [65], cet ansatz a été dérivé dans le but de retrouver certaines
limites de la self-énergie du réseau lorsque le réseau n’est pas a demi-rempli. En effet, le
parametre A permet de retrouver le comportement hautes fréquences de la self-énergie
du réseau et le parametre B permet de retrouver la self-énergie dans la limite atomique.
Alors que la densité électronique du réseau est un parametre physique que 'on ne peut

pas faire varier pour faire converger la boucle DMFT, il existe une certaine liberté dans
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la détermination de ng (et par extension de fi). Alors que Kajueter et al. proposent de le
déterminer en imposant la régle de somme de Friedel, on impose souvent ny égal a n [67]
qu’Arsenault ef al. nomment IPT-ng [66]. Cette méthode présente quelques inconvénients
notamment dans le régime des fortes interactions loin du demi-remplissage. Comme nous
ne nous trouverons jamais dans ce régime d’interaction dans ce travail de these, 'TPT-n,

peut étre utilisé avec confiance.

2.5.2 Comportement asymptotique de la fonction d'hybridation

On pourrait se poser la question de I'initialisation de la boucle DMFT avec I'IPT comme
solutionneur d’impureté. Quelle valeur de départ donner a la fonction d’hybridation? Une
réponse possible est d’utiliser le comportement asymptotique de cette derniere. En effet,
lorsque w, est assez grand, on peut écrire [68, 69] :

, € — a)’
Aasym (iwy) ~ 2k i : (2xcw)” (2.68)

Wy,

Pour donner une preuve suffisamment générale, exprimons la fonction de Green locale Gy

en utilisant I'invariance par translation :

N

Culicn) = 3G =+ Te[Glicn) (269
=1

— %Tr [(twn, + p — B(iwy)) T — HO] - , (2.70)

La matrice Hy est 'Hamiltonien libre H, dans une représentation matricielle. Un dévelop-
pement de Taylor de la fonction de Green 2.70 a 'ordre deux nous donne :

L LTX] 1 TAXX]

1
~ | Tr[I 271
Gum ; -5 TN w?z |’ @71)

wn | N
ol X est la matrice cumulant : X = (p — 3(iwy,))I — Hp. On peut réutiliser cette formule
dans la relation d’auto-cohérence de la DMFT, présentée équation 2.60. Apres inversion de
la formule 2.70, un développement limité valable dans la limite asymptotique et un peu
d’algebre, on obtient :
LTr [H'HY] — (LTr [H))?
Aasym(iwn) = & [ ) , (xTr [H])” (2.72)

W
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La trace d"une matrice étant indépendante de la base choisie pour représenter la matrice
Hamiltonien Hy, on retrouve I'expression 2.68 lorsque 1'on choisit la base des moments k.
Il est intéressant de remarquer que l'on a utilisé aucune hypothése sur le comportement
asymptotique de la self-énergie du réseau. Nous verrons dans le chapitre 5 sur la DMFT
sous champ magnétique que le comportement asymptotique de la fonction d’'Hybridation
n’est pas affecté par 'effet orbital induit par un champ magnétique externe.

2.6 La diagonalisation exacte

Les solutionneurs d’impureté basés sur la diagonalisation exacte font partie des solu-
tionneurs les plus robustes et les plus précis lorsque 'on souhaite étudier un probleme a
tres basse température voire a température nulle. Dans la suite de ce travail de thése, nous

référerons a ces types de solutionneurs par la contraction : diagonalisation exacte.

La diagonalisation exacte repose sur une représentation matricielle du probleme d’im-
pureté [61]. Comme la principale limitation de cette approche est la taille exponentiellement
grande de la matrice représentant I’'Hamiltonien lorsque 'on souhaite prendre en compte
un continuum d’états pour le bain, on approxime ce dernier par un nombre fini d’états. De
fagon pratique, cela correspond a considérer une impureté couplée a une dizaine de sites de
bain. Le mot site est mis en italique car il s’agit d"un abus de langage. En effet, les états du
bain n‘ont pas de position physique et ne peuvent pas vraiment étre considérés comme des
sites réels. L'Hamiltonien correspondant a une impureté couplée a n; sites de bain s’écrit
donc :

ngy Ny
P = &Y dbdy + Y alyior + Udldrdld, + > (Viehd, +ch). (2.73)
- ol=1 ol=1

Malgré le nombre relativement faible d’états de bain, la matrice correspondant a 'Hamilto-
nien 2.73 s’échelonne comme une fonction exponentielle du nombre de sites de bain. Plus

exactement, la taille de la matrice est de 4™ ! lorsque 1'on choisit la base de Fock [70].

Cette troncation sur le nombre d’états du bain a une conséquence non négligeable sur
la relation d’auto-cohérence de la DMFT puisque cette derniere ne peut plus étre satisfaite
exactement. Pour parer a ce probléme, I'équation d’auto-cohérence 2.60 est remplacée par

un probléme d’optimisation o1 I'on cherche a minimiser la fonction de distance

1 Timax

= ———> |G wy,) — G (iwn) P, (2.74)
Nmax + 1 "0
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ol nmax est le nombre de fréquences de Matsubara pris en compte dans la minimisation du
probléme, G est la fonction de Green du réseau local et GA™? est la fonction de Green de

I'impureté interagissante :

np

A
> —— . (2.75)

GAM () = (iwn —€q — N(iwy) —
Wy — €
1=1
Ainsi, le probléme d’optimisation a pour but de minimiser la différence entre la fonction de
Green locale et la fonction de Green de I'impureté sur une certaine plage de fréquence de

Matsubara en jouant sur les parametres variationnels V] et ¢;.

Enfin, pour résoudre le probleme d’impureté, deux méthodes existent : la méthode de
Lanczos et la diagonalisation totale. La premiére permet d’obtenir 1’état fondamental du
probléme et elle est donc préconisée a température nulle. Elle présente ’avantage d’étre
beaucoup plus rapide que la diagonalisation totale de la matrice et permet donc d’obtenir
de meilleurs résultats dans le sens ot1 on peut rajouter un grand nombre de site de bains
(typiquement dix sites de bain et le site de I'impureté), ce qui affine quantitativement les
résultats.

La diagonalisation totale de la matrice est contrainte par les limitations usuelles des librairies
informatiques d’algebre linéaire. La matrice ne devant pas étre trop grande, un nombre
restreints de site de bain est a préconiser (généralement cing ou six). Cependant, I’accés a

I'ensemble des énergies du systéme ouvre la voie aux températures finies.

La diagonalisation exacte est donc une méthode a la fois robuste et efficace pour ré-
soudre le probleme d’impureté en DMFT. Malgré une approximation importante sur le
modele d'impureté d’Anderson, ses résultats sont satisfaisants lorsqu’on les compare avec
les résultats de méthodes plus sophistiquées comme les méthodes Monte-Carlo quantiques.
De plus, la diagonalisation exacte est plus rapide et nettement moins cofiteuse en puissance

numérique que ses homologues stochastiques.
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2.7 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons commencé par énumérer rapidement les outils mathé-
matiques qui vont nous suivre tout au long de ce travail de thése. Les concepts tels que la
fonction de Green, la self-énergie ou encore les fréquences de Matsubara ont un importance
particuliere dans les solutions des problemes a N-corps.

L'ensemble de ces outils permet d’appréhender la physique particuliére du modele
d’Hubbard. Ce modele repose sur une interaction électron-électron purement locale, mi-
mant ainsil’écrantage qui a lieu dans un solide. Malgré sa surprenante simplicité, la physique
qui en découle est extrémement riche. Outre 1'existence de phases magnétiques et de supra-
conductivité non conventionnelle dans son diagramme des phases, le modele d’"Hubbard est
surtout connu pour rendre compte de la transition métal-isolant de Mott a demi-remplissage.
Dans cet isolant, l'interaction est tellement forte qu’elle empéche toute délocalisation des
électrons qui se retrouvent chacun localisé sur un site du réseau. Malheureusement, 1'utili-
sation de solution analytique est quasiment impossible pour ce modeéle rendant nécessaire

l'utilisation de méthodes numérique comme la DMFT.

Nous avons dérivé les équations de la DMFT dans le cas simple d’un systeme a une
bande et invariant par translation. Cette dérivation nous a permis d’introduire la relation
d’auto-cohérence de la DMFT 2.60 et de comprendre précisément ce qu’est la DMFT : une
théorie de champ moyen pour les fluctuations spatiales qui prend en compte exactement les
fluctuations temporelles. Cette théorie repose sur une «projection» du probléeme du réseau
infini sur le probléme d’une impureté quantique interagissante et couplée a un réservoir

d’électrons libres.

Nous avons abordé en surface le modele d’Anderson pour illustrer les équations de la
DMEFT. Ce modeéle peut se comprendre comme suit : il est composé d"une impureté quantique
sur laquelle les électrons sont soumis a une interaction de type Hubbard. Cette derniére est
«ressentie» par les électrons seulement lorsque deux électrons se trouvent sur I'impureté.
Pour rendre compte mathématiquement de ce couplage, une fonction d’hybridation permet
de modéliser l'effet qu’a le réservoir sur I'impureté quantique. Sa détermination dans le
paradigme de la DMFT se fait de fagon auto-cohérente.

La DMFT ne peut pas étre utilisée si 'on ne peut résoudre le probléme d’impureté.
Pour ce faire, un grand nombre de méthodes appelées solutionneurs d’impureté ont été
développées. Dans ce travail de these, deux solutionneurs ont été intensément utilisés :
le solutionneur IPT se base sur un développement perturbatif au second ordre en U de la self-

énergie pour résoudre le probléme d’impureté. Sa forme semi-analytique permet d’illustrer
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parfaitement le lien subtil qui existe entre le probleme du réseau et le probleme de I'impureté
quantique dans la DMFT ainsi que le role crucial que joue la fonction d’hybridation. Le
comportement asymptotique de cette derniére est une possible approche pour "initialiser"”
la boucle de DMFT avec ce solutionneur. Ce comportement asymptotique peut étre exprimé
en termes de somme de |'énergie de dispersion et ne dépend ni du potentiel chimique, ni

de la self-énergie du systéme.

La diagonalisation exacte est un autre solutionneur d’impureté basé sur une représenta-
tion matricielle du probléeme d’impureté quantique. La principale approximation repose
sur le fait que le réservoir d’électrons auquel est couplée I'impureté n’est composé que
d’un nombre restreint d’états. Une conséquence remarquable de cette approximation est
que la relation d’auto-cohérence de la DMFT ne peut plus étre exactement satisfaite. On
lui préférera a la place un probléme d’optimisation qui permet d’approcher la relation
d’auto-cohérence 2.60. La diagonalisation exacte est aujourd ’hui une méthode éprouvée qui

est largement préférée a I'IPT par la communauté scientifique.



Chapitre 3

Semi-métaux de Weyl et interactions

Introduction

La physique topologique a été hermétique pendant de longues années a la prise en
compte des corrélations électroniques dans les matériaux. En effet, les grands concepts
de ce domaine reposent essentiellement sur la théorie des bandes électroniques et, bien
que des généralisations de leur définition aient été proposées pour prendre en compte les
interactions, aucune n’est robuste aux fortes corrélations électroniques. Pourtant, ce serait
une erreur d’omettre totalement les interactions dans la physique topologique puisque ces

dernieres existent et ont un impact dans les matériaux réels.

Dans le cas des semi-métaux de Weyl, plusieurs approches ont été utilisées pour com-
prendre I'effet des interactions électroniques. Cela va de I'approximation de la phase aléa-
toire [71] a la théorie du groupe de renormalisation [72] en passant par des méthodes sur
amas comme la théorie des perturbations sur amas (CPT pour Cluster Perturbation Theory)
ou l'approximation variationnelle sur amas (VCA pour Variational Cluster Approxima-
tion) [73, 74]. Malgré leur faible nombre, ces études laissent néanmoins entrevoir une riche
physique avec la présence de phénomeénes exotiques comme un liquide de Fermi marginal
lorsque les interactions sont a longue portée ou un lien entre nombre de nceud de Weyl et

interaction a courte portée.

Ce chapitre a pour but de dresser une liste non exhaustive des propriétés de semi-métaux
de Weyl avec interaction électronique de type d’'Hubbard résolue a I'aide de la DMFT et
d’un solutionneur d’impureté basé sur la diagonalisation exacte. La section 3.1 est consacrée

aux effets des interactions en général. On y introduit le modéle libre sur réseau dans la

43



44

sous-section 3.1.1 et les principales propriétés comme la double occupation ou le poids
des quasi-particules sont discutées et comparées a celle obtenues sur réseau cubique dans
la sous-section 3.1.2. Dans la sous-section 3.1.3, une discussion sur l'effet des interactions
sur la position des nceuds de Weyl nous permet d’approfondir ce phénomene souvent mis
en avant dans les études utilisant des méthodes sur amas. Enfin, la section 3.2 compare
les résultats de la DMFT avec ceux d’autres méthodes et pose la question de la diffusion

inélastique des fermions de Weyl.

Sauf mention contraire, les résultats sont obtenus en utilisant la DMFT avec un solu-
tionneur d’impureté basé sur la diagonalisation exacte avec cinq sites de bain a 3 = 80.
1024 fréquences de Matsubara ont été utilisées pour évaluer la fonction de distance. Pour
satisfaire la relation d’auto-cohérence, un seuil de tolérance absolu en dessous duquel la

fonction de distance est considérée comme minimisée est fixé a 0.00002¢.

3.1 Effets des interactions sur les semi-métaux de Weyl dans le paradigme

de la théorie du champ moyen dynamique

3.1.1 Modéle sans interaction

Avant de parler des effets des interactions sur les semi-métaux de Weyl, il est important
de présenter le modele sans interaction que nous utilisons tout au long de ce travail de these.
Nous nous baserons sur un modele sur réseau qui brise la symétrie par renversement du

temps. L'Hamiltonien correspondant s’écrit de la facon suivante :

Hy = Z CL {2tsin(ky)o + 2tsin(ky)oy + [h — 2t (cos(k,) + cos(ky) + cos(k.))] 0.} Ck
k

(3.1)
avec ¢, le terme de saut des électrons et h, un terme Zeeman qui permet de jouer sur I’aiman-
tation du systéme et qui sera particulierement utile dans le chapitre 4. Le terme de saut ¢ est
pris comme 'unité d’énergie (¢ = 1) et par conséquent, toutes les grandeurs physiques dont
la dimension est celle d"une énergie seront en unité de t. De plus, on choisira le systéme
d’unité de Hartree pour la suite, c’est-a-dire que l'on fixe h = e = kg = 1.

L'Hamiltonien et les vecteurs opérateurs sont dans la base des spins avec les matrices
de Pauli o; et Cl(j ) = (ég), éiT))(T). Comme ce modele se résume a une matrice 2 x 2, il est
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facile d’obtenir les énergies propres du systeme :

e+ (k) = i\/{h — 2t [cos(ky) + cos(ky) + cos(k.)]}* + [2tsin(k,)])* + [2tsin(k,)]>  (3.2)

et par la méme occasion, les positions des nceuds de Weyl. Ces derniers sont au nombre de
quatre lorsque |h| < 2t, situés (0, 7, & arccos(h/2t)) et (7, 0, & arccos(h/2t)) dans la premiere
zone de Brillouin. Lorsque 2t < |h| < 6t, le nombre de noeud se réduit a deux situés a
(0,0, £ arccos((h —4)/2t)) ou (m, 7, £ arccos((h + 4)/2t)) si h < 0. Enfin, lorsque |h| > 6t, le
systéme se retrouve completement gappé. Ce gap électronique est le signe que notre systeme
se trouve dans dans une phase d’isolant de bande peuplé par une seule espece de spin.

Il est intéressant de remarquer que dans le cas sans interaction, la disparition des nceuds
de Weyl se fait toujours de la méme fagon : deux nceuds de chiralité opposée fusionnent
avant de pouvoir ouvrir un gap électronique ou changer le nombre de nceuds dans la
premiere zone de Brillouin. Cela fait écho a la robustesse des nceuds de Weyl abordée dans
le chapitre 1. Enfin, il est important de souligner que ce trait est commun aux autres modéles
sur réseau utilisés pour rendre compte d’interaction de type Hubbard.

Par exemple, le modele sur réseau utilisé par Witczak-Krempa et al. [73] :

Hy — 30 CL {2t (cos(ka) — cos(ho)) +m (2 — cos(ky) — cos(k))} o, + 2tsin(k,)o,
+ 217;Sin(k‘z)a'z | Cx (3.3)
et celui utilisé par Laubach et al. [74] :
Hy = Y Cf [{ms —2tcos(ky) +mo (2 — cos(ky) — cos(k:))} o + 2t sin(ky )y
+ 2lt(sin(kz)az | Cx (3.4)

peuvent exhiber un gap électronique lorsque les parametres hors diagonaux m, mg et m,,
sont suffisamment grands. Au lieu de jouer sur les fluctuations ferromagnétiques comme

dans notre cas, ces modéles reposent sur des fluctuations anti-ferromagnétiques.

3.1.2 Propriétés générales : Double occupation, poids de quasi-particule, etc.

Pour I'ensemble des résultats présentés dans cette sous-section, le terme Zeeman h est

fixé a zéro.

Comme nous nous concentrons sur les propriétés liées aux interactions a demi-remplissage,
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prenons le temps d’expliciter la symétrie particule-trou de notre modele. En effet, 'Hamilto-

nien total avec interaction s’écrit :
H=Hy+U) fr— =) (g, — 1) = > i (3.5)
= 110 : T 9 il 2 w : (2 .
A 1

ott Hy est’'Hamiltonien présenté dans I’équation 3.1. Le terme d’interaction est légérement
différent de celui auquel on est habitué (cf. Chapitre 2) mais il présente I’avantage de laisser le
potentiel chimique indépendant des interactions a demi-remplissage. En effet, 'Hamiltonien
3.5 est laissé invariant sous la transformation ¢;, — cfj-ﬁg (avec o = =1 dépendamment du
spin) lorsque I'on fixe le potentiel chimique a p = 0 (voire plus bas). Ce dernier sera donc
toujours égal a zéro a demi-remplissage quelle que soit la valeur du terme d’"Hubbard U. Ce
choix d’interaction n’est pas vraiment pertinent dans ce chapitre mais il sera utile lorsque
I’on abordera la question de I'aimantation orbitale dans le chapitre 4.

Enfin, cet Hamiltonien exhibe des symétries qui pourront nous aider a comprendre
quelques propriétés physiques. Nous essayerons de nous rapprocher des conventions déja
utilisées dans la physique des hautes énergies. Ainsi, on peut commencer par définir des
opérations discretes : I'opérateur parité P, 'opérateur de renversement du temps 7', 7q est
la translation par un vecteur Q = (7,7, m) et enfin les opérations miroir par rapport au
plan xz et yz nommées respectivement M, et M, .. On définit aussi un pseudo-opérateur
de conjugaison de charge C’ qui est certes différent de son équivalent de la physique des
particules mais qui s’en rapproche néanmoins. Les effets de ces opérateurs sur les opérateurs
de destruction et de création ¢ et é' pour h = 0 sont compilés dans le tableau 3.1.

Transformations discretes X | 0z | Oy | O

Pexo Pl =c yo 1| 41| 41| +1
TexeT ' =0c ko —1|-1]-1|-1
Cleg,C' ' = ¢ F1 -1 -1 -1
TQtkoTg ' = ckrqo —1 | +1 | +1 | +1

szckc,M;;:c(_km,k%kz)g —1 41| =11 -1

Mepero M} = Coy pykyo | =1 | =1 | +1 | =1

TasLE 3.1 Effets des opérations de symétries discretes sur les opérateurs de création et de
destruction du réseau ainsi que le changement de signe associé sur la chiralité x et les matrices
de Pauli de I'Hamiltonien 3.1 lorsque h = 0.

A partir de ce tableau, on peut retrouver la symétrie particule-trou du réseau discutée
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plus tot. En effet, lorsque i« = 0, la transformation
(C'PT)eyo (C'PT) = 0cf __, (3.6)

laisse I'Hamiltonien 3.5 inchangé méme lorsque h # 0.

Lorsque h = 0, les Hamiltoniens avec et sans interaction exhibent deux symétries
caractérisées par la combinaison des opérateurs de translation 7q et des opérateurs miroirs :

(TQMZy)ckU(TQMZy)_l = C(—kg+mky+m ko470 (3.7)
(TQMzm)CkU(TQMZI)_l = Ckyptm,~ky+mk,+m)o- (38)

Le vecteur de translation Q est une conséquence du caractere bipartite du réseau carré.
Ainsi, ces deux symétries échangent les positions de nceuds d"une chiralité donnée avec celles

de chiralité opposée et sont valables quelle que soit la valeur du potentiel chimique .

0.301

0.00 ...

—15

AA ad 114
T
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Ficure 3.1 Densités d’états locales en fonction des fréquences réelles. En ligne noire pointillée,
la densité d’états locale sans interaction et en ligne rouge continue, la densité d’états locale
pour U = 12. La présence de pics trés abrupts dans le cas avec interaction vient du faible
nombre de sites de bain du solutionneur d’impureté.

Attardons-nous quelque peu sur la densité d’états locale. La figure 3.1 présente sur
la méme image la densité d’états locale en 1’absence d’interaction et une densité d’états
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locale pour une valeur finie du terme d’"Hubbard. Le comportement quadratique au niveau
de I’énergie de Fermi, fixé par convention a w = 0, marque la présence d"une phase semi-
métallique en trois dimension. Ce comportement semi-métallique disparait lorsque |w| 2 2
et laisse place a une géométrie de bandes qui s’apparente a celle d'un réseau cubique.

La ligne rouge continue représente le cas ou le terme d’'Hubbard est égal a la largeur de
bande, soit U = 12. L'ajout d'une interaction d’"Hubbard apporte plusieurs modifications a
la densité d’états locale. Notons d’abord la présence des bandes supérieure et inférieure de
Hubbard. Ces bandes de Hubbard correspondent a des exitations électroniques incohérentes
et sont localisées autour de w = +U/2. La figure 3.1 peut étre trompeuse sur le nombre
de bandes d’"Hubbard puisqu’il semble quune deuxiéme paire de bandes soit présente
autour de w = £U. Cet artéfact visuel vient du faible nombre de sites de bain utilisé en
diagonalisation exacte. En effet, un nombre fini de bain ne peut modéliser un continuum
d’énergies d’excitations. On ne peut que l'approcher de fagon de plus en plus fine a mesure
que le nombre de bain est grand. Ce nombre restreint de sites de bain est aussi 'explication
des nombreux petits pics abrupts dans la densité d’états.

De plus, il est remarquable que les propriétés de quasi-particules persistent a des valeurs
élevées du terme d"Hubbard. En effet, I'approche des quasi-particules repose sur 'hypothese
que les excitations créées par 1’ajout d'une particule dans un systéme interagissant peuvent
étre décrites en utilisant un formalisme similaire a celui des particules libres. Les interactions
ont alors comme principaux effets de renormaliser 1'énergie du systéme libre et de donner
un temps de (demi-)vie aux particules du systeme, les quasi-particules. Dans le cas d'un
systéme a une bande avec une self-énergie purement locale, I'approche des quasi-particules

se traduit mathématiquement par la réécriture de la fonction de Green avec interaction

1
)= T - S W) 39)

comme suit : p
QP _
) = =y w0 — e - & (3.10)

T2

avec é(k) = Ze(k). Les termes Z et 7 sont respectivement appelés poids et temps de demi-vie
des quasi-particules :

/

71 = 1o ZW (3.11)
Ow w=0

1 = —22%"(w=0). (3.12)

Ainsi, le poids de quasi-particule repose sur un développement limité de la partie réelle de

la self-énergie autour de I'énergie de Fermi alors que l'inverse du temps de demi-vie est
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directement proportionnel a la partie imaginaire de la self-énergie. Cette derniere n’est pas
développée en fréquence car elle n’a généralement pas de contributions au premier ordre !
Dans le cas d"un systeme a plusieurs bandes comme c’est le cas dans les semi-métaux de

Weyl, on préférera définir la fonction de Green des quasi-particules de la fagon suivante [75] :

GO (w) = 27 [w+ in— HO (k)] ' Z2 (3.13)

avec 'Hamiltonien des quasi-particules :
HOP =75 [Hy — pl+ %' (w = 0)] Z7. (3.14)

Le poids des quasi-particule est maintenant une matrice et on néglige le temps de vie des
quasi-particules dans cette approche qui sera utilisée plus en détail dans le chapitre 4 mais

qui mérite d’étre introduite ici.

Avec I'approche des quasi-particule en téte, on comprend pourquoi la densité d’états
locale avec interaction ressemble fortement a la densité d’états sans interaction renormalisée
par le poids de quasi-particule Z autour du niveau de Fermi. Ce comportement est habituel
lorsque les interactions sont faibles par rapport a la largeur de bande W mais le fait qu’il
soit encore valable lorsque le terme d’"Hubbard devient comparable voire supérieur a W est
plutot inhabituel. On doit donc s’attendre a ce que 1’approche des quasi-particules fonctionne
sur une large gamme de valeur de U. Une explication de la persistance de I’approche des
quasi-particules est proposée dans la section 3.2 par le biais du temps de demi-vie des
fermions de Weyl dans 1’approximation de la DMFT.

Cette persistance inhabituelle est aussi visible lorsque I'on compare notre modéle a un
réseau cubique. Différentes propriétés telles que la self-énergie, le poids de quasi-particule
et la double occupation sont comparées dans les figures 3.2(a), (b) et (c). La comparaison se
fait de fagon tres naturelle puisque ces deux systemes ont la méme largeur de bandes.

La figure 3.2(a) présente les parties imaginaires des self-énergies des deux réseaux en
fonction des fréquences de Matsubara pour la méme valeur de U. De part la pente a l'origine
directement proportionnelle a (1 — Z~1), il apparait clairement que le réseau cubique est
plus corrélé que le modéle de semi-métaux de Weyl. Le fait que le minimum de la partie
imaginaire de la self-énergie du semi-métal de Weyl se situe a une fréquence de Matsubara
supérieure a celle du minimum du réseau cubique signe aussi le fait que I'approche de
quasi-particules s’étend sur une large plage de fréquences réelles. Cette affirmation se

précise lorsque l'on regarde les autres grandeurs étudiées en fonction de U/W. Le fait

1. C’est le cas notamment dans la théorie de Fermi et pour les semi-métaux de Weyl en DMFT comme on le
voit dans la section 3.2.



50

que la transition de Mott apparait a une valeur plus faible de U/W (On a US® ~ 1.2W
contre USMW ~ 1.7 pour le semi-métal de Weyl) et que Z et la double occupation soient
systématiquement inférieurs dans le réseau cubique confirme l’affirmation précédente : Les

semi-métaux de Weyl ne sont pas des matériaux fortement corrélés [76].

0.0 1.00
—e— cubique —e— cubique
—0.1 0.75 —— SMwW 02 *— SMw
/; (1)) - ((f>
202 N 0.50 b
Al ~0.1
—0.3 cubique 0.25
— SMW
—0.4 0.00 0.0
0 10 20 30 40 0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 15
iwy u/w Uu/w

Ficure 3.2 (a) Parties imaginaires des self-énergies du réseau cubique et du modele de semi-
métal de Weyl en fonction des fréquences de Matsubara. (b) et (c) Respectivement le poids de
quasi-particule et la double occupation des deux modéles précédents en fonction de U/W.

3.1.3 Positions des nceuds et phase isolante

Nous avons déja brievement discuté de la fagon dont le modele sans interaction transite
d’une phase semi-métallique a une phase isolante en passant par une phase intermédiaire
ol des noeuds de Weyl de chiralité opposée fusionnent. Qu’en est-il lorsque le systeme est
en présence d’interaction de type Hubbard ? Deux scénarios aux physiques différentes sont

possibles.

Lorsque aucun déséquilibre de densités électroniques entre les espéces de spin est présent
dans le systéme sans interaction, c’est-a-dire lorsque l'on a: (n4)p = (ny)o et <c$c 100 =
<CICT>Q = 0, I'interaction d’"Hubbard ne change pas la position des nceuds de Weyl dans
la zone de Brillouin. L'augmentation du terme d"Hubbard va entrainer par la méme occa-
sion une augmentation des corrélations électroniques et lorsque ces derniéres sont trop

importantes, la transition d"un semi-métal de Weyl vers isolant de Mott a lieu.

A contrario, lorsque les densités électroniques ne sont pas égales, les interactions affectent
la position des nceuds de Weyl. Dans le cas de notre modéle sur réseau, la présence d'un
terme Zeeman non nul % crée un déséquilibre entre les densités électroniques de chaque
espece de spin ((n4)o # (ny)o). Cette différence de densité dans le modéle sans interaction
est amplifiée par le diagramme de Hartree (cf. section 4.1) et cela entraine un changement

de positions des nceuds dii aux interactions.
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Le mouvement des nceuds peut aussi s’expliquer par des arguments de symétries. Dans
le cas particulier de notre modele, les symétries présentées dans les équations 3.7 et 3.8
sont présentes en 1’absence d"un terme Zeeman, h. Or, comme ces symétries échangent les
positions de nceuds de chiralité différente et qu’elles ne sont pas affectées par la présence
d’interaction, leur présence fixe la position des noeuds de Weyl quelle que soit la valeur de
U. Lajout d'un terme Zeeman brise ces symétries et donc permet le mouvement des nceuds

dans la zone de Brillouin.

Deux cas de figures peuvent alors se produire :

e Les interactions arrivent a ouvrir un gap électronique en renormalisant suffisamment
le terme h. Le systéme est alors un isolant de bande peuplé par une seule espéce de
spin. Ce caractere ferromagnétique prévient une éventuelle transition de Mott, ce
qui rend cet isolant insensible a I'interaction d"Hubbard.

e Les interactions n’arrivent pas a ouvrir le gap de bande avant que la transition de
Mott apparaisse et le systeme peut alors passer d'une phase semi-métallique vers
une phase d’isolant de Mott lorsque U est suffisamment grand.

Si les détails de la transition semi-métal-isolant de bande dépendent des détails micro-
scopique du modele, le mouvement des noeuds de Weyl dans la zone de Brillouin vient
systématiquement d'un déséquilibre dans les densités électroniques qui se retrouve amplifié
par les diagrammes d"Hartree ou de Fock. Dans les modeéles présentés dans les équations 3.3
et 3.4 par exemple, c’est le diagramme de Fock qui renormalise le parameétre m et qui modifie
par la méme occasion la position des nceuds de Weyl.

Ainsi, le mouvement des positions des nceuds de Weyl en fonction des interactions n’est
donc pas limité a la résolution spatiale de la self-énergie et peut-étre pris en compte grace a
la DMFT ou des méthodes de champ moyen comme la méthode Hartree-Fock.

3.2 Comparaison du temps de demi-vie des quasi-particules avec d'autres

méthodes numériques

Cette section a pour but de présenter quelques résultats de recherche sur les semi-métaux
de Weyl avec interaction en mettant en exergue les différents résultats obtenus par différentes

méthodes traitant les interactions.
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3.2.1 De l'existence d'un liquide de Fermi marginal en théorie du champ moyen dyna-
miques

Un des résultats obtenus par Hofmann et al. est la présence d’un liquide de Fermi
marginal dans un semi-métal de Weyl lorsque le potentiel chimique se trouve au niveau des
nceuds [71]. Les liquides de Fermi marginaux sont une classe un peu particuliere de liquide
de Fermi dans le sens ot1 la partie imaginaire de la self-énergie autour du niveau de Fermi se
comporte non pas comme une fonction de w? mais comme une fonction de |w|. Cette théorie
a été développée pour tenter d’expliquer les propriétés de transport inhabituelles de certains
supraconducteurs a haute température critique [77] notamment la dépendance linéaire en
température de la résistivité. Le travail de Hofmann et al. s’appuie sur I'approximation de
la phase aléatoire et sur une interaction a longue portée. Cela rend ardue la comparaison
directe entre leurs résultats et ceux obtenus a ’aide de la DMFT.

Dans le matériel supplémentaire de l’article [73], les auteurs utilisent des notions de groupe
de renormalisation pour en déduire que le temps de demi-vie des fermions de Weyl en
présence d’une interaction de type Hubbard se comporte en |w®|.

Qu’en est-il pour la DMFT? On peut se faire une bonne idée du temps de demi-vie en
utilisant une sorte de théorie des perturbations non-itérées. En effet, lorsque U = 0, la relation
d’auto-cohérence de la DMFT nous permet d’avoir une égalité stricte entre la fonction de
Green de I'impureté et la fonction de Green locale du réseau :

1 1
iwnd — Aliwn) gMI_HO(k) (3.16)

En prenant cela en compte et en utilisant une théorie des perturbation a 'ordre deux comme
dans 'annexe A eten1’absence d'un terme Zeeman qui briserait la symétrie SU(2) étendue, on

obtient la partie imaginaire des composantes diagonales de la self-énergie lorsque w > 0 [65] :

~ 0 w—€1
Yo (w) = —7TU2/ d61/ deap(€r)plez)p(w + €1 — €2) (3.17)
—w 0

avec p la densité d’états locale de I'impureté/du réseau (cf. équation 3.16). Lorsque la
fréquence est suffisamment petite, seule la partie quadratique de la densité d’états locale
contribue a l'intégrale et on peut utiliser la densité d’états d'un modeéle effectif pour résoudre

exactement 1’équation 3.17. Les fonctions p ont alors I'expression mathématique suivante :

Ne2
=523
27 0

o(e) (3.18)
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ol vr est la vitesse de Fermi et IV est le nombre de noeuds de Weyl dans la premiere zone
de Brillouin. On obtient finalement :

N3U2W8

Sy = NV
@)=~ 105207507

(3.19)
Cette formule n’est valable que dans la région o1 la densité d’états du réseau est celle de la
densité d’états d’un semi-métal de Weyl, c’est-a-dire dans le cas de notre modéle lorsque
w est plus petit que 2t. Outre le coefficient démesurément petit en face de la fréquence,
cette formule explique la robustesse des propriétés de quasi-particules des semi-métaux
dans I'approximation DMFT. En effet, le temps de demi-vie des particules présenté dans
I’équation 3.12 devient démesurément grand ce qui justifie pleinement 1’approximation des
quasi-particules. De plus, il peut étre prouvé qu’avec une dépendance en fréquence aussi

8

exotique que w®, une approche de quasi-particules est toujours valable avec notamment un

poids de quasi-particule bien défini. Cette preuve est faite dans ’annexe C.

3.3 Résumé

Pour étudier les effets de I'interaction d’"Hubbard dans les semi-métaux de Weyl, nous
avons utilisé le modéle sur réseau présenté dans I'équation 3.5. Ce modele comporte un
certain nombre de symétries comme celles présentées dans les équations 3.7 et 3.8. la
présence d’un terme Zeeman h entraine leur brisure ce qui a d’importantes conséquences

sur la position des nceuds et 1’effet Hall anormal (cf. Chapitre 4).

En absence d’interaction, le modéle décrit dans I'équation 3.1 exhibe un nombre différent
de nceuds de Weyl en fonction du parameétre h que 'on peut apparenter a un terme Zeeman.
Dans ce travail de these, nous nous sommes limités a de petite valeur de h par rapport au
terme de saut ¢. Dans ce régime, on retrouve quatre noeuds de Weyl situés aux positions
(0,7, arccos(h/2t)) et (m,0, & arccos(h/2t)).

Le probleme des semi-métaux de Weyl avec interaction est résolue a 1’aide de la DMFT.
Comme toute méthode numérique, la DMFT repose sur des approximations et des para-
digmes qui ne sont pas adaptés a tout les systémes physiques. Au vue des résultats de ce
chapitre, I'utilisation de la DMFT dans le cas des semi-métaux de Weyl n’est pas fondamen-
talement mauvais choix. Malgré 1’absence d’une dépendance en k de la self-énergie, cette
méthode permet de rendre compte des mémes résultats obtenus grace a des méthodes sur
amas. En effet, la DMFT permet d’expliquer le changement de position des nceuds de Weyl

dii aux interactions. Le mécanisme derriere ce changement est relié aux diagrammes de
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Hartree ou de Fock selon les détails microscopiques du systeme et ne nécessite donc pas
l"utilisation d"une méthode résolue dans 1’espace. En outre la persistance des propriétés de
quasi-particules peut étre soupconnée dans des études utilisant la CPT ou la VCA [73, 74]
car les propriétés dynamiques de la self-énergie ne sont pas mises en avant. Dans le cas
de la DMFT, I'inverse du temps de demi-vie des fermions de Weyl est démesurément petit
lorsque la fréquence est petite ce qui explique pourquoi la physique des semi-métaux de
Weyl sous interactions a courte portée est essentiellement gouvernée par une physique des

quasi-particules.

Cette conclusion peut paraitre négative puisqu’elle nous pousse a étudier les semi-
métaux de Weyl par le seul prisme de I'approche des quasi-particules et de faire fi des pro-
priétés dynamiques de la self-énergie. Elle est néanmoins nécessaire pour éclaircir quelque
peu la question des interactions a basse température dans les semi-métaux de Weyl et elle
souligne la pertinence d"une étude des semi-métaux de Weyl sous champ car 1'ajout d'un
champ magnétique change la densité d’états locale et donne un caractere métallique au
systeme. Ce changement de caractere peut avoir de grosses répercussions sur les propriétés

physiques des semi-métaux de Weyl soumis a un champ magnétique externe.



Chapitre 4

Effet Hall anormal et aimantation orbitale

dans les semi-métaux de Weyl interagissants

Les travaux présentés dans ce chapitre font 1’objet d"un article [78].

Introduction

L'effet Hall anormal (EHA) et I’aimantation orbitale ont un point commun dans I'histoire
des sciences. Outre leur proximité physique, ces deux phénomenes ont été découverts il y
a bien longtemps et n‘ont trouvé de théories convenables les expliquant que récemment.
Dans le cas de 'EHA, Hall avait déja remarqué en 1881 [79] que l'effet qui porte son nom
était bien plus intense lorsque le conducteur était un ferro-aimant au lieu d’un métal non
aimanté. Il aura fallu attendre plus d’un siécle apres cette découverte expérimentale pour
isoler théoriquement les origines physiques qui la constituent. Cet effet est la somme de
trois grandes contributions : 1'une est purement topologique et les deux autres sont dues a

un mélange de couplage spin-orbite et de processus de diffusion sur des impuretés.

L'aimantation orbitale est un phénomene bien connu en physique. Elle tire son origine
du mouvement cyclotronique des électrons soumis a un champ magnétique externe. Des
théories extrémement robustes pour calculer 1’aimantation orbitale dans les atomes, les
molécules voire des réseaux finis sont connus depuis longtemps. Cependant, il aura fallu
attendre 2005 pour que deux articles résolvent indépendamment le probléme de 1’aimanta-
tion orbitale dans des réseaux périodiques [80, 81]. L'arrivée tardive de ce que 'on appelle
aujourd’hui la théorie moderne de I'aimantation orbitale (en anglais, modern theory of orbital
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magnetization) ne s’explique pas totalement par la compréhension récente de la physique
topologique puisque I'aimantation orbitale n’est pas une quantité protégée topologiquement.
Elle a cependant des liens trés forts avec des quantités topologiques notamment avec le
premier nombre de Chern et la conductivité anormale de Hall.

Dans les semi-métaux de Weyl, I'intérét pour ces deux quantités physiques est motivé
expérimentalement par le matériau Mn3Sn [39]. Comme discuté dans la sous-section 1.3.2,
ce semi-métal, dont les corrélations électroniques semblent importantes, présente un effet
Hall anormal important méme a température ambiante [41]. De plus, comme il s’agit d'un
antiferro-aimant avec un ferromagnétisme faible, 'aimantation de spin ne devrait pas étre
importante, rendant plus facile la mesure de ’aimantation orbitale. Ces trois faits expérimen-
taux : effet Hall anormal important, fortes corrélations électroniques et faible aimantation
de spin, font de Mn3Sn un candidat de choix pour étudier expérimentalement les liens entre
I’EHA et I'aimantation orbitale dans un semi-métal de Weyl corrélé et dont la symétrie par

renversement du temps est brisée.

D’un point de vue théorique, la modélisation de la physique de ce matériau ne peut
se cantonner a des modéles effectifs avec des interactions traitées dans les approximations
Hartree-Fock ou de la phase aléatoire et c’est pour cela que 1'on se propose d’étudier le lien
entre ces deux quantités physique dans un semi-métal de Weyl avec interaction d"Hubbard
résolue grace ala DMFT. La section 4.1 est consacrée a 1’étude de 'EHA dans les semi-métaux
de Weyl ferromagnétiques. On y aborde les avancées de ces dernieres années sur la nature
topologique de 'EHA en 1’absence d’interaction (sous-section 4.1.2) et une discussion sur
l'effet des interactions d’"Hubbard est présentée dans la sous-section 4.1.3. La section 4.2 est
consacrée a ’aimantation orbitale. La sous-section 4.2.1 introduit la formule de Stfeda qui
lie intimement cette derniére a la conductivité anormale de Hall en 1’absence d’interaction.
Les interactions permettent d’ébranler cette relation et ouvrent la porte a une compétition
inédite entre topologie et corrélations électroniques que 1'on présente dans la sous-section
422

Les calculs du semi-métal de Weyl avec interaction d’Hubbard dans le paradigme de la
DMFT ayant été présentés dans le chapitre 3, nous ne les commenterons pas ici. Le lecteur
devra seulement retenir que nous avons utilisé 1’'Hamiltonien présenté équation 3.5 résolu
al’aide de la DMFT et de la diagonalisation exacte avec cing sites de bain et a 3 = 80. On
a aussi utilisé 1024 fréquences de Matsubara pour évaluer la fonction de distance. Pour
satisfaire la relation d’auto-cohérence, un seuil de tolérance absolu en dessous duquel la
fonction de distance est considérée comme minimisée est fixé a 0.00002¢. Les quantités
d’énergies sont toutes exprimées en fonction de 1'unité d’énergie ¢ que 1’on fixera égale a un.

Les unités d’énergie sont celles d’'Hartree.
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4.1 L'effet Hall anormal

L'effet Hall anormal est par définition la présence d"un courant transverse sans dissipa-
tion en réponse a un champ électrique. A la différence de la conductivité de Hall normale, la
conductivité anormale de Hall ne nécessite pas la présence d’un champ magnétique pour
acquérir une valeur non nulle.

Si le champ électrique est dans la direction y, on peut obtenir I’expression mathématique
de la conductivité anormale de Hall 0., a partir d"un développement en puissance de fré-
quences de Matsubara de la fonction de corrélation courant-courant II,,,,. Cette méthode
est valable car I’effet Hall anormal est une quantité thérmodynamique sans dissipation. Le
prolongement analytique de II,, (iv,) n'est alors pas nécessaire. La fonction de corrélation

courant-courant s’écrit en terme d’opérateurs [82] :

Moy(r) = lim —(T;J{(q,7)J,(a,0)) (4.1)
B ,
Iy (iv,) = /OdTny(T)GW"T, 4.2)

ol les j, sont les opérateurs densité de courant. La formule 4.2 s’écrit a I'aide de fonctions

de Green et d’opérateurs vitesses de la fagon suivante :

. 1 . . OGN (iwm, k) .
Iy (iv,) = NG kz Tr [Vx(k)G(zwm + vy, k)a—kyG(w)m, k)} (4.3)
~ Iy (0) +
1 G (iwm, k) . 0G iwm, k) , . 0G iwm, k) . _
W kz: Tr |:aka(2wm, k)TwnG(lwnh k)TG(Z(ﬂm, k) W
premier ordre
+... (4.4)
Les opérateurs de vitesse sont définis comme v; = —d;,Hg, ot Hy est 'Hamiltonien sans

interactions. Les fonctions de Green G comportent les interactions et s’écrivent de fagon

générale comme :
G (iwn, k) = ((iwn + )T — Ho(k) — B(iwn, k)) " . (4.5)

Pour calculer I'équation 4.3 de fagon rigoureuse, il faut étre capable de calculer les corrections
de vertex 9, G!. Ces derniers sont extrémement difficiles a calculer et ne contribuent pas au
vertex vitesse lorsque la self-énergie ne dépend pas du vecteur d’onde. En effet, l'intégration

sur les vecteur d’onde fait disparaitre les corrections et on peut se contenter des vertex «nus»,
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c’est-a-dire 8kiG_1 = —0k,Hp = v;. La dérivation selon les fréquences de Matsubara w,, est
prise en compte «exactement». L'adjectif «exactement» est entre guillemets dans le sens ot
la dérivée de la self-énergie par rapport aux fréquences de Matsubara se fait a ’aide de la
méthode des différences finies qui fonctionne bien lorsque les fréquences de Matsubara ne
sont pas trop espacées entre elles, c’est-a-dire, a basse température. Ainsi, la formule de la

conductivité de Hall que I'on utilisera dans la suite de ce chapitre est :

. G (iwm, k) . .
s 3 kz Tr [vx k)G(zwm,k)TG(wm,k)vy(k)G(wm,k) ., (4.6)
avec les fonctions de Green de la DMFT
G (iwn, k) = [(iwn + p)T = Ho(k) — X(iwn)] " (4.7)

Le cas sans interaction est assez intéressant a dériver puisqu’il nous renseigne sur les
différentes composantes qui constituent 'EHA. A partir de 'équation 4.6, on a :

Opy = —Im— > Tr v.GGv,G] (4.8)
kwn
1 v oyt
- _Imﬁw gl ; B |:(2Wn - gm)Q(inn - gn):| (4‘9)
T vz "oy
- M3 kZ 2T o (o eto—ey) @0

ot v;”"™ = (n|v;|m) sont les éléments de matrice (m, n) des opérateurs de vitesse dans la
base des bandes, n et m étant ici des indices de bandes et &,, = €, (k) — pr. On omet d’écrire les
autres nombres quantiques comme les vecteurs moments k notamment dans les fonctions
d’ondes pour des raisons de lisibilité. La somme sur les fréquences de Matsubara nous

donne finalement :

ooy = gy 305 T [ et e e SR )

m#n

ounp(§) =1/(1+ exp(B€)) est la fonction de Fermi-Dirac.

A suffisamment basse température, le dernier terme de droite de ’équation 4.11 est
directement relié a la surface de Fermi puisque la dérivée de la distribution de Fermi-Dirac
peut étre approximée par un delta de Dirac §(¢,,,). Ce terme n’aura donc un impact significatif

que lorsque la densité d’états au niveau de Fermi sera importante. Le premier terme de droite
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est quant a lui directement relié a la topologie du systeme. En effet, on reconnait le tenseur
de la courbure de Berry [20] pondéré par la distribution de Fermi-Dirac. Ainsi, lorsque
la courbure de Berry est non nulle, c’est-a-dire, lorsque la topologie du systéme est non
triviale, on aura une réponse topologique que 'on appelle réponse intrinséque. Aujourd hui,
la courbure de Berry et les différentes quantités qui en découlent, comme par exemple le
nombre de Chern [20], sont bien comprises des physiciens mais ce n’était pas forcément le

cas 30 ans plus tot .

4.1.1 Le cas des semi-métaux de Weyl ferromagnétiques

La topologie non triviale des semi-métaux de Weyl, et plus particulierement des semi-
métaux de Weyl ferromagnétiques, peut entrainer un EHA. Pour le comprendre, il faut se
rappeler que dans l'espace réciproque, les nceuds de Weyl peuvent étre vus comme des
monopoles magnétiques dont le champ magnétique associé est la courbure de Berry.

Prenons 1’exemple ot deux nceuds de Weyl de chiralité opposée sont séparés dans
I’espace réciproque par un vecteur b dans la direction z allant du nceud de chiralité négative
a celui de chiralité positive, comme illustré dans la figure 4.1. La région entre les deux nceuds
peut étre vue comme un empilement d’isolants de Chern bidimensionnels, chacun de ces
isolants contenant un nombre de Chern C qui correspond au flux de la courbure de Berry
des nceuds sur le plan de 'isolant. Dans notre cas simple, on définit le nombre de Chern de
l'isolant situé dans la tranche [k, k, + dk.| de la fagon suivante :

C(k.) = ;ﬂ/ Ak dky ke, by, k2), (4.12)

avec (2(k), la courbure de Berry du systeme. Chacun des isolants de Chern contribue a la
partie intrinseque de la conductivité anormale de Hall [84, 6, 32, 23, 25]. Ainsi, dans notre
exemple, la partie intrinseque de la conductivité anormale de Hall, c’est-a-dire la partie due
a la topologie des semi-métaux de Weyl, s’écrira :

Cb

Dans le cas de plusieurs nceuds de Weyl dans la zone de Brillouin, on peut définir un vecteur
effectif begr = Y, xibi olt x; est la chiralité du i-eme nceud de Weyl et b;, sa position par

rapport a une origine arbitraire.

1. Il est ironique de souligner que c’est la découverte d'un autre effet Hall, I'effet Hall quantique [83], qui a
stimulé la recherche de la physique topologique et qui a aidé a mieux comprendre l'effet Hall anormal.



(a) (b)

Ficure 4.1 a) Schéma de deux nceuds de Weyl de chiralité opposée séparés par un vecteur b.
La direction de ce dernier est définie comme allant du noeud de chiralité négative a celui de
chiralité positive. b) Exemple d’isolants de Chern dépendamment de la position par rapport
aux nceuds de Weyl.

Cette réponse topologique ne prend pas en compte les autres contributions possibles
a la conductivité de Hall. En effet, I'équation 4.13 ne concerne que la contribution de la
courbure de Berry alors que 'on doit tenir compte des contributions venant de la surface
de Fermi et/ou des impuretés dans le matériau. Fort heureusement, il a été démontré que
lorsque le potentiel chimique est proche des nceuds de Weyl, la conductivité anormale de
Hall était essentiellement due a sa contribution topologique [85]. Par «proche des nceuds
de Weyl», on entend le fait que le potentiel chimique soit au niveau des bandes linéaires
et que la surface de Fermi se décompose en petites poches déconnectées. Si tel est le cas, les
contributions de la surface de Fermi et donc des contributions dissipatives sont négligeables.

Un lecteur non habitué de la physique topologique pourrait se poser la question de la
différence entre I’effet Hall anormal topologique et l'effet Hall quantique. Le fait de rajou-
ter un champ magnétique externe perpendiculaire a un gaz d’électron bidimensionnel va
induire une phase isolante dans le centre du gaz et, comme conséquence a ce changement to-
pologique de I’énergie de dispersion, des états de bord apparaissent [86, 87]. Dans un isolant
de Chern, la topologie est proche de ce gaz d’électron 2D soumis a un champ magnétique.
En fait comme leur nom l'indique, en deux dimensions, un isolant de Chern est déja un
isolant dans sa surface et il possede des états de bords. Cette topologie particuliére peut étre
obtenue grace a un couplage spin-orbite et a une brisure de la symétrie par renversement
du temps due a une phase magnétique [88]. Ainsi, l'effet Hall anormal topologique (aussi
appelé effet Hall anormal quantique) et 1’effet Hall quantique sont dus a des états de bords,

mais la facon d’obtenir ces états repose sur des physiques différentes.

La présence d’'un effet Hall anormal dont 1’expression topologique viendrait de la
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séparation des noceuds de Weyl dans la zone de Brillouin est un trait partagé par la plupart
des modeles jouets de semi-métaux de Weyl sur réseau. Par exemple, dans le cas du modéle
sur réseau utilisé dans 1’article de Witczak-Krempa et al. [73] et présenté a I'équation 3.3, le
semi-métal exhibe une conductivité transverse o,. non nulle. Une étude plus approfondie
des détails microscopiques du modéle montre que ce dernier (tout comme celui de Laubach
et al. [74]) présente une phase ferromagnétique le long de la direction z. Cela se remarque
notamment par le fait que les moyennes <c$c 1) et (cIcT> ne sont pas nulles et réelles. Ainsi, le
choix des détails microscopiques du modéle jouet du réseau ne change pas la physique du
probleme, ce qui est de bonne augure puisque 1'on s’intéresse aux propriétés topologiques

qui sont insensibles aux détails microscopiques des modeles utilisés.

4.1.2 Modéle sur réseau et absence d’interaction

Pour calculer 'EHA, on utilise le modéle sur réseau de 1’'équation 3.1 déja présenté
dans le chapitre 3. Le terme h peut étre vu physiquement comme un terme Zeeman qui
va nous permettre de «contrdler» le ferromagnétisme de notre modele. Vérifions d’abord
les affirmations de la section précédente sur notre modele. Lorsque h est égal a zéro, c’est-
a-dire, lorsque le semi-métal n’exhibe aucune aimantation de spin, le vecteur effectif vaut
bes = (0,0, 27). Il est donc équivalent au vecteur nul dans la premiére zone de Brillouin, ce

qui implique que la conductivité anormale de Hall est nulle.

Le fait que la conductivité de Hall soit nulle lorsque 2 = 0 peut aussi se comprendre
grace aux symétries du systeme. En effet, comme nous l’avons déja discuté dans la section
3.2, les symétries 3.7 et 3.8 changent le signe des valeurs propres de I'opérateur chiralité. Ce
changement de signe dans la chiralité des nceuds entraine de facto un changement de signe du
vecteur b et par la méme occasion, de la contribution intrinséque de o, (cf. Equation 4.13).

La présence de ces symétries impose donc une conductivité nulle dans notre systéme.

Lorsque h # 0, ces symétries sont brisées et la conductivité de Hall acquiert une valeur
non nulle dont on peut calculer I’expression grace a des modéles effectifs. En utilisant une
approche hybride o1 on développe les composantes £k, et k, autour des nceuds de Weyl
mais oul la dépendance en k. reste inchangée, on obtient les deux Hamiltoniens effectifs
suivants :

H (g, gy, k) = (h — 2t cos(k,))o, + 2tquos F 2tq,0,. (4.14)

Ces deux Hamiltoniens correspondent a des modéles effectifs pour les paires de nceuds
(0,7, £ arccos(h/2)) et (7,0, = arccos(h/2)), respectivement. A partir de ces derniers, on peut
calculer la courbure de Berry pour chacune des paires de nceuds de Weyl. La composante z
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de cette derniére est la méme pour les deux Hamiltoniens de 1’équation 4.14 ce qui nous
donne au total :
2t2 (h — 2t cos(k,))

QZ—((ql‘a va kz)) - _2
((h — 2t cos(k.))? + 4t2¢2 + 4t%¢2)

(4.15)

3"
2

Ici, ¢, et ¢, sont les déviations le long des directions x et y autour des nceuds.

La conductivité anormale de Hall s’écrit alors a demi-remplissage et a température

nulle :
1
— 412/ dksign (h — 2t cos(k.)) (4.17)
™ J—x
1 . h
— —ﬁarcsm(%), (4.18)

ot la fonction sign est la fonction qui renvoie le signe de son argument. De fagcon surprenante,
’accord entre cette formule effective et le calcul avec1’énergie de dispersion totale est tres bon.
On a tracé dans la figure 4.2(a) la conductivité anormale de Hall a partir de I'équation 4.11
en prenant en compte 1’ensemble du réseau et sa valeur effective présentée dans I'équation
4.18. On remarque que "accord est excellent sur toute la plage de valeur de & € [0, 2].

On pourrait se demander ce qu'il se passe lorsque h > 2. La réponse est simple : lorsque h
est exactement égal a 2, on a une fusion des nceuds de Weyl et la formule 4.18 est toujours
bien définie. Lorsque 2 < h < 6, le systéme n’a plus le méme nombre de noeuds et ces
derniers ne sont plus situé aux mémes points sur le plan Oxy. La formule de la courbure de
Berry vue dans 1’équation 4.15 est alors caduque tout comme la formule 4.18 qui en découle.

Enfin, lorsque 1'on fait varier le potentiel chimique p loin du demi-remplissage, on
observe une faible variation de la conductivité anormale de Hall (cf. figure 4.2(b) et (c)). En
effet, la conductivité commence a dévier significativement de sa valeur effective lorsque
1 dépasse la limite des bandes linéaires. Notre modeéle étant un modéle sur réseau, cette
non-linéarité arrive naturellement lorsque 1'on s’éloigne des nceuds de Weyl. La figure 4.2(c)
illustre parfaitement nos propos. On a tracé la densité d’états de notre modéle sur réseau
dans la région w € [—2,2]. La figure en pointillé représente la densité d’états d"un modeéle
effectif de semi-métal de Weyl dont la vitesse de Fermi est la méme que celle de notre modele
sur réseau au niveau des nceuds. On remarque que c’est a partir du moment ot1 les densités
d’états s’éloignent 'une de l'autre que la conductivité anormale de Hall commence a dévier
significativement de sa valeur a . = 0.



0.1254

0.100 1

|02y

0.075 1 .

0.050 1 .

0.025 1 .

0.000 T " T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.000
(b)
~0.005 1

y

5 —0.0101

Oy

—0.015 1

—0.020
-2

0.10
—— DOS modele reseau

()

0.08 - -=== DOS modele effectif

DOS

F1GcURE 4.2 a) Valeur absolue de la conductivité anormale de Hall en fonction du terme Zeeman
h. Les points sont les résultats numériques de I'équation 4.11 sur le réseau alors que la ligne
continue est la conductivité effective 4.18 calculée analytiquement. b) Conductivité anormale
de Hall 0, en fonction du potentiel chimique p. La conductivité reste relativement stable tant
que les bandes sont relativement linéaires. Cela se remarque notamment en comparant les
densités d’états. c) Densité d’états du modele sur réseau et du modeéle effectif. On remarque
que les densités d’états divergent 1'une de l'autre indiquant par la méme occasion le début
d’une non-linéarité du modeéle sur réseau.
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4.1.3 Effet d'interaction de type Hubbard sur I'effet Hall anormal

Bien souvent, 'effet des interactions sur le transport électronique est de renormaliser les
conductivités par le poids de quasi-particules ce qui entraine une diminution de leur valeur.
Cependant, cela n’est pas le cas pour la conductivité anormale de Hall dans les semi-métaux
de Weyl ferromagnétiques. En effet, il semble que o,, augmente lorsque les interactions

augmentent comme le montre la figure 4.3.

0.025 1 0.025 1
0.020 1 0.020 1
§ 0.015 1 § 0.015 1
0.010 1

0.010 4
0.005 1

0.005 1
0.000 1
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FiGcuURre 4.3 a) Valeur absolue de la conductivité anormale de Hall en fonction du terme
d'Hubbard U. Chaque point est calculé en utilisant la DMFT a demi remplissage et trois
valeurs de départ du terme Zeeman h sont présentés. b) Méme points que pour la figure (a)
tracés en fonction du terme h + 7. La ligne continue est la fonction z — arcsin(z/2)/72.

Pour comprendre ce phénomene, on peut aborder 'effet des interaction avec une ap-
proche de quasi-particules.
Dans le paradigme des quasi-particules, la fonction de Green s’écrit pour des fréquences de
Matsubara autour de 0 comme suit :

N[

1 1

QP . o ES
G* (iwy) =2 <iwnI — HQP> 73, (4.19)
ott la matrice Z est la matrice des poids de quasi-particules et la matrice H?F est I'Hamilto-

nien des quasi-particules présenté dans I'équation 3.14.

Dans cette approche etlorsque h estnon nul, le terme d’"Hubbard U change la position des
nceuds de Weyl. En effet, les nouvelles positions des nceuds de Weyl sont (0, 7, = arccos(h/2t))
et (,0, £ arccos(h/2t)), ott h = h 4 ¥ est le terme Zeeman renormalisé par les interactions.

Pour obtenir cette expression, nous avons réécrit la self-énergie comme suit : ¥'(w = 0) =
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Yo* + X1, avec £7 = (B — X)) /2 et X1 = (S + 2})/2. Ces deux parties de la self-
énergie contribuent respectivement dans la renormalisation du potentiel chimique et du

terme Zeeman h.

A partir des fonctions de Green 4.19, on peut prouver que le poids des quasi-particules
n’a aucun effet sur la contribution topologique de la conductivité de Hall a basse température.
En effet, dans I'hypothése ot1 la matrice de poids spectral Z est proportionnelle a la matrice
identité, hypothese vérifiée a partir des résultats de la DMFT, ¢’est-a-dire que ses composantes
sont égale (Zy = Z|| = Z), on peut réécrire la fonction de Green des quasi-particules
comme suit : GOF = 7 G, avec G = (iwnI — HOP )_1. En suivant les mémes étapes que
pour I'équation 4.11, la conductivité anormale de Hall des quasi-particules s’écrit :

ZQ T Mgy M YT on (ng)
QP _ _1mZ_ T | v QPy _ QPY] _ "= "y r&m
Oy mN zk:;%é;; T ( gp B %P)Q [nF(gm ) nF(én )} ( TCL‘?P 757%13) 8&?113
(4.20)

Les énergies de dispersion des quasi-particules (¢ s’écrivant comme le produit du poids spectral Z
et de &, il devient clair que la seule dépendance en Z de la partie proportionnelle a la courbure de
Berry se trouve dans les distributions de Fermi-Dirac. A suffisamment basse température, il n'y a
donc aucun effet du poids des quasi-particules dans la partie topologique de 0% . La figure 4.3(b)
illustre nos propos. En tracant les conductivités anormales de Hall calculées avec la self-énergie
compléte en fonction de i = h + %%, on remarque qu’elles se placent toutes sur la méme "droite"
quelque soit la valeur initiale de h. Cette "droite" n’en est pas vraiment une puisqu’il s’agit de la
formule 4.18 a laquelle on a fait les substitutions h — Z(h + £?) ett — Zt et qui a un comportement
linéaire autour de 0.

4.1.4 Origines de ¥* et X!

On pourrait se poser la question de l'origine de ¥* et X/ ? Pour répondre a cette question, on
se propose de calculer la self-énergie grace a une théorie des perturbations a l'ordre deux en U, la
contribution au premier ordre étant simplement le terme d "Hartree :

>V =u (na - ;) : (4.21)

La contribution au second ordre est obtenue en utilisant l'approche introduite dans I'annexe A.2
en utilisant la fonction de Green du réseau sans interaction. Pour obtenir une self-énergie locale, nous
faisons I’hypothese qu’elle correspond simplement a la moyenne sur les moments k de la self-énergie
perturbative. Cette approche donne une certaine satisfaction sur une grande plage de fréquences de
Matsubara comme le montrent les figures 4.4(a) et (b) ol elle est comparée a la self-énergie de la
DMEFT pour U = 2. Cependant, si ’'on trace ¥* en fonction de U comme dans la figure 4.4(c), il est
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clair que l'accord n’est pas parfait pour des valeurs de U supérieures a deux. Ce fait laisse penser
que le développement en U de la self-énergie requiert d’aller a des ordres supérieurs pour ¥*.

La comparaison pour -/ est quant a elle pleinement satisfaisante loin du demi-remplissage. En
effet, a demi rempli, &/ est nul quelque soit la valeur de U en DMFT et en théorie des perturbations.
Une comparaison entre les valeurs de la self-énergie obtenue grace a la DMFT et celle obtenue grace
a la théorie des perturbations pour ;1 = —0.5 est présentée figure 4.4(d). L'accord est extrémement
bon méme pour U > 2.

A partir de cette théorie des perturbations, il semble que ©* doit son origine a des contributions
en U supérieures a deux alors que %/ s’explique principalement par le diagramme présenté dans la
section A.2.

En conclusion, I’approche des quasi-particules fonctionne suffisamment bien a demi-remplissage
dans les semi-métaux de Weyl ferromagnétique pour expliquer la conductivité anormale de Hall. I est
intéressant de remarquer que l'interaction d'Hubbard augmente la valeur de la conductivité anormale
de Hall. A cela, plusieurs interprétations peuvent étre présentées pour expliquer ce phénomene. La
premiére est purement topologique : en augmentant les interactions du systéme lorsque h est présent,
les noeuds de Weyl changent de position. Ce changement de position va donc changer le vecteur
effectif beg et donc changer le nombre d’isolants de Chern dans la zone de Brillouin. La deuxieme
interprétation est de remarquer que les interactions augmentent le caractere ferromagnétique de notre
systéme. En effet, par l'intermédiaire de ¥*,I'aimantation de spin (S*) = (ny—n,)/2 augmente, ce qui
a un effet direct sur la conductivité de Hall. Ces deux interprétations sont strictement équivalentes.
Enfin, il peut étre surprenant que le poids des quasi-particules n’ait aucun effet sur o, a demi
remplissage. C’est ici 'une des conséquences du caractére topologique de la conductivité anormale
de Hall puisque la courbure de Berry dépend essentiellement des fonctions d’onde du systeme. Le
poids de quasi-particule n'intervenant que comme une constante multiplicative dans ’'Hamiltonien
3.14, les fonctions d’onde du systéme sont inchangées.

4.2 |'aimantation orbitale

L’'aimantation orbitale est un phénomene bien connu en physique du solide. En effet dans les
métaux conventionnels, I’aimantation se réduit souvent a deux contributions : une contribution
paramagnétique dont l'origine est I’aimantation de spin et que 'on appelle paramagnétisme de
Pauli et une contribution diamagnétique dont l'origine est le mouvement orbital d’électrons soumis
a un champ magnétique et que 1'on appelle diamagnétisme de Landau. Dans le cas de métaux
ordinaires avec une énergie de dispersion quadratique, la susceptibilité de Pauli est trois fois plus
importante que la susceptibilité de Landau. Cependant, ces susceptibilités dépendent beaucoup
des détails microscopiques du matériau [15]. De plus, méme si 'aimantation orbitale n’est pas une
quantité topologique, elle présente un lien tres fort avec certaines quantités topologiques comme la
conductivité anormale de Hall [89].
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FicuRre 4.4 a) Parties imaginaires de self-énergies pour U = 2 et a demi remplissage en
fonction des fréquences de Matsubara. La ligne continue représente la self-énergie obtenue
grace a la DMFT avec un solutionneur d’impureté basé sur la diagonalisation exacte et la ligne
discontinue représente la self-énergie obtenue grace a une approche perturbative a 'ordre
deux. Ces parties imaginaires sont identiques pour les deux valeurs de spin. b) Parties réelles
des self-énergies pour différents spins a U = 2 et a demi rempli en fonction des fréquences
de Matsubara. Les self-énergies obtenues grace a I’approche perturbative semble avoir un
décalage constant par rapport a celles obtenues en DMFT. Cela n’a cependant aucun effet sur la
partie imaginaire car les relations de Kramers-Kroning sont valables a une constante additive
pres. ¢) ¥* pour différents ordre de développement en perturbation comparé aux valeurs
DMFT. Les valeurs présentées sont calculées a demi remplissage. d) ¥/ pour différents ordre
de développement en perturbation comparé aux valeurs DMFT. Ici, le potentiel chimique est
fixé a p = —0.5.

Le probleme d’'un réseau infini et périodique comme dans la théorie de Bloch a longtemps

été hermétique au calcul de I'aimantation orbitale alors que ce dernier ne pose pas de probléme

pour des systémes de taille finie comme les molécules ou les amas [90]. Des théories de réponses

linéaires sont connues depuis des décennies mais elles ne permettent de déterminer que le changement

relatif de I’aimantation orbitale (comprenez la susceptibilité orbitale) et non sa valeur [91, 92, 93]. 11

aura fallu attendre 2005 pour qu'une théorie, la théorie moderne de I'aimantation orbitale, permette de

généraliser les formules de I'aimantation orbitale pour des systemes de taille finie & des systémes

périodiques [80, 81].

Pour la suite de ce travail, nous utilisons une version généralisée aux interactions de cette théorie
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développée par Nourafkan et al. [94]. En se basant sur la définition physique de I'aimantation orbitale,
c’est-a-dire la dérivée du grand potentiel par rapport au champ magnétique externe, il peut étre
montré que la composante a de I'aimantation orbitale est :

. ie\ [ 1 whe b 0G—1 9G~1
e () () T {3 () ¢ (o) ¢

k,wn

© (o) 2 (-

kwm

. G} . (4.22)

abe egt le tenseur anti-

Les indices a, b et ¢ représentent les coordonnées de 1'espace {z,y, 2} et ¢
symétrique de Levi-Civita. On a aussi adopté la convention d’Einstein ot 'on somme sur les indices
répétés b et c. Cette équation présente un avantage indéniable : dans la limite sans interaction, c’est-
a-dire lorsque ¥ = 0, on retrouve la fameuse théorie moderne de I'aimantation orbitale (cf. Annexe A de

I'article [94]).

Il faut aussi préciser que 1’'équation 4.22 est dérivée dans la limite o1 le champ magnétique
externe tend vers zéro. Cela n’est pas forcément le cas dans notre réseau puisque le terme h peut
étre vu comme un terme Zeeman proportionnel au champ magnétique externe. Cependant, nous
considérons toujours la limite ot i est petit comparé & notre unité d’énergie ¢. Enfin, rappelons que
nous ne nous intéresserons qu’a la composante z de I’aimantation orbitale puisque la séparation et

le mouvement des nceuds se fait le long de k., dans la zone de Brillouin.

4.2.1 Semi-métaux de Weyl sans interaction et formule de Stfeda

De fagon similaire a la conductivité anormale de Hall, ’aimantation orbitale acquiert une valeur
non nulle seulement lorsque h est différent de zéro. Pour comprendre cela, regardons I’aimantation
orbitale partielle qui correspond aux éléments diagonaux de l'intégrande dans 1'équation 4.22. Ces
quantités ne sont pas invariantes de jauge et dépendent donc de la base choisie pour représenter
I’'Hamiltonien mais elles nous renseignent sur I'aimantation orbitale totale. La figure 4.5(a) représente
I'aimantation partielle en fonction du potentiel chimique p pour h = 0 et h = 0.2. Il est intéressant
de remarquer que méme lorsque h = 0, les aimantations orbitales partielles ne sont pas nulles mais
s’annulent parfaitement lorsque qu’on les somme. Lorsque  # 0, les aimantations orbitales partielles
se décalent dans des directions opposées. C’est ce décalage des aimantations orbitales partielles qui
entraine l'apparition d’"une aimantation orbitale non nulle. Comme ce glissement se fait de fagon
symétrique par rapport a ¢ = 0, 'aimantation orbitale reste nulle a demi remplissage.

On peut aussi expliquer le fait que I’aimantation orbitale reste nulle a ;x = 0 par des arguments
de symétries. En effet, malgré la présence d'un terme Zeeman non nul qui brise les symétries miroirs
vues dans la section 3.1.1, une symétrie particule-trou reste présente dans le systeme. Or,1’aimantation
orbitale est une quantité sensible a ce genre de symétries notamment par le biais du vertex énergie
(voire I’équation 4.24). Ainsi, si les brisures des symétries 3.7 et 3.8 entrainent ce glissement des
aimantations orbitales partielles, la présence d'une symétrie particule-trou malgré 1'ajout de h
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Ficure 4.5 a) Aimantation orbitale partielle sans interaction en fonction du potentiel chimique
pour h = 0 (ligne continue) et A = 0.2 (ligne discontinue). Les symboles 1 et | différencient
les orbitales. Notez que cette aimantation orbitale partielle dépend de la base choisie pour
I’'Hamiltonien. b) Valeur de l'aimantation orbitale partielle & 1 = 0 pour la bande 1 en fonction
du terme d’"Hubbard U pour h = 0.05. L'interaction renormalise I’aimantation orbitale partielle
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par l'intermédiaire du poids de quasi-particule Z comme le panneau dans la figure le montre.
Dans ce dernier, on a tracé 'aimantation orbitale en fonction du poids de quasi-particule.

¢) Aimantation orbitale sans interaction en fonction du potentiel chimique pour différentes
valeurs de h. Deux régions sont présentes : la région ot le fond est bleu cyan et qui délimite la
région ot les bandes électroniques sont essentiellement linéaires et la région ot le fond est
blanc ot1 les bandes ont un comportement quadratique. Le panneau est un agrandissement
de la méme figure dans le régime linéaire. Les symboles représentes les valeurs numériques
calculés a partir de ’équation 4.6 et les lignes pointillées sont les fonctions — 1 x 0, avec o,
calculées a partir de 4.18. d) Aimantation orbitale en présence d’interaction en fonction de
la densité électronique pour h = 0.05. Autour du demi-remplissage, I’aimantation orbitale
semble étre une fonction multivaluée dans le sens o1 I’aimantation prend plusieures valeurs
disctinctes pour une densité électronique donnée. Ce comportement est di a une certaine
incertitude sur la densité électronique du réseau en interaction dans nos simulations.

prévient le fait que ’aimantation orbitale acquiert une valeur non nulle a demi-remplissage.
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Dans un isolant topologique sans interaction, ’aimantation orbitale est proportionnelle au
nombre de Chern tant que le potentiel chimique est dans le gap isolant [94]. Notre modéle exhibe une
physique similaire tant que le potentiel chimique se trouve dans une région ot les bandes électro-
niques sont linéaires. La figure 4.5(c) représente ’'aimantation orbitale totale pour différentes valeurs
de h en fonction du potentiel chimique . On remarque que I'aimantation orbitale est essentiellement
linéaire dans la région délimitée par le fond bleu cyan. Cette derniére correspond précisément a la
région ot les bandes électroniques sont linéaires et ot la surface de Fermi est composée de poches
déconnectées. Mieux encore, comme la contribution intrinseque de la conductivité anormale de
Hall est aussi proportionnelle aux nombres de Chern, 'aimantation orbitale peut étre vue comme
directement proportionnelle a cette derniére :

MZy = —pogy. (4.23)
Pour comprendre cette équation, il faut savoir qu’en absence d’interactions, la conductivité anormale
de Hall est égale a des constantes (fondamentales) multiplicatives preés, a la dérivée de I'aimantation
orbitale par rapport au potentiel chimique, c’est la formule de Stfeda [89]. Comme cette conductivité
se réduit a sa valeur topologique (voir Figure 4.2) et qu’elle ne dépend pas du potentiel chimique
dans la région bleu cyan, on obtient naturellement I'équation 4.23. Le panneau dans la figure 4.5(c)
représente un agrandissement de I’aimantation orbitale autour de ;» = 0. La linéarité de I'aimantation
orbitale ne fait pas de doute et on peut vérifier la formule de Stfeda puisque les lignes en pointillées
reliant les points dans le panneau de la formule 4.5 correspondent aux fonctions — 0, c’est-a-dire
le potentiel chimique multiplié par la conductivité anormale de Hall obtenue grace a I’équation 4.18.

Physiquement, I’équation 4.23 peut étre expliquée a 1’aide des isolants de Chern bidimensionnels
entre les noeuds de Weyl. En effet, en deux dimensions, un isolant de Chern posséde un courant
chiral non dissipatif sur ses cotés qui contribue a I’aimantation orbitale [81]. Cette contribution est
prise en compte dans la formule 4.22 malgré le fait que cette derniére soit une équation de volume
seulement. Ainsi, cette explication lie directement la conductivité anormale de Hall et I’aimantation
orbitale en soulignant leur origine commune : la présence d’isolants de Chern bidimensionnels entre
deux nceuds de Weyl de chiralité opposée.

422 Effet des interactions et modification de la formule de Streda

Pour calculer I'aimantation orbitale dans un systéme interagissant, on utilise 1'équation 4.22
a laquelle on applique une série d’approximations. Comme dans I'équation 4.3, on ne considére
aucune correction de vertex. De plus, le second terme de 1’équation 4.22 s’annule dans le paradigme
de la DMFT. En effet, le caractére purement local de la self-énergie fait que cette derniere ne peut pas
dépendre linéairement du champ magnétique d’oi le fait que 93 /9B, = 0. Cela fait aussi écho a
I'étude o1 I'effet orbital est pris en compte exactement dans le paradigme de la DMFT [95]. Ainsi, la
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formule de 'aimantation orbitale utilisée dans la suite est :

. (e 1 be = 0G™1 0G™1
s (%) (m) T ety {HO e 2] G (‘m) G (‘%) al. @2
—_—

sWn

vertex énergie

Permettons-nous un petit aparté sur la prise en compte des interactions a I'aide de la formule 4.24
car il existe une subtilité. En effet, la définition de I'énergie potentielle impose le facteur 1/2 sur la self-
énergie dans le vertex énergie. Ce facteur est intimement lié a la définition de la self-énergie [48] et est
donc présent sous une forme ou sous une autre quelque soit nos définitions de départ. Lorsque 'on
faitle choix de la traditionnelle forme d’'Hamiltonien U471, la différence p— X’ (iw,, ) /2 dans le vertex
énergie ne s’annule pas a demi-remplissage. En effet, dans ce cas particulier, la symétrie particule-trou
impose que le potentiel chimique et la partie Hartree-Fock de la self-énergie soient égaux a U/2.
Lorsqu’un effet Hall anormal est présent, ce choix entrainera une aimantation orbitale non nulle.
Pourtant, le choix de la forme de I'Hamiltonien d’interaction ne doit pas changer le comportement
d’observables physiques. Pour comprendre notre erreur, rappelons-nous que 1’aimantation orbitale,
du fait de la présence du vertex énergie, est sensible au choix de l'origine des énergies. Dans le
cas de 'Hamiltonien Unyn, I'origine des énergies est déplacée avec U alors que dans le cas de
I’'Hamiltonien d’interaction présent dans 1’équation 3.5, l'origine est fixée au demi-remplissage avec
ou sans interaction électronique. Derriére ce choix d’origine se cache la prise en compte des énergies
dues aux atomes dans notre systéme et cela n’a donc rien a voir avec le choix d’une interaction
purement locale. On pourra utiliser cet argument dans le modeéle du jellium [82] ot1 'énergie des
ions doit étre prise en compte pour compenser la contribution Hartree de 'interaction longue portée.

L’aimantation orbitale n’étant pas a proprement parler une quantité topologique, elle devrait
voir sa valeur diminuée a cause du poids spectral. Cela se remarque simplement en comparant les
intégrandes des expressions 4.6 et 4.24. Le vertex de fréquences (comprenez la dérivée par rapport
aux fréquences de Matsubara de la fonction de Green) présent dans la premiére expression est absent
dans la seconde. Or, en utilisant la fonction de Green des quasi-particules équation 4.19 pour évaluer
le vertex de fréquences, on remarque que ce dernier introduit un terme en Z~! qui va jouer un
role trés important dans ’absence de dépendance en poids spectral de la conductivité anormale de
Hall. Son absence dans la formule de ’aimantation orbitale entraine donc une dépendance en Z. La
figure 4.5(b) représente la dépendance en U de l'aimantation orbitale partielle positive a © = 0. On
remarque que cette derniére diminue lorsque U augmente. Mieux, le panneau dans la méme figure
représente la dépendance en Z de la méme quantité.

D’un autre c6té, nous avons vu dans la section 4.1 que l'interaction d’Hubbard augmente le
terme Zeeman effectif et par la méme occasion la conductivité anormale de Hall. Le lien entre cette
derniére et ’aimantation orbitale laisse penser que les interactions introduisent deux mécanismes
aux effets contraires. La figure 4.5(d) illustre parfaitement ces effets antagonistes. L’aimantation
orbitale est tracée en fonction de la densité électronique pour différentes valeurs de U. Dans le régime
de faible interaction, I’aimantation est tres peu affectée par les interactions. Ce n’est que lorsque U
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est du méme ordre de grandeur que la largeur de bande W = 12, que 1'on observe un changement
radical du comportement de 1’aimantation. Lorsque 1’on trace I’aimantation orbitale en fonction
du potentiel chimique comme cela est fait dans le panneau de la figure 4.5(d), on remarque que le
régime ou1 I'aimantation est peu dépendante de U correspond au régime ot elle est linéaire en ;. avec
une pente elle-méme peu dépendante de l'interaction d’'Hubbard.

0.004+

0.002

Ficure 4.6 Aimantation orbitale en fonction du potentiel chimique pour U = 0 (ligne en
pointillée) et U = 6 (losanges bleus). La ligne continue bleue correspond a la formule de
Stfeda généralisée vue dans I'équation 4.25 dans laquelle on a utilisé la self-énergie issue de
la théorie des perturbations et une différence finie pour obtenir la dérivée par rapport au
potentiel chimique. Pour les deux valeurs de U, un terme Zeeman de départ égale a h = 0.05
a été utilisé.

Il apparait donc que ces deux effets contraires se compensent a-peu-pres lorsque les corrélations
électroniques sont faibles. La linéarité de I'aimantation orbitale en fonction du potentiel chimique
vue précédemment indique qu'une généralisation de la formule de Stfeda 4.23 devrait étre possible.
En fait, une approche mixte mélant une approche de quasi-particules et un traitement approprié des
self-énergies permet de généraliser I'équation 4.23 dans le cas avec interaction :

I
Mz, = —uZ? <1 - ;‘?ﬂ) olr. (4.25)
Cette formule fonctionne extrémement bien dans le régime des faibles et moyennes corrélations
et met en avant 'importance de la composante 3./ dans 'aimantation orbitale alors qu’elle était
absente dans 'étude de la conductivité anormale de Hall. Pour illustrer nos propos, on a tracé dans
la figure 4.6 I'aimantation orbitale en fonction du potentiel chimique pourlescas U = 0 et U = 6 avec
h = 0.05. La ligne continue bleue est la fonction 4.25 ot1 on a obtenu la dérivée de ' a partir d’une
différence finie sur la self-énergie issue de la théorie des perturbation. On remarque que 1’accord
entre le calcul exact et la généralisation de la formule de Stfeda est extrémement bon. Cette figure
permet aussi de montrer 1’effet faible mais présent des interactions sur 1’aimantation orbitale.
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Passé le régime des corrélations intermédiaires, 'aimantation orbitale tend vers zéro. Dans cette
compétition entre les deux effets antagonistes, c’est le poids des quasi-particules qui gagne a la fin.
Cela n’est guére surprenant puisque l’aimantation orbitale vient du mouvement orbital des électrons,
or, ces derniers sont de plus en plus localisés a mesure que 1'on se rapproche de la transition de Mott
entrainant ainsi une diminution de I’aimantation orbitale.

4.3 Résumé

Dans les semi-métaux de Weyl ferromagnétiques, 1'existence d'un effet Hall anormal est dii a
la topologie non triviale des nceuds de Weyl. Ces derniers peuvent étre vus comme des sources de
courbure de Berry. Comme les nceuds viennent par paire de chiralité opposée, il existe une région
dans la zone de Brillouin correspondant a un empilement d’isolants de Chern bidimensionnel qui
contribuent a la conductivité anormale de Hall.

De plus, si la conductivité anormale de Hall se réduit exactement a sa valeur topologique lorsque
le potentiel chimique se trouve au niveau des nceuds de Weyl, elle reste quasiment constante lorsque
l'on dope un semi-métal de Weyl ferromagnétique. Plus précisément, la conductivité Hall reste
égale a sa valeur intrinseque tant que le potentiel chimique se trouve dans la région oi les bandes
électroniques sont linéaires et que la surface de Fermi n’est pas trés importante. Ce dernier critere se
traduit par une petite valeur de densité locale d’états au niveau de Fermi. Les interactions modifient
les positions des nceuds de Weyl dans la zone de Brillouin. Cela influence directement le "nombre"
d’isolants de Chern entre les noeuds et donc la conductivité anormale de Hall. De plus, la protection
topologique des contributions des isolants de Chern fait que le poids des quasi-particules n’a aucun
effet sur la contribution topologique de I'effet Hall anormal. Combinés ensemble, le mouvement des
neceuds de Weyl et la protection topologique entrainent, in fine, une augmentation en valeur absolue
de la conductivité anormale de Hall dans les semi-métaux de Weyl en présence d’interaction de
Hubbard.

L'aimantation orbitale suit un comportement intimement 1ié a la conductivité anormale de Hall.
Dans les semi-métaux ferromagnétiques, on peut relier I’aimantation orbitale & la conductivité de
Hall grace a la formule de Stfeda, la premiere étant égale a la seconde multipliée par le potentiel
chimique. Dans les semi-métaux de Weyl ferromagnétiques, cette relation vient précisément du
fameux empilement d’isolants de Chern entre les noeuds qui contribuent aux deux quantités par
I'intermédiaire d"un courant chiral sur leurs bords.

L'ajout d’interaction dans le systéme entraine deux effets antagonistes sur I'aimantation orbitale.
D’un c6té, cette derniére n’est pas protégée topologiquement. Elle sera donc sensible au poids des
quasi-particules qui diminue sa valeur. Physiquement, on comprend que la localisation des électrons
du fait des interactions aura un impact négatif sur une quantité dont l'origine est précisément le
mouvement orbital des électrons. D’un autre c6té, les interactions ont comme effet d’augmenter
l'effet Hall anormal et devrait avoir un effet similaire du fait de la relation de Stfeda.
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Finalement, la présence de ces mécanismes entraine deux régimes distincts dans 1’aimantation
orbitale : lorsque les corrélations sont faibles, I’aimantation n’est quasiment pas affectée par les
interactions, les deux effets antagonistes s’annulant approximativement lorsque 'on regarde 1’aiman-
tation orbitale en fonction de la densité électronique. Lorsque les corrélations sont suffisamment
importantes, I’effet du poids des quasi-particules domine sur I'augmentation de la conductivité et
I'aimantation orbitale diminue & mesure que I’'on s’approche de la transition de Mott.



Chapitre 5

La théorie du champ moyen dynamique en
présence d un champ magnétique externe et

uniforme

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l'objet d"un article [95].

Introduction :

Leffet orbital di a un champ magnétique externe, statique et uniforme sur un gaz d’électrons
libres fait partie des exercices classiques en physique quantique. En effet, les approches semi-classique
ou purement quantique permettent a eux deux d’expliquer un nombre important de résultats expé-
rimentaux : 'effet Faraday, les effets Hall classique et quantique, le comportement de la magnéto-
résistivité ou encore les oscillations quantiques avec les effets de Haas-Van Alphen et Shubnikov-de
Haas [96]. Ces succes sont d’autant plus impressionnants que les concepts mathématiques et phy-
siques derrieres ces approches sont relativement accessibles. Le cas d’école de transformer 1'équation
de Schrodinger d'un gaz d’électron bidimensionnel soumis & un champ magnétique externe et uni-
forme en 1’équation de Schrodinger d'un oscillateur harmonique s’enseigne dans les premiéres années
de formation a la mécanique quantique et suffit déja a expliquer une bonne partie des expériences.

On pourrait se laisser tenter de faire I'impasse sur les effets combinés d’un champ magnétique
externe et d’un réseau cristallin sur les électrons. En effet, les expériences sur des matériaux réels
semblaient indiquer qu'iln'y pas de réels effets combinés et bien souvent la simple renormalisation des
observables physiques, comme la masse des électrons par exemple, suffit a expliquer les expériences
(cf. la théorie de Lifschitz-Kozevitch [97]). Pourtant, cette impasse cache une riche physique dont la
compréhension théorique a commencé avec les balbutiements de la physique topologique et dont
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les vérifications expérimentales sont maintenant permises grace a I'accessibilité de laboratoires de
champs magnétiques intenses et & la maturité des expériences d’atomes froids.

Dans ce chapitre, la section 5.1 aborde les principaux changements qu’entraine la présence d'un
réseau cristallin couplé a un champ magnétique. Ces changements tels que la brisure de I'invariance
par translation et I’émergence d’une cellule unité magnétique devraient rendre 1’application de la
DMFT caduque dans ces systemes. La section 5.2 démontre que les équations de la DMFT restent
néanmoins inchangées. Enfin, la section 5.3 présente des résultats obtenus en utilisant la DMFT dans
un réseau carré avec une interaction de type Hubbard et soumis a un champ magnétique constant.

5.1 Comment prendre en compte |'effet orbital di & un champ magnétique

externe et uniforme dans un réseau ?

5.1.1 La brisure de l'invariance par translation dans un réseau soumis & un champ ma-
gnétique

Commengons par le cas d"un électron dans un potentiel cristallin périodique bidimensionnel V'
soumis a un champ magnétique externe B dont la direction est perpendiculaire au plan cristallin.
L'équation de Schrodinger stationnaire de ce probléme s’écrit :

Hlyp) = (b + eA (D) + V(&,9)| [¥) = elv), (5.1)

2m
ol A est le potentiel vecteur associé au champ magnétique. En I'absence de A, on reconnait sans
grande difficulté le formalisme de la théorie de Bloch. Ainsi, si le potentiel cristallin V' est invariant
par translation le long des deux directions z ety, V(z +a,y) = V(z,y +b) = V(z,y), on peut définir
les vecteurs de Bravais R = na + mb ot n et m sont des entiers et un opérateur translation Tg. Ce
dernier laisse invariant I’'Hamiltonien en 1’absence de champ magnétique mais comme le potentiel
vecteur n’est pas forcément invariant sous les mémes translations du réseau, on se retrouve avec une
brisure de l'invariance par translation du réseau.

5.1.2 Définition d'un opérateur de translation magnétique et d'une zone de Brillouin
magnétique

Il est possible de contourner légérement ce probléme en définissant un nouvel opérateur de
translation que l'on appellera opérateur de translation magnétique :

2 7 A R B N ie R
TR = exp [hR- (p—l—er/\ 2)} = TR exp {h (B/\R)-

N | >
—_

(5.2)
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(a) (b)

Ficure 5.1 a) Schéma du réseau avec une cellule unité magnétique pour ¢ = 3. La numé-
rotation choisie pour indexer les sites est la méme que pour I’équation 5.5. b) Schéma de la
plaquette traversée par le flux magnétique ®.

Cet opérateur laisse invariant "'Hamiltonien 5.1 lorsque 'on choisit la jauge symétrique pour exprimer
le potentiel vecteur A = B A r/2. On pourrait alors penser que le travail du théoricien est terminé et
qu'il suffit maintenant de trouver une base de vecteurs qui diagonalise simultanément 'opérateur de
translation magnétique et ’'Hamiltonien sous champ magnétique. Cependant, il est facile de montrer
que de facon générale les opérateurs de translation magnétique ﬁ et ﬁ, ne commutent pas entre eux,
nous poussant a redéfinir les vecteurs a et b.

Une fagon de le faire est de définir le ratio ne = ®/®¢ = p/q (p et ¢ étant deux entiers premiers
entre eux) oil P est le flux magnétique a travers une plaquette (dans le cas d'un réseau rectangulaire,
® = Bab out B I'amplitude du champ magnétique. Cela est illustré dans la figure 5.1(b)) et &y = h/e
le quanta de flux magnétique. Cela nous permet de définir simplement nos nouveaux vecteurs de
Bravais : R = n(ga) + mb. Ces derniers permettent de définir une nouvelle cellule unité du réseau
que l'on appelle cellule unité magnétique. Une des conséquences de cette nouvelle périodicité dans
notre systeme est I'apparition d"une nouvelle zone de Brillouin plus réduite que l'originale et que
I'on appelle zone de Brillouin magnétique.

Le rapport p/q peut laisser penser qu’il s’agit d"une pure astuce mathématique et que cela ne
permet pas d’expliquer les champs magnétiques réels. A cela, on pourrait répondre (encore une fois
mathématiquement) que Q est dense dans R, c’est-a-dire que 'on peut approximer avec la précision
que l'on souhaite n'importe quel ne réel comme le rapport de deux entiers. De plus, on arrive a
retrouver les niveaux de Landau auxquels nous sommes habitués lorsque 1'énergie de dispersion des
électrons de Bloch est quadratique (cf. Annexe D), ce qui permet d’avoir confiance dans le formalisme
que l'on utilise.
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5.1.3 Energies propres des électrons de Bloch soumis & un champ magnétique

Dans la sous-section précédente, nous avons suivi le cheminement de Kohmoto dans un article
publié en 1985 [98]. Cependant, le fait d'imposer le rapport des flux magnétiques ne comme étant
égal a un rapport de deux entiers avait été rendu célébre une décennie plus t6t par Douglas Hofstadter
dans son célebre article de 1976 [99]. Dans ce papier, Hofstadter avait obtenu numériquement les
énergies propres ainsi que les fonctions d’'onde d'un réseau carré soumis a un champ magnétique
uniforme et dont le rapport ng est égal a celui de deux entiers, ce qui lui aura permis de découvrir
ce que l'on appelle aujourd’hui le papillon d’'Hofstadter. Cette figure géométrique correspondant
aux énergies propres du systeme en fonction du rapport de flux magnétique ng est représentée dans
la figure 5.2. Elle exhibe un grand nombre de particularités topologiques dont la plus visible est une
structure fractale.

Pour obtenir le papillon d’"Hofstadter, on prend en compte le champ magnétique grace a une
substitution de Peierls qui modifie les termes de saut :

tm,n — tm,neifmna (53)
avec la phase de Peierls :
fmn = n / A(r) - dL (5.4)
@9 Jy,,

Pour la suite de la dérivation, nous adoptons la jauge de Landau A = (0, Bz, 0). L'équation de
Schrodinger stationnaire se rameéne alors a une équation matricielle du type H|m,n) = €|m,n) ot
les indices m et n permettent de numéroter les sites du réseau par rapport a une origine arbitraire
(cf.figure 5.1(a)). En utilisant]'invariance par translation le long de la direction y, ., ,, = exp(ivna)im,,
on obtient la matrice de Harper :

Ymta + Um—a + 2cos(2mrng — va), = %z/}m. (5.5)

On peut voir m comme un indice de site dans la cellule unité magnétique, a est le pas du réseau (que
'on fixe & 1) et v est le moment le long de la direction y. Pour obtenir le papillon d’'Hofstadter, il faut

maintenant utiliser I'invariance par translation de la cellule unité magnétique.

Malgré une prédiction théorique vieille de plus de 40 ans, le papillon n’a été vu expérimen-
talement que trés récemment [100]. Cela vient du fait qu’il n’apparait que pour des rapports p/q
suffisamment grands, c’est-a-dire, lorsque g est de 'ordre de 1'unité. Cette condition nous impose des
champs magnétiques phénoménaux (de 'ordre de 10° Tesla) qui sont irréalisables aujourd hui et qui,
de toute maniére, détruiront I’échantillon bien avant de pouvoir effectuer les mesures. Heureusement
pour nous, nous nous intéressons aux niveaux de Landau qui apparaissent lorsque g est suffisamment
petit (de I'ordre de la dizaine voire de la centaine). Quand ¢ respecte cette condition, on retrouve une
physique que nous qualifierons de régime de Landau. Ce régime est caractérisé par des énergies
propres :

e bien définies et espacées entre elles par une fonction du champ magnétique,
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Ficure 5.2 a) Papillon d’'Hofstadter. Cette figure représente les énergies propres d'un réseau
carré soumis a un champ magnétique externe en fonction du rapport des flux magnétiques
ng. On y remarque certaines caractéristiques telles que la présence de gaps qui forment
notamment les ailes du papillon et une structure fractale. b) Densités d’états locales du réseau
carré dans le régime de Landau. En ligne discontinue noire, la densité d’états sans champ
magnétique et en ligne continue bleue, la méme densité d’états pour un rapport de flux
magnétique ng = 1/100. c) Densité d’états locale dans le régime d’Hofstadter. La densité
d’états représentée par une ligne continue rouge est celle obtenue pour un rapport de flux
p/q = 1/10. Elle est a comparer avec la densité d’états en I’absence de champ magnétique (ligne
discontinue noire). On remarque que les deux densités d’états n’ont plus grand-chose a voir
entre elles. Comme ¢ est pair, le systéme exhibe une phase semi-métallique qui se caractérise

par une densité d’états linéaire autour de w = 0, comportement typique des semi-métaux
bidimensionnels.

o indédépendante du moment v.
Ce régime est illustré dans la figure 5.2. On peut lui opposer le régime d’"Hofstadter qui apparait
lorsque le rapport ng devient suffisamment grand et dans lequel les énergies propres du systéme
dépendent fortement de v et ot certaines propriétés apparaissent comme la nature métallique ou
semi-métallique du systéme en fonction de la parité de ¢ [101].
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5.2 Dérivation des équations de la DMFT en présence d'un champ magné-

tique externe et uniforme

La sous-section précédente nous a permis d’introduire les principaux effets qu’entraine la
présence d'un champ magnétique sur un réseau. Il est tentant de se dire que la définition d"une
cellule unité magnétique sauve la DMFT puisqu'il est possible de résoudre le probleme d’impureté sur
chacun des g sites de la cellule unité magnétique. Cela est notamment envisageable dans le paradigme
de la théorie du champ moyen dans l'espace réel (RDMFT) [102] ot1 la self-énergie est prise locale
mais dépendante de la position du site du réseau. Dans le régime d’Hofstadter, I'implémentation
de la RDMFT ne pose pas vraiment de problémes puisque ¢ peut-étre pris relativement petit (de
l'ordre de l'unité) [103]. L'étude du régime de Landau pose quant a lui un bémol pratique puisque
g peut-étre phénoménalement grand. Dans cette section, nous allons dériver les équations de la
DMEFT lorsque le systeme étudié est soumis a un champ magnétique uniforme. Cette dérivation,
aussi disponible dans la theése de L-F. Arsenault [69] a été 1égerement modifiée pour ne plus avoir
besoin de I'hypothése de termes de sauts réels.

5.2.1 Fonction de Green invariante par translation et équation du mouvement

L'Hamiltonien de départ pour ’ensemble de la dérivation est :

H==> tyne ™ o + U timyiimy — 11> it (5.6)
mao

mno m

Pour la suite du chapitre, on notera tn = tmne’™n. On reconnait la prise en compte de 'effet orbital
grace a la substitution de Peierls vue équation 5.3. A partir de H, méme en I'absence d’invariance
par translation dans le systéme, il est possible de définir une fonction de Green G invariante par
translation [104, 105] de la facon suivante :

Gmn (an) = eifm" Gmn (an ) . (57)

Malgré l'invariance par translation, la fonction de Green G dépend du champ magnétique B. De plus,
son existence et méme l'invariance de la fonction de Green locale G ,,, qui en découle n’indiquent
rien sur la validité de la DMFT car la dérivation de cette derniere repose sur G,,, et non G-

On peut aussi définir une self-énergie invariante par translation et dépendante du champ ma-
gnétique avec une équation semblable a ’'équation 5.7 : %,,,,, = exp(i fimn ) Smn [106] qui implique
que la self-énergie locale ¥,,,, ne dépend pas de la position du site. Physiquement, on comprend
aisément que lorsqu’un électron se trouve localisé sur un site, il ressent le méme environnement,
quelle que soit la position de ce site dans le réseau puisque le champ magnétique est pris uniforme.
Ce n’est que lorsqu'il quitte le site que 1’électron sera soumis a un environnement qui dépendra de la

direction de son saut (grace a la substitution de Peierls).
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On peut dériver les équations de Dyson et les équations du mouvement des fonctions de Green
avec champ magnétique dans le paradigme d’une self-énergie locale et indépendante du site du
réseau. L'équation de Dyson pour la fonction de Green non invariante par translation peut donc
s’écrire :

G (i) = G (iwn) + S(iwn) Y G (i) G (i), (5.8)
l

G(iw,) = G%iwy) + B(iw,) G (iwy,) G (iwy,). (5.9)

La méme convention que pour le chapitre 2 a été prise pour différencier les fonctions de Green non
interagissantes G et interagissantes G.

On peut aussi définir les équations du mouvement de la fonction de Green non interagissante :

(iwn + 1) Gy (iwn) = Omn — Y Ema Gy (i), (5.10)
l

soit, en écriture matricielle :

I-tG%(iw,) (5.11)
((wn + ) T+8) 7" (5.12)

(iwn + 1) G (iwy,)
GO (iwy)

En définissant Z = iw, + u — X(iw,) et en utilisant ’équation de Dyson 5.8, les équations du

mouvement pour les fonctions de Green peuvent donc se réécrire comme suit :
,%Gij (an) = 51‘]’ - Z Elka] = 51']' - Z Gikfkj- (513)
k k

ol on a utilisé la méme astuce algébrique que dans 1’équation 2.36 pour le terme de droite. Comme
dans le cas sans champ magnétique, on peut se ramener a une équation qui lie les fonctions de Green

interagissante et non-interagissante :

G (iw,) = G [iw, — B(iw,)], (5.14)

Cette sous-section nous a permis d’introduire plusieurs outils mathématiques qui nous seront
utiles dans la sous-section suivante : les self-énergies et fonctions de Green locales ne dépendent
pas du site sur lequel elles sont projetées. De plus, méme en l'absence d’invariance par translation,
on peut définir les équations du mouvement pour les fonctions de Green non interagissantes et
interagissantes et lier ces dernieres entre elles.
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5.2.2 Les équations de la théorie du champ moyen dynamique en présence d'un champ
magnétique externe et uniforme

Dérivons les équations de la DMFT pour un systéme soumis a un champ magnétique en utilisant
la méthode de la cavité comme dans la section 2.3. Nous passerons les premieres étapes, car elles ne

dépendent pas de la présence de champ magnétique dans le systéme et ont déja été discutées dans le
chapitre 2. Avec o I'indice du site de la cavité, la définition du champ de Weiss est :

1, _ 1 B R
Gootliwn) = i+ 1= 5 3 (s G5 iwn)iro + Tt G5 (i) ) (5.15)

jk

jto

k#o
= dwn = Y Lo G (it k. (5.16)

ik

jto

k#o

A partir de maintenant, on ne mentionnera plus 1’absence du site de cavité dans la somme
sur les sites du réseaux. Pour l'instant, il n'y a aucune différence entre le cas avec et sans champ
magnétique. Le fait que la forme du champ de Weiss ne change pas par rapport au cas sans champ
magnétique nous permet d’appliquer les solutionneurs d’impureté déja développés pour la DMFT
sans champ magnétique. Il faut cependant dériver la relation d’auto-cohérence qui lie le probleme
d’impureté quantique avec le probléme du réseau interagissant, pour pouvoir avoir une théorie
complete. Nous avons déja discuté de I'invariance par translation de la fonction de Green locale dans
la sous-section précédente. Cependant, il est clair que la fonction de Green du réseau avec I'impureté
n’est pas invariante par translation et qu’il faudra étre attentif aux indices de somme dans la suite de
la dérivation. Utilisons la formule qui lie la fonction de Green du réseau avec la cavité et les fonctions
de Green du réseau entier : Gz(-;-’) (twn) = Gij(twn) — Gio(iwn ) Goj (iwn )/ Goo(iwy, ). Le terme de somme
dans 1’équation 5.16 s’écrit alors :

~ 0) /- ~ > . e - G jo iwn Gok: Z.Wn g
ZtojG§'k)(an)tko = Z (tojij(an)tko — toj J (G )(iw )( )tka) . (517)
]k? ]k} oo n
En utilisant I’équation 5.10 sur le premier terme de droite, on obtient :
Zfojij(iwn)gko = kao ZgojGok(iwn) (5.18)
ik k J
= Z fko <6ok - 2Gok (lwn» (519)

k
—2  TroGon(iwn). (5.20)
k
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De méme, le second terme de droite nous donne :

thg jo(1wn ) Gor (iwn ) tro = Gor(iwn) ZfojGjo(iwn) (5.21)
oo I -
= Gor(iwn) (1 — 2G50 (iwy)) (5.22)
= —2) roGok(iwn) + Gok(iwn).  (5.23)
k

Le premier terme de I'équation 5.23 se simplifie avec le terme 5.20, ce qui nous donne :

troGlok (iwn)
G zwn+u+z kG ’“M . (5.24)

Arrivé a ce stade, on peut réutiliser I'équation du mouvement alternative sur la fonction de Green
locale :

5Goo =1  Gortro, (5.25)
k

ce qui nous donne, finalement, la relation d’auto-cohérence bien connue de la DMFT :
Gt =G, (iwn) + X(iw,). (5.26)

A la différence de la dérivation présentée dans la thése d’Arsenault [69], cette démonstration ne
repose pas sur l'existence d’une fonction de Green invariante sous translation G ni ne prend comme
hypothese le caractere réel des termes de saut ¢;;. Nous avons toutefois utilisé la self-énergie invariante
sous translation pour prouver que la self-énergie locale ne dépend pas du site du réseau, malgré
I'existence d’une cellule unité magnétique.

Cela conclut notre dérivation de la DMFT pour des systémes soumis & des champs magnétiques
uniformes.

Comment se fait-il que la relation d’auto-cohérence de la DMFT ne se trouve pas affectée par la
présence d'un champ magnétique externe ? Une fagon de répondre a cette question est de rappeler que
la DMFT est une théorie de champ moyen pour les fluctuations spatiales bien qu’elle traite exactement
les fluctuations temporelles locales. En effet, I’effet orbital n’est pris en compte que dans la fonction
d’hybridation A(iw,) dans le paradigme de la DMFT avec champ magnétique (cf. équation 5.16). De
ce fait, les effets des fluctuations spatiales des propriétés locales du systéme comme la self-énergie ne
sont pas vitaux dans la résolution dynamique du systéeme. Ce n’est pas le cas pour les extensions sur
amas de la DMFT [107] telles que la théorie de champ moyen dynamique sur amas [108, 109](CDMFT,
Cluster Dynamical mean-field theory) et I’approximation de 'amas dynamique [110] (DCA, Dynamical
cluster approximation). Comme ces dernieres prennent en compte une partie des fluctuations spatiales,
elles sont inadaptées pour décrire l'effet orbital dans des réseaux interagissant '.

1. Cette affirmation n’est pas valable lorsque 1’amas fait la taille de la cellule unité magnétique.
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5.3 Application a un réseau carré avec interaction d'Hubbard

Pour illustrer la pertinence de la DMFT en présence d'un champ magnétique uniforme, nous
I'appliquons au modele d’"Hubbard sur un réseau carré avec le solutionneur d’impureté IPT présenté
dans la section 2.5. Avant de rentrer dans les détails des résultats, on peut facilement se convaincre
que le comportement asymptotique de la fonction d’hybridation reste inchangé en présence ou non
d’un champ magnétique.

Pour se faire, basons-nous sur 1'équation 2.72 et remarquons que la substitution de Peierls
n’affecte que les termes de saut, c’est-a-dire les termes hors diagonaux de I'Hamiltonien H°. De plus,
comme la phase de Peierls change de signe lorsque l'on prend le transposé de 'Hamiltonien, le terme
TrHH/N =}, H))HY;/N ne dépend pas du champ magnétique. Le solutionneur d’impureté
peut étre utilisé sans étre fondamentalement changé vis-a-vis de son implémentation sans champ
magnétique. Il «suffit» de prendre en compte la nouvelle dispersion d’énergie des électrons dans
le bain pour implémenter la DMFT avec champ magnétique dans le paradigme du solutionneur
d’impureté IPT.

Pour I'ensemble des résultats présentés ci-apres, nous prendrons les unités naturelles comme
systéme d’unités (i = kg = ¢ = 1). De plus, le terme de saut aux premiers voisins ¢ est pris comme
unité d’énergie. Dans un souci de lisibilité, nous omettrons de le spécifier dans la suite de cette
section.

5.3.1 Effet du champ magnétique sur la self-énergie

La figure 5.3 présente différentes self-énergies a U = 2 et 3 = 100, pour trois valeurs différentes
de champ magnétique en fonction de fréquence de Matsubara. Ces trois valeurs représentent les
différents régimes physiques dus au champ magnétique: p/q¢ = 0 correspond au réseau carré
en absence de champ magnétique, p/q = 1/100 correspond au régime de Landau et enfin, le cas
p/q = 1/10 correspond au régime d'Hofstadter, c’est-a-dire que 1’'on commence a reconnaitre les
structures caractéristiques du papillon d’"Hofstadter.

Il est intéressant de noter que l'effet orbital di au champ magnétique a un impact significatif
seulement dans le régime d’Hofstadter, les self-énergies pour p/q = 0 et p/q = 1/100 étant quasi-
ment identiques sauf pour les premiéres fréquences de Matsubara (non montré ici). Ces résultats
s’expliquent essentiellement grace a I’équation d’auto-cohérence de la DMFT. En effet, dans le cas
d’un systeme a une bande et avec une self-énergie indépendante des moments k, la fonction de
Green locale peut s’écrire de la fagon suivante :

, Hoo N(e)
G(iwp) = /_OO deiwn ry— R (5.27)

otll N(e) est la densité d’états locale non interagissante. Cette formule met en évidence I'importance
de la densité d’états dans la fonction de Green locale et donc dans la boucle d’auto-cohérence de la
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DMFT. Dans le régime d"Hofstadter, la densité d’états change totalement de topologie et n’a plus
grand-chose a voir avec la densité d’états sans champ magnétique. Il est donc normal de voir un fort
changement dans la self-énergie. A contrario, lorsque le densité est caractérisée par la présence de
pics de Landau et que la température du systéme est suffisamment élevée de telle sorte que I'écart
entre deux fréquences de Matsubara w,, soit plus grand que la séparation en énergie des niveaux de
Landau, alors l'effet de ces derniers dans la self-énergie sera minime et ils n’affecteront cette derniere
que pour les toutes premieres fréquences de Matsubara.

0.00
0.02 P/a=0
e % e p/q=1/100
—0.04{ X v p/a=1/10
2 0,06
[N
—~0.08
~0.10
_0'120 1 2 3 4
Wh 10

Ficure 5.3 Self-énergie en fonction des premiéres fréquences de Matsubara pour différentes
valeurs de champs magnétiques. p/q = 0 correspond au cas en 1’absence de champ magnétique,
p/q = 1/100 correspond au régime de Landau et p/q¢ = 1/10 correspond au régime de
Hofstadter.

Cette propriété indique aussi que les solutionneurs d’impureté comme les Monte-Carlo quan-
tiques ne sont pas adaptés pour sonder des effets aussi petits du fait des erreurs statistiques inhérentes
a leur fonctionnement et de leur limitation en température 2. Un solutionneur fonctionnant directe-
ment en fréquences réelles comme le groupe de renormalisation numérique [111] est donc a préférer.

Enfin, nous n’entrerons pas dans une étude systématique du régime d’Hofstadter puisque cela
a été fait dans le passé [112, 113, 114, 115, 103, 116]. Une avenue de recherche possible grace a la
simplicité du formalisme de la DMFT sous champ magnétique serait d’étudier plus finement la
transition entre le régime de Landau et le régime d’Hofstadter par le biais de la self-énergie.

5.3.2 Renormalisation des niveaux de Landau

Une facon de voir I'effet combiné des interactions et du champ magnétique est de se concentrer
sur la position des pics de Landau dans la densité d’états locale. A champ magnétique et densité
électronique constants, la position en énergies des pics de Landau change avec U. Ce phénomeéne
est illustré par la figure 5.4(a) qui nous montre des densités d’état locales pour différentes valeurs

2. Nous ne parlons pas des Monte-Carlo fonctionnant a température nulle comme les Monte-Carlo varia-
tionnels.
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Ficure 5.4 a) Densité d’états locale en fréquences réelles pour différentes valeurs du terme
d’Hubbard U. La température et le champ magnétique sont respectivement fixés a 8 = 100 et
p/q = 1/100. b) Différence d’énergie Aeyy des deux pics de Landau les plus proches du niveau
de Fermi en fonction du poids spectral pour les mémes valeurs de et p/q que précédemment.
La droite continue est la fonction Z x Aey—o, c’est-a-dire, la différence d’énergie des niveaux
de Landau en I’absence d’interaction multipliée par Z, le poids de quasi-particules.

d’interactions d'Hubbard autour du niveau de Fermi a p/q = 1/100 et § = 100. Ce changement
est induit par la renormalisation de la masse des quasi-particules due aux interactions. En effet, en
DMEFT dans le régime de Landau, la densité d’états locale s’écrit :

o > (w)
A == S TR

n

(5.28)

On a encore décomposé la self-énergie en partie réelle et imaginaire ¥ = ¥’ 4 X" et les niveaux de
Landau sont notés ¢,,. Si l'on fait un développement de la partie réelle de la self-énergie autour de
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w = 0 comme on a 'habitude de faire dans la théorie des liquides de Fermi-Landau, on obtient la
densité d’états des quasi-particules :

-1

AQP () = T .
) Zn:<w—Zen>2+<%)2’ 02

le potentiel chimique x se simplifiant avec ¥'(w = 0) a demi remplissage. De plus, on a utilisé les
définitions habituelles du poids et du temps de demi-vie des quasi-particules déja introduites dans
le chapitre 3 grace aux équations 3.11 et 3.12.

Les niveaux de Landau ¢, proches du niveau de Fermi sont donc renormalisés par Z dans
cette approche de quasi-particule. Cette renormalisation peut étre vue physiquement comme une
renormalisation de la fréquence cyclotron par le changement de masse des quasi-particules. En
effet, dans le cas d"une self-énergie purement locale, le rapport entre la masse sans interaction et la
masse effective des particules m/m* est exactement égal & Z. La fréquence cyclotron sans interaction
we = eB/m se retrouve redéfinie comme w} = eB/m* pour des niveaux de Landau de la forme
€n = Iwe(n + 1/2). On peut vérifier cela en comparant la différence d’énergie entre les deux pics
de Landau autour de w = 0 en fonction des interactions. On remarque alors que la valeur de cette
différence que l'on appelle Aey est dictée par le poids de quasi-particules comme on peut le voir sur
la figure 5.4(b) ot1 'on a tracé Aeyy en fonction de Z. La ligne continue n’est pas un lissage linéaire,
mais la fonction ZAey—¢ soit le poids des quasi-particules multiplié par la différence d’énergies des
deux pics en I’absence d’interaction.

On pourrait alors penser que cela rentre en contradiction avec le théoreme de Kohn [117] qui
atteste que la fréquence de cyclotron et la période des oscillations quantique dans ’aimantation
sont indépendantes des interactions entre électrons. Cependant, ce théoreme n’est valable que pour
des fonctions de corrélations du type aimantation-aimantation qui font intervenir des fonctions de
corrélation particule-trou. Le densité d’états a une particule est donc hors du champ d’application
du théoréme.

5.3.3 Oscillations quantiques dans le temps de demi-vie des quasi-particules

Dans les métaux, un des effets les plus spectaculaires de l’effet orbital sur des observables
physiques est 'apparition d’oscillations dites quantiques. Ces oscillations tirent leur origine de
l'aire de la surface de Fermi perpendiculaire au champ magnétique [24]. Nous pouvons sonder ces
oscillations avec la DMFT en étudiant le temps de demi-vie des quasi-particules 7.

En effet, nous avons déja rencontré cette observable physique dans 1'équation 3.12. A partir de
la self-énergie fonction des fréquences de Matsubara, nous pouvons extraire son comportement a
fréquence nulle en faisant une simple extrapolation polynomiale sur les premiéres fréquences de
Matsubara 3. La figure 5.5(a) représente 75— /75 en fonction de ¢/p pour une densité électronique

3. Nous avons aussi vérifié I'exactitude de notre extrapolation avec un prolongement analytique utilisant la
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Ficure 5.5 a) Inverse du temps de demi-vie des quasi-particules avec U = 4, = 80 et
n = 0.6 en fonction de ¢/p. Comme 'inverse du rapport de flux est directement proportionnel
a l'inverse du champ magnétique, on retrouve ici les oscillations quantiques. Le petit panneau
est un agrandissement de la méme figure a haut champ magnétique. L'asymétrie entre le
maximum et le minimum des pics pourrait étre le début de l'effet Hall quantique. b) Inverse
du temps de demi-vie en fonction de 1/q pour U = 4 et § = 80 a demi-remplissage. Les deux
limites des temps de demi-vie reflétent les deux phases qu’a le papillon de Hofstadter en
fonction de la parité de g. Le papillon exhibe un comportement semi-métallique lorsque ¢ est
pair et métallique lorsque ¢ est impair.

égalean = 0.6a 8 = 80etU = 4. Lerapport ¢/p étant inversement proportionnel champ magnétique,
on retrouve bien la physique attendue en présence de niveaux de Landau. On peut voir ses oscillations
comme l'effet Shubnikov-de Haas. En effet, le temps de demi-vie des quasi-particules est souvent
utilisé comme une approximation du temps de demi-vie de transport dans la conductivité de Drude.

méthode des approximants de Padé. Les valeurs sont quantitativement similaires, Padé donnant dans certains
cas des résultats non physiques, c’est-a-dire des temps de vie de quasi-particules négatifs.
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Mieux encore, le panneau de la figure est un agrandissement dans le régime de Landau mais a fort
champ magnétique. On remarque qu'une asymétrie commence a se montrer lorsque I'on compare
les maxima avec les minima des oscillations. Cette asymétrie pourrait étre le signe de I'approche de
I'effet Hall quantique. En effet, les pics de Landau étant de plus en plus éloignés entre eux a mesure
que le champ magnétique augmente, le systeme devient alors sensible a la position du potentiel
chimique. Lorsque ce dernier se trouve entre deux pics, le systeme est isolant ce qui se traduit par
un temps de demi-vie nul (et donc une conductivité de Drude nulle aussi). Inversement, un pic de
Landau se traduisant par une valeur finie de la densité d’états du systéme, on s’attend a ce que le

temps de demi-vie ait une valeur finie aussi.

Il est a noter que les oscillations proviennent essentiellement de la partie imaginaire de la self-
énergie. Le poids de quasi-particules a aussi un comportement oscillant, mais avec une amplitude
extrémement faible (de l'ordre de 10~%). Cette faible amplitude d’oscillation vient du fait que la partie
imaginaire de la self-énergie a fréquence nulle est plus sensible a la surface de Fermi que Z. En effet,
le poids de quasi-particules est une fonction de la partie réelle de la self-énergie qui est sensible a
des processus virtuels sur plusieurs échelles d’énergie par le biais des relations de Kramers-Kronig.

La figure 5.5(b) illustre deux comportements distincts du temps de demi-vie a champ magnétique
suffisamment fort* en fonction de 1/q lorsque le systéme est a demi rempli. On remarque que le
temps de demi-vie tend vers zéro lorsque 'on augmente le champ magnétique en prenant g pair alors
qu’il tend vers une valeur finie lorsque I'on augmente le champ en prenant ¢ impair. Ce phénoméne
est directement relié a la physique d’Hofstadter. En effet, lorsque ¢ est impair, le papillon exhibe
une phase métallique caractérisée par une densité d’états finie au niveau de Fermi. Cependant,
pour les valeurs de g pair, le systéme est dans une phase semi-métallique avec g cones de Dirac non
équivalents dans la zone de Brillouin magnétique [101]. La DMFT arrive donc a capturer ces deux
phases via le temps de demi-vie des quasi-particules. On pourrait se demander pourquoi a faible
champ magnétique et a demi remplissage, le temps de demi-vie normalisé ne reste pas constant. En
effet, ce dernier ne devrait pas étre trés sensible aux détails de la densité d’états lorsque la température
est grande par rapport au champ magnétique, ce qui devrait se traduire par l'existence d'un plateau
dans la figure 5.5(b). Cet argument s’appliquerait si 'on pouvait définir des niveaux de Landau
sur le réseau carré a demi rempli, mais cela est impossible a cause de la présence d"une singularité
de Van-Hove. Il est alors difficile de donner une masse de bande et donc de définir une fréquence
cyclotron et des niveaux de Landau.

4. Comparé a la température.
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5.4 Résumé

Ce chapitre a abordé l'effet orbital di a un champ magnétique externe et uniforme dans le
paradigme de la DMFT.

I est important de remarquer que méme dans le cas d’électrons libres, la prise en compte du
potentiel cristallin et du champ magnétique n’est pas une tache aisée. En effet, le champ magné-
tique brise l'invariance par translation originale du réseau. On peut néanmoins redéfinir un nouvel
opérateur de translation «magnétique» et de nouveaux vecteurs du réseau lorsque le rapport entre
le flux magnétique traversant une plaguette du réseau et le quantum de flux magnétique s’écrit
comme le rapport de deux nombres entiers copremiers. Dans ce cas précis, on peut aussi définir
une cellule unité magnétique plus grande que la cellule unité du réseau sans champ magnétique.
Enfin, lorsque le rapport de flux ne = p/q est suffisamment grand, plus précisément lorsque ¢ est
de l'ordre de I'unité, on découvre une riche physique dont la manifestation la plus remarquable
est le fameux papillon de Hofstadter. Cette figure géométrique représentant les énergies propres
d’électrons dans un réseau carré soumis a un champ magnétique externe, présente d'intéressantes
propriétés topologiques qui sont encore étudiées de nos jours.

L'application d"un champ magnétique externe sur un systeme devrait rendre I'application de
la DMFT compliquée. En effet, méme si rien n"'empéche de résoudre ¢ problémes d’impureté si
ne = p/q, g peut étre monstrueusement grand lorsque 'on s’intéresse au régime de Landau. De
plus, méme dans le régime de Hofstadter, il y a un intérét scientifique a étudier des rapports de
flux du type 100/301 qui, méme si trés proche de 1/3, ne donne pas le méme spectre d’énergie.
Heureusement, nous avons prouvé que les équations de la DMFT restent inchangées. Cela vient
du fait que la DMFT repose sur une physique locale qui ne dépend pas vraiment de la position du
site dans le réseau. Cette démonstration facilite énormément l'application de la DMFT lorsqu’un
champ magnétique uniforme est appliqué au réseau puisqu’il suffit de résoudre un seul probleme
d’impureté au lieu de q.

Lapplication de la DMFT sur un réseau carré soumis a un champ magnétique perpendiculaire
a son plan nous permet de retrouver un bon nombre de propriétés physiques bien connues des
physiciens. Ainsi a température finie, les parties réelles et imaginaires de la self-énergie en fonction
de la fréquence de Matsubara dépendent peu du champ magnétique externe dans le régime de
Landau. Mathématiquement, cela vient du caractére purement imaginaire de ces fréquences qui vont
rapidement adoucir les détails de la densité d’états. Cela indique qu'un solutionneur d’impureté
fonctionnant a fréquences réelles directement est souhaitable pour étudier le probleme des électrons
interagissants sous champ magnétique. Dans le régime de Hofstadter, la self-énergie est significative-
ment affectée par le champ magnétique, ce qui s’explique par le changement complet de la topologie
de l'énergie de dispersion.

La DMFT arrive aussi a capturer des effets combinés du champ magnétique et des interactions.
Ainsi, on peut observer une renormalisation des niveaux de Landau due aux interactions. Dans une

approche de quasi-particules, cet effet peut étre compris comme une renormalisation de la pulsation
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cyclotron du fait de la masse effective des quasi-particules. L'approche des quasi-particule est aussi
pertinente puisqu’elle permet de suivre I'effet du champ magnétique sur le temps de demi-vie des
particules. Dans le régime de Landau, ce temps de diffusion exhibe des oscillations quantiques que
l'on peut rapprocher de 1’effet Shubnikov-de Haas dans la conductivité de Drude. Dans le régime
d’Hofstadter, le temps de demi-vie est une sonde de la phase physique du systeme. En effet, lorsque
le rapport de flux ne est égal a 1/¢, deux limites a fort champs sont visibles traduisant des phases
métallique ou semi-métallique dépendamment de la parité de g.



Chapitre 6

Semi-métaux de Weyl sous champ
magnétique : magnétorésistance négative et

Interaction

Introduction

Les propriétés des semi-métaux de Weyl lorsqu’ils sont soumis a un champ magnétique externe
sont extrémement intéressantes a étudier puisqu’ils promettent, du moins théoriquement, une phy-
sique exotique. Nous avons déja discuté dans le chapitre 1 de I'anomalie chirale et ses conséquences
sur les propriétés de transport, notamment I’apparition d'une magnéto-résistance négative lorsque
le champ magnétique est dans la méme direction que le courant électrique. Grace au formalisme de
la DMFT et donc a la possibilité d’étudier de fagon rigoureuse les corrélations électroniques dans
des systémes soumis a un champ magnétique externe, on peut étudier les effets des interactions sur
les propriétés de transport des semi-métaux de Weyl.

La section 6.1 est consacrée aux propriétés générales de notre modeéle sur réseau tenant compte
de l'effet orbital induit par un champ magnétique externe. Comme dans le chapitre précédent, nous
choisissons tout au long de ce chapitre un rapport de flux magnétique rationnel valant 1/q. Une
discussion sur l’effet des interactions dans ce systéme est présentée dans la sous-section 6.1.2. La
section 6.2 est dédiée a I'étude de la conductivité optique dans deux limites de champ magnétique : la
limite des champs modérés avec g = 40 et la limite quantique ot1 I'influence des niveaux de Landau
chiraux est majoritaire avec ¢ = 16. Un balayage en température permet de mettre en exergue deux
régimes de température distincts qui sont visibles dans la double occupation et dans la conductivité
optique.

92
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6.1 Effet orbital du champ magnétique

La modification de I'énergie de dispersion au niveau d'un nceud soumis a un champ magnétique
externe a déja été abordé dans le cas d’un modele effectif dans le chapitre 1. Dans cette section, nous
allons voir l’effet d’'un champ magnétique sur un modele sur réseau ainsi que les effets combinés
d’une interaction de type Hubbard et d’'un champ magnétique sur les propriétés générales d'un
semi-métal de Weyl.

6.1.1 Structure de bande et densité d'états

En suivant la méme approche développée dans le chapitre 5 pour un champ magnétique statique
et uniforme d’amplitude B le long de la direction z, c’est-a-dire en prenant un rapport de flux
magnétique ng rationnel égal a 1/¢ ainsi qu’en faisant une substitution de Peierls sur le modele 3.1,
on peut écrire la matrice d’"Harper avec la convention suivante :

Hy Hyy
HHarp = (61)
Hjp Hy

ol les composantes de la matrice Hz,rp, sont des matrices de taille g x ¢. Ainsi, les définitions de ces
matrices sont :

My —t 0 ... ~—t
—t My —t ... 0
Hpp = o R E (6.2)
0 . . . .
—t 0 —t My,
AO —it 0 it
it Ay —it ... 0
Hyy = R (6.3)
0 c. c. c. .
—it 0 ... it Ay
H) = —H, (6.4)
et
Hj: = H] (6.5)

avec M,, = —2tcos(ky+2mn/q)— 2t cos(k,) et A,, = 2itsin(k, +27n/q). Comme d’habitude, le terme
de saut ¢ est fixé comme 1'unité d’énergie dans la suite de ce chapitre.
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Pour les valeurs de g utilisées dans la suite de ce chapitre, la matrice de Harper est suffisamment
grande pour ne pas avoir a prendre en compte les dépendances en k, dont I'origine vient de la
périodicité de la cellule unité magnétique. On se place donc toujours dans le régime de Landau défini
dans le chapitre précédent. Dans cette approximation, 'Hamiltonien libre du modele 3.1 s’écrit de la
facon suivante :

I:IQ = Z CTHHanC - ,U,Z’fh (66)
ky,k g

Ici, les opérateurs création et destruction sont définis dans la base des spins : ng)’ ko = (Gl ket G2k kot - - - Carhyhal)
et les indices n et o représentent respectivement l'indice du site dans la cellule unité magnétique et
le spin associé a la particule.

Grace a ce formalisme, on a directement acces aux niveaux de Landau en diagonalisant la matrice
de Harper. Dans la suite de ce travail, nous choisirons deux valeurs de ¢ caractérisant le régime
des champs magnétiques modérés (¢ = 40) et la limite quantique ol1 le champ magnétique est
suffisamment élevé pour éloigner les premiers niveau de Landau non chiraux du niveau de Fermi et

ne laisser contribuer aux propriétés sensibles au niveau de Fermi que les niveaux de Landau chiraux
(¢ =16)".

Une énergie de dispersion typique le long de la direction &, est tracée dans la figures 6.1(a).
Ainsi, on reconnait facilement des structures familiéres autour de k. = £ /2. Il s’agit précisément
de l'énergie de dispersion de noeuds de Weyl soumis a un champ magnétique externe. Méme s’il
semble n'y avoir qu'une paire de nceuds, il faut se rappeler que le modéle sans champ magnétique
compte quatre nceuds de Weyl au total et surtout que les nceuds de méme chiralité sont situés sur les
mémes points de 1’axe z. Ainsi, lorsque 1'on soumet un champ magnétique le long de cet axe, leur
projection va donner l'illusion qu’il ne s’agit que d’un seul nceud.

Enfin, quelques mots sur les densités d’états locales en présence d’un champ magnétique. Nous
avons illustré la densité d’états partielle locale pour ¢ = 16 dans la figure 6.1 (b). Comme dans le
modeéle effectif, les niveaux de Landau chiraux ne contribuent qu’a une seule densité d’états partielle,
celle des spins |. De plus, nous nous trouvons dans la limite quantique ce qui explique 1’absence de
niveaux de Landau non-chiraux dans le domaine de définition des bandes électroniques linéaires
de notre modéle (c’est-a-dire pour w € [—2,2]). La densité d’états totale est alors essentiellement
constante jusqu’a |w| ~ 2.

6.1.2 Interaction et champ magnétique

Avant de discuter des effets des interactions, un petit mot sur la méthode utilisée. Pour résoudre
le probleme d"un semi-métal de Weyl en interaction et soumis a un champ magnétique externe, nous
avons utilisé la DMFT sous champ magnétique [95] avec un solutionneur d’impureté basé sur la
diagonalisation exacte. Grace au chapitre précédent, nous avons vu qu'il suffisait de résoudre un

1. Il faut aussi noter que g = 16 est la valeur minimale que I'on peut prendre tout en négligeant la périodicité
de la matrice de Harper. Pour les valeurs plus faibles, cette approximation n’est plus valable.
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FicuRre 6.1 a) Dispersion des niveaux de Landau en fonction du moment k&, pour ¢ = 40 a
demi-remplissage. Les niveaux de Landau chiraux sont bien visibles & k., = £ /2. b) Densité
d’états partielle pour ¢ = 16. Le caractere un peu abrupte et assymétrique de cette densité vient
de I'échantillonage des énergies de dispersion qui demande un grand nombre de moments
k. et qui peut-étre cotiteux a obtenir numériquement. Cette figure permet néanmoins de
constater 1’absence de contribution des niveaux de Landau chiraux pour les spins |.

seul probleme d’impureté et utiliser la self-énergie obtenue dans la boucle d’auto-cohérence. Cepen-
dant, pour prendre en compte 1’aspect multi-orbital qu’entraine I'ajout d’un champ magnétique, on
construit quand méme une cellule unité magnétique. Cette cellule nous permet d’obtenir les énergies
de sites de bain et les termes d’hybridation pour chacun des sites de la cellule unité magnétique
et ainsi satisfaire la relation d’auto-cohérence de la DMFT. En terme de cott numérique, la partie
la plus cotiteuse dans la boucle de la DMFT est la résolution du probléme d’impureté et non la
détermination des parametres variationnels. Or la self-énergie ne dépendant pas de la position du
site dans la cellule unité magnétique, on ne résout qu'un seul probleme d’impureté par itération et
donc cet artifice algorithmique n’a qu'un cotit numérique minime.
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Naivement, on pourrait penser qu’avec cette approche, on multiplie l'erreur introduite dans
la détermination des énergies de sites de bain et dans les termes d’hybridation par ¢ puisqu’on
détermine ces énergies ¢ fois par itération. Cependant, si l’on suppose que les erreurs introduites
lors de ce processus sont indépendantes et uniformément distribuées, alors il suffit de multiplier
le seuil de tolérance dans la convergence de la relation d’auto-cohérence pour une impureté par
/q- Cette affirmation n’est bien évidemment pas rigoureusement prouvée mais elle s’est retrouvée
toujours respectée dans la pratique. De plus, I’approche naive qui consiste a multiplier le critére de
convergence par ¢ ne s’est pas révélée optimale en terme de convergence car il a toujours été possible
de minimiser la fonction de distance 2.74 en dessous du seuil naif.

Ainsi I'ensemble des résultats présentés dans ce chapitre a été obtenu a 1’aide de cing sites de
bain. On a fixé le critére de convergence absolu de la fonction de distance a 0.00002¢ x /g et un
maximum de 1024 fréquences de Matsubara dans le processus de minimisation.

A la maniére du chapitre précédent, commencons par comparer 1’effet orbital du champ ma-
gnétique sur la self-énergie de semi-métaux de Weyl. Nous comparons trois régimes magnétiques
différents a basse température (8 = 80) : le cas sans champ magnétique, soit ¢ = oo, le cas ol1 ¢ = 40
c’est-a-dire ot le champ magnétique est relativement fort et enfin le cas ol1 ¢ = 16, c’est-a-dire dans
la limite quantique. La figure 6.2(a) illustre nos résultats pour les premiéres fréquences de Matsubara
aff =80etU = 12. Ainsi, il semble qu’a la maniére du réseau carré soumis & un champ magnétique,
'effet du champ magnétique n’a pas de grands effets sur la self-énergie. Dans le cas ot1 ¢ = 40, il
n'y a que peu de différences avec la self-énergie sans champ magnétique. Les différences sont plus
marquées en comparant cette derniére avec les résultats a ¢ = 16 puisque les self-énergies s’éloignent
l'une de l'autre a mesure que les fréquences de Matsubara augmentent. Cela vient du fait que la
densité d’états locale est profondément modifiée par le champ magnétique sur une large plage de
fréquences. Il est aussi intéressant de noter que malgré ces différences, les trois self-énergies ont la
méme valeur a la premiére fréquence de Matsubara. Il semble donc que les propriétés déja vues
dans le chapitre 3 soient aussi d’actualité lorsque le systéme est soumis a un champ magnétique, a
savoir que les propriétés de quasi-particules soient robustes sur une large plage de valeurs de U.

En présence de corrélations, la densité d’états locale d"un semi-métal de Weyl soumis a un champ
magnétique est grossierement similaire a celle d'un semi-métal de Weyl sans champ magnétique (cf.
figure 6.2(d)). Ainsi, on retrouve les trois grandes structures déja discutées dans le chapitre 3 a savoir
les deux bandes de Hubbard ainsi que la partie correspondant aux excitations de quasi-particules.
Il est important de remarquer que malgré la tendance du poids de quasi-particules Z a rétrécir la
structure correspondant aux excitations cohérentes, la densité d’états au niveau de Fermi reste la
méme avec ou sans interaction. Deux explications peuvent étre apportées pour expliquer ce fait. La
premiére explication repose sur la regle de somme de Friedel [118, 119]. Cette regle, dérivée dans
le cadre d"une impureté dans un métal s’applique a la DMFT puisque cette derniére repose sur un
probleme d’impureté. Elle stipule que la densité d’états au niveau de Fermi reste inchangée malgré
la présence d’interactions dans le systeme. La seconde explication est plus mathématique et repose
sur la densité d’états des niveaux de Landau chiraux. En effet, la densité d’états locale d’un niveau



97

0.

0.050 0075 0100 0125 0050 0.175  0.200 o 5 10 15 2 25 30 3
() (b)
1.0
0.30 i
R ] - U0
0.81 U=12 — U=12

(=2}
o
~-__——--W_

S ——

EU(k:)

1.0 —10 =5

F1GURE 6.2 a) Partie imaginaire de self-énergies a U = 12 et a demi-remplissage en fonction
des fréquences de Matsubara en absence de champ magnétique (¢ = o) et pour ¢ = 40 et
q = 16 . Seules les premiéres fréquences de Matsubara sont présentées pour mieux visualiser
les différences. b) Partie réelle de la self-énergie en fonction des fréquences de Matsubara
pour ¢ = 16, U = 12 et 1 = 5.1. Cette valeur de potentiel chimique correspond a une densité
électronique de 0.974. c) Niveaux chiraux en fonction du moment %, pour U = 0 (en bleu) et
pour une approche de quasi-particules a partir des résultats DMFT & U = 12 (en orange). Le
panneau est un agrandissement de la région autour de k. = —7/2. Quelle que soit la valeur
de l'interaction d"Hubbard, la densité électronique est fixée a n = 0.974. d) Densités d’états
locales en fonction de fréquences réelles a U = 0 (ligne noire en pointillé) et a U = 12 (ligne
rouge continue) pour ¢ = 40 a demi-remplissage. On a utilisé une largeur de Lorentizienne
1 = 0.02 pour obtenir ces densités. L'ensemble des calculs a été fait a 5 = 80.

chiral de chiralité x et de vitesse de Fermi vy est proportionnelle a :

w

VR

0(3% + ke) — 6(

lvr|

—_ kc)

ke
N(w) x / dk.é(w — xvrk,) = , 6
—ke

7)

avec k., un cut-off en énergie. Lorsque 1'on effectue une approche de quasi-particules, cette densité

d’états est insensible au poids de quasi-particules Z. En effet, soit iy = Zvp, la vitesse de Fermi

renormalisée, la densité d’états locale s’écrit :

0% +ke) = 0(% — ke)

lvp|

ke
N(w) x Z/ dk.d(w — xvrk,) =
— ke

(6.8)



98

Cette derniere est donc insensible au poids de quasi-particules pour ce qui est de sa valeur mais son
domaine de définition se voit rétrécir a cause de Z.

Un petit mot sur la densité d’états locale avec interaction qui ne présente pas les multiples pics
abrupts alors que 1’on a utilisé le méme solutionneur d’impureté que dans la figure 3.1 : cela vient
du fait que l'on a effectué un prolongement analytique avec une largeur de Lorentizienne égale a
0.02 ce qui a pour effet d’élargir ces fameux pics abrupts et d’adoucir énormément la figure.

Loin du demi-remplissage, les self-énergies correspondant aux spins 1 et | acquiérent des valeurs
différentes 'une de I'autre comme le montre la figure 6.2(b) représentant les parties réelles des deux
espéces de spin en fonction des fréquences de Matsubara a 8 = 80, U = 12 et = 5.1. En plus d'un
comportement en fréquences différent, les deux self-énergies tendent vers des valeurs différentes
lorsque w, — 0. On peut comprendre ce phénoméne grace aux densités électroniques de chaque
espéce de spin. En effet, du fait de la présence d"une densité d’états finie a demi-remplissage pour
les spins |, ces derniers seront plus sensibles au changement de potentiel chimique que les spins
1 olt un gap est présent. Ils auront donc au moins une valeur de self-énergie Hartree-Fock plus
faible comparée aux spins 1. Malgré cette différence dans les corrélations électroniques, il semble
que cela affecte peu les positions des nceuds chiraux dans 1'espace réciproque. En effet, on peut
appliquer une approche de quasi-particules en calculant numériquement les énergies propres de
I’'Hamiltonien de quasi-particules associées a ce systeme a partir de la formule 3.14 et les comparer
avec les énergies propres de I’'Hamiltonien libre a la méme densité. On a représenté les niveaux
chiraux avec et sans interaction au voisinage du niveau de Fermi dans la figure 6.2(c). Il semble que
la différence en position des noeuds est trés faible et peu facilement ne pas étre mesurable a cause
d’un peu de désordre dans I’échantillon par exemple.

11 serait intéressant de vérifier I'impact des corrélations et du dopage des semi-métaux de Weyl
soumis a un champ magnétique sur l'effet Hall. Dans ce cas, la conductivité transverse o, aura deux
contributions distinctes : un effet Hall non topologique qui viendrait de l'effet orbital induit par le
champ magnétique et un effet Hall anormal qui viendrait de I'aimantation induite par le dopage.
Cette question est d’autant plus intéressante que l'effet Hall bénéficie depuis peu d'une meilleure
compréhension dans le cas de corrélations dans les systeme a plusieurs bandes [120] et pourrait faire
I'objet d"un projet de recherche.

Corrélation et dépendance en température

Les conclusions de la sous-section précédente ont été faites a tres basse température (8 = 80).
On peut néanmoins étudier la dépendance en température des corrélations électroniques en fonction
du régime magnétique du systéme. La figure 6.3 présente les double occupations a U = 12 et a demi-
remplissage en fonction de la température pour les trois valeurs de g vues précédemment, c’est-a-dire
q = 00, q = 40 et ¢ = 16. Dans les trois cas, la double occupation sature a basse température et transite
vers une valeur asymptotique a haute température. Il existe donc deux régimes de température dans
les semi-métaux de Weyl corrélés (avec ou sans champ magnétique) : un régime a basse température
ot le systeme est bien décrit par une approche de quasi-particules et un régime a haute température
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Ficure 6.3 Double occupation en fonction de la température pour ¢ = 0o, ¢ =40 et g =16a
U = 12 et a demi-remplissage. Un estimé de la transition entre un semi-métal de Weyl et un
mauvais métal est présenté sous la forme de Ts4;.

ol cette approche n’est plus valable et que I'on appellera régime de mauvais semi-métal en référence
aux mauvais métaux corrélés [121]. Nous verrons dans la section 6.2.4 les conséquences de ces
régimes de température dans la conductivité longitudinale.

Aussi, on définit une température de saturation T, qui permet de séparer ces deux régimes.
Bien entendu, cette température de séparation n’est qu'un estimé de la température a laquelle un semi-
métal de Weyl bascule d’un régime a un autre et on la définit arbitrairement comme la température
a laquelle la double occupation atteint 95% de sa valeur & basse température. Ce changement de
régime peut aussi se voir dans le poids de quasi-particules. Malheureusement, le calcul de ce poids
a haute température repose sur un prolongement analytique qui peut étre hasardeux et qui peut
donner des valeurs non physiques. C’est entre autre pour cela que 'on s’est concentré sur la double
occupation. En diagonalisation exacte, cette derniére se calcule en utilisant directement les fonctions
d’onde et offre plus de fiabilité pour les interprétations physiques.

6.2 Magnétorésistance négative

Sans rentrer dans des calculs poussés, il apparait clairement que notre modéle exhibe une
magnéto-conductivité positive lorsque 1'on lui applique un champ magnétique externe a demi-
rempli. En effet, en comparant les densités d’états locales avec et sans champ magnétique externe,
on s’apercoit qu'une densité d’états finie au niveau de Fermi apparait en présence d’un champ
magnétique. Une conséquence directe de cela est que le systeme pourra exhiber une conductivité
de Drude [96]. On peut aussi simplement affirmer que le poids de Drude sera intimement lié a
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I'amplitude du champ magnétique puisque la densité d’états au niveau de Fermi y est directement
proportionnelle. Ces intuitions sont confirmées par des calculs bien plus rigoureux présentés dans
cette section.

6.2.1 Définitions mathématiques

Introduisons tout d’abord les outils mathématiques qui nous seront utiles pour la suite de ce
chapitre. Pour calculer la conductivité optique le long de I’axe z, c’est-a-dire dans la méme direction
que le champ magnétique appliqué, on peut d’abord s’interesser a la fonction de corrélation courant-
courant. Cette fonction a pour définition mathématique en fréquences de Matsubara bosoniques [82,
120] :

Terme diamagnétique

I (ivn) = - %Z Tr [a..(k)G(k, iwn)] (6.9)
kwm
- 3 k% T [v. (K) Gk, it + i) V- ()G (K, iwy)] (6.10)

Terme paramagnétique

aveca,, = 8,32 Hj. On a aussi utilisé les mémes notations ainsi que les mémes hypothéses que dans
la section 4.1. Ainsi, cette fonction de corrélations courant-courant se compose de deux parties :
un terme diamagnétique I1”% et un terme paramagnétique I17%"¢. Ces deux termes s’annulent
parfaitement a iv,, = 0. On peut prouver cela en intégrant par partie le terme paramagnétique ou
par des arguments d’invariance de jauge sur la conductivité.

A partir de II, ., on peut obtenir la partie réelle de la conductivité longitudinale en effectuant un
prolongement analytique et en utilisant la définition de la conductivité longitudinale :
17, (w
ol (w) = A (6.11)
w
Cette formule, bien que simple a calculer lorsque 'on a déja accés a la fonction de corrélations,
nécessite un prolongement analytique qui peut parfois étre hasardeux. On lui préférera la formule
de la conductivité calculée directement en fréquences réelles :

O~ fwtd

w

olw) =7 / deTr [v.(k)A(k, e)v.(k)A(k,w + €)] , (6.12)
k

avec A, la fonction spectrale de notre systeme et f la distribution de Fermi-Dirac. Cette relation est a
prendre avec beaucoup de précaution. Il faut d’abord étre certain que la trace dans l'intégrande soit
purement réelle sinon d’autres contributions devront étre pris en compte pour obtenir ¢’. Dans notre
modele sur réseau, cela a toujours été le cas. De plus, la fonction spectrale n’est pas aussi simple
a obtenir que dans les systémes ne brisant pas I'invariance par renversement du temps ot elle est
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simplement proportionnelle a la partie imaginaire de la fonction de Green (cf. équation 2.5). La facon

la plus générale pour obtenir la fonction spectrale est [48] :

1
i

Ak,w) = (G (k,w) — G (k,w)) . (6.13)

6.2.2 Conductivité optique et effet orbital du champ magnétique
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Ficure 6.4 a) Conductivité optique en fonction des fréquences réelles pour ¢ = 16 et ¢ = 40
en absence d’interaction. b) Conductivité optique en fonction des fréquences réelles a ¢ = 40
et pour différentes valeurs d’interactions U.

Un mot d’abord sur la conductivité optique. La figure 6.4(a) présente les fréquences positives
de la conductivité 0., pour ¢ = 16 et ¢ = 40 en absence d’interactions. On remarque la présence de
deux structures correspondant respectivement au pic de Drude et aux transitions inter-bandes.

Le pic de Drude apparait a basses fréquence et est une fonction croissante avec le champ magné-
tique, ainsi lorsque ¢ diminue, la hauteur du pic augmente. Malheureusement, la détermination du
pic de Drude a partir de la conductivité optique en fréquences réelles peut étre délicate a effectuer
dans la pratique. On lui préférera une approche basée sur la fonction de corrélations courant-courant
que l'on développe dans la sous-section suivante. Ce pic est isolé en fréquence des autres processus.
En effet, des regles de sélection sur les excitations inter-bandes sont présentes dans le systeme [122] et
ne permettent que des excitations entre niveaux de Landau de méme indice en valeur absolue. Ainsi,
une excitation entre le niveau de Landau n = —1 vers le niveau de Landau n = +1 est possible alors
qu'une excitation entre le niveau de Landau chiral n = 0 et le premier niveau de Landau non-chiral
n = 1 est interdite.

Les excitations a fréquences finies correspondent donc a des excitations entre les niveaux de
Landau d’indice négatif vers les niveaux d’indice positif. Ces processus se remarquent aisément par
la présence de pics de Landau dont la forme en dent de scie signe le caractére tridimensionnel du
systéme. Ces pics ne sont pas espacés de fagon constante pour deux raisons : la premiére est que la
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dispersion linéaire du semi-métal de Weyl entraine un espacement en v B des pics de Landau et la
seconde est que le modele sur réseau induit forcément une non-linéarité des bandes électronique qui
affectera la position des niveaux de Landau.

On peut quand méme se faire une premiére idée qualitative de 1’effet des interactions sur la
conductivité optique o, en examinant la figure 6.4(b). Lorsque les corrélations augmentent, le
pic de Drude diminue et on assiste a un rapprochement ainsi qu'un rétrécissement de la structure
correspondant aux transitions inter-bandes. En plus de ces deux propriétés induites par les excitations
cohérentes de quasi-particules, la présence des bandes de Hubbard lorsque U est suffisamment
élevé permet d’avoir deux nouvelles excitations possibles : une transition entre la bande inférieure
d’Hubbard et les pics de quasi-particules ainsi qu’une transition entre les deux bandes d'Hubbard.
Les ordres de grandeur en énergie de ces deux transitions sont respectivement U/2 et U. Une de
ces transitions se remarque dans la figure grace au renflement vers w ~ 10, mais 1'utilisation d'un
solutionneur d’impureté basé sur la diagonalisation exacte limite I'étude de ces transitions. En effet,
le faible nombre de sites de bain empéche d’avoir une représentation fidele des bandes de Hubbard.
Nous avons déja abordé le sujet avec ’apparente présence d'une nouvelle paire de bande d"Hubbard
qui n’est qu'un artefact de la méthode.

Enfin, lorsque le systéme est dans une phase de Mott, on retrouve un gap dans la conductivité
optique ce qui est cohérent avec 'image que I'on a d’un isolant.

6.2.3 Renormalisation du pic de Drude

Lorsque l'on calcule la fonction de corrélation courant-courant, on remarque la présence d'un
saut entre la fréquence de Matsubara égale a zero et la premiere non nulle (cf. figure 6.5(a)). Il
s’agit la précisément de la présence d'un pic de Drude dans la conductivité. En effet, en I’absence
d’interactions, on peut diviser les contributions a la fonction de corrélation en deux parties distinctes :
les contributions intra-bandes et les contributions inter-bandes. Les premiéres apparaissent directe-
ment a fréquences nulles alors que les secondes nécessitent des excitations d’énergie finie et donc
apparaissent a des fréquences finies. Cette explication n’est valable qu’en absence d’interaction. En
effet, une self-énergie qui dépend des fréquences réelles entraine un élargissement du pic de Drude,
ce qui se manifeste aussi dans la fonction de corrélation courant-courant.

On peut néanmoins utiliser a notre avantage la fantastique robustesse des propriétés des quasi-
particules dans les semi-métaux de Weyl (avec ou sans champ magnétique) pour calculer simplement
le poids de Drude. En effet, la présence d'un pic de Drude et de transitions inter-bandes nous permet
de réécrire la conductivité longitudinale comme suit :

ol =cob 4 ginter, (6.14)

zz T zz

On aici seulement divisé les contributions intra-bandes et inter-bandes de la conductivité. En utilisant
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Ficure 6.5 a) Fonction de corrélation courant-courant en fonction des fréquences de Matsu-
bara bosoniques positives a ¢ = 16 eta § = 80. La discontinuité qui apparaita v, = 0 estdue a
la présence d'un pic de Drude. b) Poids de Drude normalisé (cercles rouges) ainsi que le poids
de quasi-particules (croix bleues) en fonction du terme d’"Hubbard U pour ¢ = 16 et 5 = 80.
c) Méme figure que la figure 6.5 pour g = 40. d) Rapport entre le poids de Drude et le poids
des excitations inter-bandes en fonction de U pour ¢ = 16 et ¢ = 40 & 8 = 80. Le panneau
représente ce méme rapport en fonction du poids de quasi-particules Z sur une échelle log-log.
La pente de cette figure log-log vaut environ 1/2.

la regle de somme partielle (aussi appelée regle de somme f) [123], on peut écrire :

/dwa'zz(w) = /dwaZ(w) —i—/dwaiﬁter(w) = plIPie, (6.15)

Comme dans la fonction de corrélation courant-courant exprimée en fréquences de Matsubara, les
contributions intra-bandes sont limités a la seule fréquence zéro et les contributions inter-bandes
aux fréquences finies, on peut faire une extrapolation polynomiale a fréquence nulle des valeurs
inter-bandes de la fonction de corrélation et obtenir le poids de Drude en faisant la différence entre
le terme diamagnétique et 1'extrapolation des contributions inter-bandes. Cette approche est rendue
possible grace a la faible dépendance en fréquence de la self-énergie qui limite 1’élargissement en
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fréquences du pic de Drude. De plus, les valeurs du poids de Drude obtenues a partir de cette
méthode ont été comparées avec d’autres approches et ont toujours été quantitativement similaires.

Avec cette méthode de quantification du poids de Drude, on est capable de suivre 1'évolution de
ce dernier en fonction du champ magnétique. Ainsi, pour les valeurs de ¢ testés (¢ € [16, 100]), le
poids de Drude augmente linéairement avec B. Cela nous indique que ce sont essentiellement les
niveaux de Landau chiraux qui contribuent au pic de Drude [29]. Lorsque 'on compare le poids de
Drude normalisé par sa valeur a U = 0 avec le poids de quasi-particules, on remarque grace aux
figures 6.5(b) et 6.5(c) que ces deux quantités sont numériquement égales sur toutes les valeurs
d’interaction comparées, et ce, quelque soit la valeur du champ magnétique. Ce résultat indique
donc qu'une approche de quasi-particules est parfaitement adaptée pour rendre compte du transport
dc dans les semi-métaux de Weyl soumis a un champ magnétique a basse température.

On peut aussi évaluer rapport entre le poids de Drude et les poids des processus inter-bandes
dans la régle de somme f. L'intérét de ce rapport est qu'il fait intervenir I'intégrale de la conductivité
optique sur I’ensemble des fréquences réelles et donc, lorsque U est suffisamment fort, il fait intervenir
des transitions entre les bandes d"Hubbard qui ne sont pas pris en compte dans 1’approche des
quasi-particules. Ainsi, la formule suivante :

no fj:oo dwoP (w) 6.16)
Hinter fj_:oo dwdinter (w) ’

est tracée en fonction de U pour ¢ = 16 et ¢ = 40 dans la figure 6.5(d). Une étude approfondie
de la dépendance en Z de cette quantité permet de déterminer que le rapport entre le poids de
Drude et le poids des processus inter-bande est une fonction de Z2 comme le montre le panneau
de la figure 6.5(d). Ce dernier représente le rapport en fonction du poids de quasi-particule sur
une échelle log-log et exhibe un comportement linéaire de pente 1/2 pour les deux valeurs de g a
faible interaction U. Dans le régime des fortes corrélations, une déviation apparait par rapport a
la valeur de la pente dans le régime des faibles corrélations. Cette déviation est attendue puisque
les propriétés thermodynamique a fréquence finie sont sensibles aux propriétés dynamique de la
self-énergies, propriétés qui ne sont pas négligeable lorsque U est suffisamment grand. On peut par
conséquent conclure que si le pic de Drude voit son poids diminuer en Z, les processus inter-bandes
sont moins affectés par les corrélations et voient leur poids diminuer en Z3.

6.2.4 Dépendance en température et changement de comportement

Nous avons vu dans la sous-section 6.1.2 qu'un semi-métal de Weyl avec interaction exhibe deux
régimes de température différents. Dans le cas de métaux corrélés, cette transition d'un régime a un
autre est visible dans les propriétés de transport [121] notamment dans la conductivité optique. Ainsi
en augmentant la température, on peut voir de bon métaux corrélés qui conduisent bien les courants
électriques devenir ce que 1'on appelle des mauvais métaux, c’est-a-dire des mauvais conducteurs de
courant.
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FicureE 6.6 a) Conductivité optique en fonction des fréquences réelles pour ¢ = 16 et U = 12
a différentes températures 7. On remarque 1’élargissement du pic de Drude ainsi que sa
diminuition progressive. Dans le panneau de la figure, l'intégrale de la conductivité jusqu’a la
fréquence w est représentée dans une échelle semi-log. b) Méme figure que (a) pour ¢ = 40.
Dans les deux panneaux, a tres basse température, la dépendance en fréquence de I'intégrale est
grossiérement composée de trois parties : la contribution du poids de Drude pour les premiéres
fréquences, les contributions des processus inter-bandes pour des fréquences intermédiaires
et les contributions des transitions faisant intervenir les bandes de Hubbard pour les hautes

fréquences.

Dans un semi-métal de Weyl, le champ magnétique est un excellent outil pour étudier la transition

entre les deux régimes de température puisque, soumis a un champ magnétique, le semi-métal

acquiert un comportement métallique. Ainsi, les figures 6.6 (a) et (b) représentent la conductivité

optique longitudinale pour ¢ = 40 et ¢ = 16 respectivement en fonction des fréquences réelles a

différentes températures pour U = 12. La transition entre un bon et un mauvais métal est clairement

visible dans I’étalement de la conductivité a basses fréquences. Une autre facon de vérifier cette
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transition est de calculer la quantité suivante :

K(w) = /0 " doo’ (@) (6.17)

c’est-a-dire I'intégrale de la conductivité optique jusqu’a la fréquence w. Cette quantité est représentée
dans les panneaux des figure 6.6 (a) et (b) en échelle semi-log. A trés basse température, la dépendance
en fréquence de cette intégrale est grossiérement composée de trois parties : la contribution du poids
de Drude pour les premieres fréquences, les contributions des processus inter-bandes pour des
fréquences intermédiaires et les contributions des transitions faisant intervenir les bandes de Hubbard
pour les hautes fréquences. Lorsque la température augmente, I'étalement du pic de Drude conduit a
une fusion de ce dernier avec les processus inter-bandes et seule la derniére partie de 'intégrale 6.17
reste bien différenciée. De plus, ce changement de comportement a lieu a une température du méme
ordre de grandeur que notre estimé 7.

6.3 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons étudié différentes propriétés des semi-métaux de Weyl soumis a
un champ magnétique uniforme et statique.

Le modéle sur réseau utilisé exhibe les propriétés attendues d'un semi-métal de Weyl sous
champ magnétique, a savoir des niveaux de Landau chiraux ainsi que des niveaux de Landau non
chiraux correspondant & des bandes électroniques linéaires & proximité de ces premiers.

Grace a la DMFT et a sa généralisation pour tenir compte de 'effet orbital, nous sommes en
mesure de résoudre le probléme des semi-métaux de Weyl avec interaction d’"Hubbard et sous champ
magnétique. Malgré des effets minimes sur la self-énergie, les conséquences de I’effet orbital sont
visibles dans la limite quantique, c’est-a-dire dans la limite a fort champ magnétique oti les niveaux
chiraux sont suffisamment espacés des premiers niveaux non chiraux. Loin du demi-remplissage, le
fait que les niveaux chiraux ne contribuent pas a I’ensemble des densités d’états partielles entraine
un déséquilibre dans les densités électroniques de chaque espéce de spin. En plus d’induire une
aimantation de spin, ce déséquilibre a des conséquences sur la self-énergie et notamment sur sa
partie réelle. De facon surprenante et un peu en désaccord avec les résultats obtenus avec le modéle
sur réseau avec un terme Zeeman, il n’entraine pas de mouvements significatifs des niveaux de
Landau chiraux dans l'espace réciproque. Enfin, I’étude de la double occupation en fonction de la
température permet de mettre en évidence deux régimes de température différents dans les semi-
métaux de Weyl. Le premier régime a basse température est caractérisé par la validité de ’approche
des quasi-particules alors que le second régime, a haute température, est comparable au régime de

mauvais métaux que 'on retrouve dans les métaux corrélés.

Le modele sur réseau nous permet aussi de calculer des propriétés de transport telle que la
conductivité optique longitudinale le long de I'axe du champ magnétique. En I'absence d’interaction,
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cette conductivité est caractérisée par la présence d'un pic de Drude a basses fréquences et d’excita-
tions inter-bandes a fréquences finies. Lorsque 1'on rajoute les interactions a basse température, le
pic de Drude diminue en amplitude et les excitations inter-bandes apparaissent a des fréquences
plus basses du fait de la renormalisation des bandes électroniques due au poids de quasi-particules.
De plus, on voit aussi 'apparition de nouvelles transitions comme des transitions entre la bande
inférieure d’Hubbard et les excitations de quasi-particules ou des transitions entre les deux bandes
d’Hubbard. Une étude approfondie du poids de Drude en fonction des interactions prouve que son
évolution est guidée par le poids de quasi-particules alors que 1’évolution du poids des transitions
inter-bandes semble étre sensible a la racine carré du poids de quasi-particules.

Enfin, la transition entre un bon et un mauvais métal est aussi visible dans la conductivité optique.
Lorsque la température augmente, le pic de Drude subit un élargissement en fréquence qui finira
par le faire fusionner avec les transitions inter-bandes. Bien que mesurable, il est plus difficile de
repérer précisément la température de saturation a partir de la conductivité optique.



Conclusion

Les objectifs de la thése ont conduit a la séparation de ce travail en deux grandes parties qui se
basent sur un socle commun : la théorie du champ moyen dynamique appliquée aux semi-métaux de
Weyl. Ainsi, la premiére partie a pour objectif de répondre a la question ouverte : comment aborder
les semi-métaux de Weyl avec des interactions d"Hubbard ?

Dans le paradigme de la théorie du champ moyen dynamique, cette question a une réponse
simple : il faut les considérer comme des matériaux peu corrélés. En effet, a largeur de bande égale,
un semi-métal de Weyl verra les corrélations électroniques moins affecter ses propriétés intrinséques
qu'un métal. Une approche perturbative du probléme d’impureté quantique a la base de la théorie
de champ moyen dynamique révele que le temps de vie des quasi-particules est extrémement grand.
Alors que dans un métal, cette théorie modélise parfaitement une phase de liquide de Fermi avec un
temps de vie de quasi-particules qui se comporte comme l'inverse du carré de la fréquence w2, dans
les semi-métaux de Weyl, ce méme temps de vie se comporte comme w~®. Cette explication permet de
comprendre l'extraordinaire robustesse des propriétés de quasi-particules dans ces semi-métaux. De
plus, les propriétés comme le changement de position des nceuds de Weyl dans la zone de Brillouin
sont visibles par des méthodes comme un simple champ moyen 4 la Hartree-Fock. Ce mouvement n’est
pas une propriété intrinséque aux semi-métaux de Weyl et il faut généralement briser des symétries
du réseaux pour permettre ce mouvement.

Pourtant, il serait absurde de faire 'impasse sur une prise en compte fidéle des corrélations
électroniques puisque ces dernieres ont un impact sur des propriétés mesurables comme les propriétés
de transport ou I'aimantation. Nous avons donc étudié 'effet Hall anormal et I’aimantation orbitale
dans un modéle de semi-métal de Weyl brisant la symétrie par renversement du temps. Ainsi,
les interactions augmentent les propriétés topologiques comme la conductivité anormale de Hall
intrinseque. Cette augmentation s’effectue grace a une renormalisation des propriétés microscopiques
du systéme du fait des interactions et qui est essentiellement décrite par le biais des diagrammes
Hartree-Fock. La destinée de propriétés non protégées topologiquement peut étre subtile a prédire
si on ne modélise pas correctement les interactions. Ainsi, I'aimantation orbitale se voit étre 1'objet
d’une compétition entre deux mécanismes aux conséquences opposées. L'augmentation de l'effet
Hall anormal conduit & augmenter la valeur de I'aimantation orbitale alors que la localisation des
électrons, a cause des corrélations électroniques, tend a la diminuer. Dans le régime des corrélations
faibles et modérées, cette compétition aboutie & un quasi match nul et ’aimantation ne voit pas sa
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valeur foncierement changée. A forte corrélation, c’est la localisation des particules qui triomphe de
la topologie.

La question qui résume la seconde partie de cette thése est : comment aborder les semi-métaux
de Weyl soumis a un champ magnétique externe et avec des interactions de type Hubbard ? Pour
répondre a cette question, nous avons dans un premier temps prouvé la validité de la théorie du
champ moyen dynamique en présence d"un effet orbital induit par un champ magnétique externe.
Cette démonstration justifie ’application de cette théorie sur n'importe quel systéme soumis a
un champ magnétique externe. Elle permet donc d’avoir en main une méthode non perturbative
qui prend en compte les effets du champ magnétique a tous les ordres dans la self-énergie. Nous
avons appliqué la théorie du champ moyen dynamique pour un réseau carré soumis a un champ
magnétique statique et uniforme en utilisant la théorie de la perturbation itérée comme solutionneur
d’impureté. Ainsi, la renormalisation de la pulsation cyclotron du fait du changement de la masse
effective des quasi-particules ainsi que 1’effet Shubnikov-de Haas sont capturés par la méthode. De
plus, sa facilité d’utilisation indépendamment de 'intensité du champ magnétique permet d’étudier
la transition entre le régime régi par les niveaux de Landau et le régime ot1 le papillon d’'Hofstadter
est visible. Cette transition est notamment visible dans le temps de vie des quasi-particules.

Avec la certitude que la théorie du champ moyen dynamique soit applicable sur les semi-métaux
de Weyl soumis a un champ magnétique, nous pouvons répondre a la question soulevée dans cette
seconde partie. A basse température, les propriétés sensibles aux corrélation comme le poids de
quasi-particules ou la double occupation ne sont pas vraiment affectées par la présence d'un champ
magnétique et les conclusions de la partie précédente sont applicables. Des différences majeures
peuvent apparaitre. Loin du demi-remplissage, la légére aimantation de spins qu’induisent les
niveaux de Landau chiraux a des conséquences importantes sur la self-énergie. De facon assez
surprenante, la position des niveaux de Landau n’est pas vraiment affectée par la combinaison
d’une aimantation de spins et de corrélations électroniques alors que c’est le cas en absence de
champ magnétique. De plus, notre modéle sur réseau exhibe une magnétoconductivité positive
due a la présence de niveaux de Landau chiraux. Ce pic de Drude voit son poids diminuer avec
l'augmentation des corrélations électroniques et cette diminution est totalement commandée par le
poids de quasi-particule, Z.

L'étude en température de la double occupation permet de mettre en évidence la présence
de deux régimes thermiques dans les semi-métaux de Weyl corrélés. On peut les rapprocher aux
régimes en température qui existent dans les métaux corrélés : a basse température, le semi-métal
de Weyl interagissant est parfaitement modélisé par une approche de quasi-particules et a haute
température le systéme se comporte comme un mauvais métal. Cette distinction se vérifie aussi
dans les propriétés de transport comme la conductivité optique. Ainsi, a mesure que la température
augmente, le semi-métal de Weyl sous champ magnétique devient de moins en moins bon conducteur.

Il existe encore de nombreuses voies de recherche pour les semi-métaux de Weyl corrélés. Un
premier projet de recherche rapide serait de vérifier 1’effet Hall dans les semi-métaux de Weyl soumis a
un champ magnétique. En effet, le formalisme prenant en compte de fagon rigoureuse les corrélations

IN A

électroniques dans des systéme a plusieurs bandes a été défini récemment et ne demande qu’a étre
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appliqué aux semi-métaux de Weyl. De plus, ce projet permettra de répondre a la question déja
posée dans le chapitre 6 : un effet Hall anormal intrinséque existe-t-il dans un semi-métal de Weyl
dopé et soumis a un champ magnétique externe?

Apres avoir étudié I'effet d’une interaction de type Hubbard, il serait intéressant de regarder
l'effet d"une interaction de type Hubbard étendue qui rajoute un terme d’interaction électron-électron
V sur les électrons situés sur des sites premiers voisins. Ce type d’interaction étendue devrait avoir
des conséquences profondes dans les semi-métaux de Weyl puisque les études sur des semi-métaux
de Weyl avec des interactions coulombienne a longue portée ont déja révélé d’intéressantes phases
exotiques comme par exemple une phase de liquide de Fermi marginal lorsque le potentiel chimique
se trouve aux niveaux des nceuds de Weyl. De plus, une théorie de champ moyen dynamique
étendue existe pour prendre en compte ce type d’interaction. Quels sont les effets de V sur la
position des nceuds de Weyl ? Peut-on obtenir une phase de liquide de Fermi marginal avec cette
approche et quelles sont les conséquences sur les propriétés de transport, notamment en fonction de
la température? Voici quelques questions ouvertes qui mériteraient d’avoir une réponse.



Annexe A

Calculs diagrammatiques

Dans cette annexe, nous présenterons des calculs utilisés dans cette these. Plus précisemment,
nous calculons la fonction de Green d"une impureté non-intéragissante couplée a un bain d’électron
ainsi que le diagramme au second ordre de la Self-energie. Ce chapitre ne prétendant pas faire
un rappel des diagrammes de Feynman, le lecteur pourra se référer aux chapitre 2 et 3 du livre
Many-Particle Physics de Mahan [82] pour de plus amples informations.

A.1 Fonction de Green libre d'une impureté libre couplée a un bain

En utilisant la notation du chapitre 2, 'Hamiltonien de départ s’écrit :

I:I = IEIO + ]ffimp + thb- (A1)

Pour trouver la fonction de Green de l'impureté G4(7) = —(T,d(7)d'(0)), nous allons utilisé le
couplage Hj,, comme la partie perturbative. Comme il ne s’agit pas d"une interaction a deux corps,
seuls des diagrammes linéaires seront utilisés. la fonction de Green de I'impureté sans couplage avec
le bain est : .

GY(iwy,) = ———, A2

i) = (A2)
que l'on représentera avec la patte dans la figure A.1(a). Comme "'Hamiltonien de couplage "trans-
forme" un électron dans 'état |d) & un autre de 1’état |cy), le vertex contiendra la patte de la figure
A.1(b). Enfin comme on cherche la fonction de Green de I'impureté, on doit avoir que les pattes
externes des vertex soient GY. L'ensemble de ces conditions nous donnent la premiere contribution

non nulle représentée dans la figure A.1(c).
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En appliquant les regles de Feynman, il apparait que la somme de 1’ensemble des contributions

donnent la formule mathématique suivante :

Gulin) = Giwn) + Gifien) 3 3 (Vi W Gliwn)) (A3)
n=1 k "
. i) "
1= Y iy Gilioon)
- : , (A5)

1,0, Va2
Gy (iwn) — Dk iu.|znk—|6k

G A\ AU /s
GY GO Vi Vi
(a) (b) (c)

Ficure A.1 Représentation diagrammatique de (a) la fonction de Green de l'impureté lorsqu’il
n'y a pas de couplage avec le bain. (b) la fonction de Green d"un état du bain lorsque le couplage
n’est pas présent. (c) Premiére contribution non nulle de I’effet de 'hybridation sur la fonction
de Green de I'impureté.

que l'on a représenté graphiquement dans la figure A.2. On retrouve finalement la fameuse
expression que l'on avait déja rencontré ’équation 2.57 :

1
Galiwy) = . (A.6)

Il faut noter que la sommation de tout les diagrammes de Feynman fait que cette fonction de Green
est exacte et peut étre utilisée comme fonction de Green libre de I'impureté lorsque 1'on fera des
calculs perturbatifs sur I'impureté.

=== —-— + >N
e AN = e e N e AN P = N

FicurEe A.2 Diagramme de Feynman total de la fonction de Green d’une impureté non
interagissante couplée a un bain. La patte & la double ligne représente la fonction de Green
avec’Hybridation. On remarque que les vertex apparaissent deux fois : Une fois pour emmener
un électron du site vers le bain et une autre fois pour le processus contraire.
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ws, k3

wn +vn,k+q

w1, k1
(a) (b)

Ficure A.3 a) Diagramme de Feynman représentant le développement a l'ordre deux en U
de la self-energie. b) Diagramme de Feynman communément appelé diagramme a bulle. Il
représente généralement les fonctions de corrélation densité-densité.

A.2  Perturbation au second ordre dans le modéle de Hubbard :

Dans I’ensemble des travaux présentés dans cette thése, le diagramme présenté figureA.3(a)
a une importance assez particuliére. Il permet de vérifier certains résultats de la DMFT a peu de
colit numérique et est a la base du solutionneur d’impureté IPT. De plus, comme il s’agit du premier
diagramme de Feynman a exhiber une dépendance fréquentielle, sa résolution permet de calculer les
temps de demi-vie des électrons lorsque les corrélations sont faibles. Bien que dériver la dépendance
en w? dans le cas d’un liquide de Fermi fasse partie des exercices classiques des problémes a N-corps,
nous ne l'aborderons pas ici (Pour cela, se référer au chapitre 6 du livre [124]). Nous privilégierons
plutot une dérivation des formules utilisées dans la section 2.5 et la sous-section 4.1.4

Nous supposerons que I'invariance par translation est présente dans le systeme. Appliquer les
regles de Feynman sur le diagramme présenté dans la figure A.3 nous donne l'expression suivante :

23 (k,wy) = ﬂg Z Z Go(ki,w1)Go(kg,w2)Go(ks,ws). (A7)

kw1 ka,ws

Les lois de conservations qui s’appliquent aux nceuds du diagramme nous renseignent sur le lien
les moments et les fréquences de Matsubara en jeux dans 'expression A.7. Nous avons donc :
k+ ks = ki + ks et wy, + w3 = w; + ws. On peut alors isoler la partie correspondant a la "bulle” dans
le diagramme (cf.Figure A.3 (b)) :

U2
SP(kwn) === Y Golki,wi) > Golko,wa)Gy(ko + ki —kwy +wi —wy).  (A8)

kl yW1 k2 yW2
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En réécrivant q = k; — k et v,, = w1 — wy,, on reconnait un produit de convolution :

1
Fﬁ'(qv Vn) = B Z G&(kg,&)g)Ga—(kg + q, w2 =+ I/n) (A9)
ka2 ,w2
1 , o
= 3 > / / drdie™ "™ e TG, (1, we) Gy (F, w2 + ) (A.10)
kg,u&
1 T * —iko-(r47¥) ,—iq-T
- gZ//drera(r,wz)Ga(nwz +up) Y e e e (A11)
wa Ko
L T F 2\ —iqE
= BZ/ drdiGs (r, we) G (¥, we + 1,)0(xr + F)e ™" (A.12)
1 .
= gz / dre ™' Gy (—1,w2) Go (1, wa + vy). (A.13)

De méme pour la somme sur les fréquences de Matsubara, on obtient finalement :

B o
F5(q,vm) = /dlr/0 dre " U e TGy (v, 7)G5 (-1, —T) (A.14)
B o
= /dr/ dre "7 F(r, 7). (A.15)
0

Si cette dérivation ne change rien a la complexité du calcul du diagramme, il pointe du doigt un
aspect numérique interessant. Pour calculer le diagramme a bulle, il suffit de faire la transformée
de Fourier inverse de la fonction de correlation F'(r, 7). L'utilisation de transformées de Fourier
rapides (FFT, fast Fourrier transform) sera donc particulierement utile pour réduire le temps de calcul

numeérique. Continuons notre dérivation a partir de :

2
5P (k, wn) = —% Z Go(ki,w1)F5(ky — k,wp — wy). (A.16)

kw1

L'application directe du théoreme sur les produits de convolution nous donne :

2
Y@ (k,w,) = _% D Gollka,w)Fy (ki — k,wi — wp) (A.17)
kw1
B L
= —U? / dr / dre=®TenTQ (v, 7)Fy (1, ) (A.18)
0
B L
= —U2/dr/ dre=®Ten TG (r,7) Gy (1, T)Go (—1, —T). (A.19)
0

Prenons le temps de calculer combien de puissance de calcul est nécessaire pour obtenir un point
(k,w,,) du terme %(?). Si on attaque la formule A.7 en dimension trois par 'approche de la force
brute, on devra faire face & un probleme de complexité O(N{ x N2) ot Ny, est le nombre de point
dans une direction de la zone de Brillouin et N, le nombre de fréquences de Matsubara utilisées.
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Cette complexité passe a O(N? x N, x log(Ny x N,,))! pour obtenir I’ensemble points (k, w,,) en
passant par une FFT.

On peut maintenant plus facilement comprendre d’ott vient I’expression de 53 dans le solveur
IPT puisqu’il s’agit simplement de la fonction A.19 avec la fonction de Green de I'impureté non
interagissante de I'équation A.6.

1. Un calcul rapide pour donner un ordre d’idée : en prenant N, = 128 et N, = 1024, la complexité de
la formule brute pour un point (k,w,) donne 4.6 x 10'® alors que passer par une FFT donne 2.5 x 10'° pour
I’ensemble des points (k, wx). On gagne donc plus de huit ordres de grandeur!



Annexe B

Prolongement analytique par la méthode des

approximants de Padé.

Introduction

Cette courte annexe a pour but de présenter la méthode des approximants de Padé pour le
prolongement analytique de données numériques [49, 50]. Cette méthode approxime les fonctions
en fréquence de Matsubara par des fonctions rationnelles pour ensuite calculer leurs valeurs en
fréquences réelles. La stabilité de la méthode des approximants de Padé laisse a désirer dans le sens
ot de petites erreurs sur les données de départ peuvent conduire a un prolongement analytique non
physique. De ce fait, cette approche fonctionne donc optimalement sur des données numériques
extrémement précises ce qui la limite a quelques solutionneurs d’impureté comme I'IPT et la diago-
nalisation exacte. Pour des solutionneurs d'impureté basés sur des approches stochastiques, on lui
préférera des méthodes moins sensibles aux erreurs comme la méthode du maximum d’entropie.
Néanmoins, ne laissons pas de coté le grand nombre d’avantages que présente un prolongement
analytique par approximants de Padé. L'algorithme est souvent trés rapide et peu cotiteux d"un point
de vue numérique. Il fonctionne sans aucune modification particuliere sur des données bosoniques
ou fermioniques et ses résultats exhibent souvent plus de détails que ceux obtenus par le biais
d’autres méthodes de prolongement analytique.

Dans cette annexe, nous présentons l'algorithme de prolongement analytique par la méthode
des approximants de Padé utilisé dans cette these. Une introduction mathématique et algorithmique
est faites dans la section B.1. Cet algorithme a été adapté en script python et est libre d’utilisation.
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B.1 Définition mathématique et algorithme

Un approximant de Padé est une fonction rationnelle, c’est-a-dire une fonction qui peut s’écrire
comme le rapport de deux polynémes. De facon générale, 'approximant de Padé est défini par
deux entiers positifs (M, N) caractérisant les degrés de polyndme des numérateur et dénominateur,

respectivement :
_ Pu(z)
Qn(2)

oll z € C et dans la suite de cette section, on prendra M = N. L'utilisation de fonctions rationnelles

Fuon (%) (B.1)

pour approximer des fonctions de probléeme a N-corps comme les fonctions de Green est une bien
meilleure approche que I'utilisation de fonctions polynomiales comme dans un développement de
Taylor. En effet, les fonctions physiques ont généralement une limite asymptotique bien définie et
l'utilisation d"un polynéme conduira forcément a une limite infinie dans la limite asymptotique.
Pour rendre compte de 'algorithme de la méthode de prolongement analytique, on peut réécrire
I'équation B.1 sous la forme d'une fraction continue :

ag
FNJV(Z) = ( ) (BZ)
a1\z — 21
1
- as(z — z2)
1+

1+ 1+an(z—2n)

avec z;, les fréquences des données numériques. Cette forme est le point de départ de I'algorithme
utilisé pour le prolongement analytique par approximants de Padé. Il faut cependant noter qu’il
n’'existe pas un unique algorithme lorsque 1'on parle de méthode d’approximants de Padé mais
qu’'une multitude d’approches existe.

Le but du prolongement est donc de déterminer les coefficients a; adéquats. Pour ce faire, nous le
faisons de fagon récursive. Essayons simplement de déterminer le coefficient ag lorsque 'on essaye
d’approximer une fonction f(iw, ) avec un approximant de Padé. L'expression de F'(iw;) en fraction

continue est :

a
Fiwy) = 0 =ap (B.3)
a (iwy — iwy)

as (iwl — iWQ)

On a donc ayp = f(iw1). De fagon similaire, en remarquant que la fraction continue "s’arréte" au
coefficient n — 1 lorsque 1'on prend z = z,, on peut obtenir les coefficients a; a 'aide de 1’algorithme
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suivant :
n = Gnmn (84)
gin = [fliwy) (B.5)
gi; = 9i—1,j—1 — Gi—1,5 . (B.6)

(iwi —iwj—1)gi-1,5

De facon pratique, la matrice g est une matrice triangulaire dont un des c6tés est rempli par des NaN
(en anglais, Not a Number) informatiques. Cela ne pose cependant pas de probleme puisque l'on ne
s’intéresse qu’aux coefficients sur la diagonale de g.

L'algorithme a été programmé par mes soins en un script python nommé PyPade. Ce programme
peut étre utilisé sous licence MIT et a I’heure ot1 ces lignes sont écrites, le lecteur peut trouver PyPade
a l'adresse suivante : https://www.physique.usherbrooke.ca/source_code/. Le fichier archive
contenant un README et deux exemples fonctionnels, il n’est guére utile de s’étendre dessus.


https://www.physique.usherbrooke.ca/source_code/

Annexe C

Poids de quasi-particules dans un semi-métal

de Weyl en DMFT

Dans cette annexe, nous allons démontrer que les propriétés des quasi-particules restent inchan-
gées malgré le comportement en fréquence de la partie imaginaire de la self-énergie d'un semi-métal
de Weyl avec interaction d"Hubbard résolu a 'aide de la DMFT. Pour ce faire, nous nous intéressons
a la partie réelle de la self-énergie en vérifiant que cette derniere exhibe au moins un comportement
linéaire en fréquences réelle.

Partons de la formule 3.19 et utilisons les relations de Kramers-Kronig [48]

)="P / djL/(@ (C.1)
” dow ¥'(
2w) = —p [ EZE (€2)

ol P désigne la valeur principale de Cauchy. A partir de ’équation C.1, on peut écrire :

// "
P/dwz E()+Z” P/

(C.3)

TW—w
Cette astuce mathématique ne repose sur aucune hypothése sur la self-énergie mais elle nous
permet d’aborder la singularité de l'intégrande avec plus de sérénité. En effet, dans le cas d'une

partie imaginaire de self-énergie en X" = Cw® avec C une constante qui dépend du modele, on peut
réécrire la premiere intégrale du membre de droite dans I'équation C.3 :

P/d & 2(B) — ¥w) c/dw 5) (w? + &%) (wh +@%). (C4)

Le deuxiéme membre de 1’équation C.3 est une integrale bien connue des mathématiciens et vaut

119



120

dans le cas d"une demi-largeur de bande D :

D 1~
77/ d7w~1 —lln(
_pTO—w T

Ainsi, dans le cas d"un semi-métal dont la demi-largeur de bande vaut D et dont la partie imaginaire

Z+g’) : (C.5)

de la self-énergie est la méme que celle de I'équation 3.19, la partie réelle de la self-énergie devrait
s’écrire :

NS 2 2D7 2D5 3 2D3 5
() = U ( w w w

w—D

- + +2Dw’ —w®In C6

103207503 \ 7 5 3 w0 p) (C6)
A cela, il ne faut pas oublier les contributions Hartree-Fock venant du premier ordre du développe-
ment en puissance de U de la self-énergie. Ainsi, quoiqu’il arrive, la partie réelle garde au moins une
dépendance linéaire dans le cadre d’un semi-métal tridimensionnel, ce qui nous permet d’appliquer
une approche de quasi-particules sans nous poser la question de sa validité puisque cela est toujours
le cas.

Une petite note par ailleurs : nous avons utilisé un simple modéle effectif de semi-métal de
Weyl dont la largeur de bande serait égale & 2D pour obtenir ce résultat. Dans le cas d"un modele
sur réseau comme celui de 1’équation 3.1, les intégrales des relations de Kramers-Kronig devraient
étre faites sur 'ensemble de définition du modéle. Cela implique de tenir compte de géométries
de bandes électroniques différentes de celle d’une semi-métal de Weyl et d'une partie-imaginaire
dont la définition serait différente de celle définie dans I'équation 3.19. La formule C.6 est donc a
utiliser avec précaution. Elle nous renseigne néanmoins sur la formidable robustesse des propriétés
de quasi-particules dans les semi-métaux de Weyl en DMFT.



Annexe D

Approche perturbative du champ magnétique

sur les électrons de Bloch

Cette annexe a pour but de présenter une approche perturbative de 1’effet orbital sur les électrons
de Bloch dans le régime de Landau. L'approche présentée ici permet d’éviter de déterminer numéri-
quement les niveaux de Landau en utilisant des expressions analytiques a la place. Elle trouve donc
toute son utilité lorsque ¢ est grand puisqu’elle évite de diagonaliser numériquement une matrice

qxq.

D.1 Matrice de Harper et opérateur d'échelle

Rappelons la matrice de Harper que 1’'on avait dans le chapitre 5 sur l'effet orbital en DMFT :
P €
Uta + Uim—o + 2cos(2rm= — va)¥,, = E\Pm (D.1)
q

On prendra a partir de maintenant a = ¢ = 1. En faisant une approche continue du réseau, c’est-a-dire
en considérant ¥,, — ¥(z) et en introduisant I'opérateur de translation continu %=, 'équation D.1
s’écrit alors [125] :

[eax +e % 42 cos(27mc§ - V):| U(x) = e¥(x). (D.2)

Un développement limité de 'opérateur de translation et du cosinus a l'ordre deux nous donne
I'équation de Schrédinger suivante :

8%4_1 7r22
2 Tal\y) ”

U(z) = (). (D.3)
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On reconnait sans mal ’équation de Schrédinger d"un oscillateur harmonique. De plus, nous n’avons
pas tenu compte du moment v car nous savons que dans le régime de Landau, les énergies propres
du systeme ne dépendent pas de ce dernier.

L'équation D.3 se comprend dans le formalisme des électrons de Bloch. En effet, le développement
limité s’est fait autour du maximum du cosinus, ce qui revient a considérer des électrons avec une
énergie de dispersion quadratique similaire a celle d"un gaz d’électron.

L'équation D.3 est le premier terme d’un développement en série de Taylor dont seuls les termes

pairs sont non nuls. A I'ordre n, la contribution vaut :

1 . . 2 2n .
H, = ) [ai +(-1) (q> z? ] : (D.4)

La définition usuelle des opérateurs d’échelle dans un oscillateur harmonique quantique nous permet
de réécrire I'équation précédente en termes d’opérateurs d’échelle :

1 /2r\*"
H, = (2n)!(q> [(a—a")? + (-1)"(a+a")*"], (D.5)
avec .
a =./%i+ ﬁﬁ (D.6)
at = /Zs - %WC Pp. (D.7)

On a défini la fréquence de cyclotron w. = 7/q ainsi que les opérateurs p = 0, et & = z.

Ainsi si le terme H; vu dans 1’équation D.3 nous donne la contribution d’une dispersion quadratique,
les autres termes prennent en compte les anharmonicités du cosinus, mais aussi de l'opérateur
de translation. Il est donc vain d’espérer retrouver les énergies propres d'un électron de Bloch
soumis a un champ magnétique constant en se concentrant seulement sur 1’équation d’un oscillateur
anharmonique quantique.

D.1.1 Théorie des perturbations

Dans cette section, nous n’allons pas utiliser la théorie des perturbations usuelle de la mécanique
quantique, mais plut6t I’approche présentée dans les articles de mathématique [126, 127]. Cette
approche se base sur les algebres de Lie pour obtenir approximativement les énergies propres d'un
oscillateur anharmonique quantique. L'idée est assez simple a comprendre : soit Hy, ]’'Hamiltonien
non perturbé dont on connait les énergies propres et H;, I'Hamiltonien total composé de Hy et du
terme perturbatif. Il peut étre prouvé qu’il existe une algebre de Lie A,, = {L;}}_, fermé dont les
éléments permettent de construire un opérateur de passage entre Hy et H;. En d’autres termes, on
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peut construire un élément de ce groupe défini comme suit :

N
U = exp (Z akLk> , (D.8)
k=1

oll ay; € C sont des scalaires. Un choix approprié de ces coefficients «, permet d’obtenir la relation
suivante :
U'HU = H; — A,. (D.9)

Ce théoréeme mathématique est un peu lourd dans une thése de physique pourtant il peut nous
étre d’une grande utilité. A partir d'un choix judicieux d’éléments L;, et de scalaires ay, on peut
passer de Hy a H;. Ce passage n’est pas exact et le reste A,, correspond précisément aux corrections
perturbatives. Le lecteur intéressé par une présentation moins abstraite de ce théoreme pourra se
tourner vers 'article [126] ol une application sur l'oscillateur anharmonique quantique est présentée.
Puisque le résultat d"une perturbation de type A2™ est déja fait dans l'article de Jafarpour [126], nous
allons appliquer le méme raisonnement, mais pour une perturbation de type :

A
A" = W(d —ahn. (D.10)
Pour les opérateurs d’échelle G et a', on a:
n min(m,n—m) n
(& _ dT)n — Z Z { } (_1)n—m—Ic(Alm—den—m—k7 (D.ll)
m=0 k=0 M)k

ou: |

n n!
= . D.12
{m}k 28kl (m — m — k)! ( )

La formule D.11 présente l'inconvénient de ne par ordonner les opérateurs dans le sens normal. En
effet, en appliquant directement cette formule, on obtient :

2 2 2 2
(a—ah)? = {}a“—{}aaw{} +{}a2 (D.13)
0 0 1 0 1 1 2 2
= a?—2aa" +a?+1 (D.14)
au lieu de
(a—a")? =a*+a" —2a"a - 1. (D.15)

Nous verrons dans la suite que cela ne pose pas vraiment de probléme. Pour une perturbation du
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premier ordre en A, on peut construire 1’algebre de Lie avec les éléments :

L. = H (D.16)
L, = H (D.17)
J
[L1,Lo] = ch%Lk- (D.18)
k=3

Nous cherchons les éléments L, de la forme suivante : A(a*a* +af*at). On ne cherche pas d’éléments
proportionnels a une puissance de la perturbation A supérieure a un car nous ne voulons pas a
déterminer les corrections perturbatives d’ordre supérieur a A.

Cette étape differe quelque peu de ce qui a été fait pour des perturbations qui sont une fonction
de . En effet, la formule D.11 n‘ordonne pas les opérateurs d’échelle dans le méme sens que les
éléments de 'algébre. On peut néanmoins réordonner les opérateurs en utilisant la formule :

min(n,m)
lamat") = Y k:'(?:) <Z> ita. (D.19)

k=1

Ainsi, essayons d’obtenir les éléments Ly :

A
[Hy, H,| = {a*a, o (0= a*)%} (D.20)
A 2n 2n—m—~k [T s a2n—m—kstm—k ~m—k~f2n—m—k
= o Z (-1) la'a,a*" a +am "a ] (D.21)
k,m mJk
A 2n m4k ([ats ~ftm—ks2n—m—k 2n ~12n—m—k sm—k
= - (-1) ([ata,a a +(-D)*"a am "] (D.22)
2 Py mJ,
N Zﬂ (m]— k;) (2n —;n — k) [de’ Gim—k—jg2n—m—k—j dTQn—m—k—jdm—k—j]
J

En utilisant la relation de commutation suivante :
[aa,a™a £ a''ak] = (k — Dat*a ¥ allak, (D.23)

on peut donc écrire 'ensemble des éléments du groupe d’algebre de Lie que nous cherchons sous la
forme : A\(a™*a—a''a*). De plus, nous n’avons pas a calculer les coefficients des équations précédentes
puisque nous les absorberons dans les définitions de a.

Aucun des éléments L n’est une fonction de a/a’ puisqu’ on peut réécrire ces derniers comme
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une fonction de afa qui commute avec Hy. Cela se prouve en utilisant 1'équation D.19 plusieurs fois :

alla? = a(a™la)a™ 1t =al(aa™ "t — (k- 1)at*2)ak ! (D.24)
— (T — (k—1))at a7t (D.25)
= (@a—(k-1)G@'a—(k—2)...(a'a—1a'a. (D.26)

Ainsi, pour le ket associé a I'index n, on a facilement :

at*ak|n) = k! (Z) In). (D.27)

Digression faite, grace aux éléments L;, I'opérateur U prend la forme suivante :

U :=exp (X) , (D.28)
avec :
m—12n—1
=AD" ap(a®m et — aftam ), (D.29)
=0 m=1

De plus, 'opérateur U est unitaire (UF=U""Yen imposant les coefficients «, ; réels. On peut
donc utiliser le lemme d’Hadamard [126] pour la derniére étape de dérivation :

UtHoU = Hy + [XHO} n % {X [XHOH o (D.30)

On s’arréte a la premiére commutation puisque 'on se concentre sur les corrections proportionnelles

a A. Finalement, on peut remarquer que :

m—12n—1

[XHO} =AY S g [am e —attam 1 bl (D.31)
=0 m=1

x a"a® +af*ar. (D.32)

La dérivation de ces commutateurs étant longue et fastidieuse, allons directement a la conclusion :
comme le commutateur [X, Hy] est proportionnel a a"a* + a'*a" et en se basant sur notre précédente
dérivation du commutateur [Hy, H1], il apparait que 'on peut ajuster I'ensemble des coefficients oy,
pour écrire :

(X, Ho| = \p*" — O(a™a"). (D.33)

En effet, la digression précédente avait pour but de mettre en évidence 1’absence de terme a*a*
dans les éléments de 'algebre de Lie. Il apparait que 'on ne peut pas avoir d’égalité stricte entre le
commutateur et la perturbation lorsque cette derniére est une puissance paire de p a la différence des
puissances impaires. Avant de donner une expression mathématique de O(a'*a*), on peut vérifier
I'affirmation précédente a I'aide d’un exemple simple H; = a'é -+ 1/2 + Ap. Les éléments de I'algebre
de Lie sont donc Ly = Hy, Ly = Hy, Ls = Aal + a) et I, I'identité .

1. Nous n’avons pas parlé de cet élément avant, mais il faut se souvenir qu’il existe toujours un élément
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Notre opérateur U prend donc la forme :

U = exp [aA(a' + )] (D.34)

En utilisant la formule [A, e®] = Be® pour pour [A, B] = 3 avec 3 un scalaire, on obtient :

U0 = Otatal + (D35)
= UtalU(ar+a) + % (D.36)
= (—ar+a")(aX+a) +% (D.37)
= ala+ % —aXa—al) — (a))? (D.38)
Ainsi, il suffit de prendre o = 1/+/2 pour avoir :
UTHU = Hy + O(\?) (D.39)

On retrouve bien le fait qu’il n’existe pas de correction en A lorsque la puissance de la perturba-
tion est impaire.

Revenons maintenant a la dérivation des corrections d’une perturbation de la forme : A\p*". Pour
ce faire, remarquons que les seuls termes restants lorsque 1'on essaye de «reconstruire» H; sont du

type :

;i(_l)j{%?} dj&” — 2% - (_1)3'{2:} <&Tj&j (D.40)
j=0 n—j

n—j j=0

()

Grace a I'équation D.27, la correction d'un terme perturbatif proportionnel a Ap™ a I'énergie propre
du ket |N) d’un oscillateur harmonique est :

D N 09 R o [ R Y| B

Jj=0

Cette dérivation s’est appuyée intensivement sur l'article de Jafarpour et le formalisme qu’il
introduit pour dériver les perturbations dues aux opérateurs de translation dans le développement
de la matrice de Harper. Le cas d"une perturbation proportionnelle a AZ™ ayant déja été faite [126],
nous ne le referons pas dans cette annexe, mais nous utiliserons ses résultats : pour une perturbation

identité dans un algebre de Lie.
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du type A%, la correction aux énergies du ket | N) est :

LG, )
=0 " n—j \J

On a donc tout ce qu’il nous faut pour obtenir les corrections du premier ordre introduites par les
Hamiltoniens H,, (cf. équation D.5)

D.1.2 Comparaison de notre développement perturbatif :

Pour illustrer la justesse de nos calculs, on peut comparer notre calcul perturbatif avec les énergies

propres de 'Hamiltonien de Harper obtenues par diagonalisation numérique. Les corrections aux
énergies sont compilées sur le tableau D.1. Lorsque 1'on prend les trois premiers Hamiltoniens D.5
pour obtenir des valeurs approchées des énergies propres de 'Hamiltonien de Harper D.1, on obtient
une erreur inférieure a 5% sur les 65% premiers «niveaux de Landau». On peut encore augmenter
ce score pour coller au plus prés des énergies propres en prenant les corrections au premier ordre
d’Hamiltoniens H,, d"indice supérieur a 3.
Il y a cependant un bémol dans cette approche. En effet, I'espacement entre deux niveaux de Landau
consécutifs est au mieux de w, = 47/q. Pour des ¢ phénoménalement grands, c’est-a-dire pour des
valeurs de champs magnétiques réalistes, cette différence d’énergie est trop petite comparée aux
autres échelles d’énergie comme le terme d’"Hubbard, la température ou bien méme I'élargissement
numérique des Lorentzienne 2. De plus, il parait improbable que ce développement soit valable
jusqu’au demi-remplissage. En effet, le paradigme de cette approche perturbative repose essentielle-
ment sur le fait de pouvoir écrire les énergies propres du systéme comme des niveaux de Landau,
or, cela ne semble pas applicable au niveau d’une singularité de van Hove. On peut aussi étayer
ce dernier argument avec le comportement du temps de demi-vie des quasi-particules (cf. Figure
5.5(b)).

Enfin, il semble que cette méthode soit déja connue des physiciens puisqu’il y est fait mention
dans I'article [125]. Cependant, comme nous n’avons pas trouvé de dérivation rigoureuse a notre

connaissance, il nous semble utile de le faire en annexe.

2. On prend généralement n = 0.02.
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TasLe D.1 Corrections aux énergies propres de 'Hamiltonien de Harper en fonction de

I'index n.



Annexe E

Phases magnétiques et transition de Mott

dans les conducteurs organiques

Les travaux présentés dans cet annexe ont fait 'objet d’une article [128].

Introduction

Bien que déconnecté des travaux sur les semi-métaux de Weyl, cet article sur les conducteurs
organique est le premier sujet de recherche de cette these. C’est pour cela que, bien que présent dans

ce manuscript, il se retrouve en annexe.

La synthése et a 1’étude expérimentale du conducteur organique x-Hs3(Cat-EDT-TTF), [129] a
ouvert une nouvelle voie de recherche sur les conducteurs organique. En effet, x-H3(Cat-EDT-TTF),
est un matériau organique qui peut étre modélisé comme un réseau triangulaire anisotrope. Cette
anisotropie vient de la présence de deux termes de saut différents entre les site du réseau, ¢ et t'.
Avant la synthese de ce dernier, les conducteurs organiques connus avaient systématiquement ¢ > t/,
or, k-H3(Cat-EDT-TTF), est caractérisé par le fait que t' ~ 1.5¢. Ce caractére quasi unidimensionnel
assez particulier ainsi que la frustration géométrique du réseau triangulaire pourraient étre a l'origine
d’une physique exotique puisqu’il semble que x-Hz(Cat-EDT-TTF), exhibe une phase de liquide de
spin a tres faible température [129].

Pour étudier ce composant, nous nous proposons de vérifier ces résultats expérimentaux a la lu-
miere de la théorie du champ moyen dynamique sur amas (CODMFT pour cluster dynamical mean-field
theory) [108, 109]. Cette méthode avait déja été utilisée avec succes pour modéliser les conducteurs
organiques lorsque ¢ > ¢’ [130, 131, 132]. Le fait d"utiliser un amas plutot qu'un seul site d'impureté
est particuliérement approprié pour cette études. En effet, outre le fait que les méthodes sur amas

129
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permettent de mieux modéliser les fluctuations anti-ferromagnétiques dues a l'interaction d"Hub-
bard, la CDMFT permet de vérifier un certain nombre de phases avec brisure de symétrie (phases

magnétiques, supraconductivité, etc.).

Une meilleure introduction du sujet ainsi qu'une compilation des résultats sont présentés dans
l'article E.1. Cette étude nous a permis de mettre en évidence le lien subtil entre les résultats de la
CDMEFT avec la géométrie de I'amas utilisé. De plus, il semble que sous cette théorie, le composant
exhibe une phase magnétique particuliére ot1 les spins s’enchainent de facon anti-ferromagnétique
le long de 1’axe y mais de fagon ferromagnétique le long de 1’axe z. La présence de cette phase
magnétique invalide donc ’hypothése d'un liquide de spin pour la valeur de ¢'/t de k-Hz(Cat-EDT-
TTF), dans le paradigme de la CDMFT.

E.1 Article
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Spin-liquid behavior was recently suggested experimentally in the moderately one-dimensional organic
compound k-H3(Cat-EDT-TTF),. This compound can be modeled by the one-band Hubbard model on the
anisotropic triangular lattice with ¢'/¢ >~ 1.5, where ¢’ is the minority hopping. It thus becomes important to
extend previous studies, that were performed in the range 0 < ¢’/ < 1.2, to find out whether there is a regime
where Mott insulating behavior can be found without long-range magnetic order. To this end, we study the
above model in the range 1.2 < ¢/t < 2 using cluster dynamical mean-field theory (CDMFT). We argue that
it is important to choose a symmetry-preserving cluster rather than a quasi-one-dimensional cluster. We find
that, upon increasing ¢’/ beyond ¢/t = 1.3, the Mott transition at zero temperature is replaced by a first-order
transition separating a metallic state from a collinear magnetic insulating state excluding the possibility to find a
quantum spin liquid for the physically relevant value '/t >~ 1.5. The phase diagram obtained in this study can
provide a working basis for moderately one-dimensional compounds on the anisotropic triangular lattice.

DOI: 10.1103/PhysRevB.94.245133

I. INTRODUCTION

Organic superconductors of the BEDT family exhibit
fascinating phenomena due to the interplay between strong
electronic correlations and large magnetic frustration [1,2].
For instance, their rich phase diagram contains d-wave
superconducting, antiferromagnetic [3], and possibly quantum
spin liquid states at absolute zero [4,5]. At finite temperature, a
Mott metal-insulator transition has clearly been identified [3].
Recently, a moderately one-dimensional organic compound
has been synthesized [6]. This 2D organic Mott insulator,
k-H3(Cat-EDT-TTF),, does not exhibit magnetic order at very
low temperature (7 = 50 mK), which makes it a serious
candidate for a quantum spin liquid. Microscopically, the
simplest model describing this organic compound is the two-
dimensional single-band Hubbard model on an anisotropic
triangular lattice [6]. This model is the same as that often used
for BEDT organic compounds [7-10].

Quantum spin liquids are unusual phases of matter char-
acterized by a nonmagnetic insulating ground state in which
spins continue to fluctuate even at zero temperature due to
quantum fluctuations. In crystals, these peculiar phases are
expected to appear for various reasons, the most prominent
one being lattice geometries, such as kagome or triangular
lattices [11], where near-neighbor magnetic interactions are
intrinsically frustrated. Spin liquids became an intense re-
search topic of research when P.W. Anderson proposed them
to be a building block for the physics of high-temperature
superconductors [12].

In order to focus our attention on x-H3(Cat-EDT-TTF),, we
study the phase diagram of this model in the moderately one-
dimensional (M 1d) regime characterized by a ratio between the
hopping terms ¢’ and ¢, defined in Fig. 1(a), larger than unity.
Since we are interested in the Mott transition and the possibility
of a spin liquid, we use cellular dynamical mean-field theory
(CDMFT) [13,14], a cluster extension of dynamical mean-
field theory (DMFT) that can treat both the metallic and the
insulating phases, the Mott transition between them as well as
magnetic phases [15].
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Before we proceed, we briefly recall related studies, setting
aside superconductivity that we do not consider here [16].
Previous work focused mostly on the frustrated regime
0 < t'/t <1 (square lattice to triangular lattice) since these
anisotropy values, usually obtained from ab initio calcula-
tions [17-21], corresponded to all known BEDT organic
compounds. Theoretical investigations that were concerned
with the Mott transition in the interaction-frustration (U/t —
t'/t) phase diagram used methods that included path-integral
renormalization group [22], variational methods [23,24], exact
diagonalization [25], variational cluster approximation [26],
CDMEFT [27-30], and dual-fermion approaches [31]. Al-
though there are quantitative discrepancies between the dif-
ferent methods, metallic, insulating, nonmagnetic, and antifer-
romagnetic phases were found, generally in good agreement
with experiments [3—5]. A more detailed comparison between
experiment and some of the above theoretical calculations
appears in Ref. [17]. CDMFT was one of the most successful
approaches [28].

More recently, the M1d regime (1 < 7'/t < 2) has been
investigated [32,33]: For ¢/t ~ 1, the Hubbard model exhibits
a spiral order and possibly a spin liquid phase. Different
theoretical lattice approaches seem to agree with the presence
of a spin liquid and a collinear magnetic state with an
associated ordering vector Q = (0,7) for '/t > 1.2 [34,35],
even though they do not completely agree on the precise form
of the phase diagram, unlike for the case '/t < 1. In the
strong-interaction limit, i.e., for U >> ¢,t’, where the Hubbard
model in the insulating phase reduces to the Heisenberg model
with exchange interactions J = 4¢t2/U and J' =4t"?/U to
second order in perturbation theory [36] and, at higher order,
to models with more complicated spin interactions, such as the
two distinct ring exchange couplings K = 80¢*/U3 and K’ =
80¢2t”2/U? [37]. The Heisenberg model corresponding to the
MIld regime, i.e., 1 < J'/J < 2 has been extensively studied
using different methods such as linear spin-wave [38,39],
coupled cluster method [40], variational Monte-Carlo [41,42],
or density matrix renormalization group [43]. These methods

©2016 American Physical Society
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(b)

FIG. 1. (a) Illustration of the anisotropic triangular lattice with
dashed green lines emphasizing the two mirror planes v and v'. (b)
While the first cluster geometry, called the symmetry-preserving (SP)
cluster, displays the same symmetries v and v’ as the infinite lattice,
the second cluster geometry, called the quasi-one-dimensional (Q1d)
cluster, does not.

show that a spiral state is present for J'/J = 1, but they
give different magnetic phases in the M1d regime, e.g., a
spiral phase, a collinear magnetic phase, or a spin liquid state.
More sophisticated Hamiltonians including the ring exchange
coupling K in the anisotropic triangular lattice give arich phase
diagram where the presence of a Néel state, a spin liquid state,
or a spiral phase depends on the relative strength between K /J
and J'/J [44].

This paper is organized as follows: The Hubbard model
and the cellular dynamical mean-field theory (CDMFT) on a
plaquette with an exact diagonalization (ED) impurity solver
are detailed in Sec. II. In Sec. IIT A, results for the normal
state, showing a first order Mott metal-insulator transition
are presented. Magnetic states are explored in Sec. III B. Our
results are summarized in the phase diagram of Fig. 5. Finally,
the choice of cluster is motivated in Sec. IV, where we show, by
comparing results for the magnetic phases with other methods,
that a cluster sharing symmetries with the lattice is essential
for a reliable CDMFT calculation in this regime. We conclude
in Sec. V.

II. MODEL AND METHOD

We focus on the physics embodied in the Hubbard model
on the anisotropic triangular lattice

HA:_Ztijé;ra'éjO‘-’_ UZﬁmﬁw—pLZﬁ;g. (1)
i,0

i,j.0 i

All quantities are expressed in natural units (h =1 and
kg =1). Here, t;; are the hopping amplitudes between
sites i and j and can take two different values, ¢ and ¢,
illustrated in Fig. 1. The Fourier transform of the hopping
amplitudes #;; determines the anisotropic bare dispersion
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€x = —2t [cos(ky) + cos(ky)] — 2¢' cos(ky + ky). The on-site
Coulomb repulsion is U and u is the chemical potential set so
that the system is half filled. For that filling, the signs of # and ¢’
do not modify the phase diagram. Layered organic compounds
are usually half filled, but doped compounds [45,46] have been
investigated experimentally [47,48] and theoretically [49,50].

We focus on the MI1d regime 1.2 < ¢/t <2 using
CDMEFT [13,14], a cluster extension of dynamical mean-field
theory (DMFT) [15]. CDMFT approximates the infinite lattice
as a finite size cluster self-consistently coupled to a bath of
noninteracting electrons, thus taking into account dynamical
correlations as well as spatial correlations up to the size of
the cluster [51,52]. CDMFT, like DMFT, maps the system
into an Anderson impurity problem, which is then solved
self-consistently. In this paper, the quantum impurity problem
is solved using the exact diagonalization (ED) method [53] at
zero temperature. This method is restricted to a small number
Nj, of bath sites. While the Hamiltonian of the quantum impu-
rity problem is coded exactly, the ground state and the Green
functions of interest are found in a quasiexact way with the
Lanczos algorithm [52]. Exact diagonalization is robust in the
presence of frustration, unlike quantum Monte-Carlo methods
which suffer from the infamous sign problem [54]. Moreover,
it directly computes dynamical quantities as a function of
real frequencies. To summarize, the assumption inherent to
cluster approaches is that the essential physics of the system
originates from short-ranged correlations, which should be
the case in strongly-correlated magnetically-frustrated organic
compounds.

We solve the following cluster-bath Hamiltonian:

i,o

ij.o i
+ Z Emal;:gmgma
m,o
+ Y Omio (b}, 0 + Hee), )
m,i,o
where the indices i,j = 1,...,N, label the sites within the
cluster whereasm = 1, ..., N}, label the bath sites. The second

quantized operators ¢;, and b, annihilate electrons on the
cluster and in the bath, respectively. #;; are the hopping matrix
elements within the cluster, €,,, are the bath energies, and 6,
are the bath-cluster hybridization matrix elements. Besides, in
order to allow antiferromagnetism to appear, €,, and 6,,,
explicitly carry a spin variable o. A complication of the ED
method is that the CDMFT self-consistency condition cannot
be satisfied exactly because of the finite number of bath sites.
This condition is rather satisfied approximately by minimizing
a distance function. For further information on the matter, see
Refs. [53,55], and [56]. We use the same distance function
parameters as in the last two references, namely a frequency
cutoff at w,/t =2 and a “fictitious” inverse temperature
B/t = 50. To check that there are no artifacts associated with
the finite bath, we checked our results for the Mott transition
using CDMFT with a continuous-time quantum Monte-Carlo
(CTQMC) impurity solver [57,58] at finite but low temperature
(B/t = 20). For both clusters that we describe below, we found
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FIG. 2. (a) Symmetry preserving (SP) cluster. (b) Quasi-one-
dimensional (Q1d) cluster. The four cluster sites are black circles,
and the bath sites are green and orange squares. For simplicity, spin
indices o for the bath energies €, , and cluster and spin indices
i,o for the bath-cluster hybridization matrix elements 6,, ; , are not
explicitly shown. Depending on the symmetry of the phase being
explored, some of the variational parameters are taken equal. Note
that the bath sites do not have a position in real space and that the
QId cluster does not share the symmetries of the lattice, contrary to
the SP cluster.

agreement with our CDMFT plus ED solver for the values of
t’'/t that we tested (0.4 and 1.5) [59].

As illustrated in Fig. 2, we use clusters of N. = 4 sites
coupled to N, = 8 bath sites. Although the calculation is for
2 x 2 clusters, we expect to capture the main physics of the
lattice since studies using CDMFT have confirmed that results
on a2 x 2 cluster are quantitatively similar to those on larger
clusters, at least at high temperature [60]. All physical results
presented in the next sections are extracted from the symmetry-
preserving (SP) cluster of Fig. 1(b), whose parametrization
within the model Eq. (2) is detailed in Fig. 2(a). For large
values of t'/t, one might argue that the quasi-one-dimensional
character of the lattice must be present in the cluster. In order to
shed light on this question, the quasi-one-dimensional (Q1d)
cluster of Fig. 1(b), whose parametrization within the model
Eq. (2) is detailed in Fig. 2(b), has also been investigated. Our
results, presented in the following sections, will show that the
physics extracted from this second cluster geometry does not
compare well with other methods, leading us to conclude that
the SP cluster is a better representation of the infinite lattice in
the M1d regime.

III. RESULTS

A. Mott transition

First, let us focus on the Mott transition in the normal
state. Magnetic states are forbidden if one suppresses the spin
dependence of the bath parameters. The phase diagram was
obtained by changing '/t in steps of 0.1 and varying U/t
in much smaller steps. Therefore, the values of ¢'/t quoted
for phase boundaries in the following have an uncertainty of
order £0.05. We find that as long as #'/t < 1.2, the double
occupancy displays hysteresis bounded by jumps at U,.; and
U, as U decreases or increases, respectively (U,; < Ug).
These jumps are the signature of the usual Mott transition.
For the SP cluster at ¢/t > 1.3, the hysteresis region is still
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FIG. 3. (a) Double occupancy D = (ii;7i) for the SP cluster as a
function of U/t for t'/t = 1.3 (sky blue dashed line) and ¢/t = 1.7
(dark blue solid line). While the jump at low interaction defines the
lower critical ratio U, /¢, the change of slope at higher interaction
defines the upper critical ratio U, /t. (b) Double occupancy for the
Qld cluster as a function of U/t for ¢/t = 1.3 (light green solid
line) and ¢/t = 1.7 (dark green solid line). Here, the change of slope
defines a critical ratio U, /¢t analog to the upper critical ratio of the SP
cluster. It is investigated further through the low-frequency behavior
of the local density of states, Fig. 4. (c) Mott critical ratio U/t
as a function of ¢/t for the SP and Q1d clusters, in dark blue and
dark green, respectively. For #'/t < 1, the results are quantitatively
equivalent but differences clearly appear just above ¢'/t = 1.

present but is bounded by a jump only when U decreases.
As U increases, a mere change of slope occurs, as shown in
Fig. 3(a). Even without a jump in the double occupancy, the
Mott transition can be observed by studying the low-frequency
behavior of the local density of states A(w), as presented in
Fig. 4 for t'/t = 1.3. For U/t = 11.84, slightly smaller than
the upper critical ratio U, /¢t at '/t = 1.3, the local density of
states exhibits a low-frequency metallic behavior. When U /¢ is
increased only by a tiny fractionto U/t = 11.9, the opening of
an insulating gap in the local density of states signals the Mott
transition. The Mott transition of the Q1d cluster, presented
in Fig. 3(b), does not even feature a jump or some hysteresis
in the double occupancy. The local density of states, however,
indicates a Mott transition (not shown).

The critical ratios U,, /¢ presented in Fig. 3(c) as a function
of ¢/t illustrate one of the main differences between the two
cluster geometries considered in this paper. Indeed, for ¢’ /¢ >
1, U/t first decreases before increasing for the Q1d cluster
whereas it only increases monotonically for the SP cluster. The
later trend as a function of ¢/t is expected if we accept the

245133-3



S. ACHECHE et al.

0.20

Ut=11.84
0.15+ 1

—

‘3/0'””
<

0.05+

— Un=119 |

~0.10 1
3
<
N L M Jf\m |
0.00 ‘ :
-2 0 2

-4 4

w

FIG. 4. Local density of states A(w) for ¢/t = 1.3 in the normal
stateat U/t = 11.84and U/t = 11.9 on the SP cluster. A Lorentzian
broadening n = 0.035 was used. A metal-insulator transition occurs
between these two values of U/t.

simple picture that the critical value U, for the Mott transition
should increase with bandwidth. Surprisingly, this discrepancy
between the two cluster geometries does not hold for ¢/ /¢ < 1
since both geometries yield the same value of U, /¢ even if one
could assume that the Q1d cluster should be more appropriate
only in the M1d regime. An acceptable explanation for this
phenomenon has not been found yet, but the following section
will give arguments that lead us to believe that the results for
the SP cluster capture the correct physics.

B. Magnetic states

Within CDMFT, one can only look for commensurate
magnetic orders on the cluster. Therefore, this restriction does
not allow us to explore all possible magnetic phases nor to
distinguish between a spin liquid and an incommensurate
magnetic order (in the sense of a magnetic order whose unit
cell does not perfectly fit or repeat within the cluster). Hence,
we can only rule out a spin liquid by demonstrating that a
magnetic phase exists, but we cannot prove that a spin liquid
state will occur since we cannot explore all possible magnetic
states. In other words, not finding one of the allowed magnetic
states of our cluster in a Mott insulating phase is a necessary,
but not sufficient, condition for a spin liquid. A spin-liquid
state could occur only in a nonmagnetic insulating state (NMI
state).

For reasons that will become clear below, we present our
final phase diagram, including magnetic order, only for the
SP cluster. One can check from Fig. 5(a) that for '/t < 1.2,
we find the same results as in Ref. [28], namely a transition
from a metal to a Néel state for t'/¢ < 0.7, followed by a NMI
state that starts right above the Mott transition for ¢’/ &~ 0.7
and then undergoes a Néel transition at larger U/t if 0.7 <
'/t < 0.9. We did not investigate U/t > 12. Previous studies
indicate that a spiral order or a spin liquid could be present
in this area of the phase diagram [24,32,61], corresponding to
the NMI state of Fig. 5(a).
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FIG. 5. (a) Phase diagram for the Hubbard model obtained with
CDMEFT on the SP cluster. Black curve: Data from a previous study
of the low-frustration phase diagram carried out by Kyung ez al.
(Ref. [28]). Blue curve: Mott transition in the nonmagnetic normal
state. The bars indicate the boundaries of the coexistence region.
Red triangles: Metal to collinear magnetic state transition. Here, only
USMS /¢ is displayed. The lower critical interaction USMS /¢ cannot
always be found due to some numerical instabilities. Red area: The
collinear magnetic phase with wave vector Q = (0,7). AF, NMI,
CMS, and M denote the Néel state, the nonmagnetic insulator, the
collinear magnetic state, and the metallic state, respectively. (b) Same
phase diagram with " as energy unit, namely U/t" vs ¢/t for 1.2 <
t'/t < 2. This phase diagram can be more easily compared with the
results of Ref. [34].

For ¢'/t > 1.3, a first-order transition between a metal and
a collinear magnetic insulating state takes place for (0,7) or
(7r,0) upon increasing U/t, as shown in Fig. 5(a), and survives
at larger values of U/t. This transition occurs systematically
before the Mott transition in the sense that U CCZMS /t is smaller
than U, /t. The presence of this phase is not surprising
since different studies predict the appearance of this magnetic
phase in the M1d regime using lattice models [34,35] or
spin models [40,43,44,62]. At this magnetic transition, we
observe a jump in the double occupancy and a gap opening
in the spectral function. Some hysteresis can be seen in the
double occupancy, but while the upper critical interaction
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UL_CZMS can always be detected for any value of ¢'/¢, the
lower critical interaction USMS cannot always be found due
to some numerical instability [hence the absence of bars for
the red triangles of Fig. 5(a)]. Figure 5(b) shows the same
phase diagram as Fig. 5(a) using ¢’ instead of ¢ as the unit
of energy to allow an easier comparison with the results of
Ref. [34].

It is interesting to compare the phase diagram of Fig. 5(a)
with the one presented in Ref. [63] for the half-filled
square lattice with nearest-neighbor hopping (more suited
to the study of cuprates). This model is different and
the method is the variational cluster approximation [64],
but it presents the same collinear magnetic phase with
ordering wave vector (0,77) or (,0), for '/t larger than
t'/t ~0.9.

IV. CHOICE OF CDMFT CLUSTER

We saw that the results obtained with the Qld cluster
differ from those for the SP cluster. We have checked that
the assumption that the Mott transition occurs when U is
of the order of the bandwidth is not sufficient to choose the
appropriate cluster, although in this context the nonmonotonic
dependence on t'/t of the Mott metal-insulator transition is
suggestive of the inadequacy of the Qld cluster. However,
based on the symmetries satisfied by the SP cluster, as
illustrated in Fig. 1, it should capture the correct physics. This
is confirmed by the fact that the predictions for the magnetic
state obtained with the SP cluster agree with the results of
other methods that are available for comparisons. With the
Q1d cluster there is no commensurable magnetic state at all
in the M1d regime while other methods find stable magnetic
long-range order.

First, we searched for a collinear magnetic state (0,7)
using the restricted Hartree-Fock approximation on a 18 x 18
cluster. This method allows one, in principle, to map the
phase diagram for a large but finite number of magnetic
states and to study larger clusters than in CDMFT. Here,
we used Hartree-Fock just to confirm our magnetic phase
diagram in the M1d regime for the SP cluster. We thus
allowed only two magnetic states: the Néel order and the
collinear magnetic state. Even though CDMFT and Hartree-
Fock methods cannot be compared quantitatively, a qualitative
agreement is found: For 0 < ¢/t 5 1, a first-order metal
to antiferromagnetic (;r, 7r) insulator transition takes place
at a finite interaction U./t, whereas for ¢/t > 1.2, a first
order metal to collinear magnetic insulator transition is found.
Although the same magnetic states and the same order of
transition are found in the same range of ¢’ /¢ as in the CDMFT
plus ED solver method, the critical Hartree-Fock interaction
U./t has a lower value, around U./t &~ 6, mainly due to
the fact that the Hartree-Fock method is purely a mean-field
theory that neglects the fluctuations that renormalize down the
value of the interaction. Kanamori-Briickner screening is an
example of renormalization mechanism that is neglected in
Hartree-Fock.

Finally, the critical interaction for collinear magnetism
found with the SP cluster exhibits qualitatively the same
dependency on frustration as in the phase diagram of Ref. [34]
obtained by variational methods. The phase diagram in
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Fig. 5(b) presents our results with the same axis as in Ref. [34]
to ease the comparison.

Even though it is not a rigorous proof, the fact that the
appearance of a collinear magnetic state for 1.3 < ¢'/t < 2
is supported by three different numerical methods gives solid
arguments in favor of its presence in this region of the phase
diagram. The lack of collinear magnetism with the Q1d cluster
is an additional argument, beyond symmetry, to reject that
cluster.

V. CONCLUSION

In the moderately one-dimensional regime of the Hubbard
model on the anisotropic triangular lattice, a symmetry-
preserving cluster should be preferred to a quasi-one-
dimensional cluster geometry for calculations with clus-
ter dynamical mean-field theory. The symmetry-preserving
cluster gives magnetic phases in agreement with other
methods.

With the symmetry-preserving cluster, we obtained the
phase diagram using CDMFT with an exact diagonalization
solver in the moderately one-dimensional regime. There is
a line of first-order Mott transition where the critical U/t
monotonically increases with ¢’ /¢. We also found a first-order
metal-to-collinear magnetic state transition that occurs for
t'/t > 1.3 and does not allow any spin liquid state to appear in
this regime. For 0.7 < ¢/t < 1.2, no sign of magnetic states
covering the metal-insulator transition has been found. A spin
liquid or a magnetic order which is not commensurate with
our cluster, such as a spiral order, might however appear in
this region.

Our results at t'/t >~ 1.5 are particularly relevant for
experiment since they are supposed to describe the organic
compound k-H3(Cat-EDT-TTF), that seems to be a good
candidate for a spin liquid state [6]. At#'/f >~ 1.5, the collinear
magnetic state appears at a critical interaction strength that is
lower than the Mott critical interaction in the normal state. This
suggests that there cannot be a spin liquid state, i.e., a non-
magnetic insulating state at zero temperature, since a magnetic
phase covers the Mott metal-insulator transition. However,
the comparison with the real material is not straightforward
since we did not include multiband effects, near-neighbor
repulsion etc. Moreover, possible uncertainties in the value
of ¢/t coming from ab initio methods [10,17] can make the
real material x-H;(Cat-EDT-TTF), behave differently from
our model.
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