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Résumé

Même après plus de 30 ans de recherche, le mécanisme d’appariement des électrons pour
la supraconductivité à haute température n’est toujours pas connu. Une des voies privilégiées
pour tenter de le comprendre est l’étude des phases environnantes, comme la phase pseudogap
(PG). Bien que certaines formes du PG soient déjà bien comprises, celui des cuprates dopés
aux trous reste une des plus grandes énigmes de la physique à ce jour. C’est autour de ce
casse-tête que ce mémoire est construit.

De tous les mécanismes proposés pour expliquer la formation du PG, deux ont motivé
notre recherche : la formation de singulets et la physique de Mott. Ces propositions par Sordi
et al. [77] ont toutefois été sujettes à certaines critiques. L’utilisation d’un réseau carré, où
l’antiferromagnétisme (AFM) à longue portée est techniquement possible, pourrait expliquer
la formation du PG observé. De plus, la petite taille du réseau utilisé pourrait expliquer
le lien apparent entre le PG et la physique de Mott. Pour vérifier ces hypothèses, nous
utilisons un grand amas avec l’Approximation d’Amas Dynamiques / Dynamical Cluster
Approximation (DCA) sur un réseau triangulaire, où les fluctuations de l’AFM à longue
portée sont frustrés. De plus le réseau triangulaire représente un intérêt en soi puisque certains
composés peuvent être modélisés sur ce réseau, comme par exemple les composés organiques
supraconducteurs en couches.

Dans ce mémoire, nous prouvons que la ligne de Widom, qui est une conséquence des
transitions de premier ordre se terminant par un point critique, n’est pas un artefact des
petits amas. Nous montrons l’existence du PG au demi-remplissage, du côté dopé aux trous
et du côté dopé aux électrons pour un réseau triangulaire. Nous établissons un lien entre tous
ces PG et déduisons qu’ils ont une origine commune. Nous proposons que les fluctuations
de l’AFM à courte portée ne sont peut être pas liées à la formation du PG et proposons
plutôt un mécanisme impliquant l’ordre spiral à courte portée. Nous montrons aussi que le
PG est lié à la physique de Mott et que la transition de Sordi, une transition de premier
ordre entre le PG et un métal, n’en est qu’une conséquence. Nous démontrons également que
la Singularité de Van Hove / Van Hove Singularity (VHS) n’est pas liée à la formation du
PG. Nous finissons par proposer une méthode pour vérifier l’existence du PG dans de vrais
matériaux.
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Chapitre 0

Acronymes

cFL Liquide de Fermi corrélé / correlated Fermi Liquid
PG pseudogap
MI Isolant de Mott / Mott insulator
AFM antiferromagnétisme
BEDT-TTF bisethylenedithio-tetrathiafulvalene
VHS Singularité de Van Hove / Van Hove Singularity
AIM modèle d’impureté d’Anderson / Anderson Impurity Model
CT-QMC Monte Carlo Quantique en Temps Continu / Continuous-Time Quantum

Monte Carlo
CTMO Multi-orbital en Temps Continu / Continuous Time Multi-Orbital
DMFT Théorie de Champs Moyen Dynamique / Dynamical Mean Field Theory
CDMFT Théorie de Champs Moyen Dynamique pas Amas / Cluster Dynamical Mean

Field Theory
DCA Approximation d’Amas Dynamiques / Dynamical Cluster Approximation
FET Transistor par Effet de Champs / Field-Effect Transistor
DOS Densité d’État / Density of States
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte historique

En 1937, Jan Hendrik de Boer et Evert Johannes Willem Verwey remarquent un compor-
tement étrange dans un oxyde de nickel [16] : il se trouve qu’il est métallique à température
ambiante, mais isolant à plus basse température. Ce qu’il y a de plus surprenant, c’est que
son nombre impair d’électrons par cellule unité en fait un matériel que la théorie des bandes
prédirait comme un métal, il est donc prédit que ce matériel devrait être métallique selon
la théorie des bandes. La même année, Nevill Mott propose pour la première fois que la
répulsion électronique des électrons pourrait en être la cause [61].

C’est toutefois en 1949 que Mott arrive avec une théorie plus détaillée sur le sujet [60].
Il explique que dans les matériaux sans dégénérescence de spin, les endroits avec une paire
d’électrons et ceux sans électrons se lient ensemble, empêchant un matériel de conduire le
courant. Pour cette raison, nous l’appelons maintenant l’Isolant de Mott / Mott insulator
(MI).

En 1963, il est enfin possible de modéliser de façon précise le MI. Hubbard introduit
alors un modèle simple considérant les interactions locales en plus de l’énergie cinétique des
électrons [39]. Ce modèle connaît un succès énorme, permettant de mieux comprendre le MI,
et, bien plus tard, les supraconducteurs à haute température critique.

En 1979, la supraconduction dans des composés organiques est découverte [43], puis, en
1986, un état supraconducteur à haute température est découvert dans les cuprates [5]. En
apparence, ces deux types de matériaux semblent différents, mais dans les deux cas, leur état
supraconducteur ne peut être expliqué par l’usuelle théorie de couplage électron-phonon [25, 36],
appelé théorie BCS. La compréhension actuelle du mécanisme expliquant la supraconductivité
dans ces matériaux est floue, toutefois, le modèle d’Hubbard semble très prometteur dans la
description de ce type de matériaux [26]. N’étant pas un modèle soluble exactement dans un
cas avec interactions, plusieurs techniques de calcul ont été créées pour capturer l’essentiel
du problème, comme la Théorie de Champs Moyen Dynamique / Dynamical Mean Field
Theory (DMFT), la Théorie de Champs Moyen Dynamique pas Amas / Cluster Dynamical
Mean Field Theory (CDMFT) et la DCA (Dynamic Cluster Approximation), pour en nommer
quelques-unes.

Malgré les avancées qui ont été réalisées dans les dernières années dans la compréhension
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de la supraconduction, plusieurs problèmes restent irrésolus. Une avenue actuellement explo-
rée est l’étude des phases qui entourent la supraconduction. Dans le cadre de ce mémoire,
nous étudierons plus particulièrement le PG .

1.2 Les matériaux à électrons fortement corrélés
Les supra-conducteurs à haute température critique sont communément divisés en plu-

sieurs classes, dont les organiques et les cuprates. Ces deux classes de matériaux ont pour
points communs d’être en 2D ou quasi-2D et d’avoir des électrons fortement corrélés [97],
des caractéristiques à l’origine de phénomènes complexes. C’est dans ces matériaux qu’on
retrouve le MI [44, 50], le PG [44, 50] et la supraconductivité [50, 66]. Les diagrammes de phase de
la figure 1.2 nous montrent comment ces phases compétitionnent dans ces matériaux. Avant
de tenter de comprendre pourquoi ces matériaux expriment ces comportements, décrivons les
sommairement.

Figure 1.1 – a) Quelques exemples de cuprates. b) plan de CuO2 des cuprates. c)
Exemple d’un supra-conducteur organique, le θ-(BEDT-TTF)2I3. d) Couche bi-dimensionnelle de
bisethylenedithio-tetrathiafulvalene (BEDT-TTF). a-b) sont tirées de la référence [4], alors que c-d)
sont tirés de [73].

1.2.1 Cuprates et supra-conducteurs organiques

Commençons par une description des cuprates. Cette classe de matériaux pour laquelle
nous montrons quelques exemples à la figure 1.1 a) a pour caractéristique d’avoir des plans
de CuO2 séparés par des couches isolantes qui agissent comme un bain d’électrons avec lequel
le plan de cuivre-oxygène peut faire des échanges. Sur la figure 1.2 b), on voit ce plan de
cuivre et oxygène, et en a), de quelle façon ces plans sont séparés les uns des autres. C’est
en choisissant ce qu’on y met qu’on peut choisir le nombre d’électrons disponibles pour les
couches de CuO2, et donc, le dopage de notre matériel.

Les supraconducteurs organiques se distinguent en partie par leur composition. On les
forme normalement avec des plans d’halogène et de BEDT-TTF, les uns sur les autres en
couches, comme on le voit à la figure 1.2 c). La couche de BEDT-TTF est composée de
dimères, tel qu’on le voit à la figure 1.2 d), formés par un lien covalent entre deux monomères
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délivrant 1/2 électrons chaque aux plans d’halogène, en faisant un plan d’anions [74]. On peut
ainsi obtenir des matériaux avec un électron de valence sur chacun des dimères, ce qui en fait
des matériaux normalement sans dopage.

Ces deux classes de supraconducteurs ont chacune leurs propriétés et avantages. Par
exemple, dans les cuprates, changer la concentration en électrons sur les plans de CuO2 est
relativement simple, mais changer cette même concentration dans les dimères des organiques
est une opération pratiquement impossible. Changer la concentration en électron ou toute
autre propriété thermodynamique d’un matériel à électrons fortement corrélés peut amener
à plusieurs comportements différents de la part du matériel. Sur la figure 1.2 a), on peut
observer les différentes phases de la matière dans les cuprates lorsque la concentration en
trous ou en électrons est modifiée.

Les organiques ont l’avantage d’être mous, ce qui permet de facilement changer le pas de
leur réseau avec de la pression, contrairement aux cuprates. Ainsi, en augmentant la pression,
il est possible de passer, par le moyen d’une une transition de premier ordre, d’un isolant à
un supraconducteur, comme on peut le voir à la figure 1.2 b).

Une dernière différence est au niveau de la forme du réseau. Les cuprates sont strictement
limités à des réseaux carrés, alors que les organiques sont généralement des réseaux trian-
gulaires. Cette différence de géométrie a des implications sur la frustration des électrons, et
donc, sur l’existence même de la phase d’AFM, une phase qui prend une part importante des
diagrammes de phase des figures 1.2 a) et b).

1.2.2 Les phases des supraconducteurs à haute température critique

Nous avons vu jusqu’ici que ces matériaux expriment une foule de phases différentes, sans
expliquer en quoi elles consistent. Nous en parlerons plus en détails à la section 2.2 pour les
phases MI, PG et Liquide de Fermi corrélé / correlated Fermi Liquid (cFL), mais, afin de
justifier l’utilité de ce mémoire, nous présentons dans cette sous-section ce qui caractérise
principalement toutes les phases observées à la figure 1.2, on a

Isolant de Mott On définit normalement le MI par son caractère isolant, étant particuliè-
rement un isolant dû aux interactions dans un matériel, et non dû à la structure des bandes.
On retrouve le MI dans les cuprates quand le dopage est nul, ou dans les organiques à l’état
fondamental quand la pression est faible. Une de ses caractéristiques, similaire à n’importe
quel isolant, est l’absence de surface de Fermi.

Antiferromagnétisme L’AFM est une caractéristique de l’état fondamentale des cuprates
et des organiques pas trop frustrés0. C’est un anti-alignement des spins voisins dans le ma-
tériel.

0. On définit la frustration comme une mesure de la difficulté d’obtenir un état d’ordre AFM
colinéaire. Dans un état où la frustration est maximale, un Hamiltonien posant qu’il est avantageux
d’avoir des spins voisins anti-alignés, imposera un état fondamental fortement dégénéré.
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Liquide de Fermi corrélé Le cFL est un état dans lequel nous allons inclure plusieurs
phases différentes, particulièrement le métal étrange et le métal normal. Ces deux métaux se
distinguent par la présence de quasi-particules et d’une surface de Fermi bien définie. Selon
la définition de la référence [17], ce sont de bons métaux.

Pseudogap La définition du PG est souvent elle-même débattue, d’autant plus qu’on peut
classer le PG dans plusieurs catégories, le PG à interactions faibles et celui à interactions
fortes. Ces PG ont pour point commun une perte de poids spectral qui dépend du vecteur
d’onde. On comprend alors qu’un PG est associé à une disparition non-uniforme de la surface
de Fermi. On retrouve cette phase dans plusieurs contextes, par exemple dans les cuprates do-
pés aux trous, dopés aux électrons et à forte pression dans les organiques faiblement frustrés,
quoiqu’encore sujet à débat pour les deux derniers.

Supraconducteur La supraconduction est la phase pour laquelle la résistivité électrique
devient nulle. Cette phase est souvent vue comme le centre d’intérêt dans la recherche sur la
matériaux à électrons fortement corrélés, étant présente tant pour les organiques sous haute
pression, ou les cuprates dopés. Toutefois, cette phase ne sera pas le point central de recherche
dans ce mémoire.

Figure 1.2 – a) Diagramme de phase des cuprates en température et dopage. Cette figure est
tirée de la référence [20]. b) Diagramme de phase d’un supraconducteur organique en pression et
température, qu’on retrouve à la référence [51]. Dans ce mémoire, la phase PI correspond au MI.

1.3 Motivations
Le travail dans ce mémoire s’inscrit précisément dans la quête d’une meilleure compré-

hension du PG à fort couplage, soit celui qu’on retrouve dans les cuprates dopés aux trous.
Dans le but de comprendre cette phase, il faudra d’abord décrire l’évolution d’un système à
électrons fortement corrélé. On introduira pour cela les fonctions de Green et la self-énergie
à la section 2.1.1. Par la suite, à la section 2.1.2, les cuprates seront simplifiés en un modèle
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qui permettra de décrire la physique de ces matériaux : le modèle de Hubbard à une bande.
Cette base sur la physique à N-corps sera suffisante pour étudier l’état de l’art de la physique
de Mott et des phases qui nous intéresseront, respectivement aux sections 2.3 et 2.2. Cette
étude nous permettra de comprendre les principales théories derrière la formation du PG à
interactions fortes, puis de vérifier si le PG est lié à la physique de Mott et aux fluctuations de
l’AFM à courte portée. L’essentiel du travail de ce mémoire sera de vérifier ces propositions.

Pour cela, nous devons résoudre le modèle de Hubbard à deux dimensions, seulement
soluble exactement dans les cas sans interactions. Afin de résoudre le problème, nous intro-
duirons au chapitre 3 deux techniques de calcul, soit, la DMFT et la DCA, en plus d’introduire
les solutionneurs d’impureté. Armé de ces techniques de calcul, nous définirons notre Hamil-
tonien, notre réseau et nos amas au chapitre 4. Au chapitre 5, nous présenterons alors nos
résultats. Ceux-ci serons divisés en deux parties principales : les résultats au demi-remplissage
et ceux dopés.
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Chapitre 2

Théorie

2.1 Physique à N-corps

2.1.1 Fonction de Green et self-énergie

Dans cette sous-section, nous cherchons à décrire le mouvement de particules qui inter-
agissent entre elles. Pour ce faire, nous introduirons les fonctions de Green retardée et de
Matsubara, en plus de présenter la self-énergie pour prendre en compte les interactions.

Fonction de Green retardée GR

Nous avons besoin d’une fonction afin de pouvoir suivre l’évolution des électrons dans
le matériel. Cette fonction devrait nous donner l’amplitude qu’un électron à un endroit r′ à
un temps t′ se déplace vers un endroit r à un temps t. Pour des raisons de simplicité, nous
utiliserons kB = ℏ = 1. Dans ce contexte, nous définissons la fonction de Green retardée

GR(r, t, r′, t′) = −iθ(t− t′)
〈
r
∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣r′〉, (2.1)

où θ est la fonction Heaviside, et e−iĤ(t−t′) est l’opérateur d’évolution avec l’Hamiltonien Ĥ.
Nous pouvons écrire

GR(r, t, r′, t′) = −iθ(t− t′)
〈
0
∣∣Ψ(r)e−iĤ(t−t′)Ψ†(r′)

∣∣0〉, (2.2)

= −iθ(t− t′)
〈
0
∣∣Ψ(t, r)Ψ†(t′, r′)

∣∣0〉, (2.3)

où
∣∣0〉 est l’état fondamental du système et où Ψ†(r, t) et Ψ(r, t)sont les opérateurs de création

et d’annihilation d’un électron à la position r à un temps t. Pour des raisons de simplicité,
nous ne prendrons pas en compte le spin ici. Pour que l’équation 2.3 soit valide, nous avons
dû inclure l’antisymétrie quantique et l’indiscernabilité des fermions dans l’état fondamental∣∣0〉. Ces propriétés peuvent être explicitées par l’utilisation d’un anticommutateur dans la
définition de la fonction de Green. Nous adopterons donc la définition

GR(r, t, r′, t′) = −iθ(t− t′)
〈
0
∣∣{Ψ(t, r), Ψ†(t′, r′)

}∣∣0〉,
= −iθ(t− t′)

〈{
Ψ(t, r), Ψ†(t′, r′)

}〉
, (2.4)
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avec ⟨ .⟩ la moyenne thermodynamique pour généraliser le tout à température non-nulle et
aussi pour le cas à N-particules. Dans le but d’adapter la fonction de Green au problème
d’électrons dans un réseau cristallin, nous pouvons faire plusieurs transformations. D’abord,
posons une référence de temps t′ = 0. Ensuite, effectuons un changement de base tel que
Ψ†(t, r) =

∑
i c

†
i (t)⟨i|r⟩ où i est l’indice d’un site du réseau et c†i (t) est le nouvel opérateur

de création d’électrons. La dernière transformation consiste à considérer que le problème est
invariant sous translation, et qu’on peut donc faire une transformée de Fourier pour aller
dans l’espace réciproque. Nous avons donc

GR(r, r′, t) = −iθ(t)
〈{

Ψ(t, r), Ψ†(0, r′)
}〉

, (2.5)

GR(k, t) = −iθ(t)
〈{

ci(t), c
†
i (0)

}〉
, (2.6)

GR(k, t) = −iθ(t)
〈{

ck(t), c
†
k(0)

}〉
, (2.7)

où ck(t) et c†k(t) sont les opérateurs d’annihilation et de création d’un électron de vecteur
d’onde k au temps t. Ainsi, nous définissons le poids spectral A(k, t) comme

GR(k, t) = −iθ(t)A(k, t). (2.8)

En faisant la transformée de Fourier en temps, nous avons

GR(k, ω) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π

A(k, ω′)

ω + iη − ω′ , (2.9)

où iη, une toute petite partie imaginaire, sert à assurer la causalité. À partir d’ici, en utilisant
le théorème de Sokhatsky-Weierstrass [85], nous trouvons que

−2Im
(
GR(k, ω)

)
= A(k, ω), (2.10)

un résultat que nous utiliserons à plusieurs reprises dans les sections et chapitres suivants.

Fonction de Green de Matsubara G(k, iωn)

Maintenant, introduisons la fonction de Green de Matsubara

G(r, r′, τ − τ ′) = −
〈
TτΨ(r, τ)Ψ†(r, τ ′)

〉
, (2.11)

où τ = it est le temps imaginaire, que nous traiterons comme réel, et Tτ est l’opérateur d’ordre
temporel, qui force la causalité. En supposant l’invariance sous translation dans l’espace, nous
pouvons regarder cette fonction à partir de l’espace réciproque

G(k, τ − τ ′) = −
〈
Tτck(τ)c

†
k(τ

′)
〉
. (2.12)

Une des propriétés de la fonction de Green de Matsubara est d’être antipériodique sur l’in-
tervalle [0, β = 1/T [. Cela signifie que

G(k, τ) = −G(k, τ + β) ;− β < τ < 0. (2.13)
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Cette propriété nous permet de faire une transformée de Fourier pour obtenir une fonction
de Green en fréquences de Matsubara

G(k, iωn) =

∫ β

0

dτeiωnτG(k, τ),

=

∫ ∞

−∞

dω′

2π

A(k, ω′)

iωn − ω′ , (2.14)

où ωn = (2n+1)π
β

. Nous constatons ici que les équations 2.9 et 2.14 se ressemblent. En fait,
elles sont reliées par la seule limite GR(k, ω) = limiωn→ω+iη G(k, iωn).

Self-énergie Σ

Afin de prendre en compte les interactions, nous introduisons la self-énergie Σ par l’équa-
tion de Dyson :

G = G0 +G0ΣG, (2.15)

où G est la fonction de Green et G0 est la fonction de Green sans interactions. Si nous
multiplions à gauche par G−1

0 et à droite par G−1, nous avons

G−1 = G−1
0 −Σ, (2.16)

une fonction que nous pouvons expliciter en fonction du vecteur d’onde k et de la fréquence
ω

GR(k, ω) =
1

ω − ϵk + µ−ΣR(k, ω)
, (2.17)

où ϵk est l’énergie dépendante du vecteur d’onde dans le cas sans interactions et µ est le
potentiel chimique. ΣR est la self-énergie retardée. Nous n’avons par ailleurs plus besoin
de iη puisque la partie imaginaire de la self-énergie est toujours négative. Nous pouvons
interpréter la self-énergie de la façon suivante : sa partie réelle correspond au déplacement
en énergie à un vecteur d’onde donné, alors que sa partie imaginaire est le taux de diffusion
des électrons, à un signe près. On peut maintenant lier la fonction de Green en fréquences de
Matsubara avec la self-énergie :

G(k, iωn) =
1

iωn − ϵk + µ−Σ(k, iωn)
(2.18)

Les raisons qui nous poussent à chercher ces dernières fonctions en fréquence de Matsubara ou
en temps imaginaire peuvent sembler floues pour le moment, particulièrement parce qu’elles
sont difficiles à interpréter physiquement. Toutefois, pour faire des calculs, elles sont plus
simples d’utilisation, la raison pour laquelle nous en avons mis l’accent.
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2.1.2 Modèle de Hubbard

Simplifier le problème

L’étude expérimentale des matériaux fortement corrélés ne permet pas toujours d’isoler
les causes menant à certains phénomènes intéressants. C’est là que l’élaboration d’un modèle
théorique devient utile.

Il nous faut un Hamiltonien pour décrire les degrés de liberté les plus importants pour
la physique de ces matériaux. Nous utiliserons le modèle de Hubbard. Afin de simplifier
notre modèle, négligeons les plans isolants des cuprates et des organiques. Dans les cuprates,
nous considérons que chaque cellule unité comporte trois orbitales, l’orbitale d du cuivre et
les orbitales px, py des deux oxygènes. Il n’y a toutefois qu’une des trois bandes résultantes
qui passe près du niveau de Fermi [65]. En se limitant à cette bande, qui suffit à décrire la
majorité des phénomènes présents dans les cuprates, la cellule unité de cuivre et de dioxygène
des cuprates ne devient alors qu’un seul et même site, comme nous le voyons à la figure 2.1.
Pour un organique, un dimère devient un site.

Figure 2.1 – Simplification des cuprates par la simplification de la cellule unité. À gauche, les sites
de cuivre sont en vert et les sites d’oxygène sont en orange. Cette figure est tirée de la référence [14].
À droite, c’est une cellule unité dans le modèle de Hubbard à une bande.

Nous étudierons donc plus en profondeur le modèle de Hubbard à une bande. Écrit dans
le langage de la seconde quantification, nous avons

H =−
∑
⟨i,j⟩,σ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ (2.19)

où c†iσ et ciσ sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation des électrons
de spin σ agissant sur le site i, niσ = c†iσciσ correspond à l’opérateur de nombre qui compte
le nombre d’électrons au site i de spin σ, U est le coût en énergie pour que deux électrons
soient au même endroit, µ est le potentiel chimique et tij est le terme de saut entre un site i
et un autre j. Le symbole ⟨i, j⟩ indique l’ensemble des site i avec leur voisins j.

Le paramètre tij du modèle de Hubbard assure de considérer l’effet tunnel entre les sites.
Ce paramètre est un nombre réel. Ce terme vient de l’énergie cinétique. Par l’exclusion de
Pauli, il n’est possible d’avoir deux électrons sur le même site que s’ils ont un spin opposé.
Lorsque cela se produit, il faut considérer que ceux-ci se repoussent naturellement par la
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répulsion coulombienne écrantée, prise en compte par le paramètre U . Puisqu’on parle de
répulsion, U doit être un nombre positif.

Ici, pour l’étude du modèle, nous considérerons trois réseaux différents, tous représentés à
la figure 2.2 1), où seulement les termes saut au premier voisin t et les termes saut au second
voisin t′ sont considérés.

Modèle de Hubbard sans interactions

Commençons d’abord par l’étude des trois réseaux de la figure 2.2 1) dans le cas sans
interactions (U = 0). Les calculs pour la diagonalisation des Hamiltoniens sont explicités à
l’annexe S.1. Nous avons

ϵTC(k) = −2
(
t
(
cos(kx) + cos(ky)

)
+ t′ cos(kx + ky)

)
, (2.20)

ϵT (k) = −2t

(
cos kx + cos

(
1

2
kx −

√
3

2
ky

))
− 2t′ cos

(
1

2
kx +

√
3

2
ky

)
, (2.21)

ϵC(k) = −2
(
t
(
cos(kx) + cos(ky)

)
+ t′
(
cos(kx + ky) + cos(kx − ky)

))
, (2.22)

où, par rapport à la figure 2.2, ETC est l’énergie pour a), ET est l’énergie de b), et EC est
l’énergie de c). Nous avons aussi introduit t et t′, respectivement les termes de saut au premier
et deuxième voisin. À partir de ces résultats, nous pouvons facilement déduire tout ce qui
est montré à la figure 2.2. Nous n’entrerons pas dans les détails de cette figure puisque ce ne
sont que quelques exemples pour nous aider à comprendre tout le reste de ce mémoire, mais
quelques points doivent être sommairement abordés.

D’abord, les résultats du remplissage n(µ) et de la Densité d’État / Density of States
(DOS) ne changent pas en fonction de la base choisie, pour autant que la topologie du
réseau soit la même. Cette particularité est visible dans la comparaison des résultats des
deux réseaux triangulaires. Nous nous attendons à avoir un résultat similaire pour le cas avec
interactions.

Aussi, peu importe le réseau que nous utilisons, la VHS apparaît. En 3), elle apparaît
comme un pic clair dans la densité d’état, peu importe la frustration du réseau. Nous nous
servirons de ce concept plus tard.

Modèle de Heisenberg

Dans un cas où les interactions sont très fortes dans le modèle de Hubbard, c’est-à-dire
quand U >> t, nous pouvons déduire à partir de la théorie des perturbations au deuxième
ordre un Hamiltonien de style Heisenberg au demi-remplissage. Considérons t′ = 0

Heff =
∑
⟨i,j⟩

′
J
(
Si · Sj −

1

4

)

où
∑′

⟨i,j⟩ est la somme sur les voisins et où chaque lien n’est compté qu’une seule fois,
Si · Sj = Sz

i S
z
j +

1
2

∑
σ Si,σSj,−σ, et J = 4t2/U est le terme de superéchange entre deux sites.
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Figure 2.2 – Différents résultats qu’il est possible de d’obtenir avec différents réseaux dans le
modèle de Hubbard. a) Réseau triangulaire à base carrée b) Réseau triangulaire à base triangulaire,
c) Réseau carré frustré. 1) Le type de réseau utilisé, 2) le remplissage selon le potentiel chimique (le
point rouge est le demi-remplissage), 3) le poids spectral à fréquence nulle en fonction du potentiel
chimique µ, 4) l’énergie en fonction du vecteur d’onde k, 5) la surface de Fermi. Tous ces résultats
sont dans le cas sans interactions. Les réseaux triangulaires ont un t′ de −1, alors que le réseau carré
a plutôt un t′ = −0.3 dans le but de représenter les cuprates. Pour chacun des résultats en vecteur
d’onde, le potentiel chimique est ajusté pour être au demi-remplissage. Pour le réseau b), la zone de
Brillouin en 4) et 5) est hexagonale.
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Ce modèle, bien que très simple, a des implications importantes et intéressantes. En effet,
nous pouvons en conclure qu’au demi-remplissage, l’état fondamental d’un tel modèle doit
être AFM pour minimiser l’énergie d’un réseau avec peu de frustration. Nous nous servirons
de ce résultat pour comprendre l’état fondamental du MI.

Modèle de Hubbard avec interactions

Dans le cas où nous introduisons des interactions dans le modèle de Hubbard, il n’est plus
possible d’avoir des résultats exacts comme ceux montrés à la section précédente. Il devient
alors intéressant de pouvoir maximiser la portée de nos résultats par quelques connaissances
comme la transformation particule-trou, étudiée en détail à l’annexe S.2.

Figure 2.3 – Division d’un réseau principal de dimension infini en deux sous-réseaux, A et B.
La même chose pourrait être faite pour un réseau triangulaire anisotrope, mais pas pour le réseau
triangulaire, à moins de le considérer comme un limite où t′ = t de la figure 2.21a),1b). Les lignes
noires relient des sous-réseaux différents et les lignes rouges relient un mêmes sous-réseau.

Transformation particule-trou Dans les cas où il est possible de diviser un réseau en
deux sous-réseaux, comme à la figure 2.3, nous pouvons déduire plusieurs propriétés inté-
ressantes du Hamiltonien de Hubbard. Une de celles-ci est la transformation particule-trou.
Pour la trouver, utilisons le Hamiltonien

H =− t
∑
⟨i,j⟩,σ

c†i,σcj,σ − t′
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

c†i,σcj,σ + U
∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ. (2.23)

où la somme sur ⟨⟨i, j⟩⟩ fait référence à tous les j qui sont des seconds voisins à i. À partir
de ce point, nous effectuons la transformation
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c†i,σ → di,−σ(−1)l

ci,σ → d†i,−σ(−1)l

où l est l’indice du sous-réseau. Nous obtenons alors le Hamiltonien transformé

H = −t
∑
⟨i,j⟩,σ

d†j,σdi,σ − (−t′)
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

d†j,σdi,σ + U
∑
i

Di,↓Di,↑ − (U − µ)
∑
iσ

Di,σ (2.24)

où Di,σ est le nombre de trous de spin σ au site i et où une constante a été enlevée puisque
l’énergie est définie à une constante près. De tout ça, nous comprenons que

1. si nous changeons t′ → −t′, nous retrouvons la forme du Hamiltonien original. Mais
comme il faut aussi faire la même transformation sur les observables, ceci implique
que n → 2− n, µ → U − µ et k → k + (π, π).

2. En général, la transformation t → −t peut être compensée par un déplacement de
l’origine de la zone de Brillouin k → k + (π, π).

Les conséquences d’un tel changement s’étendent aussi à la fonction de Green et au poids
spectral. Sous la transformation particule-trou,

Gk(iωn) → −
(
Gk(iωn)

)∗
Ak(ω) → Ak(−ω).

Dans le cas d’un réseau non frustré, c’est-à-dire avec t′ = 0, nous pouvons trouver quelques
symétries très utiles. Particulièrement, nous pouvons prédire le potentiel chimique pour lequel
nous aurons le demi-remplissage, µ = U/2. Ceci découle d’une particularité des réseaux carrés
avec t′ = 0, soit une symétrie parfaite entre le côté dopé aux trous et dopé aux électrons.

2.2 Les phases
À la section 1.2, nous avons rapidement mentionné l’existence de plusieurs phases en com-

pétition dans les cuprates et les organiques. Dans cette section, nous les ré-introduisons avec
bien plus de détails et avec une base théorique du modèle de Hubbard, ce qui nous permettra
de mieux les comprendre. Concentrons-nous sur trois phases centrales à la réalisation de ce
mémoire : le MI, le cFL et le PG. Reprenant les résultats de Sordi à la référence [77], nous
étudierons principalement la figure 2.4.

2.2.1 Isolant de Mott (MI)

Contrairement aux isolants plus classiques, la structure de bande d’un MI n’est pas la
cause de son comportement isolant. En effet, lorsqu’il reste un électron de valence par site, les
fortes interactions locales U peuvent forcer les électrons à se localiser sur des sites, ouvrant
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Figure 2.4 – Cette figure montre certaines propriétés des phases MI, PG et cFL. a) Des exemples
de singulet, doublet et triplet sur une plaquette de 4 sites. Nous les définissons comme ayant respec-
tivement un spin de 0, 1/2 et 1. b) La distribution des états propres pour les différentes phases. S
est pour singulet, D est pour doublet, T est pour triplet, et R est pour tous les autres états propres.
Cette figure est partiellement tirée de la référence [77]. c) Schémas de la DOS pour les différentes
phases. d) Esquisse de la surface de Fermi pour les différentes phases dans un réseau carré avec
t′ = −0.3, une frustration qui n’est pas présente en b). La surface de Fermi du PG est celle d’un PG
à interactions faibles.

ainsi un gap. La figure 2.5 permet de visualiser les effets des interactions sur les bandes
d’énergie. La façon dont nous détecterons la présence d’un MI dans ce mémoire est par la
DOS en fonction de la fréquence, comme à la figure 2.4 c).

Ce genre d’isolant a une tendance à favoriser les fluctuations de l’AFM à longue portée [41]

et la formation de singulets, comme nous le voyons à la figure 2.4 b). Nous parlons ici de
fluctuation de l’AFM plutôt que d’AFM parce que dans un système en deux dimensions, le
théorème de Mermin-Wagner stipule que l’antiferromagnétisme à longue portée ne peut pas
exister [85]. Ce comportement est dû aux fortes interactions et à la faible frustration dans
les réseaux carrés. À la section 2.1.2, nous avons vu que les fortes interactions permettaient
d’approximer le modèle de Hubbard et obtenir un modèle de style Heisenberg, où un anti-
alignement des spins voisins minimise l’énergie.

Ce qui explique la figure 2.4 d) pour le MI est assez trivial : il ne peut pas y avoir de
surface de Fermi dans un matériau isolant.

17



Figure 2.5 – Une esquisse de l’effet des fortes interactions U sur une bande à moitié remplie. Nous
y voyons deux bandes, celle du bas est bien remplie, alors que celle du dessus n’est remplie qu’à
moitié. Cette figure a pour but de montrer comment le paramètre U crée un gap Eg dans la DOS.

2.2.2 Liquide de Fermi corrélé (cFL)

Ce que nous appelons le liquide de Fermi corrélé est un amalgame de plusieurs phases
métalliques, particulièrement le liquide de Fermi et le métal étrange. Nous ne montrerons pas
ici en détail la théorie derrière le liquide de Fermi, une phase décrite à la référence [63], ou
celle du métal étrange, qui est mal comprise. Discutons donc rapidement de quelques aspects
que nous utiliserons pour contraster le cFL avec le MI et le PG.

Le liquide de Fermi et le métal étrange ont des points en commun. Par exemple, ces deux
phases métalliques ne sont pas ordonnées, tel que vu à la figure 2.4 b). Bien que le concept
de quasiparticules soit bien défini pour le liquide de Fermi, ce n’est probablement pas le cas
pour le métal étrange. Il reste toutefois qu’on peut observer un pic dans la DOS près de ω = 0
pour ces deux types de métaux, comme nous suggérons sur la figure 2.4 c). Dans le texte,
nous ferons référence à un pic de quasiparticule dans le sens dont nous venons de parler. Les
expériences de magnétorésistance dépendantes de l’angle suggèrent aussi l’existence d’une
surface de Fermi bien définie [19], comme à la figure 2.4 d).

Le liquide de Fermi et le métal étrange se distinguent par le comportement de leur taux
de diffusion −Im(Σ) à basse température. La théorie du liquide de Fermi prédit que le taux
de diffusion dans un métal à basse température devrait être ∝ T 2, en contraste avec le métal
étrange qui est ∝ T . De plus, contrairement au liquide Fermi, le théorème de Luttinger n’est
pas respecté dans le métal étrange [98]. Puisque nous n’étudierons pas en détail la dépendance
en température du taux de diffusion, il nous est alors impossible de distinguer les deux,
justifiant alors un nom commun pour ces deux phases, cFL.
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2.2.3 Pseudogap

Nous distinguons normalement deux types de PG, celui à faibles interactions [58] et celui à
fortes interactions, une dichotomie décrite dans la référence [75]. Le premier est généralement
associé aux cuprates dopés aux électrons ou aux organiques sous forte pression. Il est par
ailleurs en grande partie résolu [67]. Le second est un des grands sujets de controverse en
physique des électrons fortement corrélés [45, 68]. Bien qu’il existe un clivage clair entre les
deux types de PG, une origine commune aux deux reste probable [38]. Décrivons d’abord le
comportement général des PG, puis, montrons en quoi ils diffèrent.

À la figure 2.4 c), nous présentons une esquisse de ce à quoi ressemble la DOS d’un PG.
Nous y remarquons l’absence d’un pic de quasi-particules près de la fréquence nulle dans la
DOS complète ou pour certains vecteurs d’onde. En fait, le concept de quasi-particule perd
son sens dans le PG [22]. Bien que cet indice d’entrée dans le PG soit assez simple à obtenir
et que nous l’utiliserons souvent pour savoir si nous sommes dans celui-ci, il ne constitue
pas en soit une preuve formelle de la présence d’un PG. Pour cela, il faut plutôt montrer
que la perte de poids spectral est dépendante du vecteur d’onde k. À la figure 2.4 d), nous
voyons un exemple de cet effet de perte de poids spectral dépendant du vecteur d’onde sur
la surface de Fermi. Ainsi, la perte de poids spectral près de ω = 0 en c) est généralement
due à l’apparition de ces trous dans la surface de Fermi.

Figure 2.6 – À gauche, l’esquisse d’un pseudogap dans un cuprate dopé aux électrons tel que vu
aux références [32, 86]. À droite, l’esquisse d’un PG dans un cuprate dopé aux trous tel que vu à la
référence [45]. La zone en traits blancs est la limite de la zone de Brillouin AFM.

Nous en venons alors à décrire ce qui distingue les différents PG. Nous reconnaissons
souvent le PG à interactions faibles dans deux cas : dans les organiques au demi-remplissage
en dessous de la transition de Mott [40, 58,70], ou dans les cuprates dopés aux électrons [22]. Ces
deux cas sont similaires sous plusieurs points, particulièrement, la perte de poids spectral se
trouve à des vecteurs d’onde croisant la zone de Brillouin AFM. Cet effet est illustré à la
figure 2.6. Le cas des PG à interactions faibles est normalement corrélé aux fluctuations de
l’AFM à longue portée, expliquant du même temps l’ouverture du PG. Dans un cas où le
système est dans la phase AFM, la cellule unité contient deux sites plutôt qu’un. La zone
de Brillouin de l’AFM est deux fois plus petite que la zone de Brillouin usuelle, comme à
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la figure 2.6 en pointillés blancs. Ainsi, dans le cas où il y aurait de l’ordre AFM à longue
portée, la surface de Fermi se referme autour de la nouvelle zone de Brillouin, tel qu’expliqué
à la référence [13]. Nous appelons cet effet, la reconstruction de la surface de Fermi. Dans le
cas où l’ordre est à courte portée, il n’y a que de la perte de poids spectral à l’intersection
avec la zone antiferromagnétique, les “points chauds” [88].

Les mécanismes exacts en cause dans la formation du PG à interactions fortes restent
à recueillir un consensus de la communauté. Nous le retrouvons dans les cuprates dopés en
trous [67]. Jettons un coup oeil à la figure 2.6 à droite, les pertes de poids spectral sont bien
différentes du cas à faibles interactions, les pertes partant de l’anti-noeud0 [45] au lieu d’être
localisées sur les croisements entre la surface de Fermi et la zone de Brillouin AFM. De plus,
puisqu’aucune fluctuation de l’AFM à longue portée ne peut justifier la reconstruction de
la surface de Fermi aux limites de la zone de Brillouin AFM, c’est-à-dire qu’aucune poche
de trous ou d’électrons peut se former aux limites de cette zone, il pourrait sembler qu’un
nouveau mécanisme soit nécessaire. Il avait alors été proposé que la VHS jouait un rôle dans
sa formation [11], mais il fût montré par la suite que ces deux phénomènes ne peuvent pas
être liés [68].

De telles constatations nous ramènent à la thèse initiale, semblable à celle du PG à in-
teractions faibles. La référence [19] a alors proposé une reconstruction de la surface de Fermi
autour de la zone de Brillouin AFM, montrant par le fait même que cette reconstruction est
compatible avec plusieurs résultats expérimentaux. De là découle l’idée que les fluctuations
de l’AFM à courte portée pourraient être la cause de la formation de ce PG. Sordi et al. [77]

ont testé cette hypothèse avec la CDMFT et ont montré que sur une plaquette 2 × 2, la
formation de singulets est grandement favorisée dans la phase PG. Nous voyons à la figure
2.4 b) que les singulets sont les états propres les plus favorisés par le PG. Une critique qu’on
peut émettre de ces derniers travaux porte sur leur l’utilisation d’un réseau carré : un tel
réseau favorise les fluctuations de l’AFM à longue portée.

Le PG à interactions fortes n’étant toujours pas résolu, un des objectifs du chapitre 5
sera de vérifier si les fluctuations AFM à courte portée sont vraiment à l’origine du PG.

2.3 Physique de Mott

Il n’existe pas de définition précise de la physique de Mott. Toutefois, la physique de
Mott inclut généralement la physique causée par le MI et tous les phénomènes liés au MI,
sans transition de phase claire [77]. Les sous-sections suivantes permettront d’éclaircir cette
définition, en exposant comment les phases autour du MI sont liées à celui-ci.

La section précédente a décrit les différentes phases qui compétionnent près du MI, mais
nous n’avons pas montré comment elles sont reliées. Nous verrons ici deux moyens utilisés

0. On distingue le noeud et l’anti-noeud comme deux endroits différents de la surface de Fermi.
Le noeud étant la partie de la surface de Fermi croisant une droite qu’on peut tracer entre les points
(0,0) et (π, π) dans l’espace réciproque. L’anti-noeud est plutôt la partie de la surface de Fermi près
des points (0,π) et (π, 0).
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pour observer la transition entre ces phases. D’abord, nous discuterons de la transition de
Mott par pression, puis celle par dopage.

2.3.1 Transition de Mott induite par la pression

Figure 2.7 – Spectre de la transition de Mott par pression au demi-remplissage fait avec la DMFT
dans un réseau carré sans frustration. D est ici le double du terme de saut au premier voisin t. Cette
image est tirée de la référence [47].

La transition de Mott induite par la pression est une transition de phase qui survient
quand la pression est appliquée à un matériel, soit lorsque les termes de sauts t et t′ aug-
mentent par rapport à U . Cette transition permet de passer d’un MI à faible pression, à un
cFL à forte pression.

Imaginons un réseau infini carré au demi-remplissage comme à la figure 2.2 1,c). S’il n’y
a pas d’interaction, rien hormis l’exclusion de Pauli n’empêche la mobilité des électrons, ce
qui résulte en une phase métallique. Cependant, si le rapport U/t augmente, c’est-à-dire le
coût pour avoir deux électrons au même endroit par rapport aux avantages de faire des sauts
entre des sites, nous pouvons nous imaginer qu’un rapport très élevé forcerait les électrons à
se localiser sur des sites pour éviter les doubles occupations. La conduction électrique devient
alors nulle et nous retrouvons le MI. Cette image illustre bien les cas extrêmes du rapport
U/t, mais ce qui nous intéresse, c’est comment la transition entre les deux se produit. C’est
dans cet optique que s’inscrit le travail en physique numérique de plusieurs personnes comme
Kotliar [47], Park [64] et Walsh [91].

La figure 2.7 est idéale pour visualiser la transition de Mott. Cette figure basée sur les
calculs de DMFT illustre comment la DOS évolue avec l’interaction. À faible interaction,
les électrons se concentrent autour de la fréquence nulle, soit un comportement typique des
métaux. À plus forte interaction, les électrons se localisent plutôt vers des fréquences non
nulles jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’états à ω = 0, créant ainsi le MI.
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Figure 2.8 – Transition de Mott au demi-remplisssage pour le réseau carré. a) Le cas qualitatif de
la DMFT tiré de la référence [47]. W est la valeur de U pour la transition de Mott à T = 0. b) Le
cas de la CDMFT, tiré de la référence [91].

La façon par laquelle cette transition survient dépend fortement de la température. Si
nous nous fions aux figures 2.8 a) et b), il semble exister une transition de phase de premier
ordre à basse température, puis, à plus haute température, une transition continue. Nous
verrons au chapitre suivant que la DMFT ne considère que les interactions locales. Sachant
cela, et sachant que cette transition de premier ordre existe dans de vrais matériaux [51],
l’existence de cette transition est donc due à des interactions locales.

2.3.2 Transition de Mott induite par le dopage

En 2002, Kotliar et al. ont découvert l’existence d’une transition de premier ordre par
dopage en utilisant la DMFT pour un réseau carré dans le modèle de Hubbard [46]. Nous
montrons ce résultat à la figure 2.9 a), un résultat par la suite obtenu par Werner [94]. Il avait
alors été montré que si nous changeons le potentiel chimique µ, il y avait une discontinuité
entre une phase métallique et le MI. Considérons la conductivité donnée par la formule
d’Einstein

σ = e2
(∂n
∂µ

)
D, (2.25)

où D est la constante de diffusion et e est la charge de l’électron. Avec les informations
données par les graphiques de la figure 2.9, nous ne pouvons pas déduire D. Toutefois, ayant
accès à la compressibilité ∂n/∂µ, nous avons un isolant lorsque celle-ci est nulle et un métal
autrement. La figure 2.9 a) nous montre alors une transition de premier ordre entre un
isolant et un métal. On considère généralement cette transition comme une partie intégrante
de la physique de Mott. Puisque la transition induite par le dopage n’a jamais été montrée
expérimentalement, rien n’exclut qu’elle ne puisse être qu’un artefact de la DMFT.

Par la suite, l’étude de cette transition a été faite en utilisant de petits amas. Les résultats
de CDMFT et de DCA des références [54, 76] montrent les premiers exemples de transition
de phase de premier ordre par dopage dans les amas. Macridin et al. ont trouvé une petite
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Figure 2.9 – a) Résultats obtenus par le groupe de Kotliar pour la transition de phase par do-
page dans un réseau carré [46]. Les conventions pour la figure sont différentes des conventions que
nous utilisons, à savoir que, dans leur cas, n = 1 signifie que la bande est entièrement remplie.
Aussi, comme discuté à la Sec. 2.1.2, les symétries d’un réseau carré permettent d’obtenir le demi-
remplissage à µ = U/2. Kotliar et al. utilisent alors cette convention pour présenter leurs résultats
à U > Uc1. b) Transition de phase par dopage avec quatre sites en DCA. Ce résultat a été obtenu
par Macridin et al. à la référence [54]. c) Transition de phase par dopage avec la plaquette de quatre
sites en CDMFT. Les températures pour les différentes valeurs de U sont T/t = 1/10 (triangles
bleus), 1/25 (carrés verts), 1/50 (cercles rouges), 1/100 (diamants noirs). Cette image est tirées de
la référence [77].

région dopée et connectée de façon continue à l’isolant [54], résultat affiché à la figure 2.9 b).
Cette région est toutefois métastable, en plus d’être très imprécise, ce qui n’a pas permis
d’en conclure qu’un métal peut être continûment connecté au MI malgré la présence d’une
transition de premier ordre. Werner et al. ont été les premiers à montrer que la transition
continue par dopage a une dépendance en vecteur d’onde [92], donc un comportement de PG.
Sordi et al. ont par la suite prouvé que le PG est thermodynamiquement stable lors d’une
transition de premier ordre dans les réseaux carrés [77]. Ces résultats sont présentés aux figures
2.9 c). Cela permet de définir la transition de Sordi comme une transition de premier ordre
entre deux métaux thermodynamiquement stables. Cependant, puisque ces derniers résultats
ont été obtenus avec un petit réseau de quatre sites, il n’est toujours pas exclu que cette
transition soit un artefact de la taille du réseau. La référence [79] présente une discussion
détaillée de cette transition. Puisque le PG est délimité par la transition de premier ordre,
Sordi et al. ont proposé que le PG est lié à la physique de Mott, une conclusion similaire celle
de Horio et al. [38].
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Étant donné que les résultats de Sordi sont nombreux et précis, il est utile de les com-
menter afin de les comparer avec ce qui est observé dans les cuprates. En considérant la
figure 2.9 c), sachant que le PG et le cFL sont séparés par la transition de premier ordre
ou approximativement par un point d’inflexion, nous voyons que le PG grandit en dopage
lorsque la température diminue ou que U augmente. Dans les cuprates dopés en trous, Ueff

pour le modèle à une bande est autour de 10, soit dans une plage de valeur pour laquelle
ces derniers résultats numériques sont valides. Ces résultats sont également cohérents avec
les résultats expérimentaux en pression [27] et en température [83] pour les cuprates dopés en
trous.

Ces résultats permettent encore une fois de lever une partie du voile sur les origines du
PG à interactions fortes. Nous avons observé que celui-ci n’était pas présent pour des calculs
de DMFT, mais qu’il l’était pour les techniques par amas. Cela implique que des corrélations
non-locales sont nécessaires à l’apparition du PG. Nous avons aussi vu qu’il semblait lié à la
physique de Mott elle-même, quelque chose que nous tenterons de vérifier dans ce mémoire.

Transition de Sordi

Puisque nous reviendrons à plusieurs reprises à ce sujet, il peut être utile de mieux com-
prendre comment nous définissons plus précisément la transition de Sordi. D’abord introduite
par Sordi et al. [77], elle représente un cas particulier de la transition de Mott induite par le
dopage. En fait pour avoir une transition de Sordi, il faut une transition par dopage de pre-
mier ordre entre deux métaux thermodynamiquement stables. Par thermodynamiquement
stables, nous insinuons que les deux métaux aient une part hors de la zone de coexistence en
potentiel chimique.

Pour bien la visualiser, la figure 2.9 c) montre plusieurs transition de phase par dopage.
On peut y identifier deux transitions de Sordi, une à U = 6.0 et T = 1/50, et U = 6.2 et
T = 1/100. Les figures a) et b) n’ont pas une telle transition pour les raisons suivantes. Dans
le premier cas, travaillant avec la DMFT, il n’y a pas de PG qui peut se former pour faire
office de métal connecté de façon continue au MI. Dans le second cas, il n’y a tout simplement
pas assez eu de calculs pour la trouver.

Cette transition est liée à la physique de Mott [78]. Étant donné que cette transition est
souvent ce qui sépare le PG et le cFL, il semble que la physique de Mott est aussi liée à la
formation du PG.
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Chapitre 3

Méthodes

Pour résoudre le Hamiltonien de Hubbard, nous utiliserons deux techniques de calcul au
cours de ce mémoire, soit la DMFT et une de ses généralisations pour amas, la DCA. Le
présent chapitre se concentrera sur la compréhension de ces techniques de calcul, en plus de
présenter les algorithmes de style Monte Carlo Quantique en Temps Continu / Continuous-
Time Quantum Monte Carlo (CT-QMC), tel que CT-INT et CT-AUX.

3.1 Théorie de Champ Moyen Dynamique (DMFT)

La DMFT a d’abord été introduite par Georges et Kotliar en 1992 [23], par la suite proposée
de façon indépendante par Jarell la même année [42]. Cette technique a connu un immense
succès. En particulier, elle a pu prédire la transition de premier ordre par pression, que nous
avons montrée à la figure 2.8 a). Nous n’avons donc plus à justifier son utilisation.

Le principe de la DMFT est simple. Nous souhaitons résoudre notre problème en sup-
posant l’existence d’une impureté placée dans un champ moyen, un endroit où toutes les
interactions se produiront. Contrairement aux champs moyens usuels, celui-ci est dit dy-
namique, puisqu’il dépend de la fréquence. Pour pouvoir créer une telle théorie de champ
moyen, il faut poser un nouvel Hamiltonien adapté à notre problème. Nous introduisons
alors le modèle d’impureté d’Anderson / Anderson Impurity Model (AIM).

3.1.1 Modèle d’impureté d’Anderson

D’abord introduit en 1961 par Anderson [1] pour mieux comprendre le rôle des impuretés
magnétiques dans les métaux, l’AIM s’explique comme suit. Le Hamiltonien est séparé en trois
parties. Nous appelons la première le bain, représentant un réseau infini sans interactions.
La deuxième partie se nomme l’impureté, s’occupant de tout ce qui se passe sur un site,
particulièrement les interactions sur l’impureté. La dernière partie, l’hybridation, couple le
bain et l’impureté en permettant un échange d’électrons entre les autres parties. Ainsi, séparés
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de cette façon, nous avons

HAIM =
∑
⟨i, j⟩σ

tbainij f †
iσfjσ︸ ︷︷ ︸

bain

+
∑
i, σ

(
t0ic

†
0σfiσ + c.h.

)
︸ ︷︷ ︸

hybridation

+Un↑n↓ − µ (n↑ + n↓)︸ ︷︷ ︸
impureté

HAIM = Hbain +Hhyb +Himp (3.1)

où c0σ et c†0σ sont les opérateurs d’annihilation et de création d’un électron de spin σ sur
l’impureté de l’amas à un site (Cluster), fiσ et f †

iσ sont ceux pour le bain au site i (free). U et
µ sont encore, respectivement, les mêmes termes d’interaction et de potentiel chimique que
dans le modèle de Hubbard. Finalement, les termes tbainij et t0i représentent respectivement
le terme de saut entre les sites de bain et le terme de saut entre l’impureté et un site de bain
i. À priori, nous n’avons pas connaissance des valeurs tbainij et t0i. Cette façon de représenter
l’AIM est bien utile pour comprendre comment notre problème est local, mais, pour présenter
l’hybridation plus tard, il nous sera plus utile d’avoir l’AIM dans une base où Hbain est
diagonal,

HAIM =
∑
ασ

ϵbainα f †
ασfασ +

∑
ασ

(
Vασc

†
0σfασ + c.h.

)
+ Un↑n↓ − µ (n↑ + n↓) (3.2)

où les nouveaux termes d’énergie du bain ϵbainα et d’hybridation Vασ seront, en DMFT, déter-
minés de façon auto-cohérente.

3.1.2 Fonction de Green locale Gσ
loc, de l’impureté Gσ

imp et libre Gσ
0

Pour bien comprendre la DMFT, il faut savoir différencier trois différentes fonctions de
Green, soit celle locale Gloc, de l’impureté Gimp et libre G0. À la différence de la section
2.1.1, définissons la fonction de Green dans l’espace des positions

Gσ(i, j, τ, τ ′) = −
〈
Tτci,σ(τ)c

†
j,σ(τ

′)
〉
HHubbard

. (3.3)

Nous pouvons interpréter cette dernière équation comme la moyenne thermodynamique
sur l’Hamiltonien de Hubbard pour ce qui se produit quand nous créons une particule au
temps τ ′ et au site j, puis qu’on la détruit au temps τ au site i. Nous visualisons alors
bien comment la fonction de Green agit comme une évolution dans le temps imaginaire
des particules sur le réseau réel. Nous avons aussi le produit chronologique qui apparaît
naturellement lorsqu’on travaille avec la représentation d’interaction en temps imaginaire.
Nous présentons la représentation en d’interaction à la section 3.3.1. Dans le cas de la DMFT,
ce qui nous intéresse est plus particulièrement la fonction de Green locale, donc l’évolution
dans le temps sur un seul site

Gσ(i, i, τ, τ ′) = −
〈
Tτci,σ(τ)c

†
i,σ(τ

′)
〉
HHubbard

. (3.4)

En général, nous voulons la fonction de Green en fonction du vecteur d’onde et de la
fréquence imaginaire, quelque chose que nous avions déjà rapporté à la section 2.1.1. À partir
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de celle-ci, nous pouvons obtenir la fonction de Green locale en sommant sur tous les vecteurs
d’onde

Gσ(i, i, iωn) = Gσ
loc(iωn) =

1

N

∑
k

1

iωn − ϵk + µ−Σσ(k, iωn)
, (3.5)

où cette fois, ϵk est l’énergie sans interactions au vecteur d’onde k, une énergie qu’on a
explicité pour certains modèles de réseau aux équations 2.20 à 2.22.

Vient par la suite la fonction de Green de l’impureté. Cette fonction est utilisée dans la
résolution du problème de l’AIM. Formellement, nous le définissons comme

Gσ
imp(τ, τ

′) = −
〈
Tτc0,σ(τ)c

†
0,σ(τ

′)
〉
HAIM

, (3.6)

ce qui équivaut à

Gσ
imp(iωn) =

1

iωn − ϵ0 + µ−∆σ(iωn)−Σσ
imp(iωn)

, (3.7)

où ϵ0 =
∑

k ϵk est généralement 0 avec la DMFT. Nous voyons aussi apparaître la fonction
d’hybridation ∆σ(iωn), parfois appelée champ de Weiss. Nous le définissons à partir des
éléments de l’équation 3.2 comme

∆σ(iωn) =
∑
k,σ

|Vk,σ|2

iωn − ϵbaink
. (3.8)

Nous avons alors tous les outils pour définir la dernière fonction de Green utile à la DMFT,
soit, la fonction de Green libre de l’impureté, ou dite sans interactions. Nous disons sans
interactions parce que c’est la fonction de Green de la portion sans interactions de l’AIM,
qu’il ne faut donc pas confondre avec la fonction de Green sans interactions du modèle de
Hubbard. Ainsi, nous la définissons formellement comme

Gσ
0 (τ, τ

′) = −
〈
Tτc0,σ(τ)c

†
0,σ(τ

′)
〉
Hbain+Hhyb

, (3.9)

ou

Gσ
0 (iωn) =

(
(Gσ

imp)
−1 +Σσ

imp

)−1
=

1

iωn − ϵ0 + µ−∆σ(iωn)
. (3.10)

Cette dernière fonction peut sembler, pour l’instant, assez inutile. Toutefois, nous verrons
à la section 3.3.1 que la représentation d’interaction nous permet de séparer HAIM en deux
portions, une avec et l’autre sans interactions. Il se trouve que ce sera nécessaire pour calculer
nos différentes observables.
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3.1.3 Principe de la DMFT

Ce que Georges et al. avaient particulièrement prouvé en 1992 [23], c’est qu’en dimension
infinie, l’équation

Σσ
imp(iωn) = Σσ(k, iωn) (3.11)

est exacte. Nous avions déjà vu la partie de droite de l’équation 3.11 à l’équation 2.18 dans
un contexte où nous n’avions pas inclus le spin. Inclure celui-ci n’a pas d’impact sur nos
équations. Dans le but de résoudre le modèle de Hubbard, l’équation d’auto-cohérence pour
la résolution du problème demande que la fonction de Green de l’impureté de l’AIM soit
identique à celle de la fonction de Green locale du modèle de Hubbard. Formellement,

Gσ
loc(iωn) = Gσ

imp(iωn). (3.12)

Une autre façon de comprendre ce problème est de regarder la figure 3.1 où nous pouvons
facilement visualiser les deux différentes fonctions de Green.

Figure 3.1 – Visualisation de l’auto-cohérence de la DMFT. À gauche, nous voyons la fonction de
Green locale dans le modèle de Hubbard, alors qu’à droite, nous voyons la fonction de Green de
l’impureté de l’AIM. Les flèches d’un modèle à l’autre représentent la boucle d’auto-cohérence qui
nous fait passer d’un problème à l’autre de façon auto-cohérente.

Montrons maintenant ce que fait la boucle de la DMFT. Il y a bien des façons pos-
sibles de démarrer la boucle. Nous allons montrer celle de Charles-David Hébert et Maxime
Charlesbois dans le programme Multi-orbital en Temps Continu / Continuous Time Multi-
Orbital (CTMO).

1. Choisir une fonction d’hybridation ∆σ,(l)(iωn) quelconque, mais préférablement près
de la solution réelle de notre problème.

2. Trouver la fonction de Green libre

Gσ,(l)
0 (iωn) =

1

iωn − ϵ0 + µ−∆σ(iωn)
(3.13)
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3. Envoyer la fonction de Green libre à un solveur de type CT-QMC, qu’on introduira
à la section 3.3.2.

4. Récupérer la fonction de Green de l’impureté à la sortie de l’algorithme CT-QMC,
puis, à l’aide de la fonction de Green libre, calculer la self-énergie de l’impureté

Σ
σ,(l)
imp (iωn) =

(
Gσ,(l)
0 (iωn)

)−1 −
(
Gσ,(l)
imp (iωn)

)−1 (3.14)

5. Trouver la fonction de Green locale

Gσ,(l)
loc (iωn) =

1

N

∑
k

1

iωn − ϵk + µ−Σ
σ,(l)
imp (iωn)

(3.15)

6. Trouver la nouvelle fonction d’hybridation

∆σ,(l+1)(iωn) = iωn + µ−
(
Gσ,(l)
loc (iωn)

)−1 −Σ
σ,(l)
imp (iωn) (3.16)

7. Vérifier la condition d’auto-cohérence

Gσ
loc(iωn) = Gσ

imp(iωn) (3.17)

8. Envoyer la nouvelle fonction d’hybridation ∆σ,(l+1) à l’étape 2 jusqu’à convergence.

3.2 Dynamical Cluster Approximation (DCA)

D’abord introduite par Hettler et al. [34, 35] en 1998, la DCA est une technique de calcul
qui découle de la DMFT, mais prend en compte les interactions non-locales à courte portée.
Le choix de la DCA pour nos travaux s’est basée sur plusieurs critères : sa convergence plus
rapide pour certaines observables, tel que discuté aux références [3, 9, 10], et sa propriété
d’invariance sous translation, une propriété importante pour les amas, mais absente de la
CDMFT.

Étant donné que la DCA est une technique d’amas, il faut d’abord savoir comment
construire l’amas et ses connections au bain dans le modèle d’impureté d’Anderson. Par
la suite, nous aurons les outils pour montrer l’invariance sous translation de la technique et
nous finirons par la procédure de calcul.

3.2.1 Construction de l’Amas

Il est difficile de rendre la construction d’un amas en DCA très général. Pour cette raison,
la section 4.2 expliquera en détail les caractéristiques qui permettent de créer un amas de
qualité, mais en prenant l’exemple des réseaux utilisés dans ce mémoire. Une certaine base
peut toutefois être établie, permettant de comprendre un peu cette technique de calcul.

Supposons que nous ayons un total de Nc sites dans notre amas aux positions Xi. Une
des caractéristiques, aussi ce qui fait la force de la DCA, est que les sauts intra-amas doivent
inclure des conditions aux limites périodiques, comme si l’amas était un tore. Généralement,
nous définissons la périodicité de notre amas par les vecteurs de translation Rx,Nc et Ry,Nc
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pour un réseau en deux dimensions. Avec ces vecteurs, nous pouvons trouver les vecteurs qui
nous serviront à positionner nos sites sur le réseau réciproque

R∗
x,Nc

=
2π

V
Ry,Nc ∧ ẑ (3.18)

R∗
y,Nc

=
2π

V
ẑ ∧Rx,Nc (3.19)

où ẑ est le vecteur unité dans la direction z et V = |Rx,Nc · (Ry,Nc ∧ ẑ)| est le volume. Prenons
la base X̂ et Ŷ qui définit notre réseau réel, la position des sites sur le réseau réel sera alors
donnée par

Xi = αiX̂ + γiŶ, (3.20)

où αi et γi sont des constantes spécifiques à chaque site. Cela nous amène à trouver la position
de chacun de ces sites sur le réseau réciproque en utilisant les vecteurs du réseau réciproque
que nous avons trouvé aux équations 3.18 et 3.19

Ki = αiR
∗
x,Nc

+ γiR
∗
y,Nc

. (3.21)

À partir de là, il faut créer des zones d’intégration dans l’espace réciproque autour de
chacun de ces sites. Celles-ci ont peu de conditions, mais elles sont bien importantes. D’abord,
les zones ne doivent pas s’entrecouper, ensuite elles doivent être de volume égal et couvrir
toute la zone de Brillouin.

3.2.2 Modèle d’impureté d’Anderson pour amas

Nous verrons à la section 3.3 que nous utiliserons deux Hamiltoniens pour résoudre notre
problème, soit, celui de Hubbard et celui du modèle d’impureté d’Anderson. Dans le second
cas, le modèle doit pouvoir être séparé en deux portions, soit une portion avec interactions
et une autre sans interactions. L’AIM généralisé aux amas HAIMc ressemble à

HAIMc =
∑
α,σ

ϵαf
†
ασfασ︸ ︷︷ ︸

bain

+
∑
α,i,σ

(
Viαc

†
iσfασ + c.h.

)
︸ ︷︷ ︸

hybridation

+Himp, (3.22)

avec

Himp =
Nc∑
i=0

(
ϵ̄Ki

c†Ki,σ
cKi,σ − µnKi,σ

)
︸ ︷︷ ︸

Sans Interactions (SI)

+
Nc∑
i=0

U
(
ni↑ni↓ −

ni↑ + ni↓

2

)
︸ ︷︷ ︸

Interactions (I)

, (3.23)

où ϵ̄Ki
=
∑

k̃ ϵKi+k̃, c
†
Ki,σ

et cKi,σ sont les opérateurs de création et d’annihilation sur la zone
Ki, nKi,σ est l’opérateur nombre sur cette même zone et la somme sur les α est une somme
sur les sites de bain. Notons aussi la somme k̃ sur les vecteurs d’onde de la zone de Brillouin
originale entourant chacun des vecteurs Ki. Les k̃ dépendent évidemment du Ki considéré
et de la façon dont les zones entourant chacun des Ki sont définies. Nous avons alors

HAIMc = Hbain +Hhyb +HSI +HI . (3.24)
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3.2.3 Invariance sous translation

Pour avoir l’invariance sous translation, il est nécessaire de l’imposer dans l’hybridation.
Pour comprendre, nous explicitons l’hybridation dans l’espace réel

∆ij(iωn) =
∑
α

Viα
1

iωn − ϵα
Vαj (3.25)

où nous comprenons que l’hybridation est faite entre deux sites, i et j. Pour assurer l’inva-
riance sous translation, il faut imposer qu’un même type de saut, par exemple en ŷ, ait la
même fonction d’hybridation.

Suivons la démarche de la référence [57]. En CDMFT, cette propriété d’invariance sous
translation est absente comme le révèle un élément de la matrice de saut entre les sites aux
positions Xi et Xj

[t(k̃)]XiXj
=

1

Nc

∑
K

ei(K+k̃)·(Xi−Xj)ϵK+k̃ (3.26)

où ϵK+k̃ est l’énergie dans un cas sans interaction, tel que nous l’avions vu aux équations
2.20, 2.21 et 2.22.

Pour mieux comprendre l’équation 3.26, il est utile de mentionner que c’est un peu comme
si nous avions une transformée de Fourier de l’énergie dans l’espace réciproque vers le réseau
réel. De façon générale, les super vecteurs du réseau réciproque K représentent les sauts
entre les sites du réseau réel, alors que k̃ représente les sauts inter-amas dans le réseau réel,
x̃. La dépendance de [t(k̃)]XiXj

en k̃ dans l’exponentielle nous montre que l’invariance sous
translation est brisée. En particulier, l’exponentielle ne dépend pas seulement de la différence
de position entre deux sites, mais aussi de l’amas choisi à travers la dépendance en k̃. Pour
corriger ce problème, la périodicité du réseau en DCA nous permet d’ajouter un facteur de
phase à notre élément de matrice

[tDCA(k̃)]XiXj
=

1

Nc

∑
K

ei(K+k̃)·(Xi−Xj)ϵK+k̃e
−ik̃·(Xi−Xj),

=
1

Nc

∑
K

eiK·(Xi−Xj)ϵK+k̃, (3.27)

nous amenant à avoir le saut inter-amas

[tc,DCA]XiXj
=

1

Nc

∑
K

eiK·(Xi−Xj)ϵ̄K. (3.28)

où ϵ̄K est l’énergie moyenne dans la zone d’intégration K. L’hybridation est traitée de la
même façon, c’est à dire qu’elle ne dépend que de K et de iωn.
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3.2.4 Procédure de calcul

La procédure de calcul est très similaire à ce que nous avions vu pour la DMFT à la
section 3.1.3. Le programme CTMO requiert la fonction d’hybridation ∆σ,(l)(Ki, iωn) en
entrée. Ainsi, en suivant la figure 3.2, nous envoyons les Nc fonctions de Green libres

Gσ,(l)
0 (Ki, iωn) =

1

iωn − ϵ̄Ki
+ µ−∆σ,(l)(Ki, iωn)

(3.29)

au solveur CT-AUX, un solveur habilité aux calculs sur amas [57] qu’on discutera à la section
3.3.5. Le solveur d’impureté en ressort les fonctions de Green des impuretés Gσ,(l)

imp (Ki, iωn).
Nous calculons maintenant la self-énergie des impuretés

Σ
σ,(l)
imp (Ki, iωn) =

(
Gσ,(l)
0 (Ki, iωn)

)−1 −
(
Gσ,(l)
imp (Ki, iωn)

)−1 (3.30)

pour trouver l’analogue des fonctions de Green locales, qui dépendent maintenant des Ki

Gσ,(l)
loc (Ki, iωn) =

Nc

N

∑
k̃

1

iωn − ϵKi+k̃ + µ−Σ
σ,(l)
imp (Ki, iωn)

(3.31)

où N est le nombre de point total dans l’espace réciproque. Le terme «locale» n’a plus
vraiment le même sens qu’avec la DMFT, mais nous conservons cette désignation pour bien en
comprendre l’analogie avec celle-ci. Par la suite, nous pouvons calculer la prochaine fonction
d’hybridation

∆σ,(l+1)(Ki, iωn) = iωn + µ−
(
Gσ,(l)
loc (Ki, iωn)

)−1 −Σ
σ,(l)
imp (Ki, iωn). (3.32)

La condition d’auto-cohérence est que Gσ,(l)
loc (Ki, iωn) = Gσ,(l)

imp (Ki, iωn). Si elle n’est pas rem-
plie, on renvoie une nouvelle fonction de Green libre au solveur d’impureté pour faire une
nouvelle itération de calcul.

Figure 3.2 – Procédure générale pour un calcul de DCA. L’image est tirée de la référence [34].

3.3 Monte Carlo Quantique en Temps Continu
Nous avons discuté, avec la DMFT et la DCA, de l’importance du solveur d’impureté,

sans lequel ces dernières techniques n’ont aucun intérêt. Il en existe heureusement plusieurs,
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chacun adapté à des problèmes différents. Ici, nous discuterons particulièrement des solveurs
de type CT-QMC, avec une attention particulière à CT-INT et CT-AUX, où la résolution se
fait en puissance des interactions.

La section suivante portera sur la représentation d’interaction, nécessaire pour la suite, où
nous introduirons les algorithmes de type CT-QMC, pour finir avec les algorithmes CT-INT
et CT-AUX.

3.3.1 Représentation d’interaction

L’objectif général du solveur est bien entendu de faire ressortir la moyenne thermody-
namique de quelques observables. Prenons l’exemple de l’observable quelconque O(t), nous
trouvons sa moyenne thermodynamique avec le Hamiltonien H

⟨O⟩H =

∑
l∈Ω

Ol(τ)e
−βHl

Z
(3.33)

où β = 1/T , τ = it, Hl est l’énergie de l’Hamiltonien dans la configuration donnée par le
point l dans l’ensemble des états propres de l’énergie Ω, Ol est la valeur de l’observable dans
la configuration l et Z est la fonction de partition qu’on définit comme

Z =
∑
l∈Ω

e−βHl . (3.34)

Une autre façon d’écrire l’équation 3.33 est de la mettre sous la forme d’une trace comme
Tr(O(τ)e−βH)/Z, une notation qui nous sera plus utile pour la suite.

Maintenant que nous savons qu’est-ce que nous devons calculer, concentrons-nous sur le
comment. L’idée générale de la stratégie est de commencer par séparer notre Hamiltonien H
en deux parties H = Ha + Hb en considérant que la partie Ha est la partie non-perturbée
de l’Hamiltonien. À partir de là, il serait plutôt utile de trouver une façon de séparer e−βH

en deux parties, dont l’une seule prendrait en charge les perturbations. Pour ce faire, il faut
passer par la représentation d’interaction, pour laquelle une lecture détaillée de la référence
[85] peut s’avérer utile. Posons alors une équation ayant la forme

e−βH = e−βHaUI(β). (3.35)

Nous pouvons alors dériver les deux côtés de l’équation

∂

∂β
e−βH =

∂

∂β

(
e−βHaUI(β)

)
−(Ha +Hb)e

−βH = −Hae
−βHaUI(β) + e−βHa

∂

∂β
UI(β)

−eβHaHbe
−βHaUI(β) =

∂

∂β
UI(β)

−HIb(β)UI(β) =
∂

∂β
UI(β), (3.36)
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où nous comprenons que HIb(β) est la partie perturbatrice de notre Hamiltonien dans la
représentation d’interaction. Nous pouvons alors résoudre l’équation différentielle∫ β

0

∂

∂τ
UI(τ)dτ = −

∫ β

0

HIb(τ)UI(τ)dτ

UI(β) = 1−
∫ β

0

HIb(τ)UI(τ)dτ (3.37)

(3.38)

où le 1 apparaît parce que UI(0) = 1. Nous avons alors

UI(β) = 1−
∫ β

0

HIb(τ)dτ +

∫ β

0

HIb(τ)dτ
∫ τ

0

HIb(τ
′)dτ ′

−
∫ β

0

HIb(τ)dτ
∫ τ

0

HIb(τ
′)dτ ′

∫ τ ′

0

HIb(τ
′′)dτ ′′ + ... (3.39)

Nous pouvons constater un fait intéressant de la dernière équation : chaque terme d’ordre
k peut être réarrangé de k! façons pour que chaque intégrale couvre l’intervalle de 0 à β.
Ainsi, nous pouvons réécrire

UI(β) = 1−
∫ β

0

HIb(τ)dτ +
1

2!
Tτ

∫ β

0

HIb(τ1)dτ1
∫ β

0

HIb(τ2)dτ2

− 1

3!
Tτ

∫ β

0

HIb(τ1)dτ1
∫ β

0

HIb(τ2)dτ2
∫ β

0

HIb(τ3)dτ3 + ... (3.40)

ou

UI(β) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Tτ

(∫ β

0

HIb(τ)dτ

)k

(3.41)

où Tτ est l’opérateur d’ordre chronologique, lequel s’assure que l’ordre des intégrales soit
toujours du temps le plus tard (à gauche) au temps le plus tôt (à droite). Nous pouvons
réécrire l’équation sous sa forme la plus concise

UI(β) = Tτe
−

∫ β
0 HIb(τ)dτ . (3.42)

Nous en arrivons donc finalement à chercher

Tr
(
O(τ)e−βHaTτe

−
∫ β
0 HIb(τ)dτ

)
. (3.43)

Donc, concrètement, il est légitime de se demander quel est notre Hamiltonien, une ques-
tion pour laquelle la réponse dépend bien entendu du problème qu’on veut résoudre. Prenons
le cas le plus simple, celui de la DMFT. Dans ce cas, nous utilisons l’AIM de l’équation
3.1. Nous distinguons alors trois grandes classes d’algorithme CT-QMC. Il y a CT-HYB [93],
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pour lequel le développement de l’exponentiel est en puissance de l’hybridation entre le bain
et l’impureté, posant donc Ha = Hbain + HI et Hb = Hhyb. Il existe aussi CT-INT [71] et
CT-AUX [29], tous deux des développements en puissance des interactions, c’est-à-dire que
Ha = Hbain +Hhyb et Hb = HI , à la différence que CT-AUX utilise un champ auxiliaire pour
la résolution du problème.

Chacune de ces techniques a ses propres avantages, par exemple, l’ordre de développe-
ment k de l’équation 3.41 est moins élevé pour CT-HYB que CT-INT, ce qui lui permet de
se rendre à des températures plus basses ou des U plus élevés. CT-INT et CT-AUX sont
équivalentes [62] et ont plutôt l’avantage de pouvoir être utilisés avec de grands amas. Dans
ce mémoire, l’algorithme CT-AUX est utilisé.

3.3.2 Introduction aux techniques de CT-QMC

Figure 3.3 – Procédure générale pour un algorithme CT-QMC. L’image est tirée de la référence [30].

Ce type de solveur se base sur deux piliers très importants pour résoudre des problèmes.
D’abord, pour converger, notre problème doit être ergodique, c’est-à-dire que tous les états du
système doivent être accessibles à partir de tout autre état x. Un cas trivial d’un problème non
ergotique serait d’avoir un spin figé sur un site, ce qui empêcherait d’accéder à tous les états
d’un système. Ce genre de cas n’est pas attendu ici, mais il existe certaines exceptions non
triviales qui peuvent amener à un système non-ergotique, tel que quand certaines symétries
spatiales sont brisées dans le bain [82]. Un autre point important est que le bilan détaillé soit

35



respecté, soit

P (x → y)
P (y → x)

=
p(y)
p(x)

(3.44)

où p(x) est la probabilité de se trouver dans la configuration x, et P (x → y) est la proba-
bilité de passer de la configuration x à la configuration y. Cette dernière a deux parties, la
probabilité de proposer une certaine transition, fois la probabilité de l’accepter.

De telles conditions amènent bien entendu à se questionner sur la définition qu’on donne
à une configuration. Une configuration x est donnée par (k, γ, (τ1, ...τk)), où k est l’ordre de
développement de l’équation 3.41, γ est un indice qui associe, par exemple, un spin ou un
site à la configuration. Pour simplifier, nous utiliserons la notation (k, γ, ...τk). Puis, les τi
indiquent les temps associés à chaque vertex. En langage commun, un vertex est un événement
qui se produit au temps τ , entre les temps 0 et β.

À la figure 3.3, nous y voyons la boucle de l’algorithme CT-QMC. Pour bien comprendre
son déroulement, nous procéderons étape par étape en supposant que l’initialisation ait déjà
été faite.

1. Choisir le type de mise à jour.
À cette étape, nous devons choisir si nous allons insérer ou retirer un vertex. Une façon
de faire consiste à prendre l’un ou l’autre au hasard, avec une probabilité égale.

2. Proposer la nouvelle configuration
Dépendamment de l’étape précédente, la nouvelle configuration sera d’un ordre k− 1
ou k + 1. Dans le cas où nous retirons un vertex, celui-ci est choisi au hasard parmi
ceux qui sont présents. Ainsi, le vertex i a une chance 1/k d’être retiré. Dans le cas où
nous ajoutons un vertex i, nous le faisons à un temps aléatoire entre 0 et β. Sachant
que le temps est continu, nous avons une probabilité dτ/β d’ajouter le vertex i au
temps τi.

3. Calculer la probabilité d’accepter la mise à jour proposée
À cette étape, nous devons vérifier si la nouvelle configuration sera acceptée. Il incombe
donc de vérifier la probabilité qu’on le fasse en trouvant d’abord le rapport dont nous
aurons besoin pour calculer la probabilité d’acceptation

R
(
(k, γ, ...τk) → (k + 1, γ, ...τk+1)

)
=

w(k + 1, γ, ...τk+1)

w(k, γ, ...τk)

β

k + 1
(3.45)

où w(k, γ, ...τk) est un poids associé à la configuration d’ordre k, que nous spécifierons
à la section suivante pour l’algorithme CT-INT. Le facteur β/(k + 1) nous vient de
la probabilité de proposer ce type de transition. Il est à noter que tous les dτi se
simplifient, justifiant pourquoi il n’y a pas de facteur dτ dans l’équation précédente.
Dans le cas où nous retirons un vertex, le rapport est plutôt

R
(
(k, γ, ...τk) → (k − 1, γ, ...τk−1)

)
= 1/R

(
(k − 1, γ, ...τk−1) → (k, γ, ...τk)

)
(3.46)

Cette étape peut s’avérer très coûteuse en calcul, particulièrement dû au fait qu’il faut
calculer le déterminant d’une matrice possiblement très grande.
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4. Algorithme de Metropolis-Hastings
Ici, en utilisant l’algorithme de Metropolis, nous acceptons la nouvelle configuration
avec une probabilité donnée par

P acc(x → y) = min[1, R(x → y)]. (3.47)

Si elle n’est pas acceptée, l’ancienne configuration est conservée.

5. Mesure des observables
À cette étape, nous mesurons toutes les observables dont nous avons besoin. La façon
de faire cela dépend énormément de la technique de calcul utilisée. Nous en discuterons
donc plus en détail à la section sur CT-INT. Cette étape est très coûteuse en temps
de calcul, il est donc d’usage de ne pas calculer toutes les observables à chaque boucle
CT-QMC, d’autant plus qu’entre chaque essai Monte Carlo, la corrélation est très
forte, ce qui n’apporte donc pas vraiment d’informations importantes.

6. Retourner à l’étape 1
S’il advient que le présent solveur est utilisé pour la DMFT, il incombe qu’après avoir
moyenné plusieurs fois sur chacune de nos observables, nous retournions à la boucle
de DMFT pour faire l’auto-cohérence.

3.3.3 Monte Carlo en temps continu, en puissance des interactions
(CT-INT)

Dans cette section, l’essentiel des simulations CT-QMC devrait avoir été compris. En fait,
seulement quelques spécificités sont encore nécessaires pour s’assurer de la compréhension de
CT-QMC. En particulier, ici nous utiliserons l’exemple de CT-INT. Dans le but de simplifier
la compréhension de cette section, nous présentons l’algorithme CT-INT dans le cadre de la
DMFT. Une généralisation en amas demanderait simplement que l’ajout des vertex se fasse
aléatoirement sur un site de l’amas. La figure 3.4 montre une configuration et une contraction
possible dans le contexte de l’utilisation de CT-INT.

Nous avons vu qu’avec l’algorithme CT-QMC il était nécessaire de séparer l’Hamilonien
en deux parties. Dans cette optique, reprenons l’AIM de l’équation 3.1 pour définir la partie
perturbative de notre Hamiltonien. Ainsi, Nous prenons Ha = Hbain + Hhyb et Hb = Himp.
Nous comprenons alors que nos vertex se résument essentiellement à Un↑(τ)n↓(τ). Commen-
çons par considérer la fonction de partition

Z =
k∑

j=0

(−1)j

j!

∫ β

0

dτ1...
∫ β

0

dτj
〈
TτHb(τ1)...Hb(τj)

〉
Ha

=
(−U)1

1!

∫ β

0

dτ1
〈
Tτn↑(τ)n↓(τ)

〉
Ha

+
(−U)2

2!

∫ β

0

∫ β

0

dτ1dτ2
〈
Tτn↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)

〉
Ha

+ ...

+
(−U)k

k!

∫ β

0

dτ1...
∫ β

0

dτk
〈
Tτn↑(τ1)n↓(τ1)...n↑(τk)n↓(τk)

〉
Ha

. (3.48)
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Figure 3.4 – Les vertex et les contractions de l’algorithme CT-INT. Sur la figure du haut, nous
voyons une configuration d’ordre trois pour l’algorithme CT-INT avec des vertex Un↑(τi)n↓(τi) de
double occupation à des temps τi. Sur celle du bas, nous voyons une des contractions possibles. Cette
figure est tirée de la référence [30].

Les moyennes que nous voyons ne sont pas très évidentes à calculer. Pour cette raison,
nous utiliserons deux astuces. D’abord, nous savons bien que notre Hamiltonien Ha sur lequel
les moyennes est indépendant du spin, et donc, il est diagonal en spin. Pour cette raison, nous
pouvons séparer nos moyennes en deux termes multipliés, contenant des spins différents. Cette
dernière étape devient plus claire quand nous regardons la trace de ce que nous avons dans
le deuxième terme de l’intégrale de l’équation 3.48 et que nous considérons que Ha peut être
décortiqué comme Ha = Ha↓ ⊗ 1+ 1⊗Ha↑〈

Tτn↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)
〉
Ha

= Tr
(
e−βHaTτn↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)

)
= TτTr

(
e−β(Ha↓⊗1+1⊗Ha↑)n↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)

)
, (3.49)

et puisque [Ha↓ ⊗ 1, 1⊗Ha↑] = 0,〈
Tτn↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)

〉
Ha

= TτTr
(
e−βHa↓⊗1e−β1⊗Ha↑n↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2),

)
= TτTr

(
e−βHa↓⊗1n↓(τ1)n↓(τ2)e

−β1⊗Ha↑n↑(τ1)n↑(τ2)
)

= TτTr
((

e−βHa↓ ⊗ 1
)
n↓(τ1)n↓(τ2)

(
1⊗ e−βHa↑

)
n↑(τ1)n↑(τ2)

)
.

(3.50)

Étant donné qu’un état général peut être donné par
∑

m

∑
n |m⟩↓⊗|n⟩↑, nous pouvons réécrire

notre trace en deux traces s’effectuant sur chacun des sous-espaces de spin〈
Tτn↑(τ1)n↓(τ1)n↑(τ2)n↓(τ2)

〉
Ha

= TτTr↓Tr↑
((

e−βHa↓ ⊗ 1
)
n↓(τ1)n↓(τ2)

(
1⊗ e−βHa↑

)
n↑(τ1)n↑(τ2)

)
= TτTr↓

(
e−βHa↓n↓(τ1)n↓(τ2)

)
· Tr↑

(
e−βHa↑n↑(τ1)n↑(τ2)

)
= TτTr

(
e−βHan↓(τ1)n↓(τ2)

)
· Tr
(
e−βHan↑(τ1)n↑(τ2)

)
= Tτ

〈
n↓(τ1)n↓(τ2)

〉
Ha

〈
Tτn↑(τ1)n↑(τ2)

〉
Ha

. (3.51)
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Par la suite, dans le but de simplifier davantage, nous utilisons alors le théorème de Wick,
qui stipule que nous pouvons factoriser davantage notre moyenne si nous en considérons
toutes les permutations possibles. Concrètement,

Tτ

〈
n↓(τ1)n↓(τ2)

〉
Ha

〈
n↑(τ1)n↑(τ2)

〉
Ha

= Tτ

∏
σ

〈
c†0, σ(τ1)c0, σ(τ1)c

†
0, σ(τ2)c0, σ(τ2)

〉
Ha

= Tτ

∏
σ

(〈
c†0, σ(τ1)c0, σ(τ1)

〉
Ha

〈
c†0, σ(τ2)c0, σ(τ2)

〉
Ha

+
〈
c†0, σ(τ1)c0, σ(τ2)

〉
Ha

〈
c0, σ(τ1)c

†
0, σ(τ2)

〉
Ha

)
= Tτ

∏
σ

(〈
c0, σ(τ1)c

†
0, σ(τ1)

〉
Ha

〈
c0, σ(τ2)c

†
0, σ(τ2)

〉
Ha

−
〈
c0, σ(τ2)c

†
0, σ(τ1)

〉
Ha

〈
c0, σ(τ1)c

†
0, σ(τ2)

〉
Ha

)
(3.52)

où nous reconnaissons la fonction de Green sans interactions G0
σ(τi−τj) = −

〈
Tτc0, σ(τi)c

†
0, σ(τj)

〉
Ha

.
Il se trouve que cette fonction de Green est liée à la fonction d’hybridation par l’équation

G0
σ(iωn) =

1

iωn − ϵ0 −∆σ(iωn)
(3.53)

où ϵ0 est le niveau d’énergie de l’impureté, habituellement 0 en DMFT. Nous relions la
fonction de Green en temps imaginaire à celle en fréquence de Matsubara avec la transformée
de Fourrier

G0
σ(τi − τj) =

1

β

∞∑
n=−∞

e−iωnτG0
σ(iωn). (3.54)

Maintenant que nous comprenons comment nous simplifions la résolution de notre pro-
blème pour le terme de deuxième ordre, nous pouvons généraliser le tout pour un terme
d’ordre k. La façon de faire consiste à calculer le déterminant

〈
n↑(τ1)n↓(τ1)...n↑(τk)n↓(τk)

〉
Ha

= detD↑
k detD

↓
k (3.55)

avec (Dσ
k)ij = G0

σ(τi − τj). Tous ces calculs nous amènent finalement au ratio de l’ajout d’un
vertex dont nous avions besoin à l’étape 3 de l’algorithme CT-QMC

R
(
(k, γ, ...τk) → (k + 1, γ, ...τk+1)

)
=

βU

(k + 1)

∏
σ

detDσ
k+1

detDσ
k

. (3.56)

Ne reste plus que l’expression d’une mesure pour CT-INT à l’étape 5 de l’algorithme
CT-QMC. En particulier, la mesure de la fonction de Green s’avérant être d’un grand intérêt
pour la compréhension du modèle de Hubbard, il semble donc naturel de donner l’exemple
de sa mesure.
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Pour la i-ième configuration Monte Carlo, nous obtenons la fonction de Green

Gσ, i(τ − τ ′) = −
〈
Tτcσ(τ)c

†
σ(τ

′)nσ(τ1)nσ(τ2)...nσ(τk)
〉
Ha〈

nσ(τ1)nσ(τ2)...nσ(τk)
〉
Ha

(3.57)

avec, encore une fois, ⟨...⟩Ha dénotant toutes les contractions de Wick qui peuvent être faites.
Le dernier dénominateur se calcule comme à l’équation 3.55, et le numérateur est calculé
similairement, sauf qu’une colonne ([G0

σ(τ − τ ′),G0
σ(τ1 − τ ′), ...,G0

σ(τk − τ ′)]) et une rangée
([G0

σ(τ − τ ′),G0
σ(τ − τ1), ...,G0

σ(τ − τk)]) s’ajoutent. Les rapports de déterminants peuvent se
calculer avec des formules assez rapides dues à Sherman-Morrison et Woodbury [33].

Finalement, nous avons alors une bonne estimation de la fonction de Green locale après
N essais

Gσ(τ − τ ′) =
1

N

N∑
i=1

Gσ, i(τ − τ ′). (3.58)

3.3.4 Problème de signe

Nous n’en avons pas discuté à la section précédente, mais la technique de calcul présente un
problème majeur pour la convergence, soit le problème de signe. Le problème est le suivant :
alors qu’on tente de converger vers la solution d’une fonction habituellement positive, le
problème de signe consiste à rencontrer une contribution négative à cette fonction, ralentissant
ainsi la convergence. Dans la situation que nous avons présentée pour CT-INT, il se trouve
qu’il y a deux sources différentes menant au problème de signe. Il est possible de se débarrasser
de la première en étant ingénieux dans la façon de procéder au calcul, mais le deuxième,
beaucoup plus fondamental, est jusqu’à présent impossible à éviter [87]. Ici, nous présentons
formellement ce qu’est le problème de signe, expliquons ses deux sources pour l’algorithme
CT-INT et comment régler sa portion triviale.

Formellement, ce que nous tentons de faire avec un algorithme de style CT-QMC, c’est
de calculer des observables en utilisant l’échantillonnage par Monte Carlo, soit une technique
bien adaptée pour échantillonner des distributions de probabilité afin de calculer la moyenne
d’une observable A

⟨A⟩p =
1

Z

∫
C
dxA(x)p(x) (3.59)

où C est l’espace dans lequel nous intégrons, A est une certaine quantité associée à A, et
p(x) est le poids à x de A. Dans le cas d’une distribution de probabilité, le poids p(x) est
strictement positif, mais qu’arrive-t-il si ce même poids pouvait être négatif ? Bien entendu, ça
n’a pas vraiment de sens d’avoir une distribution de probabilité négative, toutefois, si nous
n’échantillonnons pas une distribution de probabilité, rien n’empêche le poids de devenir
négatif. Il suffit de s’adapter et de créer une distribution purement positive comme |p(x)|
où nous envoyons plutôt le signe dans l’observable. Dans ce cas, il faut plutôt calculer notre
observable à l’aide de
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⟨A⟩p =
∫
C dx|p(x)|sign

(
p(x)

)
A(x)∫

C dx|p(x)|sign
(
p(x)

) . (3.60)

Maintenant, autant le numérateur que le dénominateur peuvent être échantillonés par Monte
Carlo. Dans le cas qui nous concerne pour les algorithmes de type CT-QMC, nous tentons
d’évaluer le poids de Boltzmann dans une base qui n’est pas diagonale et qui n’a donc pas, à
priori, de raisons d’être strictement positif, justifiant alors de se concentrer sur le problème
de signe ⟨S⟩ et de le quantifier. Nous pouvons aisément le définir comme

⟨S⟩ =
∫
C dx sign

(
p(x)

)
|p(x)|∫

C dx|p(x)|
(3.61)

où |p(x)| est la valeur absolue du poids p(x). Nous comprenons alors que si ⟨S⟩ = 1, il n’y
a aucun problème de signe, mais si 0 < ⟨S⟩ < 1 alors la convergence sera plus difficile,
voir impossible parce qu’on échantillonne alors une observable faite de contributions qui sont
parfois positives, parfois négatives.

Maintenant, d’où peut bien provenir le problème de signe dans notre cas ? La première
source est assez évidente si nous regardons l’équation 3.48. Nous y voyons le terme (−U)k, ce
qui veut dire qu’à chaque exposant k impaire, nous avons un poids négatif qui désavantagera
forcément la convergence. Heureusement, tel que démontré par Rubtsov [71], nous pouvons
corriger ce problème pour CT-INT en posant que le développement ne se fait plus avec les
termes d’interaction n↑(τ)n↓(τ), mais plutôt avec (n↑(τ) − α↑)(n↓(τ) − α↓) où α↑ + α↓ = 1
et α↑α↓ ≤ 0. Une telle transformation implique que la fonction de Green G0

σ devient G̃0
σ =

1/(iωn − ϵ0,σ − Uα−σ −∆σ) et que les déterminants de l’équation 3.55 deviennent

Dσ
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G̃0
σ(0)− ασ G̃0

σ(τ1 − τ2) . . . G̃0
σ(τ1 − τk)

G̃0
σ(τ2 − τ1) G̃0

σ(0)− ασ
. . . ...

. . .
. . . . . . ...

G̃0
σ(τk − τ1) . . . . . . G̃0

σ(0)− ασ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.62)

Pour retrouver la symétrie entre spins up et down qui semble être brisée en général par
ce choix, les variables ασ deviennent des variables aléatoires. Ces variables aléatoires sur
lesquelles nous devons sommer deviennent analogues aux champs auxiliaires qu’on introduit
dans la section suivante pour l’algorithme CT-AUX.

Bien que le dernier changement ait corrigé le problème de signe trivial, l’équation 3.62 en
contient un autre, cette fois bien plus difficile et fondamental. En effet, l’anticommutation
des fermions a pour conséquence de créer de nouveaux poids négatifs, limitant la vitesse de
convergence de notre algorithme CT-INT. Ce problème de signe n’est toutefois pas une limite
appartenant simplement à CT-INT, mais bien à tous les algorithmes de type de Monte Carlo
Quantique [52].
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3.3.5 Monte Carlo en temps continu avec champ auxiliaire (CT-
AUX) sur amas

Il existe bien d’autres façons de formuler un algorithme de type CT-QMC. Discutons de
celui utilisé pour la réalisation de ce mémoire, CT-AUX. Cet algorithme est très similaire
à CT-INT, toutefois, il est intrinsèquement exempt du problème de signe trivial grâce à
un champ auxiliaire, d’où son nom. Ici, nous présentons quelques-unes des caractéristiques
principales de CT-AUX généralisé aux amas. Nous n’entrons pas dans les détails ici vu les
similarités de l’algorithme avec CT-INT.

Commençons par séparer notre Hamiltonien en deux portions, une sans interactions, et
une autre avec interactions, en partant de l’équation 3.24. Nous avons alors

HU = U
Nc∑
i=0

(
ni,↑ni,↓ −

ni,↑ + ni,↓

2

)
− K

β
,

H0 = HAIMc −HU +K/β, (3.63)

où K n’est qu’une constante. Nous pouvons maintenant trouver la décomposition en champ
auxiliaire de la partie interaction de notre Hamiltonien

1− βU

K

Nc∑
i=0

(
ni,↑ni,↓ −

ni,↑ + ni,↓

2

)
=

1

2Nc

∑
i,si=±1

eγsi(ni,↑−ni,↓), (3.64)

en posant que cosh(γ) = 1 + UβNc

2K
. Nous avons ensuite la fonction de partition

Z =

∫ β

0

dτ1...
∫ β

τk−1

dτk

(
K

2βNc

)k

Tr
1∏

i=k

e−∆τiH0esiγ(nxi,↑−nxi,↓), (3.65)

où x est le site, et ∆τi ≡ τi+1 − τi pour i < k et ∆τk ≡ β(τk − τ1). Nous voyons ainsi que le
terme ( K

2βNc
)k ne peut plus être négatif, réglant ainsi le problème de signe trivial.

Le reste des calculs est plutôt similaire, du moins dans l’esprit du calcul, à l’algorithme
CT-INT. Pour conclure sur les calculs d’amas avec CT-AUX, il y a quelques différences à
prendre en considération dans l’élaboration de l’algorithme, notamment, la définition d’un
vertex, auquel un spin et un site doivent maintenant y être associé, et des probabilités de
transitions qui sont évidemment différentes de CT-INT. Nous pouvons retrouver les calculs
détaillés et les probabilités de transition dans un article de revu par Gull et al. [30], lequel est
une référence pour tous les algorithmes principaux du style CT-QMC.
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Chapitre 4

Modèle

Jusqu’ici, nous devrions comprendre comment les calculs procèdent de manière générale.
Toutefois, avant de faire des calculs, il est important de savoir comment nous implémenterons
le tout. Dans cette section, nous définissons d’abord le Hamiltonien et les conventions de celui-
ci, puis, nous présentons et commentons les amas qui seront utilisés pour le mémoire. Par la
suite, nous discutons des observables du programme CTMO, suivi d’une définition pour les
valeurs critiques que nous rencontrerons dans les résultats. La dernière section de ce chapitre
présente l’algorithme de compilation des données en sortie du programme CTMO.

4.1 Hamiltonien et conventions

Nous utiliserons le Hamiltonien du modèle de Hubbard à une bande sur un réseau trian-
gulaire en deux dimension. Explicitons-le dans le langage de la seconde quantification

H =−
∑
⟨i,j⟩,σ

tc†i,σcj,σ −
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′c†i,σcj,σ + U
∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ, . (4.1)

Nous avions déjà vu cette dernière équation à l’équation 2.23, où nous n’avions toutefois
pas spécifié les valeurs de t et t′. Ici, t′ représente le terme de saut dans la direction (1,1) sur
le réseau réel. Ainsi, notre réseau infini peut être compris en regardant la section de réseau
de la figure 2.2 a), donc un réseau de style triangulaire à base carrée. Le choix de base ne
change bien sûr pas la topologie du réseau, ni sa physique, mais a des implications sur la
forme de la zone de Brillouin. Cela a ensuite des conséquences sur la division en sous-zones,
que nous expliquerons à la prochaine section.

Nous travaillons dans des unités où t est l’unité. En d’autres termes, U , T et t′ sont en
unités de t. De même, ℏ, kB et l’espacement du réseau sont l’unité.

Nous avons vu dans la section 2.1.2 que le choix du signe de t′ influence la forme que
prennent les résultats finaux. Pour cette raison, nous avons choisi d’utiliser la convention des
cuprates pour nos travaux, c’est-à-dire que t > 0 et t′ < 0.
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4.2 Implémentation de la DCA

Pour réaliser nos calculs, nous utiliserons l’algorithme CT-AUX, expliqué à la section
3.3.5. Suivant ce que nous avons appris à la section sur la DCA, sec. 3.2, nous devons définir
nos amas et leur périodicité pour notre travail. À la figure 4.1, nous définissons tous les amas
qui seront utilisés au cours de ce mémoire.

Dans ces amas, nous avons le cas de la DMFT, où nous intégrons sur toute la zone de
Brillouin, et les cas de DCA, où nous intégrons sur chacune des zones autour des vecteurs Ki,
où i est l’indice de la zone. Pour les amas en DCA, la définition des vecteurs de translation
du réseau réel peut avoir un impact important sur les résultats puisqu’ils définissent les
conditions aux limites périodiques du réseau. Ces vecteurs vont comme suit, avec R1, Nc ,
R2, Nc les deux vecteurs de translation pour le réseau Nc :

1. R1, Nc=4 = (2, 0), R2, Nc=4 = (0, 2)

2. R1, Nc=6∗ = (3, 0), R2, Nc=6∗ = (0, 2)

3. R1, Nc=6 = (3,−1), R2, Nc=6 = (0, 2)

4. R1, Nc=16 = (4, 0), R2, Nc=16 = (0, 4)

Ces vecteurs nous permettent de définir ceux dans l’espace réciproque les vecteurs R∗ qui
servent à définir les vecteurs Ki :

1. R∗
1, Nc=4 = (π, 0), R∗

2, Nc=4 = (0, π)

2. R∗
1, Nc=6∗ = (2π/3, 0), R∗

2, Nc=6∗ = (0, π)

3. R∗
1, Nc=6 = (2π/3, 0), R∗

2, Nc=6 = (π/3, π)

4. R∗
1, Nc=16 = (π/2, 0), R∗

2, Nc=16 = (0, π/2)

Dans cette section, nous étudierons la littérature liée à la définition des amas, en s’assurant
de commenter les nôtres, sur la base de 3 critères, soit, la taille des amas, la périodicité des
réseaux réels, et finalement, les zones d’intégration dans l’espace réciproque.

Figure 4.1 – a) Les cinq divisions de la zone de Brillouin. Le pointillé gris représente la zone de
Brillouin de 0 à 2π. La self-énergie est calculée sur chacune des zones indiquées par les points noirs,
définis comme K, en leur centre. Nous avons 4 différentes tailles d’amas, soit, Nc = 1, Nc = 4, Nc = 6
et Nc = 16, et deux différentes façons de définir l’amas à six sites, Nc = 6∗ étant non-bipartite quand
t′ = 0, contrairement à Nc = 6. La biparticité est discutée en plus de détails à l’Annexe S.3. L’amas
Nc = 1 est le cas de la DMFT.
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4.2.1 Taille des amas

Dans le but de savoir quelle taille d’amas est idéale, étudions le cas de la référence [56].
Dans ce papier, plusieurs tailles d’amas sont comparées en utilisant la température de Neél
comme outil de comparaison, c’est-à-dire la température au delà de laquelle un matériaux
AFM devient paramagnétique. Il semble alors qu’un amas de 16 sites est assez grand pour
décrire un réseau infini. Avec des amas de taille pareille, il ne faut pas compter sur le fait de
réussir à travailler à des températures comparables à Sordi et al. [77] !

La raison pour laquelle il faut autant de sites est plutôt simple. Dans un réseau carré
où t′ = 0, l’AFM n’étant pas frustré, il faut beaucoup de sites pour le simuler sur l’amas.
Heureusement, décrire l’AFM à longue portée n’est pas toujours nécessaire. Dans les réfé-
rences [28, 72], l’étude d’amas de taille plus petite est faite dans des cas avec un peu de
frustration, révélant que de petites tailles révèlent des effets intéressants, aussi présents dans
des amas de grande taille.

L’ordre magnétique à longue portée a bien sûr un effet sur la rapidité de convergence
en taille des amas. Dans le papier d’Hébert et al. [41], il est montré comment la frustration
détruit la phase AFM dans le bain. Ainsi, la taille nécessaire pour simuler un amas sans AFM
est beaucoup plus petite.

C’est dans le papier de Dang et al. [15] que nous retrouvons la convergence des amas
pour un réseau triangulaire. Pour vérifier quelle taille d’amas était nécessaire pour un réseau
triangulaire, ils ont étudié comment la transition de Mott de premier ordre convergeait. Ainsi,
ils ont pu observer qu’un amas à 4 sites pouvait être assez grand pour décrire la complexité
de la transition de Mott au demi-remplissage.

Bien que toutes ces études aient été intéressantes, la façon dont nous avons formé les amas
nous force à revisiter la convergence des amas selon leur taille. Ainsi, nous avons sélectionné
4 tailles différentes, soit 1, 4, 6 et 16 sites, présentés à la figure 4.1.

4.2.2 Periodicité des réseaux

On sait bien qu’avec la DCA, la périodicité du réseau réel est un point bien important
pour la qualité d’un réseau. Pour améliorer les réseaux avec conditions périodiques, Haan et
al. [31] ont d’abord introduit les conditions périodiques hélicoïdales à des modèles pour repré-
senter les cuprates. C’est par la suite que Betts et al. ont repris l’idée et l’ont grandement
améliorée pour créer ce que nous appelons maintenant les réseaux de Betts [7,8]. À partir de
ceux-ci, nous pouvons définir plusieurs critères importants qui guideront la qualité de l’amas
utilisé, dont trois qui nous intéresseront particulièrement, soit, la biparticité, la triparticité,
et les imperfections ferromagnétiques.

Le premier critère sur la biparticité est certainement le plus important pour nous. Dans la
théorie des graphes, nous définissons la biparticité comme étant la qualité qu’a un réseau de
n’avoir aucun cycle avec un nombre de vertex impair. La généralisation de la biparticité à un
ordre k est nommé la k-colorabilité. À la section 2.1.2, c’est la biparticité qui nous a permis
de révéler d’importantes symétries dans le réseau carré. C’est aussi la biparticité du saut
au premier voisin qui nous permet de faire une transformation particule-trou en changeant
seulement le signe de t′, tel que vu à l’annexe S.2.
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Pour comprendre comment la biparticité peut affecter nos travaux, nous devons regarder
la figure 4.2. Cette figure compare notre seul amas non-bipartite Nc = 6∗ avec son homologue
bipartite Nc = 6. Une condition pour la symétrie particule-trou, discuté à l’annexe S.2, est
que le réseau infini puisse être divisé en deux sous-réseaux, et qu’ainsi, le terme de saut
crée un trou dans un des sous-réseaux en même temps qu’il crée un électron dans l’autre
sous-réseau. Dans notre exemple, nous avons que la séparation en deux sous-réseaux de
l’amas Nc = 6∗ impose qu’un saut au premier voisin ne fait pas toujours changer de sous-
réseau. Le non respect de cette biparticité a des conséquences importantes sur un réseau
carré, où les particules et les trous ont alors des comportements différents. Les conséquences
d’un tel réseau ne se font pas seulement sentir sur les réseaux carrés, mais aussi sur les
réseaux triangulaires où les transformations particules-trous ne sont plus respectées. Aussi,
sachant que les fluctuations AFM à longue portée sont fondamentalement bipartites, nous
en comprenons que cet ordre s’en trouve interdit dans un tel réseau. À l’annexe S.3, nous
parlons plus en détail des conséquences de la non-biparticité sur les réseaux que nous avons
choisi. Il se trouve qu’un seul de nos amas de respecte pas la biparticité, soit l’amas Nc = 6∗.

Figure 4.2 – Preuve de la non-biparticité et de la biparticité, respectivement, des réseaux Nc = 6∗

et Nc = 6. En haut, nous voyons les vecteurs de translation des réseaux Nc = 6∗ et Nc = 6. En bas,
nous voyons la conséquence sur les conditions aux limites périodiques des amas. A et B dénote le
nom de deux sous-réseaux

Le deuxième critère que nous devrions regarder est la triparticité. C’est la caractéristique
qu’a un réseau à pouvoir être séparé en trois sous-réseaux qui se répètent. Il est possible de
lier la triparticité à la 3-colorabilité. N’importe quel réseau triangulaire ou carré infini a cette
propriété qui est montrée à la figure 4.3 a). Bien que les conditions aux limites de l’amas b)
permettent la triparticité quand les premiers voisins sont connectés, ce n’est plus le cas quand
les seconds voisins le sont aussi. Il est plutôt malheureux qu’aucun de nos amas ne permette
cette propriété car l’ordre spiral dans les réseaux triangulaires peut seulement se révéler dans
un tel cas. Sur la figure 4.3, nous montrons deux de nos réseaux qui ne permettent pas d’ordre
tripartite. Pour les réseaux Nc = 4 et Nc = 16, il est assez trivial de comprendre qu’ils n’ont
également pas cette propriété.
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Figure 4.3 – a) Réseau tripartite divisé en 3 sous-réseaux. b-c) Preuve de la non-triparticité des
réseaux Nc = 6∗ et Nc = 6. Nous montrons que les conditions aux limites périodiques ne permettent
pas un ordre comme en a). A, B et C dénotent le nom de trois sous-réseaux

La dernière propriété qui nous intéresse est une de celles introduites par Betts et al. [7],
précisément, celle de la perfection ferromagnétique. Cette propriété topologique des amas avec
conditions périodiques se mesure par ce que Betts et al. appellent le nombre d’imperfections
ferromagnétiques If . Il devient alors utile de définir ce que c’est. Dans un réseau carré infini,
nous nous attendons à avoir 4 premiers voisins, 8 deuxièmes voisins, et 12 troisièmes voisins,
soit, pour le n-ième voisin, 4n sites. Le nombre d’imperfections ferromagnétiques est défini
comme le nombre de sites du dernier voisin si l’avant-dernier n’est pas complet.

Dans les exemples de la figure 4.4, les mêmes qu’utilisés par Betts et al. pour expliquer
If , nous utilisons ces amas que nous répétons pour créer notre réseau infini. Prenons un site,
le site 0 dans l’exemple du réseau 22B, nous trouvons les premiers voisins, soit 4, puis les
deuxièmes voisins, 8, et pour finir, les troisièmes voisins, 9. Bien que le nombre de troisièmes
voisins ne soit pas complet, l’important, c’est que les premiers et deuxièmes voisins soient
complet. Ainsi If (22B) = 0. Dans l’exemple 22C, il y a 4 premiers voisins, 8 deuxièmes
voisins, 8 troisièmes voisins et 1 quatrième voisin. Puisque l’ensemble des troisièmes voi-
sins possibles n’est pas complet et qu’il y a un quatrième voisin, il y a une imperfection
ferromagnétique, donc If (22C) = 1.

Connaissant maintenant cette qualité des réseau avec conditions périodiques, voici ce que
nous avons comme résultat :

Ifc(Nc = 4) = 1

Ifc(Nc = 6∗) = 2

Ifc(Nc = 6) = 2

Ifc(Nc = 16) = 1

où Ifc sont les imperfections pour un réseau carré. Il semble alors que nous utilisons des
réseaux hautement imparfaits. Toutefois, il est à noter que nous utiliserons des réseaux tri-
angulaires, ce qui a pour conséquence que nous ne devons pas regarder seulement les voisins
de la base carrée, mais aussi ceux dans la diagonale qui peuvent aussi être considérés comme
des premiers voisins ! Ainsi, nous pouvons facilement vérifier que tous les sites sont connectés
ensemble au premier voisin pour les réseaux (Nc = 4), (Nc = 6∗) et (Nc = 6), ce qui les rend
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Figure 4.4 – Deux réseaux de Betts, soit le 22B et le 22C ayant les vecteurs de translation
R1(22B) = (4, 2), R2(22B) = (−4, 3) et R1(22C) = (1, 4), R2(22C) = (−5, 2). Le numéro des
premiers, deuxième, troisième et, le cas échéant, quatrième voisin sont donnés. Cette figure est tirée
de la référence [7]

parfaits. Pour le réseau Nc = 16, nous pouvons remarquer que nous pouvons identifier les 6
premiers voisins, et qu’il n’y a aucun troisième voisin, cela rend le réseau parfait du point de
vu des imperfections ferromagnétiques d’un réseau triangulaire. En résumé, nous avons

Ift(Nc = 4) = 0

Ift(Nc = 6∗) = 0

Ift(Nc = 6) = 0

Ift(Nc = 16) = 0

où Ift sont les imperfections ferromagnétiques d’un amas triangulaire.

4.2.3 Effet du choix des zones d’intégration

Après avoir choisi l’amas et sa périodicité, nous pouvons trouver la position de nos sites
sur l’espace réciproque. Avec ces positions en tête, nous devons définir les zones sur lesquelles
nous intégrerons la self-énergie. À la référence [28], il est montré sur des réseaux de 4 sites
de même périodicité qu’il y a des façons de définir la forme des zones pour améliorer les
résultats. Il est expliqué que pour avoir des résultats plus près des grands amas, inclure une
portion de la surface de Fermi sans interaction dans une zone normalement sans surface de
Fermi peut aider.
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Puisque ce mémoire se veut très exploratoire, les zones d’intégration se sont limitées à ce
qu’il y a de plus simple, soit des zones d’intégration strictement rectangulaires, tel que nous
le voyons sur la figure 4.1.

4.3 Observables

Utilisant le programme CTMO de Charles-David Hébert et Maxime Charlebois, il faut
savoir que nous avons accès à plusieurs observables intéressantes pour nos travaux.

Nous avons d’abord accès à la fonction de Green en fréquence de Matsubara. Nous l’avons
en fait pour chacune des zones d’intégration que nous définirons dans les sections suivantes. Il
en découle naturellement que nous avons accès aux fonctions d’hybridation et de self-énergie
pour chacune de nos zones d’intégration, mais celles-ci seront beaucoup moins utilisées pour
la compréhension de nos résultats. Par la suite, dans les observables non matricielles, donc
des scalaires, nous avons accès à l’occupation ⟨n⟩, soit, le nombre moyen d’électrons par site,
que nous noterons simplement n. Dans le cas du demi-remplissage plus spécifiquement, nous
utiliserons la double occupation pour suivre les changements de phase. Nous définissons la
double occupation D comme ⟨n↓n↑⟩, où nous avons la moyenne du nombre de fois où un
site a deux électrons. Bien que nous ayons accès à plusieurs autres observables, nous nous
concentrons particulièrement sur ces dernières pour réaliser nos travaux.

4.4 Définition des valeurs critiques

Dans les sections suivantes, beaucoup de valeurs critiques sont utilisées. Dans le but
d’alléger le texte, et dans le but de ne jamais avoir à chercher trop longtemps la définition
d’une valeur critique, cette section les définit toutes.

Les lignes de Widom peuvent être utilisées comme indicateur d’une transition de premier
ordre pour un ensemble de paramètres proches, ou pour montrer certaines tendances qui ne
seraient pas claires à l’œil nu. Elles sont généralement définies comme le point d’inflexion
d’un paramètre thermodynamique.

Lorsque nous voulons montrer la présence de la transition de Mott de premier ordre par
rapport à U , nous pouvons utiliser la double occupation, définie à la Sec. 4.3. Cette observable
a été utilisé dans de nombreux articles, tel que les références [64, 91]. Nous pouvons alors
trouver la ligne de Widom de la double occupation simplement en faisant :

UW = min
U

(∂D
∂U

)
(4.2)

où UW est le U de la ligne de Widom. Sur les figures de gauche de la Fig. 4.5, nous montrons
exactement comment nous trouvons UW .

Le changement de U ne conduit pas toujours à un point d’inflexion, il peut aussi conduire
à une discontinuité dans la dérivée première, une transition du premier ordre. Sur l’image de
droite de la Fig. 4.5, nous montrons ce que nous considérons être les Uc1 et Uc2 critiques pour
la transition de Mott de premier ordre. Ces dernières étant respectivement la transition MI-
métal et la transition métal-MI. Une dernière valeur critique a été trouvée dans nos calculs,
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soit, une certaine limite de bi-stabilité, que nous avons décidé de nommer Uc3. Nous en parlons
avec plus de détails à l’Annexe S.4.

Si une ligne de Widom et une transition de premier ordre existent dans un diagramme
de phase T − U , il s’en suit qu’une transition de phase de second ordre existe. Nous utili-
sons (Uc, Tc) pour décrire les valeurs attendues pour celles-ci. Pour trouver ces valeurs, nous
utilisons une projection linéaire des U critiques de la transition de Mott de premier ordre.

Figure 4.5 – Ligne de Widom et transition de premier ordre du point de vue de la double occupation.
En utilisant l’amas Nc = 6, cette figure affiche les valeurs de la double occupation et sa dérivée pour
certaines températures, montrant ensuite notre définition pour Uc1, Uc2 et Uc3 comme le coût critique
de la double occupation pour lequel des valeurs plus petites (plus grandes) de U conduisent à une
transition isolant-métal (métal-isolant), UW étant le point d’inflexion si T > Tc, la température pour
la transition de second ordre.

Pour les transitions par dopage, de nouvelles valeurs critiques devront être créées. Suivant
l’occupation n, plusieurs événements peuvent se produire, comme des transitions de premier
ordre, second ordre, ou des points d’inflexion. Cela avait été montré dans plusieurs articles que
l’occupation était empreinte de valeurs critiques importantes [46, 54,77]. Les points d’inflexion
se traduisent par des maximums ou des minimums de la compressibilité ∂n/∂µ, comme :

µx,extremum = extremum
µ

(∂n
∂µ

)
(4.3)

où x remplace le nom que nous lui donnons, et extremum est un maximum ou un minimum.
Ainsi, les transitions de premier ordre du côté dopé aux trous seront appelées µhc1 et µhc2,

les transitions de second ordre, (Uhc, µhc), et les points d’inflexion causés par la physique de
Mott, µhW,max. En suivant la même logique que précédemment, les transitions de premier
ordre du côté dopé aux électrons seront appelées µpc1 et µpc2, les transitions de second ordre,
(Upc, µpc), et les points d’inflexion causés par la physique de Mott, µpW,max.

Dans la Sec. 5.2, nous montrerons l’existence de plusieurs nouvelles lignes de points d’in-
flexion dans la densité jusqu’alors méconnues. Nous suivrons la ligne de compressibilité maxi-
male dû à la singularité de Van Hove, et nous l’appellerons µV HS,max. Nous suivrons également
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les lignes µsh,min et µsp,min, conséquences de la physique de Mott, respectivement pour un
dopage au trou et aux électrons. Puis, finalement, µint,min et µsp,max, causés par les fortes
interactions, respectivement près du demi-remplissage et dans la région sur-dopée.

4.5 Algorithme de compilation des données
Comme nous disposions d’un grand nombre de données, nous devions trouver un algo-

rithme de post-traitement permettant de calculer automatiquement les résultats convergés
et l’incertitude de chaque simulation avec précision. Parmi les nombreux algorithmes que
nous avons créés, l’un d’entre eux s’est avéré très efficace pour notre objectif précis, celui de
maximiser l’utilisation et la précision de nos données.

Notre programme prend en entrée une observable X calculée sur n itérations, les valeurs
de la i-ième itération xi avec 0 ≤ i ≤ n, et l’erreur de Monte-Carlo de chaque itération σM, i.
Puisque nous avons l’erreur Monte-Carlo, nous pouvons pondérer chaque itération par un
poids wi que nous définissons comme suit :

wi = 1/σ2
M, i (4.4)

Avec ces poids nouvellement définis, nous pouvons calculer la moyenne des m dernières ité-
rations x̄m :

x̄m =
1

wT,m

n∑
i=n−m

wi · xi (4.5)

où wT,m =
∑n

i=n−m wi, soit le poids total de la m-ième itération à la dernière. Nous pouvons
maintenant calculer l’écart type non corrélé pondéré de la simulation totale :

σm =

√√√√∑n
i=n−m w2

i

w2
T,m

(
1

wT,m

n∑
i=n−m

x2
iwi − x̄2

m

)
(4.6)

où le terme entre parenthèses représente l’écart type de chacune des itérations, alors que
l’autre permet de pondérer ce dernier écart type, de façon analogue à 1/

√
N dans le cas sans

poids. En utilisant le facteur d’intervalle de confiance CIF(0, 9999,m), nous nous assurons
que, dans une simulation non corrélée, nous sommes sûrs à 99, 99% que x̄m est à l’intérieur
de l’incertitude :

σCIF,m = σm · CIF(0.9999,m) (4.7)

A partir de là, l’objectif de notre algorithme est de trouver le m optimal (mop), qui est défini
comme suit

mop = min
m

(
σCIF,m) (4.8)

Nous avons décidé que m ≥ 15, une limite définie arbitrairement et rendue nécessaire par les
corrélations entre itérations.

La sortie de notre algorithme est donc notre résultat x̄mop et σCIF,mop que nous utili-
sons pour donner une idée de l’incertitude sur nos données. Un exemple de l’utilisation de
l’algorithme est donné à la figure 4.6.
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Figure 4.6 – a) Exemple de l’algorithme de compilation de données près d’un point critique. En
haut, le résultat de la double occupation par rapport à l’incertitude, en bas, c’est σCIF,m par rapport
à l’iteration. La ligne pointillée, c’est mop.
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Chapitre 5

Résultats

Dans cette section, nous présentons les résultats du mémoire en deux grandes parties
distinctes.

Dans la première partie, nous décrivons en détails la transition de Mott par pression au
demi-remplissage. Cela implique de trouver l’amas idéal pour des calculs plus détaillés, d’ex-
pliciter la distribution des phases dans un diagramme de phase et de proposer un mécanisme
pour la formation du PG dans le réseau triangulaire au demi-remplissage.

Dans la seconde partie, a) nous étudions le rôle des interactions locales et de celles à
courtes portées sur la transition de Mott et l’apparition du PG, b) nous proposons un mé-
canisme pour l’apparition du PG dans le réseau triangulaire dopé, c) nous discutons du rôle
précis de la physique de Mott et des VHS sur la formation du PG d) nous finissons par
proposer une expérience pour prouver l’existence du PG dans les réseaux triangulaires.

5.1 Transition de Mott au demi-remplissage
Bien que la physique de Mott au demi-remplissage ait été bien décrite dans un réseau

carré avec la DMFT [47, 64,89] et la CDMFT [77], elle est plutôt mal connue dans le cas d’un
réseau triangulaire, se limitant à une analyse de la transition de Mott au demi-remplissage [15].
Dans cette section, nous allons donc étudier en détail la transition de Mott dans le réseau
triangulaire au demi-remplissage.

Dans cette section, nous utilisons les amas choisis à la section 4.2 pour trouver comment
la ligne de Widom de la double occupation évolue en taille d’amas. Utilisant la taille de
réseau convergé, nous analysons les phases présentes autour de la transition de Mott. Nous
proposons par la suite un mécanisme de formation du PG au demi-remplissage.

5.1.1 Convergence des amas

Trouver la transition de Mott au demi-remplissage est un peu plus complexe pour les
réseaux triangulaires par rapport au réseau carré non frustré. À la section 2.1.2, nous men-
tionnons que la symétrie particule-trou du réseau carré nous permet de connaître la valeur
exacte du potentiel chimique nécessaire pour obtenir le demi-remplissage, quelque chose qui
n’est plus vrai dans le cas d’un réseau triangulaire. Pour ces raisons, nous devons ajuster µ
pour atteindre le bon remplissage au fil des itérations.
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Figure 5.1 – a) Les 5 divisions de la zone de Brillouin, un rappel de la figure 4.1. La self-énergie
est calculée sur chacune des zones indiquées par les points noirs en leur centre, définis comme Ki. i
représente l’indice de la zone, indice que nous définissons pour l’amas Nc = 6 à la figure 5.3. Plus de
détails sur les amas sont à la section 4.2. L’amas Nc = 1 est le cas de la DMFT. b) Transition de Mott
et ligne de Widom pour les différents amas de la Fig. a). Sur cette figure, nous y voyons toutes les
lignes de comportements critiques, tel que les lignes UW en pointillés, Uc1 et Uc2 en ligne pleine, et Uc3

en traits, avec particulièrement beaucoup de détails pour l’amas Nc = 6. Nous n’avons pas cherché
Uc3 pour d’autres amas que Nc = 6. Les transitions de second ordre en température Tc et en potentiel
Uc, les étoiles rouges, sont obtenues par le prolongement des lignes Uc1 et Uc2. Les valeurs obtenues
sont (Uc, Tc)Nc=4 = (7.76, 0.103), (Uc, Tc)Nc=6 = (8.24, 0.114) and (Uc, Tc)Nc=6∗ = (8.45, 0.111).
Les incertitudes peuvent être deux choses, ou bien le pas en U pour obtenir la ligne, ou le pas plus la
distance entre 2 proches minimums causés par les erreurs des simulations Monte-Carlo. C’est surtout
vrai pour les grands amas, ou à haute température.
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Ligne de Widom

La ligne de Widom est une particularité bien intéressante de la transition de Mott, bien
connue des calculs numériques sur le modèle de Hubbard [64, 69,89,91]. Toutefois, son existence
est parfois attribuée à la petite taille des amas étudiés. À la Fig. 5.1 b), l’existence d’une
ligne de Widom telle que définie à la section 4.4 pour tous les amas, même le plus grand
amas Nc = 16, montre que les lignes de Widom ne sont pas attribuable à la taille des amas.

Ce dernier exercice montre la pertinence de l’étude de cette ligne. En suivant le déplace-
ment de celles-ci, nous constatons que non seulement nos lignes de Widom convergent, mais
que leur forme semble très robuste aux changements de taille d’amas où de zones d’intégra-
tion. Seuls les résultats de la DMFT ont une forme différente. Voyant que l’amas Nc = 6 a
la taille nécessaire pour être considéré suffisamment près d’un amas convergé, ce sera l’amas
retenu pour les calculs plus détaillés. C’est un compromis qui permet d’aller à des interactions
plus fortes et des températures plus basses que ce qui serait possible avec des amas plus gros.

Le cas de la DMFT est particulier car nous y voyons une pente strictement négative,
un résultat différent des amas. Ce résultat est toutefois très comparable au réseau carré
en DMFT [64, 69]. Seul Vučičević et al. [89] y voient un comportement différent, probablement
parce qu’ils regardent cette ligne à des températures plus basses que les autres. Dans le régime
de basse température (T ∼ 0.1), cette différence entre le calcul à un site et celui par amas
vient de la différence d’entropie entre la phase métallique et isolante. En fait, un amas avec
un nombre impair de sites tant à proposer des configurations où un électron ne peut pas être
apparié en singulet, ce qui augmente l’entropie, favorisant ainsi une phase métallique [64]. Cela
prend tout son sens si nous considérons les amas à trois sites des références [69] et [15]. En
effet, les amas avec un nombre de sites impair donnent lieu à des lignes de Widom ou à des
transitions de premier ordre avec des pentes négatives à basse température. Dans l’ensemble,
ces observations ancrent l’idée que la ligne de Widom n’est pas un artefact des calculs de
petits amas.

Puisque la ligne de Widom tend à disparaître à température élevée, nous n’avons pas
cherché de point d’inflexion au-delà de T = 0.25. Peut-être qu’avec plus de précision et plus
de ressources, nous pourrions trouver la ligne de Widom à ces températures. Néanmoins,
nos résultats sur la Fig. 5.1 montrent sans l’ombre d’un doute que la ligne de Widom à
haute température a une pente négative et une pente positive à plus basse température, tout
comme la CDMFT [64, 69,90]. Park et al. [64] ont trouvé une explication à ce comportement en
température. Ils expliquent que des températures au-delà de T > 0.15 augmentent l’entropie
de la phase isolante, la favorisant ainsi [64]. Autour de 0.11 < T < 0.15, l’abaissement de la
température tend à former des singulets, ce qui favorise la phase isolante, ce qui explique la
pente positive à cette échelle de température [64].

Transition de deuxième ordre

Au plus bas de la ligne de Widom apparaît un point d’inflexion pour lequel la dérivée
tend vers l’infini, c’est une transition de second ordre. En raison de la limitation des calculs,
nous n’avons pas été en mesure de faire quoi que ce soit en dessous de T = 1/6 pour l’amas
Nc = 16, donc, nous n’avons pas pu trouver la valeur critique pour cet amas. En utilisant
la technique décrite dans la section 4.4, nous avons pu approximer (Uc, Tc) pour les amas
Nc = 4, Nc = 6∗ et Nc = 6. Ces valeurs sont inscrites dans la description de la Fig. 5.1. Il est
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intéressant de constater que ces valeurs sont assez indépendantes de la taille de l’amas. Si nous
comparons nos résultats à ceux de la référence [90], nous pouvons constater que nos valeurs
sont beaucoup plus élevées que les leurs, soit environ deux fois plus. Cette augmentation des
valeurs critiques est généralement liée à la frustration. Dans le cas de Uc, l’augmentation de
t′/t supprime la phase de Néel-AFM, augmentant ainsi Uc

[48, 49]. Jusqu’à présent, aucune
explication n’a été donnée pour Tc.

Transition de premier ordre

Nous n’avons pas cherché à travailler sur les détails de Uc1 et Uc2 pour d’autres amas
que Nc = 6, car des articles précédents l’ont déjà fait [15], bien que la définition des zones
et des amas aient normalement un impact sur les résultats quantitatifs [28, 72]. Il est utile de
comparer les précédents résultats sur amas dans un réseau carré présentés à la figure 2.8 b)
et à la référence [64] avec les nôtres sur le réseau triangulaire.

Bien que la transition de premier ordre ne se produise pas au même U , soulignons que
le comportement à haute température de la transition de premier ordre suit vraiment un
comportement similaire pour tous les amas.

La véritable différence entre les réseaux carrés et triangulaires se situe à des températures
plus basses, tant pour Uc1 que Uc2. Dans ce régime, Uc2 est très similaire à celui des amas de
Dang [15], ayant une pente négative à basse température (T < 0.6). Puisque l’analyse de la
pente permet de révéler des détails sur l’ordre magnétique du MI au demi-remplissage, nous
en parlons plus en détail à la section 5.1.2.

Le comportement de notre Uc1 peut sembler, à haute température, suivre le même chemin
que celui des petits amas de Dang [15], mais à β = 15, nous trouvons une courbe «brisée».
Nous croyons que cette courbe brisée pourrait n’être qu’un artefact causé par l’instabilité de
la solution bistable de la région Uc1 < U < Uc3. Nous parlons plus en détails de cette zone à
l’annexe S.4.

5.1.2 Phases autour de la transition de Mott

À bien des égards, la transition de Mott peut paraître bien surprenante, et c’est encore
plus vrai si nous regardons comment les phases sont en compétition autour de celle-ci. La
réalité, c’est que relativement peu d’études théoriques montrent avec précision la distribution
des phases autour de la transition, se limitant le plus souvent à identifier des comportements
métalliques versus isolant, tant pour la DMFT [47] que pour les extensions de la technique
pour des amas [90]. Ainsi, afin de mieux comprendre toute la physique entourant la transition
de Mott, nous proposons l’étude des phases autour de celle-ci dans le contexte de l’amas
Nc = 6 plongé dans un réseau triangulaire.

Dans la prochaine sous-section, nous analysons la figure 5.2 et discutons des trois phases
de la matière en compétition, le cFL, le MI et le PG.

Correlated Fermi-liquid

Nous avons défini le cFL à la section 2.2.2. Cette définition a pour effet que toutes les
zones d’intégration incluant assez de surface de Fermi à U = 0 pour avoir un comportement
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Figure 5.2 – a) Diagramme de phase de l’amas de taille Nc = 6. Cette figure montre les différentes
phases identifiables reliées à la transition de Mott à demi-rempli, en les identifiant à l’aide de trois
couleurs : rouge pour le MI, bleu pour le PG, et cyan pour le cFL. La zone de coexistence est
représentée par la zone hachurée, dans laquelle la priorité dans les couleurs est donnée aux phases
MI/PG, qui sont méta-stables par rapport au cFL dans cette région. Les couleurs sont uniquement
destinées à guider l’œil. b) DOS pour différents ensembles de paramètres. Toutes les formes colorées
en haut à gauche de chaque DOS se retrouvent sur le diagramme de phase T − U , nous indiquant
le jeu de paramètres utilisé pour le tracer. Toutes les DOS ont été réalisées en utilisant la technique
d’entropie maximale de la référence [6]. c) Partie imaginaire de la fonction de Green en fréquences
de Matsubara pour trois différents Ki, où i est l’indice de la zone définit à la figure 5.3 a). Là encore,
la forme colorée en bas à droite représente un ensemble de paramètres que nous retrouvons sur la
figure a). La ligne pleine avec les × est pour le vecteur d’onde K0 = (0, 0), la ligne pointillée avec
les cercles est K1 = (2π/3, 0) et la ligne en traits avec les carrés est K4 = (π, π).

métallique doivent conserver un comportement métallique. Ainsi, seule la zone K4 = (π, π)
est exempte d’avoir un comportement métallique au demi-remplissage. Il y a plusieurs autres
façons de repérer cette phase, mais formellement, notre condition est

Im(G(iω0,Ki)) < Im(G(iω1,Ki))∀Ki \ i = 4. (5.1)

Nous l’avons utilisée pour dessiner la limite de la cFL sur à la figure 5.2 a), bien que la limite
réelle de la phase cFL soit floue et dépendante de notre définition. Sur la Fig. c), la figure de
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gauche nous montre le comportement typique des premières fréquences de Matsubara dans
cette phase.

Si cette fois nous observons la figure 5.2 b), la DOS nous donne deux informations inté-
ressantes. Bien que nous soyons au demi-remplissage, nous pouvons remarquer une asymétrie
entre les ω positifs et négatifs. Ce comportement est attendu pour les réseaux triangulaires
puisque ce ne sont pas des réseaux bipartites, comme nous en avons discuté à la section
2.1.2. Notre critère d’identification de la cFL est très pertinent car cette dernière phase a
toujours un pic de quasi-particule clair près de ω = 0. Il semble donc que ces deux critères
soient concomitant au demi-remplissage pour définir la sortie de la phase cFL. En utilisant
la définition d’un bon métal de la référence [17], nous concluons que notre cFL est un bon
métal.

D’un point de vue plus qualitatif, le cFL semble être la phase dominante à température
élevée et à faibles interactions. C’est sensé puisqu’un comportement métallique est attendu
lorsque les électrons ont plus d’énergie cinétique que d’énergie potentielle. Cela peut même
sembler douteux que le cFL aille si loin au-delà de la ligne de Widom, mais notre condition
pour avoir un cFL est encore respectée dans une partie de la région U > UW . Nous comprenons
donc que cette ligne de Widom n’est pas vraiment une séparation de phase, mais plutôt un
signe précoce que la phase est sur le point de changer. Ce comportement n’est pas étranger
aux transitions de phase en général. En effet, la ligne séparant le cFL et le PG pourrait
n’être qu’une manifestation de la ligne de Frenkel [12]. Cette ligne loin de la ligne de Widom
distingue normalement les comportements à tendance liquide comparés à ceux plus gazeux
dans des transitions de phase plus classiques.

Isolant de Mott

Le MI est généralement caractérisé par un poids spectral nul à ω = 0. C’est notamment
le cas pour la figure de droite de 5.2 b). D’un point de vue plus pratique pour a), nous
considérons que le MI commence lorsque Im(Ḡ(ω = 0)) > −0.045, une limite arbitraire car
la transition entre le MI et le PG est plutôt continue.

Il est tout à fait regrettable que nos calculs n’aient pas donné d’information directe sur
l’ordre magnétique dans notre amas, mais heureusement, la transition de premier ordre peut
nous donner quelques informations à ce sujet.

Utilisons maintenant la pente à basse température de Uc2 pour chercher des indices au
sujet de cette phase. Nous pouvons définir le grand potentiel comme dΩ = −SdT − ndµ +
DdU , où S est l’entropie thermodynamique. Pour le définir ainsi, nous supposons que nous
sommes à volume fixe et nous considérons que DdU est une portion de l’énergie interne de
notre système. À partir de là et sachant que le grand potentiel Ω varie de la même façon
pour le MI et le cFL le long de Uc2, c’est-à-dire que dΩins = dΩmet, nous trouvons facilement
qu’au demi-remplissage,

dTc2

dUc2

=
DMI −DcFL

SMI − ScFL

, (5.2)

où DX est la valeur de la double occupation dans la phase X et que SX est l’entropie
thermodynamique dans la phase X. Sachant que dTc2

dUc2
< 0 à basse température et que DMI <

DcFL, nous concluons que l’entropie thermodynamique des deux phases satisfait l’inégalité
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SMI > ScFL. Ceci indique qu’il est possible que notre état fondamental n’ait pas d’ordre
de spin, pouvant même être un liquide de spin. Cette conclusion serait en accord avec la
référence [49] sur l’état fondamental d’un réseau triangulaire isolant avec 6.0 < U < 9.0.

À la référence [69], une limite pour l’ouverture du gap de Mott avait été établie, une limite
très similaire à ce que nous utilisons pour séparer le MI des autres phases.

Pseudogap

Nous comprenons maintenant deux des phases de la figure 5.2 a), soit les phases cFL
et MI. Cela nous laisse avec une phase intermédiaire que nous allons essayer de définir. La
première partie de notre analyse consiste à vérifier que cette phase n’est ni un MI, ni un cFL.

Sur la Fig. 5.2 b), le graphique du milieu nous donne la DOS dans cette région inter-
médiaire. Nous remarquons d’abord une différence importante avec le graphique de droite
puisque la DOS à ω = 0 n’est pas près d’être nulle, excluant ainsi la possibilité d’être un MI.
De plus, comparé au graphique de gauche, le pic proche de ω = 0 est absent, ce qui nous
indique qu’aucune quasi-particule n’est présente, ce qui est un bon signe que nous n’avons
pas un cFL.

Selon ce que nous avons vu jusqu’à présent, cette phase intermédiaire semble vraiment
correspondre à la définition de ce que la référence [17] définirait comme un mauvais métal.
En fait, deux différentes phases pourraient expliquer la perte de poids spectral à ω = 0 par
rapport au cFL. Nous pourrions être confrontés à un semi-conducteur avec un très petit gap,
ou un PG. À la section 2.2.3, nous avions expliqué que le PG était défini par une perte de
poids spectral dépendante du vecteur d’onde k, un point qui le distingue très clairement
d’un semi-conducteur. Dans les faits, bien que ça n’ait jamais été prouvé dans un réseau
triangulaire au demi-remplissage, un PG au demi-remplissage ne serait pas tant une surprise
étant donné que ça avait déjà été montré à la référence [55], mais la façon par laquelle cette
phase est connectée à la transition de Mott n’avait jamais été montrée.

La figure 5.2 c) nous donne la fonction de Green en fonction des fréquences de Matsu-
bara et du vecteur d’onde Ki. À partir de cette fonction, nous pouvons définir ce qu’est un
comportement métallique et un comportement isolant

Métal : Im(G(iω0,Ki)) < Im(G(iω1,Ki)), (5.3)
Isolant : Im(G(iω0,Ki)) > Im(G(iω1,Ki)). (5.4)

En discutant du cFL, nous avions dit que seule la zone de vecteur d’onde K4 = (π, π)
n’est pas métallique, même quand nous avons un cFL. Nous le voyons bien si nous nous
référons à la figure 5.3 a), où seule la zone K4 = (π, π) ne contient pas de surface de Fermi.
Parmi les autres zones, la première cessant d’agir comme un métal quand on s’approche du
MI est la zone K0 = (0, 0) selon la figure5.2 c).

Cet indice d’une perte de poids spectral qui dépend du vecteur d’onde est un argument
fort en faveur d’ouverture d’un PG, mais pourrait ne pas suffire. En effet, les autres zones
perdent aussi du poids spectral comme le montre la figure 5.3 c), d’autant plus que toutes
les zones sont sujettes au même sort que la zone 0 lorsque nous approchons le MI en ce
qui concerne la partie imaginaire de la fonction de Green en fréquence de Matsubara. Cela
indique que la perte de poids spectral est, soit généralisée à toutes les zones, ce qui signifierait
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qu’il n’y a peut être pas vraiment un PG, soit les points chauds du PG sont distribués sur de
nombreuses zones. Si nous souhaitons maintenant prouver hors de tous doutes raisonnables
que nous avons un PG, nous devons changer de stratégie.

Si nous supposons qu’il existe plusieurs points chauds, nous pouvons nous imaginer qu’ils
ne sont possiblement pas distribués de façon uniforme entre chacune de nos zones. Ces points
chauds, peut importe où ils se trouveraient, sont les points sur lesquels nous nous attendons
à perdre de la surface de Fermi. Nous savons par ailleurs que les zones se partagent chacune
une portion de la surface de Fermi totale. Nous proposons alors l’hypothèse suivante : plus
une zone a de points chauds par surface de Fermi incluse, plus elle devrait perdre de poids
spectral rapidement en entrant dans la phase PG. Donc, en prenant le rapport de poids
spectral entre deux zones ayant une densité de points chaud par surface de Fermi différente,
nous nous attendrions à y voir un rapport presque constant dans un cFL et en changement
dans un PG. Ce rapport est noté

ImG(ω = 0,Ki)/ImG(ω = 0,Kj), (5.5)

avec i, j les indices de deux zone différentes définies à la figure 5.3 a). Le rapport de l’équation
5.5 devrait nous informer sur deux points importants, les pertes de poids spectral dû à un PG
et une redistribution de la surface de Fermi par l’ajustement de nos différents paramètres,
tel que le dopage.

Pour visualiser si le rapport de poids spectral entre les zones change, utilisons le rapport
entre les zones 0 et 1 sur la figure 5.3 b). Sur cette figure, nous pouvons identifier trois régimes
différents. Dans la phase MI, nous remarquons que le changement de ratio est très léger en se
dirigeant vers la phase PG. De l’autre côté, dans le cFL, ce rapport est généralement stable,
bien que très différent de celui de la MI. Nous nous attendons à un rapport stable dans ces
deux phases, car les différences de poids spectral ne devraient pas dépendre énormément du
vecteur d’onde. La situation change dans le régime intermédiaire, où ce rapport change très
rapidement. C’est une preuve sans équivoque que le régime que nous voyons entre le cFL et
le MI est en bel et bien un PG.

5.1.3 Mécanisme proposé pour l’ouverture du pseudogap dans le
réseau triangulaire.

L’AFM à longue ou à courte portée est généralement accepté comme un des principaux
mécanismes de la formation des PG dans les amas carrés, comme nous l’avions vu à la section
2.2.3. Si le PG dans les réseaux triangulaires était lié à ces ordres magnétiques, nous nous
attendrions à des pertes de poids spectral principalement situés à l’anti-noeud, c’est-à-dire
dans les zones 1, 2, 3 et 5. Cependant, la figure 5.3 a) montre que ce n’est pas le cas. En effet,
la zone qui n’est pas en contact avec la zone de Brillouin AFM perd proportionnellement plus
de DOS que les autres. Ceci jette de réels doutes sur le mécanisme habituellement accepté
pour la formation du PG. Nous suggérons donc un nouveau mécanisme impliquant l’ordre
spiral. Un exemple de l’ordre spiral est donné à la figure 5.4 pour aider à visualiser.

Commençons par trouver les vecteurs de l’ordre spiral. Nous savons que les vecteurs de
base de notre réseau en particulier sont e1 = (0, 1) et e2 = (1, 0), mais un ordre tripartite
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Figure 5.3 – a) Surface de Fermi à U = 0 avec la disposition des zones d’intégration de l’amas
Nc = 6 et des points chauds de l’ordre spiral. Cette figure a pour but de montrer comment la surface
de Fermi est distribuée à travers les zones. Les étoiles indiquent les points chauds proposés par
les vecteurs associés à un ordre spiral. Les étoiles bleues correspondent aux vecteurs (0, 2π/3), les
étoiles cyans aux vecteurs (2π/3, 0) et les étoiles vertes aux vecteurs (2π/3, −2π/3). b) Rapport de
la partie imaginaire de la fonction de Green de la zone 0 avec la zone 1 en fonction de la température
à U = 8.4. Les trois couleurs sont un guide pour l’œil, réalisé en utilisant les données et les critères
utilisés pour les couleurs de la figure 5.2 a). c) Poids spectral dépendant du moment à ω = 0 pour
différentes températures. Les différentes zones sont positionnées exactement de la même façon qu’en
a). Le poids spectral à ω = 0 est calculé à l’aide d’un ajustement d’un polynôme du deuxième degré
sur les 3 premières fréquences de Matsubara.

Figure 5.4 – Cette figure montre un l’exemple d’une orientation de spin nommée ordre spiral dans
un réseau triangulaire. Elle est parfois référée par l’appellation d’ordre AFM à 120o.

est également périodique dans une troisième direction, e1 + e2 = (1, 1). Il est assez facile de
trouver que leurs vecteurs associés dans le réseau réciproque sont E1 = (2π, 0), E2 = (0, 2π)
et E3 = E2 − E1 = (−2π, 2π). Puisqu’un ordre spiral a une périodicité de trois sites, il
incombe aux vecteurs réciproques d’avoir un tiers de leur longueur. Ainsi, les trois vecteurs
associés à un ordre spiral sont Q1 = (2π/3, 0), Q2 = (0, 2π/3) et Q3 = (−2π/3, 2π/3). Sur la
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figure 5.3 a), toutes les étoiles sont des points reliant 2 endroits différents sur la surface de
Fermi en utilisant les vecteurs de l’ordre spiral.

Si l’ouverture du PG est liée à l’ordre spiral, nous nous attendrions alors que la perte
de poids spectral survienne autour des points chauds de cet ordre. Suivant cette idée, sur
la figure 5.3 a), chaque zone a des points chauds. Cela signifie que toutes les zones dans le
régime PG devraient perdre du poids spectral, ce qui est cohérent avec la figure 5.3 c). Ce
qui change réellement, c’est le rapport du nombre de points chauds par surface de Fermi dans
les zones, un rapport qualitativement beaucoup plus élevé dans le K0 que dans le K1, ce qui
expliquerait pourquoi, entre le cFL et le MI, le ratio entre les zones 0 et 1 change de cette
façon.

Bien que cette explication puisse être intéressante, il faut noter que notre amas ne permet
pas d’ordres tripartites à longue portée, comme nous l’avions fait remarquer à la section 4.2.
Cela signifie que si une forme de l’ordre spiral est impliqué dans la formation du PG, il doit
forcément être à très courte portée. Nous pouvons y voir une sorte d’analogue à l’AFM à
courte portée, proposé comme une part du mécanisme de la formation du PG dans le réseau
carré [77]. Alternativement, la formation de singulets à courte portée pourrait être impliquée
dans la formation de ce PG, de façon analogue à la proposition du “Resonating Valence Bond”
d’Anderson [2].

5.2 Transition induite par dopage

Une foule d’articles ont déjà montré que le PG dopé à interactions fortes existe pour
des réseaux peu frustrés [21, 41,55,77], pour autant qu’il y ait un amas. En effet, la DMFT ne
permet pas de trouver de PG [46]. Un PG n’a toutefois jamais été cherché dans les réseaux
triangulaires.

Dans cette section, en utilisant la DMFT, nous vérifions si les interactions purement
locales sont suffisantes pour l’apparition d’un PG. Avec l’amas suffisamment convergé de
la section 5.1, nous analysons le PG dopé. Par la création de diagrammes de phase, nous
cherchons par la suite à comprendre comment la physique de Mott et le PG sont liés. Wu et
al. [95] avaient proposé que le PG était lié à la VHS, nous discutons aussi de cette possibilité.
Le PG dans les réseaux triangulaires n’étant pas prouvé expérimentalement, nous proposons
une méthode qui permettrait à terme de vérifier qu’il y est lié.

5.2.1 Rôle des interactions locales sur l’apparition du pseudogap

Kotliar et al. [46] avait déjà prouvé l’existence de la transition de Mott par dopage dans les
réseaux carrés, mais ça n’avait jamais été réalisé sur le réseau triangulaire jusqu’à maintenant.
À la figure 5.5 a), nous montrons l’existence de la transition de Mott de premier ordre par
dopage. Pour trouver cette transition, nous avons suivi une suggestion de la référence [77]
qui affirme que ces transitions existent seulement à U > Uc1, ce que nous avons fait en nous
fiant aux résultats de Dang [15] au demi-remplissage pour la DMFT.

Bien que nous avons trouvé une transition de premier ordre, nous n’en avons trouvé qu’une
seule. Elle présente un comportement fortement asymétrique, ce qui n’est pas une caractéris-
tique usuelle des réseaux carrés avec sauts aux premiers voisins [46, 77], tel que nous en avons
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Figure 5.5 – a) Transition de phase par dopage dans le réseau triangulaire en DMFT. Les symboles
vide représentent une section isolante, alors que les symboles remplis représentent plutôt des points
faits dans la section métallique. Les valeurs critiques de la transition sont définies à la section 4.4.
b) Densité d’états à fréquence réelles pour les deux solutions possibles à µ = 6.85. Cette figure a été
faite grâce à la technique d’entropie maximale pour le prolongement analytique [6].

discuté à section 2.1.2. En effet, nous voyons que pour le côté dopé aux électrons, nous avons
une très grande transition MI-métal du premier ordre, mais aucune pour le côté dopé aux
trous. Même si nous n’avons pas trouvé de transition, il est à noter que les résultats près du
coude dopé aux trous sont empreints d’une importante corrélation entre les itérations, ce qui
rend difficile d’affirmer avec certitude qu’aucune transition de premier ordre n’est présente.
Elle pourrait aussi se situer à plus basse température ou à des interactions légèrement plus
faible.

Nous ne savons pas pourquoi la transition dopée aux trous est plus petite que celle aux
électrons, mais le fait que les deux transitions soient différentes est une conséquence de la
non-biparticité du réseau triangulaire. Nous en avions discuté à la section 2.1.2, où cette
asymétrie entre les trous et les électrons est même présente quand U = 0.

À partir de la transition par dopage de la DMFT triangulaire à la figure 5.5 a), nous
pouvons voir deux phases, un cFL et un MI. Pour les identifier, il est simple de regarder la
conductivité à l’équation 2.25, proportionnelle à la compressibilité dn/dµ. Ainsi, les endroits
où la compressibilité est nulle, nous avons un MI, et autrement, nous avons un cFL.

Nous notons par ailleurs que ces deux phases sont séparées par une transition de premier
ordre ou de second ordre. La seule exception à cette règle survient très proche de la transition
de premier ordre vers l’état métallique, près de µpc1, où la phase isolante atteint une certaine
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valeur de dopage, avec une compressibilité non nulle. Ce comportement ressemble beaucoup
à ce qui a été vu par Kotliar et al. [46], où il avait été établi qu’une petite excitation thermique
des électrons en était la cause. Il est difficile de vraiment vérifier cette idée, particulièrement
parce que l’incertitude calculée pour ces points avec l’hypothèse d’erreurs non corrélées est
importante par rapport aux excitations thermiques. Cela signifie que, si nous devions prendre
en compte les corrélations entre les itérations, nous estimerions certainement une incertitude
proche de la valeur de l’excitation thermique attendue. En effet, être très proche d’une tran-
sition implique que les itérations sont fortement corrélées. Le calcul aurait nécessité plus de
temps afin de révéler l’excitation thermique, si présente.

La façon la plus précise d’identifier les phases que nous observons est sans doutes d’uti-
liser la Fig. 5.5 b). Sur cette dernière figure, nous pouvons distinguer les deux phases par la
présence d’états à ω = 0, où une DOS nulle signifie que nous sommes en présence d’un MI,
alors que le contraire nous prouve la présence d’un cFL. Une constatation importante pour
les futures sections est de remarquer la présence de quasi-particules proche de ω = 0 dans le
métal, définit comme un bon métal par la référence [17].

Puisque le PG dopé ne semble pas exister ni dans un réseau carré, ni dans un réseau
triangulaire lorsque la DMFT est utilisée, nous en concluons que des corrélations non-locales
sont nécessaires à son ouverture, similairement au terme de super échange J émanant des
systèmes à fortes interactions comme nous l’avions vu à la section 2.1.2. Ceci est cohérent
avec les conclusions des références [54,77], qui attribuent les fluctuations de l’AFM à courte
ou à longue portée à l’existence du PG.

5.2.2 Rôle des interactions à courte portée sur l’apparition du pseu-
dogap à dopage fini

Dans cette section, nous analysons la transition de phase par dopage dans l’amas Nc = 6
dont la convergence a été discuté à la section 5.1, puis identifions les phases présentes autour
de la transition pour finir par la proposition d’un mécanisme de formation du PG dopé
dans le réseau triangulaire. Pour trouver la transition de Mott par dopage, nous utilisons le
diagramme de phase demi-rempli de la section 5.1 avec U > Uc1, tel que suggéré par Sordi
et al. [77].

Transition de premier ordre par dopage

Notre analyse commence par la figure 5.6 a). Alors que nous changeons le potentiel chi-
mique, nous notons qu’une transition de premier ordre est bien présente à la figure 5.6 a). C’est
vrai, autant pour le côté dopé aux électrons que pour le côté dopé aux trous. Ceci est en ac-
cord avec le résultat de la DMFT à la section 5.2.1 et les résultats des références [21,46,54,77].
La découverte de cette transition particulière a certainement une part de surprise puisque
l’amas utilisé est un amas pour lequel nous avons prouvé à la section 5.1 que sa taille était
suffisante pour décrire les réseaux de grande taille. Cela signifie que la probabilité que cette
transition de premier ordre soit un artefact des petits amas est maintenant très faible.

Poussons un peu les comparaisons entre nos résultats de DMFT et de DCA. Encore
une fois, comme en DMFT, le comportement du réseau triangulaire est particulièrement

64



Figure 5.6 – a) Transition par dopage avec l’amas triangulaire Nc = 6. Les symboles vides repré-
sentent les points du MI ou du PG, et les symboles pleins correspondent aux points de la phase
métallique. Les valeurs critiques pour le potentiel chimique sont définies à la section 4.4. b) DOS à
cinq n différents. Cette figure montre la DOS aux fréquences réelles des 5 formes colorées en a). Elles
ont été réalisées en utilisant l’algorithme de prolongement analytique de la référence [6]. c) Fonction
de Green en fréquence de Matsubara dépendante de K pour les 5 formes colorées en a). La ligne
pointillée avec cercles représente la zone K = (2π/3, 0), la ligne pleine avec des X représente la zone
K = (0, 0) et la ligne en traits avec des carrés représente la zone K = (π, π).

asymétrique par rapport au demi-remplissage, et certainement pour les mêmes raisons que
discutées plus tôt. Il est aussi intéressant de constater que l’hystérèse le plus grand est encore
une fois du côté dopé aux électrons. Un autre aspect intéressant de cette transition est la
présence d’une transition de premier ordre entre deux métaux thermodynamiquement stables
du côté dopé aux trous, une transition ayant tous les aspects d’une transition de Sordi. Nous
reparlerons plus en détails des implications de la présence de cette transition à la section
5.2.3.

Identification des phases de la transition

À la figure 5.6, nous pouvons identifier cinq différentes sections. Nous pouvons en faire
une première identification facile en utilisant la compressibilité. Avec cette technique, nous
identifions rapidement le MI au demi-remplissage, connecté de façon continu à des phases
métalliques du côté dopé aux trous et aux électrons. Puis, à un dopage au delà des tran-
sitions de phase de premier ordre, la compressibilité nous indique la présence de métaux,
identiquement à la section 5.2.1.

Le nouvel élément apporté par la DCA par rapport à la DMFT est bien sûr cette grande
section métallique entre le MI et la transition de premier ordre. Kotliar et al. [46] avait trouvé
une toute petite section métallique qu’il avait attribué à l’excitation thermique des électrons,
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une observation que nous avions noté pour la figure 5.5. Bien que nous nous trouvions à une
température plus élevée que dans ces deux cas de DMFT, le dopage auquel se rend la tran-
sition est si grand, qu’il ne peut pas être expliqué seulement par des excitations thermiques.

En utilisant les spectres de la Fig. 5.6 b), nous pouvons identifier toutes les différentes
phases présentes dans a) de façon beaucoup plus précise. Le triangle vert (premier en haut)
et le triangle lilas (dernier en bas) montrent tous les deux un comportement de cFL, facile-
ment reconnaissable avec le pic élevé dans la DOS près de la fréquence nulle. Ces résultats
concordent très bien avec ce que nous avions pu constater à la figure 5.5. Sur les deux DOS,
les bandes de Hubbard sont aussi très apparentes et indiquent que les corrélations sont éle-
vées. Cette fois, en regardant plutôt le cercle orange, nous y voyons la signature claire d’un
MI, car la DOS est nulle à ω = 0, similairement à notre résultat avec la DMFT. Avec au-
tant d’interactions au demi-remplissage et sachant que nous sommes dans la section isolante
trouvée à la section 5.1, il n’y a aucune surprise ici d’y voir un isolant. Entre le MI et la
région sur-dopée, nous avons le triangle marron et le losange rouge, où il n’y a pas de pic
de quasi-particule, mais de la DOS à fréquence nulle. Bien que ce soit un indicateur clair de
l’absence d’un cFL, ce n’est pas en soit une preuve formelle de la présence d’un PG étant
donné qu’il s’apparente au mauvais métal, tel que défini par la référence [17].

Plusieurs autres méthodes peuvent nous convaincre que nous assistons bien à l’ouverture
d’un PG. D’abord, par analogie, il a été montré par Sordi et al. [77] qu’un dopage si élevé
avant une transition de premier ordre indiquait bel et bien la présence d’un PG. En soit,
cela pourrait suffire à prouver que nous avons bien un PG, mais nous avons les outils pour
le montrer hors de tous doutes.

À la section 2.2.3, nous définissons le PG par une perte de poids spectrale dépendante du
vecteur d’onde. Pour montrer que c’est bien le cas, nous pouvons tenter d’utiliser la méthode
utilisant les premières fréquences de Matsubara pour chacunes des zones Ki. Précisément,
nous utilisons les équations 5.3 et 5.4. Nous identifions le PG lorsqu’une des zones normale-
ment métallique devient isolante, indépendemment des autres zones métalliques. Toutefois,
un des problèmes avec cette technique est que chaque zone concernée doit avoir une DOS
suffisante à ω = 0 pour avoir un comportement métallique. Ce n’est pas un problème du côté
dopé aux trous puisque, comme nous pouvons le voir à la figure 5.7, la zone 0 gagne de la
surface de Fermi par rapport au cas à demi-remplissage. Toutefois, dans le cas du dopage
aux électrons, la surface de Fermi à U = 0 s’éloigne de la zone 0 tel que vu à la figure 5.7.
La perte de poids spectral est telle, que sur la figure 5.6 c), la zone 0 agit comme un isolant
même si en b) il est clair que c’est un cFL. Cette technique de détection du PG est donc
inutile lorsque le dopage aux électrons est trop grand (>2%).

Nous pouvons vérifier avec la dernière affirmation que du côté dopé aux trous, entre le
cas métallique (triangle vert) et le cas de mauvais métal (losange rouge), un PG est présent.
Du côté dopé au électrons (triangle marron), toutes les zones ont perdu du poids spectral, ce
qui pourrait évoquer une perte de poids spectral généralisée, donc pas un PG.

Pour confirmer avec encore plus de vigueur la présence d’un PG du côté dopé aux trous
et vérifier s’il y en a un côté dopé aux électrons, nous pouvons utiliser la dernière technique
de la section 5.1, soit, utiliser le ratio de poids spectral entre les zones

ImG(ω = 0,Ki)/ImG(ω = 0,Kj)
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Figure 5.7 – Surface de Fermi et points chauds de l’ordre spiral pour différentes valeurs de dopage
dans le cas sans interactions. Ces figures visent à montrer comment la surface de Fermi est distribuée
à travers les zones d’intégration de l’amas Nc = 6. Les étoiles indiquent les points chauds proposés
par les vecteurs représentant un ordre spiral. Les étoiles bleues sont pour les vecteurs (0, 2π/3),
les étoiles cyans sont pour les vecteurs (2π/3, 0) et les étoiles vertes sont pour les vecteurs (2π/3,
−2π/3). Il est à noter que pour le cas n = 0.9, plusieurs étoiles sont dégénérées sur la surface,
réduisant le nombre de points chauds à 18 au lieu de 24.

où i et j sont les indices de deux zones différentes. Si nous étudions le ratio entre les zones
0 et 1, nous pouvons obtenir la figure 5.8. Nous y remarquons alors de grandes différence de
ratio entre entre le cFL à fort dopage et le PG. C’est vrai tant du côté dopé aux trous que
de celui dopé aux électrons ! Par cette preuve, il est donc établi que nous avons bel et bien
des PG dopés aux électrons et aux trous.

La section 5.2.1 nous avait apporté un élément essentiel : le PG avait au minimum besoin
d’interactions non-locales pour apparaître, toutefois, il n’était pas certains que des interac-
tions à courte portée soient suffisantes à la formation du PG. Considérant que notre réseau
triangulaire ne permet pas les fluctuations de l’AFM à longue portée, les résultats obtenus
dans cette section nous montrent très clairement que le PG n’est pas lié à ces fluctuations,
tant du côté dopé aux trous que dopé aux électrons.

Mécanisme de formation du pseudogap dopé

Il ne fait aucun doute que, comme le PG au demi-remplissage de la section 5.1, le PG qui
apparaît par dopage dans les réseaux triangulaires est différent de celui des cuprates dopés
aux trous. Nous avons vu à la figure 5.8 que c’est encore une fois la zone 0 qui perdait le plus
de poids spectral, la seule zone qui n’est pas liée à la zone de Brillouin AFM. Nous montrons
cette zone à la figure 2.6.

Identiquement à la section 5.1, nous proposons que le mécanisme de l’ordre spiral à courte
portée joue un rôle dans la formation de ce PG. Pour vérifier si ce mécanisme est le bon,
nous disposons d’un avantage stratégique par rapport à ce que nous observions au demi-
remplissage, nous changeons le dopage, et par conséquent, les points chauds devraient se
déplacer. À la figure 5.7, nous observons justement comment se déplacent ces points chauds
avec le dopage. Du côté dopé aux trous, en comptant une seule fois les dégénérescences,
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Figure 5.8 – Ratio de spectre entre les zones 0 et 1 à ω = 0 à U = 8.3 et T = 1/15. Les zones sont
définies à la figure 5.7. Les points vides appartiennent à la phase MI ou PG, alors que les points
pleins appartiennent à la phase cFL.

nous voyons trois points chauds dans la zone 1, et quatre dans la zone 3. Ainsi, nous nous
attendons à ce que

(
ImG(ω = 0,K1)

ImG(ω = 0,K3)

)
n<1.0

>

(
ImG(ω = 0,K1)

ImG(ω = 0,K3)

)
n=1.0

.

Pour le côté dopé aux électrons, la concentration de points chauds augmente dans la zone 1,
alors qu’elle diminue dans la zone 3. Nous nous attendons donc à ce que(

ImG(ω = 0,K1)

ImG(ω = 0,K3)

)
n>1.0

<

(
ImG(ω = 0,K1)

ImG(ω = 0,K3)

)
n=1.0

.

À la figure 5.9, il semble que ces deux dernières relations soient respectées.
Ce mécanisme semble jusqu’à présent bien intéressant, mais soulève d’importantes ques-

tions. Pour prédire la distribution des points chauds, nous avons utilisés des dopages de 10%
à la figure 5.7, toutefois, si nous nous fions à la figure 5.6, le dopage est en réalité très petit.
Précisément, le dopage change de 0.1%, alors que le ratio monte à 1.5 du côté dopé aux trous
ou descend à 0.6 du côté dopé aux électrons. Est-ce que ce faible dopage suffit à déplacer les
points chaud suffisamment pour obtenir de telles différences de ratio ? Aussi, nous avions vu à
la section 4.2 que les conditions périodiques de notre amas ne permettent pas l’établissement
d’un ordre spiral. Alors, est-ce que les fluctuations de l’ordre spiral à courte portée peuvent
vraiment expliquer l’ouverture de ce PG? Sachant que différents ordres magnétiques sont en
compétition dans le réseau triangulaire [81], est-ce que nous avons proposé le bon ordre ? Pour
trouver une réponse à ces questions, il faudrait faire des calculs avec une meilleure résolution
de la surface de Fermi.
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Figure 5.9 – Ratio de poids spectral entre les zones 1 et 3 à ω = 0 à U = 8.3 et T = 1/15. Les
zones sont définies à la figure 5.7. Les points vides sont calculés à partir des phases MI ou PG, alors
que les points pleins sont calculés à partir de la phase cFL.

5.2.3 Physique de Mott

Dans l’article de Sordi et al. [77], une des conclusions était que le PG était lié à la physique
de Mott. Afin de vérifier cela, nous allons faire une carte de la physique de Mott hors du
demi-remplissage, y identifier les phases, et montrer de quelle façon elles y sont liées. Pour ce
faire, nous avons pour objectif dans cette sous-section de comprendre et analyser les figures
5.10 et 5.11. Il peut être difficile de comprendre comment la figure 5.6 est liée aux deux
dernières, surtout que celles-ci sont des résumés de plus d’une cinquantaine de graphiques
n(µ). Pour cette raison, nous en donnons plusieurs exemples à l’annexe S.5.

Diagramme de phase U − µ

Commençons notre analyse par la figure 5.10 et décrivons nos observations. Il n’est pas
évident de se situer dans cette dernière figure, donc comparons avec le cas de la transition de
Mott par pression au demi-remplissage de la figure 5.2, un cas que nous comprenons déjà bien.
En suivant la ligne de demi-remplissage de notre nouveau diagramme de phase, nous croisons
deux valeurs, Uc1 et Uc2. Nous avons choisi d’ignorer Uc3 pour ce diagramme de phase, mais
il est à noter qu’il rend la région autour de Uc1 plutôt instable. Dans le diagramme au demi-
remplissage, nous avions constaté que le PG à une température de 1/15 existait, toutefois,
ici, nous avons changé la façon de faire les points pour augmenter leur stabilité, soit, fixer le
potentiel chimique. Ça a eu pour effet de diminuer la valeur moyenne de la densité d’états
dans cette région, éliminant le PG au demi-remplissage à cette température.

Éloignons-nous maintenant tranquillement du demi-remplissage et étudions comment les
différentes phases réagissent à la pression. Peu de commentaires sont nécessaires pour l’isolant,
car nous en avions déjà en profondeur à la section 5.1.2, donc sautons au PG. Nous avions trois

69



Figure 5.10 – Diagramme de phase U − µ avec t′ = −1 et T = 1/15. Cette figure représente la
physique de Mott proche du MI décrivant ainsi 3 phases, soit, le cFL en cyan, le PG en bleu et le
MI en rouge. Les délimitations pour les phases ne sont qu’un guide pour l’oeil, mais nous utilisons
le critère de point d’inflexion dans la partie imaginaire de la fonction de Green pour délimiter le
PG du cFL. Toutes les valeurs critiques utilisées précédemment sont indiquées dans les images,
mais expliquées à la section 4.4. La ligne pleine noire représente les transitions de premier ordre
MI/PG⇐⇒cFL. Les zones de coexistence entre les phases MI/PG et cFL sont hachurées. À noter
que MI et PG ne sont jamais en coexistence, étant toujours séparés de façon continue. Chaque ligne
en pointillé est un point extremum local de compressibilité ∂n/∂µ. Les pointillés noirs en sont un
maximum. Plusieurs linges noires avec des pointillés blancs apparaissent, ce sont les lignes d’équi-
remplissage. Les étoiles rouges et bleues dénotent des points de transition de deuxième ordre.

techniques pour détecter le PG, mais force est de constater que nos techniques habituelles
de détection du PG sont mises à mal par un dopage de plus de 4%, tant du côté dopé aux
trous que du côté dopé aux électrons.

Rappelons nos trois techniques de détection d’un comportement isolant,

1. La technique en fréquence de Matsubara, soit quand ImG(iω0,K0) > ImG(iω1,K0)

2. La perte de poids spectral à ω = 0, l’absence d’un pic de quasi-particule et un minimum
local de poids spectral près de l’énergie de Fermi.

3. La technique du ratio entre les zones d’intégration

Pour la première technique, le côté dopé aux trous gagne beaucoup de surface de Fermi,
le signal d’entrée dans le PG est donc repoussé à des dopages plus petits. Du côté dopé aux
électrons, la surface de Fermi quittant la zone 0, il est possible de toujours avoir le signal,
particulièrement pour un dopage au delà de 4%, ce qui rends évidemment cette technique
pour trouver un PG totalement inutile.

70



Pour la deuxième technique, nous avons le choix entre une technique rapide avec peu de
précision (Padé), ou une technique lente avec une précision moyenne (technique d’entropie
maximale). Cela nous limite beaucoup, particulièrement si l’objectif est d’en faire des dia-
grammes de phases exhaustifs. Il est toutefois bien avisé d’utiliser cette technique, justement
pour vérifier la validité d’une autre.

Il reste alors la technique de ratio des zones. Cette technique est éprouvée pour les tran-
sitions de premier ordre, étant une preuve hors de tous doutes de la présence d’un PG. Elle
peut toutefois s’avérer assez floue sur la limite d’une transition continue entre le cFL et le
PG puisque la transition n’est pas nécessairement marquée par un point d’inflexion. Il est de
plus difficile de prédire comment les points chauds se distribuent sur la surface de Fermi en
dopant et d’en prédire précisément l’impact.

Considérant tout cela, nous avons choisi d’utiliser la technique du prolongement analy-
tique pour vérifier la présence d’un PG.

Nous remarquons d’abord que lorsque nous augmentons U , le gap de Mott grandit et le
dopage auquel se rend le PG augmente. C’est vrai tant pour le côté dopé aux trous qu’aux
électrons. C’est normal que le gap de Mott augmente, car plus les interactions sont élevées,
plus les électrons ont tendance à rester en place, et donc, sauter ce gap devient de plus en plus
difficile. Pour ce qui est de l’évolution du PG avec la pression (l’inverse de U), ces résultat
concordent avec les résultats obtenus en CDMFT par Sordi [77], et même avec les résultats
expérimentaux effectués sur les cuprates du côté dopé aux trous [18, 68]. Si nous nous fions
seulement à la figure 5.10, nous pourrions nous méprendre et croire que le PG dopé aux
trous se rend à un dopage beaucoup plus grand que pour les électrons. La réalité, c’est que,
bien que celui du côté aux trous se rende plus loin en potentiel chimique, la compressibilité
∂n/∂µ est beaucoup plus grande du côté dopé aux électrons, ce qui a pour résultat de la faire
paraître beaucoup plus petite sur un diagramme de phase U − µ.

Discutons maintenant des transitions de phases. Nous y constatons en fait que notre
résultat à la figure 5.6 est loin d’être singulier. En effet, la transition de premier ordre du
côté dopé aux trous et aux électrons persiste à plusieurs valeurs de U , quoiqu’il semble clair
que pour les électrons, cette persistance est bien plus forte. Cette asymétrie découle bien
sûr de l’utilisation d’un réseau triangulaire, comme discuté à la section 5.2.1. Nous pouvons
remarquer un autre point intéressant, la bosse de Giamarchi [24]. Dans son travail, Giamarchi
avait trouvé la solution exacte du modèle d’Hubbard en une dimension, trouvant une petite
bosse de stabilité de la phase isolante à un U faible, une particularité qui semble donc subsister
pour les dimensions plus élevées.

Tout comme avec les résultats de Sordi et al. [77] dans le réseau carré, le PG est confiné
par la transition de Mott et par les lignes de compressibilité maximum. Aussi, près des points
critiques des côtés dopé aux trous et aux électrons, nous voyons la transition de Sordi ap-
paraître, cette transition de premier ordre entre deux métaux thermodynamiquement stables.

Toute cette discussion nous amène donc à deux conclusions. Nous avions déterminé précé-
demment que le réseau utilisé était un réseau convergé, par conséquent, la transition de Sordi
ne peut plus être considérée comme un artefact des petits réseaux. De plus, voyant comment
cette transition est directement connectée à la transition de Mott, nous en concluons qu’elle
n’est qu’une conséquence de la physique de Mott, tout comme nous en concluons que le PG
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est lié à cette physique.

Diagramme de phase T − µ

Figure 5.11 – Diagramme de phase T − µ pour deux différentes valeurs de U avec t′ = −1. Cette
figure représente la physique de Mott proche du MI décrivant ainsi trois phases, le cFL en cyan, le
PG en bleu et le MI en rouge. Les délimitations pour les phases ne sont qu’un guide pour l’oeil,
mais sont tout de même basées sur les trois critères du PG utilisés à la section 5.1. Toutes les
valeurs critiques utilisées précédemment sont indiquées dans les images, mais expliquées à la section
4.4. La ligne pleine noire représente les transitions de premier ordre MI/PG⇐⇒cFL. Les zones de
coexistence entre les phases MI/PG et cFL sont hachurées. À noter que les phases MI et PG ne
sont jamais en coexistence, étant toujours connectées de façon continue. Chaque ligne en pointillé
est un point extremum local de compressibilité ∂n/∂µ. La ligne rouge pointillée est un minimum de
compressibilité, alors que les pointillés noirs en sont un maximum. Plusieurs lignes noires avec des
traits blancs apparaissent, ce sont les lignes d’équi-remplissage.

Analysons maintenant la figure 5.11. Pour bien comprendre, il faut imaginer que nous
observons une coupe verticale en dopage de la figure 5.2. Nous y constatons encore la présence
de nos trois phases habituelles.

Nos premiers commentaires se tournent d’abord vers la transition de phase de premier
ordre. Au premier abord, il est plutôt surprenant de voir qu’à U = 8.3 et β > 29.0, le
métal est stable ou métastable pour toutes les valeurs de µ, une constatation que nous
pouvons également faire à la figure 5.10 à U = 8.05. Ce résultat nous vient en fait de la
transition de Mott au demi-remplissage de la figure 5.2, où Uc2 augmente rapidement lorsque
la température descend. En augmentant U , les zones de coexistence des transitions de premier
ordre deviennent plus petites, comme nous l’avions déjà constaté dans le diagramme U − µ.
Nous voyons aussi que la transition de Sordi persiste à différentes températures.

Si cette fois nous regardons l’évolution des phases dans le diagramme T −µ, nous consta-
tons que descendre la température a deux effets : le gap du MI grandit en potentiel chimique
et le PG grandit en dopage. Le premier effet se comprend du fait que le niveau fondamental

72



dans cette région est un isolant. Le second est cohérent avec les résultats expérimentaux pour
les cuprates, tant du côté dopé aux trous qu’aux électrons [53].

À basse température, nous voyons comment le PG suit bien la transition de Mott, un
argument supplémentaire de son lien avec la physique de Mott. Au delà de la transition de
premier ordre, nous pouvons même voir que le PG suit généralement très bien la ligne de
Widom. À plus haute température toutefois, les lignes de Widom disparaissent avant le PG.
Ceci pourrait être différent de ce qui est observé dans la référence [80] pour le réseau carré
où, cependant, le PG est défini à partir d’autres observables que celle considérée ici.

La ligne de compressibilité minimale µW,min a aussi des subtilités intéressantes. Quand le
MI disparaît à haute température, elle agit comme un précurseur du MI. Il est assez particu-
lier qu’une ligne comme celle là ne soit pas centrée au demi-remplissage, d’autant plus que
la température la plus élevée à laquelle se rend le PG est centré sur celle-ci. Nous le voyons
particulièrement bien à U = 8.3, une constatation que nous pouvons également voir dans le
papier de Macridin et al. [55].

Considérant de plus que le PG à demi-remplissage et à dopage fini pourraient partager
un même mécanisme de formation, considérant également qu’ils sont connectés de façon
continue et considérant finalement que le précurseur du MI µW,min est centré avec le PG
à haute température, nous concluons que les PG dopés aux trous et aux électrons ont une
origine commune et que leur formation est étroitement liée à la physique de Mott.

5.2.4 Singularité de Van Hove et Pseudogap

Nous avions rapidement parlé de la VHS à la section 2.1.2 dans le cas où U = 0. À
U non nul, nous pourrions raisonnablement s’attendre à ce qu’elle se déplace, mais il est
bien plus difficile de la suivre dans un tel cas, puisque nous devons réaliser un balayage
méticuleux du potentiel chimique, à la recherche d’un maximum clair du poids spectral à
ω = 0 (A(ω = 0)). La raison pour laquelle nous portons attention à la VHS est que Wu et
al. [95] l’avaient proposé comme un possible mécanisme de formation du PG dans le réseau
triangulaire. Ayant une quantité importante de données, nous pouvons maintenant vérifier la
validité de cette proposition.

Pour vérifier, nous effectuons une interpolation Lagrangienne sur les 3 premières fré-
quences de Matsubara de Im

(
Ḡ(iωn)

)
pour obtenir une bonne approximation de Im

(
Ḡ(ω =

0)
)
. En utilisant le fait que A(ω) = −2Im

(
Ḡ(ω = 0)

)
, nous créons la figure 5.12.

D’après ce que nous pouvons voir sur cette dernière figure, le maximum de A(ω = 0)
est très loin du demi-remplissage, s’étant seulement légèrement déplacé par rapport au cas
U = 0. Cela signifie pour nous que la VHS n’est probablement pas en jeu dans la formation
du PG, une conclusion cohérente avec le travail de Reymbault et al. [68] et Horio et al. [37].

5.2.5 Prouver que le pseudogap existe dans le réseau triangulaire

Dans cette dernière sous-section sur la transition de phase induite par le dopage, nous
allons explorer comment nous pourrions prouver expérimentalement que le PG dopé existe
dans un réseau triangulaire et qu’il est bien lié à la physique de Mott. Pour ce faire, nous
allons retourner au diagramme de phase U−µ de la figure 5.10 et en étudier la compressibilité.
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Figure 5.12 – Les courbes de remplissage pour deux valeurs différentes de U et leur poids spectral
respectif à ω = 0. Les lignes orange indiquent le potentiel chimique auquel la VHS apparaît, soit
µ = −1, 53 pour U = 7, 8 et µ = −1, 62 pour U = 9, 0.

Pour accomplir cela, il faut prendre conscience des nombreuses limitations des matériaux
expérimentaux. Le réseau triangulaire n’existe pas dans les cuprates et il n’y a essentielle-
ment que les supraconducteurs organiques où nous pouvons étudier expérimentalement une
transition de Mott sur un réseau triangulaire. De plus, un problème majeur des organiques
est que leur dopage est extrêmement difficile. Si quelqu’un souhaite le faire, il se butte à
plusieurs défis :

1. Il existe de très rares valeurs de dopage possibles [99], soit 5-6% ou 11% ;
2. Le dopage peut être fait artificiellement par Transistor par Effet de Champs / Field-

Effect Transistor (FET) [96], une technique encore très difficile ;
3. Il peut être réalisé par des simulateurs de modèle d’Hubbard, tel qu’un réseau trian-

gulaire sur silicium [59] ou simulateur de fermions froids dans un réseau optique [84],
tous deux limités par la température.

En attendant l’amélioration des simulateurs et une plus large utilisation de la technique
par FET, nous cherchons donc une façon d’utiliser les matériaux triangulaires dopés pour
prouver l’existence du PG.

Jetons un oeil à la figure 5.13 qui montre par un code de couleur la compressibilité dans
le diagramme de phase précédent. Sous cet angle de vue, nous voyons bien apparaître les
lignes de Widom, tant du côté dopé aux trous que du côté dopé aux électrons. Nous y voyons
également très bien l’isolant en gris, et l’ouverture du PG quand les couleurs commencent
à changer autour de l’isolant. Toutes ces caractéristiques étaient déjà bien connues pour un
réseau carré et, comme dans les articles précédents [78], nos lignes de Widom ne se déplacent
pas beaucoup en remplissage, les rendant presque impossible à trouver expérimentalement.
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C’est de là que la figure 5.13 devient vraiment utile,. Nous y voyons de nouvelles tendances
de la compressibilité, soit, les lignes de compressibilité extrémales µsh,min, µsp,min, µint,min et
µsp,max. Tentons donc de comprendre ce qu’elles signifient.

Figure 5.13 – Image rapprochée de la compressibilité (en couleur) dn/dµ dépendante de U − µ
à T = 1/15. Cette figure se veut être la version en compressibilité du diagramme de phase de
la figure 5.10. De par cette figure, plusieurs tendances sont mises en évidence, tel que des lignes
de compressibilité minimale en orange, et une ligne de compressibilité maximale en rouge. Les
incertitudes de ces lignes sont normalement la distance entre les deux calculs les plus proches (petits
points gris). Les couleurs sont calculées à partir des données de remplissage, mais plusieurs points ont
dû être retirés vu l’instabilité qu’ils apportaient à leur dérivée, ou parfois, la technique d’interpolation
entre des points à dû être changée. Nous devons donc prendre les couleurs comme un guide pour
l’oeil. Une explication plus détaillée des lignes de compressibilité est donnée à la section 4.4. Cette
figure a été réalisée en grande partie avec l’aide d’Olivier Gingras.

Sur la figure 5.15, regardons d’abord le cas sans interactions. En 1, nous y voyons un
maximum, c’est celui de la singularité de Van Hove µV HS,max, un maximum qui ne bouge
pas vraiment avec U . Alors que les interactions augmentent à U = 5, nous voyons près du
demi-remplissage l’apparition d’un plateau, se transformant en deux nouveaux extremums à
U = 7.8, les extremums 2 et 3 sur la figure. Nous en comprenons que ces nouveaux extremums,
µint,min et µsp,max, sont purement le produit des interactions, le premier y étant directement
lié, le second étant la conséquence du premier. C’est à U = 9.0 que ça devient vraiment
intéressant. µint,min s’est transformé en MI et µsp,max subsiste. C’est là que le PG entre en
jeu, les maximums 4 et 5 étant respectivement µhW,max et µpc2,max sont créés par l’existence
même du PG. Ajouter deux maximums crée forcément deux minimums, les minimums 6 et
7, référés par µsh,min et µsp,min.

Nous en comprenons ceci : Des minimums de compressibilité sont causés par l’existence
même de la physique de Mott et du PG dans le réseau triangulaire. Sachant qu’une mesure
de compressibilité n’est pas facile expérimentalement, il faudrait une importante différence
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Figure 5.14 – En haut, remplissage de la bande selon le potentiel chimique, en bas, compressibilité
en fonction du potentiel chimique. Les colonnes sont pour plusieurs valeurs de U . Les lignes pointillées
indiquent où est le demi-remplissage. Les nombres dans les figures du bas indiquent un extremum
auquel nous ferons référence dans le texte.

de compressibilité pour vraiment constater l’existence de cette ligne.
Sur la figure 5.15, nous montrons une image globale de la compressibilité en fonction de

U − µ. C’est intéressant de constater que, suivant une ligne d’équi-remplissage en changeant
la pression, ce minimum de la compressibilité pourrait être jusqu’à 50% plus petit que ce qui
est observé à des U différents, une différence significative. Il semble donc possible de montrer
expérimentalement que le PG existe dans le réseau triangulaire et qu’il est lié à la physique
de Mott.
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Figure 5.15 – Image globale de la compressibilité dn/dµ dépendante de U −µ. La figure 5.13 offre
les détails liés à cette figure. Cette figure a été réalisée en grande partie avec l’aide d’Olivier Gingras.
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Chapitre 6

Conclusion

Deux propositions ont d’abord motivé l’écriture de ce mémoire. D’abord, nous voulions
vérifier si l’AFM à courte portée était liée à la formation du PG, puis nous voulions vérifier
si la physique de Mott était liée à sa formation. Pour cette raison, nous avons pris la décision
d’utiliser un réseau triangulaire, où la frustration empêcherait les fluctuations de l’AFM à
longue portée, pour faire une étude détaillée de la transition de Mott et voir comment le PG
y est lié. Nous avons pu accomplir ces objectifs principaux en utilisant la DMFT et la DCA.
Dans le réseau triangulaire, nous avons étudié la transition de Mott induite par la pression au
demi-remplissage, puis la transition induite par le dopage et nous y avons prouvé l’existence
du PG.

En commençant par la transition par pression, utilisant un grand réseau de 16 sites,
nous avons d’abord établi que la ligne de Widom au demi-remplissage observée dans la
littérature n’était pas un artefact de la taille des amas utilisés par le passé. Les résultats
sur la convergence des amas nous ayant montré que peu de sites sont nécessaires pour bien
décrire le modèle de Hubbard du réseau triangulaire à température finie, nous avons pu
montrer que le PG à interactions fortes existe au demi-remplissage. Nous avons découvert
que les fluctuations de l’AFM à longue ou à courte portée ne sont pas liées à la formation ce
PG. Nous avons alors proposé que l’ordre spiral à courte portée pourrait en être la cause.

En poursuivant notre étude du réseau triangulaire par l’analyse de son comportement
hors du demi-remplissage, nous avons appris avec la DMFT que les interactions purement
locales ne sont pas suffisantes pour l’ouverture d’un PG. Notre amas Nc = 6 en DCA, où les
corrélations à courte portée sont permises, a permis de retrouver ce PG, tant du côté dopé
aux trous qu’aux électrons. Encore une fois, nous avons observé que les fluctuations de l’AFM
à longue ou à courte portée ne semblent pas liées à la formation des PG. Nous avons proposé
que ceux-ci seraient liés à l’ordre spiral à courte portée, mais nous avons émis des réserves
quant à cette idée puisqu’une très faible modification du dopage avait pour effet de changer
radicalement la distribution de la surface de Fermi entre les zones, même si les points chauds
de l’ordre spiral ne se déplacent pas autant.

Nous avons continué à chercher les causes du PG en calculant avec précision les dia-
grammes de phase près de la transition de Mott. Nous avons pu établir plusieurs conclusions
à partir de là. Étant donné qu’une transition de premier ordre connectée de façon continue
au MI limite la portée en dopage du PG, il semble que cette phase soit liée à la physique de
Mott. Parallèlement, nous avons conclu que la transition de Sordi est un phénomène essen-
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tiel lié à la transition de Mott par dopage. Étant donné que les PG dopés aux trous et aux
électrons sont liés de façon continue au PG du demi-remplissage, nous avons proposé que les
deux ont une origine commune. Cette étude détaillée nous a aussi permis de vérifier que la
VHS n’est pas liée à la formation du PG.

Puisqu’il n’est pas possible de vérifier directement la dépendance en vecteur d’onde de
la DOS dans les matériaux décrits par des réseaux triangulaires, nous avons proposé une
méthode expérimentale utilisant la compressibilité pour vérifier l’existence du PG.

En somme, le PG existe dans le réseau triangulaire, mais n’est pas lié aux fluctuations de
l’AFM. La physique de Mott joue un rôle important dans leur formation et les PG dans les
régimes dopés et au demi-remplissage ont, selon nos calculs, une origine commune.

Notre étude a permis de prouver plusieurs éléments importants de la physique des réseaux
triangulaires. Elle ne fait toutefois pas que lever le voile sur le PG du réseau triangulaire.
Elle permet de montrer l’importance de la physique de Mott dans la formation du PG des
cuprates dopés aux trous, ouvrant même la voie à une remise en question de la nécessité des
fluctuations de l’AFM à courte portée pour sa formation. L’hypothèse de l’importance des
singulets reste à prouver définitivement.
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Chapitre S

Appendices

S.1 Modèle d’Hubbard sans interactions

Résolvons le modèle d’Hubbard dans le cas où il n’y a pas d’interactions (U = 0) pour le
réseau triangulaire à base carrée, triangulaire à base triangulaire et carré de la figure.

Figure S.1 – a) Réseau triangulaire à base carrée b) Réseau triangulaire à base triangulaire, c)
Réseau carré frustré

Nous démarrons donc à partir de la forme suivante :

H = −
∑
⟨i,j⟩,σ

tc†i,σcj,σ −
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′c†i,σcj,σ − µ
∑
iσ

niσ (S.1)

où t′ij est le terme de saut au deuxième voisin. Le spin σ n’aura pas d’influence sur le résultat
final si ce n’est qu’il y aura 2 états différents possible, un avec le spin up et l’autre avec le
spin down.

Triangle Anisotrope Le réseau à la figure S.1 a) montre l’exemple du réseau triangulaire
anisotrope que nous allons résoudre. L’Hamiltonien de l’équation (S.1) n’est pas diagonal
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tant que nous ne ferons pas une transformée de Fourier. Ainsi :

cj =
1√
N

∑
k′

e−ik′·rjck′

qu’on peut alors insérer dans l’équation (S.1) :

H = −

(∑
⟨i,j⟩

t
1√
N

∑
k

eik·ric†k
1√
N

∑
k′

e−ik′·rjck′ +
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

t′
1√
N

∑
k

eik·ric†k
1√
N

∑
k′

e−ik′·rjck′

− µ
∑
i

1√
N

∑
k

eik·ric†k
1√
N

∑
k′

e−ik′·rick′

)

= − 1

N

( ∑
⟨i,j⟩,k,k′

teik·ric†ke
−ik′·rjck′ +

∑
⟨⟨i,j⟩⟩,k,k′

t′eik·ric†ke
−ik′·rjck′ − µ

∑
i,k,k′

eik·ric†ke
−ik′·rick′

)

Pour continuer le calcul, il est nécessaire de considérer que k = kxx̂ + kyŷ + kz ẑ. Aussi,
nous donnons la valeur que doit prendre rj par la forme que prend le réseau triangulaire
anisotrope. Pour un saut au premier voisin, rj peut être

ri + x̂ ri + ŷ ri − x̂ ri − ŷ

Pour un saut au second voisin, c’est plutôt :

ri + x̂+ ŷ ri − x̂− ŷ

On peut alors insérer le tout dans les exponentielles :

H = − 1

N

( ∑
i,k,k′

t
(
eik·rie−ik′·(ri+x̂) + eik·rie−ik′·(ri+ŷ) + eik·rie−ik′·(ri−x̂) + eik·rie−ik′·(ri−ŷ)

)
c†kck′

+
∑
i,k,k′

t′
(
eik·rie−ik′·(ri+x̂+ŷ) + eik·rie−ik′·(ri−x̂−ŷ)

)
c†kck′ − µ

∑
i,k,k′

eik·ric†ke
−ik′·rick′

)

= − 1

N

( ∑
i,k,k′

tei(k−k′)·ri
(
e−ikx + e−iky + eikx + eiky

)
c†kck′

+
∑
i,k,k′

t′ei(k−k′)·ri
(
e−i(kx+ky) + ei(kx+ky)

)
c†kck′ − µ

∑
i,k,k′

δk,k′c†kck′

)

= − 1

N

( ∑
i,k,k′

tδk,k′

(
e−ikx + e−iky + eikx + eiky

)
c†kck′ +

∑
i,k,k′

t′δk,k′

(
e−i(kx+ky) + ei(kx+ky)

)
c†kck′ − ...

)

= −
∑
k

(
t
(
e−ikx + e−iky + eikx + eiky

)
c†kck + t′

(
e−i(kx+ky) + ei(kx+ky)

)
c†kck − ...

)
= −2

∑
k

(
t
(
cos(kx) + cos(ky)

)
+ t′ cos(kx + ky)− µ/2

)
c†kck
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Nous avons donc un Hamiltonien diagonale et on peut facilement en ressortir l’énergie selon
le vecteur d’onde.

Triangle Le réseau à la figure S.1 b) montre l’exemple du réseau triangulaire. Par rapport
à section précédente, ce qui change sont les vecteurs de translation du réseau. Ainsi, rj est
donné par :

ri + x̂ ri +
(
− 1

2
x̂+

√
3

2
ŷ
)

ri − x̂ ri +
(1
2
x̂−

√
3

2
ŷ
)

Pour un saut au second voisin, c’est plutôt :

ri +
(1
2
x̂+

√
3

2
ŷ
)

ri −
(1
2
x̂+

√
3

2
ŷ
)

Nous pouvons alors insérer le tout dans les exponentielles :

H = − 1

N

( ∑
i,k,k′

t
(
eik·rie−ik′·(ri+x̂) + eik·rie−ik′·

(
ri− 1

2
x̂+

√
3

2
ŷ
)
+ eik·rie−ik′·(ri−x̂) + eik·rie−ik′·

(
ri+ 1

2
x̂−

√
3

2
ŷ
))

c†kck′

+
∑
i,k,k′

t′
(
eik·rie−ik′·

(
ri+ 1

2
x̂+

√
3
2
ŷ
)
+ eik·rie−ik′·

(
ri− 1

2
x̂−

√
3

2
ŷ
))

c†kck′ + µ
∑
i,k,k′

eik·ric†ke
−ik′·rick′

)

=
1

N

∑
i,k,k′

ei(k−k′)·ri

(
− t
(
e−ikx + e−i

(
− 1

2
kx+

√
3

2
ky

)
+ eikx + e−i

(
1
2
kx−

√
3

2
ky

))

− t′
(
e−i
(

1
2
kx+

√
3

2
ky

)
+ ei

(
1
2
kx+

√
3

2
ky

))
− µ

)
c†kck′

=

(
− 2t

(
cos kx + cos

(1
2
kx −

√
3

2
ky

))
− 2t′ cos

(1
2
kx +

√
3

2
ky

)
− µ

)
c†kck

Nous avons donc un Hamiltonien diagonal et on peut facilement en ressortir l’énergie selon
le vecteur d’onde.

De la même façon que précédemment, nous pouvons trouver le Hamiltonien pour le réseau
de la figure S.1 c). Le résultat est le suivant :

E(k) = −2
(
t
(
cos(kx) + cos(ky)

)
+ t′
(
cos(kx + ky) + cos(kx − ky)

))
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S.2 Transformation particule-trou
Transformation particule-trou

Pour tous réseaux bipartites, il est possible de déduire une relation de transformation
particule-trou. Pour avoir un réseau bipartite, il est nécessaire de pouvoir diviser le réseau
en deux sous-réseaux comme sur la Fig. S.2, lesquels s’échangent des particules.

Figure S.2 – Division d’un réseau principal de dimension infini en deux sous-réseaux, A et B.
La même chose pourrait être faite pour un réseau triangulaire anisotrope. Les lignes noires sont
les échanges de particules dans des sous-réseaux différents et les lignes rouges sont les échanges à
l’intérieur de mêmes sous-réseaux.

Transformation du Hamiltonien Le Hamiltonien sur lequel nous ferons la transforma-
tion particule-trou est celui de l’équation (4.1), sauf que nous allons considérer un terme de
saut au premier et au deuxième voisin. Ainsi,

H =−
∑
⟨i,j⟩,σ

tc†i,σcj,σ −
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′c†i,σcj,σ + U
∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ (S.2)

Pour y faire la transformation particule-trou, nous ferons :

c†i,σ → di,−σ(−1)l

ci,σ → d†i,−σ(−1)l

où l est l’indice du sous-réseau correspondant ; un saut sur un sous-réseau différent amène
un signe négatif. On a alors :

H =
∑
⟨i,j⟩,σ

tdi,−σd
†
j,−σ −

∑
⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′di,−σd
†
j,−σ + U

∑
i

di,↓d
†
i,↓di,↑d

†
i,↑ − µ

∑
iσ

di,−σd
†
i,−σ

4



Puisque la sommation du terme de saut est en partie sur le spin, on peut alors y enlever
le signe négatif du spin. À partir d’ici, nous avons de la relation d’anti-commutation pour
résoudre le reste du problème :

{di,σ, d†j,σ} = di,σd
†
j,σ + d†j,σdi,σ = δij

Ainsi, nous pouvons utiliser cette relation pour pouvoir obtenir une équation de la forme de
l’équation (2.23) :

H = −
∑
⟨i,j⟩,σ

td†j,σdi,σ +
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′d†j,σdi,σ + U
∑
i

(1− d†i,↓di,↓)(1− d†i,↑di,↑)− µ
∑
iσ

(1− d†i,σdi,σ)

= −
∑
⟨i,j⟩,σ

td†j,σdi,σ +
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

t′d†j,σdi,σ + UN − U
∑
iσ

Di,σ + U
∑
i

Di,↓Di,↑ − 2µN + µ
∑
iσ

Di,σ

= −t
∑
⟨i,j⟩,σ

d†j,σdi,σ − (−t′)
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

d†j,σdi,σ + U
∑
i

Di,↓Di,↑ − (U − µ)
∑
iσ

Di,σ (S.3)

= −t
∑
⟨i,j⟩,σ

d†j,σdi,σ − t′′
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,σ

d†j,σdi,σ + U
∑
i

Di,↓Di,↑ − µ′
∑
iσ

Di,σ (S.4)

où N est le nombre de sites, Di,σ est le nombre de trous de spin σ au site i et où la constante
en trop a été enlevé puisque l’énergie est définie à une constante près. Il sera intéressant pour
de futures comparaisons de vérifier comment ni est changé par la transformation particule
trou :

ni = ni,↑ + ni,↓

= (1−Di,↓) + (1−Di,↑)

= 2−Di

Il sera aussi intéressant de regarder comment on trouve la double occupation des trous à
partir de celle des électrons :

Dh = 1−De︸ ︷︷ ︸
nombre de sites avec 1 ou 0 électron

− (ne − 2De)︸ ︷︷ ︸
nombre d’électrons sans compagnons

Dh = 1− ne +De (S.5)

avec ne le nombre d’électrons par site, De la proportion du nombre de site ayant deux électrons
et Dh la proportion du nombre de sites ayant deux trous.

L’énergie étant définie à une constante près, on peut trouver les correspondances entre
les équations (S.2) et (S.4) :

t′′ = −t′

µ′ = U − µ (S.6)
D = 2− n.

En représentant notre Hamiltonien dans l’espace réciproque, on peut facilement trouver que
le signe de t et t′ impliquent aussi K → K + (π, π).
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Transformation particule-trou de la fonction de Green

La définition même de la fonction de Green dans le réseau réciproque est la suivante :

Gk,k′(τ, τ ′) = −⟨T̂τck(τ)c
†
k′(τ

′)⟩Ĥ

Avec c
(†)
k (τ) = eĤτc

(†)
k e−Ĥτ En y appliquant une transformée de Fourier, on peut avoir notre

fonction de Green en fonction des fréquences :

Gk,k′(iωn) = −
∫ β

0

eiωnτ ⟨T̂τck(τ)c
†
k′(τ

′)⟩dτ

On y applique la transformation particule-trou ck(τ) → d†k(τ) et c†k′(τ) → dk′(τ) :

Gk,k′(iωn) = −
∫ β+τ ′

τ ′
eiωn(τ−τ ′)⟨T̂τd

†
k(τ)dk′(τ ′)⟩dτ

À partir de là, on peut utiliser la technique du double complexe conjugué pour trouver le
résultat :

Gk,k′(iωn) =

((
−
∫ β+τ ′

τ ′
eiωn(τ−τ ′)⟨T̂τd

†
k(τ)dk′(τ ′)⟩dτ

)†)†

=

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)

(
⟨T̂τd

†
k(τ)dk′(τ ′)⟩

)†
dτ

)†

=

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)

(
⟨Θ(τ − τ ′)d†k(τ)dk′(τ ′)−Θ(τ ′ − τ)dk′(τ ′)d†k(τ)⟩

)†
dτ

)†

=

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)⟨Θ(τ − τ ′)

(
dk′(τ ′)

)†(
d†k(τ)

)† −Θ(τ ′ − τ)
(
d†k(τ)

)†(
dk′(τ ′)

)†⟩dτ)†

dû à la définition de c
(†)
k (τ) donnée plus haut, (ck(τ))† = c†k(−τ) et (c†k(τ))

† = ck(−τ). On a
alors :

Gk,k′(iωn) =

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)⟨Θ(τ − τ ′)d†k′(−τ ′)dk(−τ)−Θ(τ ′ − τ)dk(−τ)d†k′(−τ ′)⟩dτ

)†

=

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)⟨Tτd

†
k′(−τ ′)dk(−τ)⟩dτ

)†

= −

(
−
∫ β+τ ′

τ ′
e−iωn(τ−τ ′)⟨Tτdk(−τ)d†k′(−τ ′)⟩dτ

)†
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Nous faisons le changement de variable τ → −τ et nous utilisons l’invariance sous translation
en temps imaginaire pour poser τ ′ = 0 :

Gk,k′(iωn) =

(
−
∫ −β

0

eiωnτ ⟨Tτdk(τ)d
†
k′⟩dτ

)†

= −

(
−
∫ 0

−β

eiωnτ ⟨Tτdk(τ)d
†
k′⟩dτ

)†

puis τ → τ − β

Gk,k′(iωn) = −

(
−
∫ β

0

eiωn(τ−β)⟨Tτdk(τ − β)d†k′⟩dτ

)†

= −

(
−
∫ β

0

eiωnτe−iωnβ⟨Tτdk(τ − β)d†k′⟩dτ

)†

= −

(
−
∫ β

0

eiωnτ ⟨Tτdk(τ)d
†
k′⟩dτ

)†

où la dernière opération a été possible parce que la fonction de Green est antipériodique sur β
et que ωnβ = (2n+1)π. Il est alors très intéressant de noter qu’on peut identifier la fonction
de Green pour la transformation particule-trou Gp-t

k,k′ et finalement écrire :

Gk,k′(iωn) = −
(
Gp-t

k,k′(iωn)
)†

Transformation particule-trou de la fonction spectrale À partir du résultat précé-
dent, on peut facilement trouver l’impact de la transformation particule-trou sur la fonction
spectrale Ak(ω). La fonction de Green en fréquence de Matsubara est reliée à la fonction
spectrale Ak(ω) (un nombre réel lorsque k = k’) ainsi :

Gk(iωn) =

∫ ∞

−∞

Ak(ω)

iωn − ω

dω
2π

et la transformation particule-trou amène alors à :

−
(
Gk(iωn)

)∗
=

∫ ∞

−∞

Ak(ω)

+iωn + ω

dω
2π

= −
∫ −∞

∞

Ak(−ω)

iωn − ω

dω
2π

=

∫ ∞

−∞

Ak(−ω)

iωn − ω

dω
2π

La fonction spectrale, sous la transformation particule-trou, devient donc Ak(ω) → Ak(−ω).
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Symétrie particule-trou pour t′ = 0 De la transformation S.6, il est possible de déduire
la valeur de µ pour laquelle nous obtenons le demi-remplissage si t′ = 0. Les Hamiltoniens
des équations (2.23) et (S.4) devraient être égaux dans ce cas particulier, donc :

0 = H −H =
(
− t

∑
⟨i,j⟩,σ

d†j,σdi,σ + U
∑
i

Di,↓Di,↑ − (U − µ)
∑
iσ

Di,σ

)
−
(
−
∑
⟨i,j⟩,σ

tc†i,σcj,σ + U
∑
i

ni↑ni↓ − µ
∑
iσ

niσ

)
= −(U − µ)

∑
iσ

Di,σ + µ
∑
iσ

niσ

= 2µ− U

On a alors que le demi remplissage, où le nombre de trous est égal au nombre d’électrons, se
trouve toujours à µ = U/2 pour les réseaux carrés. Cette particularité nous amène à regarder
les transformations à l’équation (S.6) et constater l’apparition d’une symétrie particule-trou
puisque t′ est nul.
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S.3 Biparticité
Tout réseaux infini carré est bipartite, ce qui conduit à certaines symétries fondamentales

tel que la symétrie au demi remplissage et la symétrie particule-trou. La première dit que
lorsque U/2 = µ, alors n = 1. La seconde montre que la transformation n → 2 − n et
µ → U − µ pour le réseau dopé aux particules est exactement égale à celle du réseau dopé
aux trous.

Lorsque le réseau est frustré, cette symétrie ne tient plus, mais une transformation
particule-trou est tout de même possible. Le réseau triangulaire infini peut être divisé en
deux sous-réseaux, tout comme le réseau carré, t étant le terme de saut reliant les deux sous-
réseaux et t′ étant le terme de saut intra-sous-réseau. De tels réseaux conduisent aux énoncés
suivants :

1. si nous changeons t′ → −t′, il s’ensuit que n → 2− n, µ → U − µ et K → K+ (π, π).
2. si nous changeons t → −t, il s’ensuit que K → K + (π, π).

Pour chacune de nos divisions de la zone de Brillouin à la figure 4.1 et en utilisant t′ = 0,
nous avons vérifié si la symétrie au demi-remplissage était respectée, mais l’amas Nc = 6∗

ne présentait pas une telle symétrie. En effet, dans la phase métallique avec t′ = 0, β = 20,
U = 5.25 et µ = 2.625, le remplissage était de 0.995, il est alors intéressant de savoir dans
quelle mesure le réseau non-bipartite diffère de la réalité.

Regardons alors comment ils se comparent les uns aux autres, ce qui est fait sur la figure
S.3. Nous constatons tout d’abord qu’à travers la transformation de la particule en trou, le
réseau non bipartite ne présente aucune symétrie. Les deux courbes sont relativement proches
l’une de l’autre, mais la pente à faible dopage est très différente. Ainsi, on en comprend que
le réseau non-bipartite peut révélé des effets intéressants, mais il ne devrait pas être le réseau
sur lequel on se fit pour des résultats.

En poussant plus loin l’analyse, nous avons trouvé certaines symétries également présentes
dans le réseau non bipartite. Nous pouvons réaliser une transformation en trou de particule
en changeant le signe de t et t′, quelle que soit la valeur. Nous avons observé que, si t · t′ > 0,
alors le problème de signe est bien meilleur, un aspect pour lequel nous n’avons trouvé aucune
explication. En effet, si t · t′ < 0, le signe est approximativement divisé par 2, ce qui rend
tout calcul très difficile. Dans cet article, nous avons donc choisi la première convention pour
les signes de t et t′.
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Figure S.3 – Effet de la non-biparticité sur un réseau avec t′ = 0. On y voit 3 courbes, en cercles
rouges, c’est l’amas bipartite Nc = 6, pour le gros losange mauve, c’est l’amas non-bipartite Nc = 6∗,
et la courbe avec de petits losanges orangés, c’est l’amas Nc = 6∗, auquel on applique la transfor-
mation particule-trou.

S.4 Bistabilité
Alors que nous calculions dans la zone de coexistence du MI avec le cFL, nous avons

rencontré une zone où deux solutions étaient en alternance, ce qui est un comportement
typique d’une suite logistique avec des valeurs extrêmes. Cela semblait rendre la solution de
l’isolant dans la plage Uc1 < U < Uc3 extrêmement instable.

Pour comprendre Uc3, nous pouvons examiner de plus près ce qui se passe dans la région
Uc1 < U < Uc3 avec la figure S.4. En a), nous pouvons voir que la phase bistable est vraiment
une caractéristique au fil des itérations et qu’elle affecte fortement la double occupation.
Dans les calculs, on peut donner un poids aux parties imaginaires et réelles de la fonction
d’hybridation aux dernières itérations, changer le poids n’a rien changé à l’écart de bistabilité.
Sur la figure S.4 b), sachant que la suite analytique de la fonction de Green est généralement
entachée d’erreurs, le DOS nous indique qu’il devrait y avoir peu ou pas de différences entre
les parités, ce qui n’a donc pas d’importance et ne remet pas en question nos résultats en
dehors de cette région.
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Figure S.4 – a) double occupation en fonction du nombre d’itérations à U = 7.97. Les différentes
couleurs donnent la parité de chaque itération. Les barres d’erreur représentent l’erreur Monte-Carlo.
b) Densité d’état des deux solutions alternées du panneau de gauche. Ce calcul a été effectué en
utilisant l’algorithme de continuation analytique de la référence [6]. Les mêmes couleurs sont utilisées
pour les deux figures.

S.5 Diagrammes de phase décortiqués
Ici, nous décortiquons en plusieurs graphique n(µ) les diagrammes de la section 5.2.3 afin

d’en faciliter leur compréhension. C’est fait sur les figures S.5 et S.6
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Figure S.5 – Comprendre le diagramme de phase T − µ. à gauche, nous avons les graphiques n(µ)
à différentes températures avec des transitions et phénomènes qu’on peut résumer sur la figure de
droite.

Figure S.6 – Comprendre le diagramme de phase U −µ. à gauche, nous avons les graphiques n(µ)
à différentes valeur d’interaction avec des transitions et phénomènes qu’on peut résumer sur la figure
de droite.

S.6 Code de démarrage des calculs avec CTMO

Pour démarrer le calcul d’un point sur un ordinateur de Calcul Canada à l’aide du pro-
gramme CTMO de Charles-David Hébert, on a besoin de plusieurs fichiers. D’abord, il faut
forcémment les fichiers params1.json, hybUp1.dat et ctmo_dca. Si le programme SCCM est
utilisé, il faut aussi avoir le fichier d’options option.json. Pour démarrer n’importe quel cal-
cul, il faut aussi un fichier de démmarrage, pour lequel le nom n’a pas d’importance. Le
programme bash est le suivant :

#!/bin /bash
#SBATCH −−time=7−00:00:00
#SBATCH −−mem−per−cpu=4000M
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#SBATCH −−ntasks=64
#SBATCH −−account=def−tremblay
#SBATCH −−job−name="n0 . 75 ,U7 , b50"

module purge
module load StdEnv/2020
module load gcc boost a rmad i l l o boost−mpi cmake

i f [ −a l o g f i l e ]
then rm l o g f i l e

f i
rm t k t i l d e ∗ . arma t l o c ∗ . arma hybFM∗ . arma con f i g ∗ . dat

### prepare s imple s c r i p t to be executed with srun
cat > simple . sh <<EOF
ITER=10
ITERMAX=100
myExe=./ctmo_dca

whi le [ \$ITER −l e \$ITERMAX ]
do

i f [ 0 −eq "\$SLURM_PROCID" ] ;
then

echo begin i t e r a t i o n \$ITER at : \ ‘ date \ ‘ >> l o g f i l e

d e c l a r e −a NOW
NOW=\$ ( date )
jq ’ . in fo rmat ion . last_update = " ’"\ ${NOW}" ’" ’ opt ion . j son > tmp .\ $\$ . j son && mv tmp .\ $\$ . j son opt ion . j son

f i
wait

\$myExe params\${ITER} . j son

s l e e p 30
i f [ 0 −eq "\$SLURM_PROCID" ] ;
then

echo end i t e r a t i o n \$ITER at : \ ‘ date \ ‘ >> l o g f i l e
f i

ITER=\$ [ \$ITER+1]
wait

done
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EOF
chmod u+x s imple . sh

srun bash . / s imple . sh > combined . txt

S.7 Fichier de paramètre pour CTMO
Pour effectuer les calculs de CTMO, il est important d’avoir le fichier params1.json en

main. Voici un exemple de celui-ci

{
" l ogg ing " : {

" f i l e " : "ctmo_log . l og " ,
" l e v e l " : "debug " ,
" logToFi l e " : f a l s e

} ,
"model " : {

"J_H" : 0 . 0 ,
"U" : 7 . 4 ,
"UPrime " : 0 . 0 ,
" beta " : 15 . 0 ,
" c l u s t e r " : {

"Nx" : 3 ,
"Ny" : 2 ,
"Nz" : 1

} ,
" de l t a " : 0 . 01 ,
"gPhonon " : 0 . 0 ,
"hybUpFile " : "hybUp1 . dat " ,
"modelFi le " : "DCA_T_3x2_bipartite . model " ,
"mu" : 5 . 5 ,
"nOrb " : 1 ,
"nkpts " : 349 ,
"w0Phonon " : 0 . 0 ,
" tParameters " : {

"00" : {
" t2x " : 0 . 0 ,
" t2y " : 0 . 0 ,
" t2z " : 0 . 0 ,
" t3 " : 0 . 0 ,
" t I n t r a " : 0 . 0 ,
" tx " : −1.0 ,
" tx=−y " : 0 . 0 ,
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" tx=−z " : 0 . 0 ,
" tx=y " : 1 . 0 ,
" tx=z " : 0 . 0 ,
" ty " : −1.0 ,
" ty=−z " : 0 . 0 ,
" ty=z " : 0 . 0 ,
" tz " : 0 . 0

}
} ,
"RSites " : {

"0" : [
0 ,
0 ,
0

] ,
"1" : [

1 ,
0 ,
0

] ,
"2" : [

2 ,
0 ,
0

] ,
"3" : [

0 ,
1 ,
0

] ,
"4" : [

1 ,
1 ,
0

] ,
"5" : [

2 ,
1 ,
0

]
} ,
"KWaveVectors " : {

"0" : [
0 ,
0 ,
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0
] ,
"1" : [

0 .3333333 ,
0 ,
0

] ,
"2" : [

0 .6666667 ,
0 ,
0

] ,
"3" : [

0 .1666667 ,
0 . 5 ,
0

] ,
"4" : [

0 . 5 ,
0 . 5 ,
0

] ,
"5" : [

0 .8333333 ,
0 . 5 ,
0

]
}

} ,
"monteCarlo " : {

"measurementTime " : 35 ,
" seed " : 774462477 ,
"thermFromConfig " : f a l s e ,
" thermal izat ionTime " : 3

} ,
" se l fCon " : {

" eCutSelfCon " : 200 ,
" we ight s I " : 0 . 2 ,
"weightsR " : 0 .2

} ,
" s o l v e r " : {

"S " : 5 . 0 ,
" ave rageOrb i ta l s " : true ,
" cleanUpdate " : 10000 ,
"eCutGreen " : 100 ,
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" i sOrb i t a lD i agona l " : true ,
"n_tau_sampling " : 5 ,
"ntau " : 5000 ,
"updatesMeas " : 200 ,
" isOneOrbita lOptimized " : t rue

}
}

Il n’est toutefois pas nécessaire en général de spécifier RSites ou KWaveVectors si nous
ons que les vecteurs de translation du réseau réel sont en direction x̂ et ŷ.

S.8 Fenêtre de calcul et d’analyse des résultats
Pour effectuer ce mémoire, il a été important de créer une application pour démarrer les

calculs, organiser les résultats et analyser les résultats, le tout, automatiquement. Le nom
de l’application est SC-CTMO-CM pour Super-Computer CTMO Calculation Management.
Cette application a deux parts principales. Une dans l’ordinateur de l’usager pour afficher
les graphiques, les sauvegarder, démarrer des calculs et demander des résultats au super
ordinateur. Celle-ci est souvent référée par SC Access Program.

La seconde partie est séparée en deux occupations dans le super ordinateur utilisé. la
première classe tous les calculs et s’occupe de communiquer avec l’utilisateur des informations
importantes sur le statut de ses demandes. L’autre portion, s’occupe d’effectuer les calculs
au bon endroit et à partie de la bonne itération.

Il y a plusieurs fenêtres pour l’application utilisateur. Nous les voyons aux figures S.7,
S.8, S.9 et S.10.

Figure S.7 – Fenêtre d’accueil de l’application SC Access Program.

Il y a un nombre incalculable de possibilité de graphique avec cette application. Il est
possible, en choisissant l’axe des x, de choisir l’axe des y pour les observables n, D, Sz, sign,
plus toutes les fonctions de Green up, Self énergie up, et Hybridation up en fréquence de
Matsubara, ou à ω = 0. Bref, énumérer toutes les possibilités serait assez long.
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Figure S.8 – Exemple de fenêtre de choix de l’application SC Access Program.

Figure S.9 – Fenêtre de calcul et de graphique de l’application SC Access Program.
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Figure S.10 – Fenêtre de paramètre de l’application SC Access Program.
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